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Résumé :

Nous ¢étudions les effets d'un faible désordre avec une fonction de corrélation gaussienne sur
un condensat de Bose dipolaire dilué quasi-bidimensionnel avec des interactions de contact a
deux et trois corps en utilisant la théorie de Hartree-Fock-Bogoliubov. Nous analysons
numériquement les effets de 1'interaction a trois corps sur le spectre d'énergie, les fluctuations
quantiques de désordre dans I'appauvrissement du condensat et I'énergie de désordre du
systétme. Nous montrons qu'une augmentation des interactions de contact a trois corps
entraine l'apparition de rotonisation et d'une instabilité¢ du condensat a une interaction dipdle-
dipdle plus forte. Nous montrons également que l'interaction intrigante entre le désordre, les
interactions dipole-dipdle et les interactions a trois corps joue un role fondamental dans la
physique du systéme. De maniére intéressante, nous constatons que les interactions a trois

corps libérent des atomes localisés dans les minima respectifs du potentiel aléatoire.

Abstract :

We study effects of weak disorder with Gaussian correlation function on a dilute quasi-two-
dimensional dipolar Bose-condensed with two- and three-body contact , interactions using the
the Hartree-Fock-Bogoliubov theory. We analyze numerically the effects of three-body
interaction on the energy spectrum, the quantum disorder fluctuations to the condensate
depletion and the disorder energy, of the system. We show that increasing the three-body
contact interactions leads to the appearance of rotonization and condensate instability at
stronger dipole-dipole interaction. We olso show that the intriguing interplay of the disorder,
dipole-dipole interactions and three-body interactions plays a fundamental role in the physics
of the system. Interestingly, we find that the three-body interactions release atoms localized in
the respective minima of the random potential.
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Introduction générale

En 1924, Albert Einstein a publié un article dans lequel il postulait le com-
portement des gaz bosoniques dilués ultradfroids [1] qui généralise les travaux de Bose
sur le comportement statistique des photons [2]. Albert Einstein prédit qu'un ensemble
de bosons ( particules de spin entier) sans interactions devra développer une population
macroscopique dans ’état de plus basse énergie en dessous d’une température critique,
qui dépend du nombre total d’atomes et de la géométrie du systéme. Cette transition
de phase a lieu quand la longueur d’onde de Broglie thermique des particules A devient
comparable a la distance moyenne interparticulaire. La théorie d’Einstein est restée dans
les tiroirs pendant des années, jusqu’a étre reconsidérée en 1937 par F. London lors de la
découverte de la superfluidité de I’hélium liquide en dessous d’une certaine température
[3]. London remarque que la température de transition de I’hélium liquide vers son état
superfluide était trés proche de la température critique de condensation d’un gaz parfait
de méme densité, ce qui suggere que les deux phénomenes sont liés.

A cause des fortes interactions dans ’hélium superfluide, une description microsco-
pique du systéme est ardue. Au contraire, elle est beaucoup plus facile dans le cas des gaz
dilués, dans lesquels les interactions restent faibles. Dans le cas des condensats de Bose-
Einstein, I’équation de Gross-Pitaevskii [4] décrit bien le systéme en prenant en compte les
interactions qui agissent sur une particule par un terme de champ moyen. Pour atteindre
le seuil de condensation dans un gaz dilué, il faut le refroidir & des températures jamais
atteintes, de 'ordre de 100 nK . Plusieurs dizaines d’années sont écoulées depuis la pré-
diction de la condensation de Bose-Einstein jusqu’a la réalisation des premiers condensats

avec des atomes ultra-froids. En 1995, la condensation de Bose-Einstein a été réalisée par
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Eric Cornell et Carl Wieman sur des atomes de rubidium 87 [5], puis par le groupe de
Wolfgang Ketterle [6] sur des atomes de sodium, en leur valant le prix Nobel de phy-
sique 2001. Jusqu’a nos jours, des condensats de nombreuses espéces atomiques ont été
produits, ainsi que des condensats de molécules [7], de polarisatons [8] et de photons [9].

Depuis la réalisation des condensats de Bose-Einstein avec des atomes ultra-froids,
la recherche dans ce domaine a connu un énorme progrés. En effet, le grand controle
qu’on peut avoir sur le systéme offre une variété de branches de recherche. Par exemple,
En exploitant des résonances de Feshbach, il est possible de contréler les interactions
entre les atomes [10], ce qui rend possible la condensation du rubidium 85 [11] entre
autres espéces atomiques, ’étude de ’effondrement contrélé d’un condensat en interaction
attractive [12], I’ “etude de solutions brillantes [13] et des condensats sans interactions [14].
Le régime d’interaction forte peut rendre les condensats instables en raison des collisions
inélastiques. Cependant, il peut étre utilisé de maniére bénéfique avec un gaz de fermions
fortement corrélés. Dans ce type de gaz, les collisions inélastiques sont inhibées grace au
principe d’exclusion de Pauli. Ainsi, le régime d’interaction forte peut étre exploité sans
compromettre la stabilité du systéme [15]-[17].

Depuis la premiére observation des gaz de Bose dipolaires ultrasolides, 1'effet de 'in-
teraction & longue portée, qui induit de fortes corrélations dans ces systémes, a attiré
une grande attention dans les études théoriques et expérimentales [18]-[20]. Sur la base
des recherches précédentes, 'approximation de diffusion s-wave néglige les détails mi-
croscopiques de l'interaction & deux particules et remplace l'interaction réelle par une
interaction pseudopotentielle de contact. Pour décrire les effets de la structure microsco-
pique du potentiel & deux corps sur les propriétés de ces systémes, il est nécessaire de
dépasser I'approximation s-wave.

Les gaz ultrafroids de particules dipolaires, qui interagissent via un potentiel dipodle-
dipole anisotrope & longue portée, ont considérablement modifié la nature des régimes
quantiques dégénérés et des perspectives intéressantes pour 1’observation de nouveaux
phénomenes physiques [21]. Dans le systéme dipolaire bidimensionnel de Bose, ou les di-
poles bosoniques sont orientés perpendiculairement au plan de leur mouvement de trans-

lation, une transition de phase vers la condensation de Bose-Einstein (BEC) peut se
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produire. De plus, en raison de la dépendance en impulsion de I'interaction dipole-dipole
(DDI), ce systéme peut également présenter un spectre d’excitation roton-maxon, simi-
laire & celui observé dans la physique de I’hélium liquide. Cette dépendance en impulsion
de l'interaction DDI donne lieu a des propriétés particulieres du systéme dipolaire de
Bose bidimensionnel, offrant ainsi une riche gamme de phénomeénes physiques a explorer
[22]-[23]

D’autre part, en plus des interactions a deux corps, les interactions a trois corps (TBI)
jouent également un role important dans une grande variété de phénomeénes physiques
intéressants et offrent une nouvelle physique par rapport aux interactions a deux corps.
Les TBI sont réalisées dans un gaz de Bose ultrasolides par des méthodes expérimentales
et théoriques [24]-[25]. L’interaction entre lattraction a deux corps et la grande répulsion
des TBI peut conduire a de nouveaux phénomeénes dans les gaz de Bose et de Fermi
faiblement interactifs [26].

Une autre orientation des études concerne les gaz piégés dans des réseaux optiques ,
créés par des ondes stationnaires formées avec des faisceaux trés desaccordés selon une
ou plusieurs directions de 'espace. Avec ce type de piége, il est possible de placer les
atomes dans un potentiel périodique. Le systéme est alors décrit par 'hamiltonien de
Bose-Hubbard [27]. Dans ce modéle, les atomes peuvent changer de site par effet tunnel.
Dans un tel systéme, la transition entre ’état superfluide et I’état d’isolant de Mott a été
mise en évidence [28]. Une découverte plus récente dans les systémes d’atomes froids est
la localisation d’Anderson [29]. Elle se produit quand le désordre est ajouté au systéme
par l'utilisation d’un potentiel de spectre ou d’'un réseau bichromatique, par exemple.
Ce phénomene a été observé en dimension un [30] et trois (3D) [31]. Enfin, les récents
progrés des potentiels géométriques permettent maintenant de produire sur les atomes,
I'équivalent d’'un champ magnétique pour des particules chargées [32]. L’ensemble de
ces résultats montre que les gaz quantiques sont arrivés & une phase de maturité ou ils
peuvent servir de systémes modeles & d’autres systémes moins facilement controlables ou
observables. L’idée de Feynman du simulateur quantique [33], systéme simple qui réalise
un hamiltonien trés difficile & calculer, et qui fournit les grandeurs d’intérét par une simple

mesure, est en passe d’étre réalisée [34].
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L’étude des condensats de Bose-Einstein a suscité de nombreux travaux a la fois théo-
riques et expérimentaux. Malgré I’abondance de résultats obtenus, ces condensats, ainsi
que le comportement général des gaz & basse température, présentent des caractéristiques
peu communes, et il reste encore beaucoup a découvrir. C’est pourquoi nous nous sommes
intéressés a ’étude du comportement du condensat de Bose-Einstein dipolaire en deux
dimensions, piégé dans un environnement désordonné, et & la maniére de maintenir sa
stabilité.

Ce travail est présenté comme suit :

Dans le premier chapitre nous étudions quelques propriétés de statistique quantique
et le phénoméne de condensation de Bose Einstein. Nous étudions aussi la condensation
de Bose Einstein avec interaction, en utilisant I’équation de Gross Pitaevskii GPE. Nous
rappelons ainsi les réalisations experimentaux de la condensation. nous terminons ce cha-
pitre par I’étude le phénomeéne des interaction long porté dans les condensats ce produit
d’aprés DDI.

Nous étudions dans le second chapitre la théorie de Bogoliubove relatif a I’équation de
Gross Pitaevskii GPE pour un gaz dilué a basse température. Nous calculons 1’énergie de
spectre de Bogoliubov a partir de I’équation de bogliubov de Gennes. Nous allons calculer
aussi la densité non-condensé & température finie. Nous nous basons & étudier ainsi la
théorie de Bogliubov-Huang-Meng pour un systeme désordonné. Nous nous intéressons a
étudier le potentiel de désordre avec ses propriétés statistisques

Dans le troisieme chapitre nous allons étudier le comportement du condensat de Bose
Einstein dipolaire dans un piége désordonné avec des interactions a trois corps, On propose
des calculs analytiques et numériques pour déterminer I’énergie du spectre de Bogoliubov
et la diminution du condensat de Bose-Einstein, et les quantités thermodynamiques telque
que le potentiel chimique, I’énergie de désordre. Et nous étudions aussi les effets des
interaction a trois corps sur la condensation de Bose Einstein dipolaire et désordonné. Nous
démontrons que les interaction a trois corps jouent un role trés important de stabiliter la

condensations pour les systeme de 2D. De plus, elles ont été observées dans les systémes

3D [35]



Chapitre 1

Dipolaire du condensat de

Bose-Einsteln

1.1 Condensat de Bose-Einstein

La condensation de Bose-Einstein est un état quantique qui se forme & des tempé-
ratures extrémement basses proches du zéro absolu (-273,15 °C ou 0 K) [36]. Un grand
nombre de particules (principalement des bosons) existent dans le méme état quantique,
et le concept d’'un condensat de Bose-Einstein a été proposé par Albert Einstein sur la
base des recherches de Satyendra Nath Bose en 1924[1]. il a fallu cependant attendre les
années 1990 pour que les scientifiques parviennent & créer un tel état en laboratoire, en
refroidissant le gaz boson a de trés basses températures [37].

Un condensat de Bose-Einstein possede plusieurs propriétés, notamment sa cohérence
de phase, sa superfluidité et sa capacité a former des interférences.

Le comportement d’un gaz parfait quantique peut étre décrit a I’aide de la mécanique
quantique et d’outils mathématiques tels que la fonction d’onde, qui décrit la probabilité
de trouver une particule & une position ou a un état énergétique donné. Les propriétés
d’'un gaz parfait quantique sont souvent étudiées a l'aide d’expériences impliquant des
atomes refroidis & de trés basses températures, appelés gaz atomiques trés froids. Ces

particules sont des bosons.



1.1. Condensat de Bose-Einstein 8

1.1.1 Statistique de Bose Einstein :

La statistique de Bose-Einstein s’applique aux systémes quantiques décrits par des
fonctions d’onde symétriques, ou plusieurs particules peuvent occuper le méme état quan-
tique en méme temps. Cette statistique s’applique aux systémes de particules indiscer-

nables ayant un spin entier, tels que les bosons.

La fonction de distribution de Bose-Einstein décrit la probabilité qu'une particule
donnée se trouve dans un état quantique

L’entropie est une mesure de la quantité de désordre ou de chaos dans un systéme.
Elle est souvent utilisée en physique, en thermodynamique et en information pour décrire
la quantité d’énergie inutilisable dans un systéme ou la quantité d’incertitude dans un
ensemble de données. L’entropie est représentée par la lettre S et est mesurée en joules
par kelvin (J/K') en thermodynamique et en bits en théorie de 'information.

Nous avons un systéme composé d’un grand nombre de particules tel que p L’opérateur
de densité

Si{| ¢,,,) } est une base des etats a une particule et ;

A partir de 1a, nous écrivons I’équation d’entropie de la forme :

S(p) = —Kg Y _ puln(p,) (1.2)

P, : la population de 1" etat| ¢,,)
kg : Constante de Boltzmann
Pour des particules sans interaction “gaz parfait” dont I’hamiltonien & une particule
h
Zao =[] ¢ (1.3)

avec
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¢, = Z e~ (@+Bei) N (1.4)

i

La somme porte sur toutes les valeurs de N; = 1,2, 3,40n a alors

1
_ —(a+Bei)Nr _
¢ = § :e TR = 1 — o (atpe) (1.5)

(2

soit In (Zgc =) In(;)On a en particulier N = —3%". (%)ﬁ =), n; avec n; =

(3};;@) est le nombre d’occupation moyen de | état ¢ d’énergie ¢;
Bu

On peut le déduire

e—(at+pei) 1

- 1 — e—(a+pe) - e—B(=p+ei) — 1 (16)

n;

Ou a = —pu avec f = kBLT et p :Le potentiel chimique

Le potentiel chimique appartient au domaine [—00, €min] OU €y, représente I’énergie
du niveau fondamental de h , pour un potentiel chimique supérieur & cette valeur, la
population de ce niveau fondamental deviendrait négative , ce qui n’a aucun sens. Comme
pour le gaz de Fermi, les valeurs grandes et négative de p correspondent & un gaz bien
décrit par la physique classique (distribution de Boltzman)

it — —00

1y o~ ze P (1.7)

Lorsque la condition 1 — ¢¢ est remplie et que le nombre de particules est une valeur
finie dans le systéme, il est pris a la valeur la plus basse.

La valeur des particules est donnée par la relation suivante :

1

e—Bleite) — 1 18

ﬁi:

1.1.2 La température du condensat de Bose Einsten
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A la limite thermodynamique, il est possible de défnir la température critique 7, pour
laquelle le phénomeéne de condensation se produit dans un gaz idéal . Dans un piége

harmonique Vext, cette température critique de condensation est egale

1
N 3
T, = hw [ —— 1.
kT = hu (1.202) (1.9)

1 2
avec w = (wywyw,)3 et N le nombre d’atomes du gaz. Le nombre d’atomes condensés Npoccupant

macroscopiquement I’état fondamental du systéme, suit I’équation

% =1- (%)3 (1.10)

La figure 1.1 présente plusieurs images d’un nuage d’atome de Rubidium refroidi a
une temp erature supérieure puis inférieure a la température critique de condensation 7'c.
La transition de phase vers la phase condensée apparait lorsqu’une partie centrale du
nuage devient trés dense. La transition de phase vers la phase condensée apparait lorsque

une partie centrale du nuage devient trés dense. La derniére image correspond a celle d’un

-

T=0.2T,

condensat de Bose presque pur (T = 0, 2Tc)

v e

T=0.7T,

Fic. 1-1 — Les images d’absorption montrent un gaz d’atomes de rubidium lors de la
transition de phase vers la condensation. [38].
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1.2 Condensat de Bose Einsten et I’équation de Gross-

Pitaevskii

1.2.1 Généralisée de I’équation de Gross-Pitaevskii

L’équation de Gross—Pitaevskii (GP) est une équation de Schrodinger non-linéaire
(Gross 1961 ; Pitaevskii 1961), qui régit I’état et la dynamique d’un gaz de bosons ultra-
froids (condensat de Bose-Einstein) sous 'approximation d’Hartree Fock. Sa forme indé-

pendante du temps s’écrit [39] :
h? — 2
—g A Ve (1) + g[2()[7 ) 0(r) = pd(r). (1.11)

1.2.2 Obtention de I’équation de Gross-Pitaevski

Nous considérons un gaz dilué de N bosons ultra-froids dans un potentiel de confine-
ment V., (7°), interagissant entre eux via un potentiel ne dépendant que de la distance

H
entre 2 bosons V' (7, r) . L’hamiltonien canonique du systeme peut étre écrit sous la

forme :
H o= /d?ff (7 ) h (7,1) + (1.12)
1 e N N -~ (7 N
5//dr a7 (70 (T V(T ) D (r ,t) V(7,1
avec hP = _%A + Vgt (77) est I’hamiltonien & une particule. Et ff (77) et v (7)

sont les opérateurs de champ de création et d’annihilation satisfaisant les relations de

commutation habituelles,

5.5 (F)] =0 e [p7).6" (F)] =5 (7. 7).
L’hamiltonien(1.12) est le point de départ de tous les traitements théoriques des gaz

de Bose dilués et comprend les fluctuations thermiques et quantiques. Toutes les théories
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figurant dans la littérature découlent d’approximations distinctes pour cet hamiltonien.
Pour les gaz dilués a trés basse température, la procédure habituelle consiste a établir une

approximation de 'interaction de contact [40] :

— —
%4 <7>, r') =g <7> — r’) : (1.13)
avec g = 4mh%a/m est la constante de couplage de deux corps intergissants , ol a est

la longueur de diffusion de 'ondes , qui peut étre déterminée & partir d’expériences.

I’Hamiltonien du systeme devient.

(7, 6) P (7, 1) (1.14)

Il faut écrire I’évolution temporelle de 'opérateur de champ {p (r,t) en utilisant I’équa-

tion de Heisenberg.

m%{u (7,1) = [w (7,1) H} . (1.15)

Pour I’hamiltonien (1.14), cela fait évoluer I’équation du mouvement.

d- . e e
ih@iﬂ(r,t):hsmﬁ(r,t)+gw+(r,t)w(r,t)w(r,t), (1.16)

Pour extraire des informations de cette équation, il convient de séparer la contribution
du condensat, qui correspond & l’occupation macroscopique. d’un seul état quantique, a

partir de la partie restante de I'opérateur de champ Bose, composé de deux parties .

V(7,0 =¢ (7, 8) + 60 (Tt). (1.17)

Correspondant respectivement a un opérateur de champ pour le condensat, et un

4 N ed . . N
pour les atomes non condensés, (7, t). Celles-ci pourraient correspondre & des atomes
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excités thermiquement, & des fluctuations de la mécanique quantique ou a des atomes
excités dans des états d’énergie plus élevés en raison d’interactions. Il est important de
noter a ce niveau que le condensat est décrit par une fonction classique et non par un
opérateur de champ. Cette approximation est bien justifiée puisque I’état fondamental est
occupé macroscopiquement.

En remplagant (1.17) dans 'equation(1.16) et on prend le zéro ordre de 1’équation
resultante, on trouve I'équation (1.11). avec ¢ (7, ) = ¢(r)e~ %t , ot ¢(r) et est la fonction

d’onde a une particule.

1.3 Reéalisations exprimentales du condensat de BE

On peut commencer ici par rappeler les "doutes existentiels" d’Einstein. En
effet, Einstein, pris de doute, écrivit a son ami Ehrenfest & propos de la condensation de
Bose-Einstein :

"Cette théorie est belle mais contient-elle une vérité 7[46]".
Nous ne ferons pas ici un long catalogue de résultats expérimentaux, nous nous
contenterons simplement de montrer quelques résultats qui répondent par I'affirmative a
la question d’Einstein. Nous allons commencer par montrer I’'une des premieéres et plus

célebres images d'un condensat obtenu par Anderson et al en 1995 [5] .

La réalisation expérimentale des condensats a été possible grace au développement des
techniques de refroidissement d’atomes par laser. Les trés basses températures obtenues
ont permis d’atteindre le régime de condensation pour des gaz suffisamment dilués pour
que les interactions ne masquent pas le phénomeéne de condensation. En 1995, une équipe
du laboratoire NIST/JILA (Boulder, Colorado, Etats-Unis), dirigée par Eric Cornell et
Carl Wieman, est parvenue & obtenir pendant quelques secondes un condensat de Bose-
Einstein[46]. Il était constitué de quelques milliers d’atomes de rubidium prérefroidis par
laser, puis refroidis davantage par "évaporation" dans un piége magnétique. La tempéra-
ture du gaz était alors de 1’ordre de 100 nK. Un autre chercheur Wolfgang Ketterle étudie
également, de son coté, "le refroidissement par laser et le piégeage des atomes froids"

ainsi que la superfluidité dans les gaz a « basse température ». Il réalise avec son équipe
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FiG. 1-2 — Cette image représente la densité atomique de rubidium dans les expériences
d’Anderson, prise en coupant le piége et en laissant s’étendre le condensat. L’image de
gauche correspond & un gaz juste au-dessus de la température critique, celle du milieu,
juste apres ’apparition du condensat et celle de droite au condensat quasi pur. La taille
de l'image est de 200um_270pum et correspond a une situation ou les atomes se sont
déplacés pendant un temps del /20s.

la condensation de Bose Einstein pour des atomes de sodium[46]. Ces trois chercheurs
(Wieman, Cornell et Ketterle), recevront en 2001, le prix Nobel de physique "pour la
découverte de la condensation de Bose-Einstein dans les gaz et pour des avancées dans
I’étude des propriétés de ces condensats". Ainsi, aujourd’hui, on sait que la théorie de la
condensation de Bose Einstein est importante car elle a permis, aprés I’'obtention de trés
basses températures (grande utilité dans les horloges atomiques) de réaliser expérimenta-
lement des condensats. Une des applications futures de ces condensats est la réalisation de
lasers atomiques, qui sont supposés avoir un impact important dans 'industrie, & 'image

de la place qu’occupe actuellement le laser photonique.

1.4 linteraction dipole-dipoéle
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Les progres dans le refroidissement et le piégeage des molécules polaires ont donné lieu
a l’étude des gaz dipolaires [41]. La premiére réalisation expérimentale réussie dans cette
direction a été, en raison de son grand moment dipolaire magnétique [42], le condensat de
Bose-Einstein du chrome (*2Cr) en 2005. Une avancée majeure a été réalisée en utilisant
une combinaison de techniques de piégeage magnéto-optique [43] et avec une méthode
optique entierement différente en 2008 [44]. Récemment, des condensats d’erbium (%8 Er)
9] et de dysprosium (14 Dy) [45] ont été observés, présentant des moments dipolaires plus
importants. L’interaction dipolaire a introduit des caractéristiques spectaculaires grace a
son caractére anisotrope et a longue portée, tandis que son homologue de contact est
isotrope et a courte portée. L’anisotropie et le caractére a longue portée de 'interaction
dipolaire permettent de controler les interactions entre les particules en ajustant le champ
externe a 'aide de résonances de Feshbach ou en réajustant I’anisotropie du piége.

Contrairement aux interactions de contact, le signe et la force de I'interaction dipolaire
dépendent fortement de la géométrie du piege. L’avénement des gaz dipolaires quantiques
dégénérés ouvre la porte a un large éventail d’explorations scientifiques. Les mesures de
précision, les réactions chimiques controlées quantiquement et les nouvelles phases de
la matiére sont parmi quelques exemples remarquables fournis par un gaz ultrafroid de
molécules polaires.

Dans cette section, nous examinons les interactions & deux corps dans un condensat di-
polaire de Bose-Einstein (BEC). Nous introduisons les interactions entre deux dipoles qui,
contrairement aux interactions considérées dans la sous-section précédente, ne peuvent
pas étre décrites par le potentiel d’interaction de pseudo-contact en raison de la nature a
longue portée du potentiel d’'interaction dipdle-dipdle (DDI). Le potentiel DDI prend la

forme suivante :

\\ _ Hoh (1 — 3 cos”0)
Vi(r—1) = 04%]7”—7‘]3 (118)

avec .
i, :est le moment dipolaire magnétique permanent.

0 :est 'angle entre la direction de polarisation et le rapport position des dipdles r
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(a) (b) Vaalr. @)

Fi1G. 1-3 — Interaction dipoéle-dipole (DDI) : (a) Deux dipdles polarisés par un champ
magnétique externe B le long de la direction z. La séparation r =| r |et Pangle fentrent
dans le potentiel DDI donné par I’équation 1.18. (b) L’interaction entre deux dipoles
est attractive dans une configuration téte-béche(f = 0), répulsive dans une configuration
cote-a-cote (0 = m/2), et elle s’annule a ’angle magique 6 = Om. [46]

ou

o = 4m - 10_7%” est la perméabilité dans 1’espace libre

0 est I'angle entre la direction de polarisation et la position relative des dipoles r
comme illustré dans la Figure. 1.3 (a).

Nous considérons le cas ot 7 > 0, ce qui est important car V,; diverge lorsque r tend
vers z€ro.

Comme mentionné précédemment, 'interaction dipolaire peut étre caractérisée soit
par un moment dipolaire électrique, soit par un moment dipolaire magnétique. Ces deux

types d’interactions présentent des propriétés fondamentalement différentes par rapport

aux interactions de contact

L’interaction dipolaire présente une anisotropie qui peut entrainer une attraction ou
une répulsion selon l'orientation relative des deux dipodles. Les particules cote & cote in-
teragissent par un DDI répulsif, comme illustré dans la figure 1.3, tandis qu’une confi-
guration téte-béche correspond & une configuration attractive, également illustrée dans
la figure 1.3. A une valeur spécifique de § = arccos(1/v/3) ~ 54.7 de 'angle magique,

Iinteraction dipole-dipole disparait. Cette interaction anisotrope conduit & une série de
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phénomeénes intéressants méme en physique classique, un exemple fascinant étant l'insta-
bilité de Rosensweig. Pour les gaz quantiques dipolaires, L’interaction dipole-dipole (DDI)
est étroitement liée & I’observation d’un spectre maxon-roton et a la stabilité du systéme.

Globalement, le cas ot r > 0 est un aspect crucial de I’étude des gaz dipolaires, et
il est essentiel de considérer cette condition lors de l’analyse du comportement de ces
systémes. Ce faisant, les chercheurs peuvent mieux comprendre les propriétés uniques des
gaz dipolaires et développer de nouvelles techniques pour manipuler ces systémes.

les interactions dipolaires entre particules possedent deux propriétés importantes : la
nature a longue portée et une forte anisotropie. Ces propriétés conduisent a des comporte-
ments uniques tels que la formation d’un ordre & longue distance et de cristaux dipolaires
avec des orientations de réseau spécifiques. L’anisotropie de l'interaction dipolaire pro-
voque également 1’alignement des dipoles dans un champ extérieur.

Le pseudo-potentiel complet décrivant le contact binaire et les interactions dipolaires

se lit :

f, 112, 1 — 3 cos? 0
dr | r—17 3

V(r—17)=gd(r)+ (1.19)

Pour décrire les BEC dipolaires, nous définissons maintenant quelques parameétres clés.
Par analogie avec la longueur de diffusion a, on définit une longueur dipolaire caractéris-

tique :

. HotZ,m

© 473h2

(1.20)

La force de couplage dipolaire est une interaction électromagnétique entre deux dipoles
électriques ou magnétiques. Cette force peut étre attractive ou répulsive en fonction de
I'orientation relative des dipodles. Elle est due a l'interaction entre les charges électriques
positives et négatives des dipoles électriques ou entre les poles nord et sud des dipoles
magnétiques. Cette force est importante dans de nombreuses applications en chimie et en
physique car elle peut affecter la structure, la stabilité et les propriétés des molécules, des
cristaux et des matériaux magnétiques. Elle est également essentielle dans les interactions

entre les molécules et les champs électromagnétiques, qui ont des applications en spec-
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troscopie, en imagerie médicale et en télécommunications.Elle est donnée par la relation

suivante :

ATh? o,
Gaa = — =—°3 (1.21)

Il est crucial de noter que I’échelle de longueur dipolaire, représentée par r,,, ne corres-
pond pas & une distance d’interaction définie pour les interactions dipolaires. En d’autres
termes, l'interaction entre particules & moments dipolaires ne s’annule pas brutalement
au-dela d’une certaine distance, comme c’est le cas pour les interactions de contact.

Pour caractériser davantage la force des interactions dipolaires, nous définissons la
force relative comme le rapport de la force de couplage dipolaire a la force de couplage de
contact. Ceci fournit une mesure quantitative de I'importance des interactions dipolaires
dans un systéme donné. Dans de nombreux cas, la force relative des interactions dipolaires
peut étre ajustée en ajustant la distance entre les particules ou la force d’un champ externe
appliqué.

Dans ’ensemble, la compréhension de la force et de la gamme des interactions dipo-
laires est cruciale pour prédire et controler le comportement des systémes dipolaires, qui
ont un large éventail d’applications potentielles dans divers domaines de la physique et

de l'ingénierie.

* 2
Gaa T HoFop, 110
g, =29 T _ _° 1.22
a a  Ar 3R2 (1.22)
Species  ay(ag)  pmlpp) agalap) eqq  References
RE 10040 1 07 0007  [147]
2Cr 102.5(4) 6 15.1 0.15 [148]

1620y 122(10)  9.93 1292 1.06 [149]
164 Dy 92(8) 0.93 130.8 142 [149.150]
Wpe  72(13) 6.98 65.5 091 [151]
Wpr 137(1) 6.98 66.2 048 [152]
IWEr  -221(22) 698 67.0 -0.3 [151]

Tablaul.l : Les forces dipolaires sont représentées par des teintes de gris indique une
force plus forte.Les longueurs sont présentées ici enunités

du rayon de Bohr, a,=>5,3x10"1m. [46]
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L’interaction dipolaire doit étre au moins aussi forte que l'interaction de contact,
produisant €45 > 1, pour qu'un BEC soit dominé par des effets dipolaires. Le caractére
anisotrope de DDI est évident & partir de la dépendance angulaire dans 1’équation 1.22.

Nous fournissons ces valeurs pour tous les isotopes bosoniques qui ont été produits
expérimentalement jusqu’a présent dans le tableau 1.1. Ce tableau inclut le rubidium,
dont la valeur de €45 = 0,007 indique qu’il est prudent d’ignorer les interactions dipo-
laires lors de la modélisation de cette espéce. Les seules espéces qui sont principalement
dipolaires sont les isotopes du dysprosium, bien que 1’on puisse entrer dans ce régime en
raccourcissant la longueur de diffusion de'%®Er, comme ce fut le cas avec *2C'r [46]. Ici, il
est important de noter que la valeur correspondante pour dd des dimeéres alcalins dépasse
celle du tableau 1.1 d’au moins un ordre de grandeur. Par exemple, la molécule KRb a

une valeur 44 de 37, alors que NaRb a une valeur €44 de 229 [46].



Chapitre 2

La théorie de

Bogliubov-Huang-Meng

2.1 Théorie de Bogoliubov

En 1947, Bogoliubov a montré comment la présence du condensat influence les pro-
priétés du gaz dilué de Bose, ce qui conduit a ’équation de Gross Pitaevskii pour la
dynamique du condensat a température nule. dans ce chapitre nous allons montrer com-

ment cela s’étend au cas d’une température non nulle, lorsque le condensat persiste.

2.2 L’equations de Bogoliubov de Gennes

Dans cette section, nous abordons les solutions de 1’équation de GGP en utilisant
les équations de Bogoliubov-de-Gennes (BAGE) pour décrire les excitations de quasi-
particules. Cette approche alternative met en évidence une caractéristique générale des
gaz ultra-froids de Bose, a savoir que les spectres d’excitation élémentaire et de mode
collectif sont identiques lorsqu’on linéarise autour de la valeur d’équilibre statique de la
fonction d’onde de condensat tout en la maintenant fixe.

it

O(rt) =e 1 [®(r) + 6P (r.t)] (2.1)

20
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avec 0¢ < 0
En introduisant la transformation 2.1 en 1.16, on obtient pour 1¢" ordre de I’équation
retrouvée :.
ﬁ2

d
zh%&b(rt) = —% A +‘/;xt(r) + 29” +u (5@(7“15) + gq)2dq)* (T’t) (22)

Utilisons cette transformation ;

SO (r.t) = ug(r)e ™ — v (r)e™ (2.3)

nous trouvons deux BAGE couplés pour les amplitudes uy et vy

B | Bt »

Cette équation s’appelle equation de Bogoliubove de Gennes de gaz dilué
avec
h2
F = %A + Ve (1) + 291 — (2.5)

et

T = g(®* + F) (2.6)

€1 = hwy, :est une énergie de spectre de Bogoliubov.

Des solutions numériques ont été obtenues pour les équations 2.5 avec différents poten-
tiels de piege [47], et les fréquences d’oscillation observées correspondent bien aux valeurs
propres d’énergie prédites ey.

dou :

ne =| ® [*est la densité totale du systéme.

i = n.g st le potentiele chimique on applique ce formalisme dans un gaz de Bose
uniforme c’est—dire v, (r) = 0.

On peut choisir des ondes planes car le gaz boson est homogene.
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u(r) = upe™ (2.7)

v(r) = vpe” (2.8)

En remplacant (2.12) en (2.11) , on obtient respectivement le spectre de Bogoluibov

et les amplitudes de quasiparticules [48].

ex = [(Br + 2neg — ) + g°n2)? (2.9)
1 [Br+ne
uf} = 5 % (2.10)

ou F; = %est I’énergie de particule libre suppose que n. < lon a alors.

ex =/ (Ep)? + 2n.9E), : (2.11)

La forme de dispersion linéaire de type phonon est une bonne approximation de la loi
de dispersion de Bogoliubov pour des petits moments k& << mc,. Cela signifie que pour
des vecteurs d’onde proches de zéro, la relation entre I’énergie et le vecteur d’onde d’une
excitation élémentaire (quasiparticule) dans un systéme de Bose-Einstein condensé peut
étre décrite de maniére linéaire et proportionnelle & la vitesse du son dans le condensat.
Cette simplification est due au fait que les fluctuations du condensat sont faibles pour des
petits moments k. Pour des vecteurs d’onde plus grands, la loi de dispersion de Bogoliubov
doit étre utilisée dans sa forme compléte pour décrire la relation entre I’énergie et le vecteur

d’onde de l'excitation élémentaire.

e, = hesk (2.12)
avec : ¢; = ¢/%¢est la vitesse du son. Dans la limite opposte & > mc,la loi de

dispersion de Bogoliubov (2.15) se réduit la forme de free particule ¢, ~ Fj La transition

P , . . . . 21.2 .
du régime des phonons au régime des particules libres a peut conduire a ZE = n g Si
2m
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nous utilisons K = %

_ h
avec ¢ = 5=

sité non condensées peut étre obtenue par les transformations homogénes de Bogoliubov

ou est appelée la longueur de relaxation (healing length). La den-

suivantes [49] :

b= wbexp (z%ﬁ) — bt (—ik7) (2.13)
k
U =3 wbf e — by (ik7) (2.14)
k

en utilisant les propriétés suivantes :

. 1

(bFby) = Ny = Fpp = —=¢ (2.15)
er —1
(bb) = (nbn) = 0 (2.16)
(b)) =1+ Ny = coth(—£) (2.17)
2T
Nous remplagons 2.12 et 2.13 dans les dénitions de n , on obtient :
= (UH0) = "0} + (uf + v}) Ny (2.18)
k

dans la limite thermodynamique ou on peut remplacer la somme sur k par une intégrale

3 . 4 2 .
Sk=] (gT’)%,,Donc la densites non condensées peut s’écrire

. 1 Ok [Ex +n.g 8 m.ad 1
— = — 1l == 2 2.1
No 5 / (27T)3 [ - ] nc( ) ( 9)

Le second terme représente la fluctuation thermique notée par

1/ 0k Ex + n.g

nr == 2P & [coth(g—k) - 1] (2.20)

2 2T

A basse température, la quantité de moment est faible lorsque k tend vers zéro, c’est-

a-dire que k au carré tend vers zéro. De plus, 1’énergie du spectre de Bogoliubov devient
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proportionnelle a la vitesse de phase e,=hcsk lorsque k tend vers zéro. Pour calculer cette

énergie, nous utilisons 'intégrale suivante

7% | By |

T (2.21)

/ 251 [coth(z) — 1]z =

On trouve

N[

iy = %n (”‘fg) (1—?)2 (2.22)
2.3 Excitations de Bogoliubov :

Prenons un gaz composé de bosons en interaction qui occupe un volume v et une

dimension d, et ’expression hamiltonienne est donnée par la relation suivante [49] :

- h2l€2 + 1 ~+ _+ o
H= Z ™M Q. ag + Z mf(p)ak+paq—paqak (223)
k kpq
et
iy, | = O (2.24)
atat s oa
ay, Gy = Ggap =0 (2.25)

Dans I’hamiltonien décrit par (2.23) , le premier terme de la partie mono-particule
correspond a I’énergie cinétique des particules et le deuxiéme terme décrit ’hamiltonien
d’interaction a deux corps de la force dipolaire.

Selon I'idée de Bogoliubov, le nombre moyen de particules dans le condensat de Bose
N, alétat K = 0 est proche du nombre total de particules dans le gaz N et les opérateurs

a moment nul ajet a, opérant sur 'état fondamental obéissent aux relations.

Gy | Noy = /N | No— 1) (2.26)
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et

|do) = VNe+ 1] N.+1) (2.27)

pour N¢ >> 1 c’est possible d’écrire v/Nc + 1 ~ /N de remplacer chacun des opéra-
teurs d; et Go par le nombrev/Nec qui conduit & [do; ] = 0 L’application de la théorie
des perturbations signifie que :

qu’il est nécessaire de décomposer le dernier terme de 1’équation 2.23 en termes de
puissances des petites quantités a; et ag, avec K différent de 0. Ainsi, 'hamiltonien
i

(2.23) peut étre divisé en trois parties distinctes en fonction du nombre d’opérateurs a;

et a; présents dans les produits :

H=> H" (2.28)

Le terme d’ordre zéro ne contient pas de petite quantité ou de terme linéaire en a et
ay. Cela signifie que le terme d’ordre zéro ne dépend pas des fluctuations quantiques et
peut étre considéré comme la contribution classique & 'hamiltonien. En d’autres termes,
il représente I’énergie du systéme dans I’état fondamental ou I’état classique. Les termes
d’ordre supérieur, en revanche, incluent des contributions quantiques dues aux fluctuations

des opérateurs a; et ay.

1 -
d;aJaOaOV(O) (2.29)

HO — —
2V

En utilisant de la relation de normalisation :

afag=N.=N = dgdo = (agap)® = N> —2N'>_ &, g (2.30)
k0 k40

L’hamiltonien de 2.29 devient :
1
H = SnNV(0) = nV(0) ) i, (2.31)
k0

Le terme du premier d’ordre est zero



2.3. Excitations de Bogoliubov :

26
H=0 (2.32)

Le terme de second ordre est donné par
H? = Z [Ek +n.V (k) + ch(O)] d;dk + lnc Z V (k) [a Kk, + aZaJrk (2.33)

2
k#0 k#0
La densité des atomes condensés (n), = % est utilisée ici avec la conservation de
I'impulsion £ = —k.

Ces composants ont une interprétation physique :

- V(0)a; ax représente énergie de Hartree qui résulte de I'interaction directe entre une
particule a I’état k et N, atomes dans le condensat.

- V(k)ajfay est le terme d’échange, également connu sous le nom de terme de Fock,
dans lequel un atome a I’état k est dispersé dans ’état d’impulsion nulle, tandis que dans
I’autre sens, un atome est dispersé du condensat & I’état k. Notez que l'interaction de
contact dissimule la présence des contributions directes et d’échanges.

- V(k) [a,kak + azafk} représente la diffusion de deux atomes dans le condensat vers
des états avec une impulsion k en sens inverse.

L’approche de Bogliubov suppose que I’épuisement est faible, c¢’est-a-dire que N, est
proche de N ou que n. est proche de n, et ne prend en compte que les termes du second
ordre H? pour l'interaction. En sommant (2.30) avec (2.33) , Phamiltonien (2.23) peut

étre réduit a un terme quadratique en termes d’opérateurs a; et ay

1
H= -an )+ [Ek + 1V (k)i @ + SV (k) (@-4din + i, a ) (2.34)

k0

Afin de calculer les niveaux d’énergie du systéme,il faut diagonaliser le hamiltonien

(2.23) . cela peut étre fait en utilisant les transformations canoniques de Bogliubov

+ =t ~
a; = ukbk — Ukb,k (235)
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- T

N+ -
Ou <b> et (b) sont des opérateurs d’excitations élémentaires qui doivent satisfaire
k k

les meme régles de commutation que les opérateurs (@), et (a),.

[ékéz,] =5, et [ékék,] ~0 (2.37)

Les régles de commutation de (2.37) montrent que les coefficients doivent satisfaire la
condition : u} — v = 1. Mettre a zéro le coefficient du terme proportionnel & byby, ou by b
.on obtient pour les fonctions de bogliubov :

U Uk

2.4 La théorie de Bogliubov-Huang-Meng

Huang et Meng ont développé la théorie de Bogoliubov des gaz de Bose ultrafroids dans
des potentiels aléatoires en 1992 afin d’étudier les caractéristiques du soi-disant probléme
du boson sale. Ici, nous examinons les gaz de Bose dipolaires désordonnés a température
limitée dans les deux géométries 2D en utilisant la théorie de Bogoliubov-Huang-Meng
[50]. Nous sommes capables de dépasser le probléeme GP a température nulle résolu par
une technique perturbative grace a cette théorie [51, 53]. Contrairement a I’équation G P
avec traitement perturbatif, cette extension fournit des informations approfondies sur
I'interaction entre les fluctuations thermiques et les effets de désordre dans ’anisotropie
de la superfluidité. Nous prenons en compte 'impact d’un champ aléatoire externe sur un
gaz de Bose dipolaire 3D dilué avec des dipoles paralléles au plan.

avec des dipoles orientés perpendiculairement au plan. Ecrivons Phamiltonien (2.23)

sous la forme :

- hE? . 1 L 1 L
" zk: 2m a;ak " v %; Uk—pa—k'—ap * 2V Z az;qaz_fqak*-qak—q (2.38)

k.q.p

ol nous avons inclus le potentiel externe U, V est un volume de quantification et le
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potentiel d’interaction dans 1’espace des impulsions est donné par [54]

V (k) = g[1 + c4a(3cos*0;, — 1)] (2.39)

ici €49 = 03—‘;‘1 est la force relative sans dimension qui décrit 'interaction entre la DDI
et l'interaction & courte portée.

En supposant le régime d’interaction faible ou r, < § avec § = h,/mgn étant la
longueur de guérison et n étant la densité totale, nous pouvons utiliser I’approche de
Bogoliubov. En rappelant que la prescription de Bogoliubov suppose que a* = ay = v/N,,
et a pour k # 0 comme de petites perturbations. Au second ordre en @, etay, le terme

de potentiel externe peut étre évalué comme :

> Ukopafa, = NelUo+v/Ne Y (af Uy + axU—y) (2.40)
k.p k

Le terme N .U, doit étre calculé dans la deuxiéme approximation de Born. En I’ab-
sence de potentiel externe, ’hamiltonien (2.23) peut étre diagonalisé par la transformation
standard de Bogoliubov (2.35) et (2.36).

Pour diagonaliser I’hamiltonien complet (2.23), nous appliquons les transformations

de Huang-Meng [50] :

e h pt *
ap = wpby —vpbT, — B

oi b et by sont des opérateurs d’excitations élémentaires. La transformation (2.41)
ne modifie pas les régles de commutation et les opérateurs de quasi-particules b, et by,
satisfont les relations de commutation bosoniques habituelles.

Les fonctions de Bogoliubov uy, ; v, sont exprimées de maniére standard :

[Zk 4, [Er
( Ek:t ) h2k2

€k N 4 . . .
up; vy = ———5——ou Ep = 5= est énergie d'une particule libre, et

n EK
=4/ =—U 2.42
By Tl (2.42)
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L’énergie des excitations de Bogoliubov est donnée par

€k = \/E/% + 24104(0) Bk, (2.43)

ol fi; = nlimy_of(k) est le potentiel chimique d’ordre zéro.

Il est important de noter que le spectre (2.43) est indépendant du potentiel aléatoire.
Cette indépendance n’est en réalité vraie qu’a I'ordre zéro de la théorie des perturbations;
inversement, des calculs d’ordre supérieur rendent le spectre dépendant du potentiel aléa-

toire en raison de la contribution des termes anormaux (voir ci-dessous). Pourk — 0, les

excitations sont des ondes sonores €, = hcgq(0)k, o cgq(f) = csp\/ 1+ e44(3cos?0 — 1)
avecc,; = \/% = m est la vitesse du son sans interaction dipolaire-dipolaire. En raison
de 'anisotropie de I'interaction dipolaire, la vitesse du son acquiert une dépendance de la
direction de propagation, qui est fixée par I’angle 6 entre la direction de propagation et
lorientation dipolaire. Cette dépendance angulaire de la vitesse du son a été confirmée
expérimentalement [55]. Par conséquent, la forme diagonale de I’hamiltonien du gaz de

Bose dipolaire sale (2.38) peut étre écrite comme :

k

ouFl = E()d + oF + ER,
Eoa(0) = 1104(f)5 o N est le nombre total de particules.

1

OB = ;[gk — Ep —nf(k)] (2.45)

est la correction d’énergie de 1’état fondamental due aux fluctuations quantiques

Ej

E
Ep=-> n{ U |2>¥ = - ZanE—g (2.46)
e P

donne la correction & I’énergie de ’état fondamental due au potentiel aléatoire externe.

Et la densité non condensée s’écrite ;

n= flo -+ flth +ngr (247)
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1 [ dk
- . / o (2.48)
1 [ dk
+§/(27r)3

Le premier terme principal dans I'équation (2.48) désigne la contribution & la den-

Eﬁf/(K)nC_l
Ek

By +V (K)n. £k / dk _ FE?
th— —1| +n. | —=Rx—~
€k ] [CO 2T ] o (2#)3 K et

sité non condensée & température nulle, Le seconde térme représente les corrections de
fluctuations thermiques a la densité non condensée et le troisiéme terme représente la
contribution du potentiel aléatoire connu également sous le nom de fraction vitreuse est
analogue a l'ordre d’Edwards-Anderson paramétre d’un verre de spin [56, 58] . Elle pro-
vient de ’accumulation de densité pres de les minima potentiels et I’épuisement de la

densité autour des maxima. La densité anormale est donnée par :

M = 1Mo -+ s + Mg (2.49)

B _1/ dk | Ep +V (K)n, (2.50)
2) @m)* | e | '
1 [ dk |[Ex+V(K)n.] Ex / dk B2
= th=s| 4+ n, | —— Rg—%
2 / (21)° £ o QT] e | G

Le premier terme de température zéro dans ’équation (2.50) dans la densité anormale
est divergent en ultraviolet. Cette la divergence vient des interactions de contact. Pour

surmonter un tel probléme, il faut utiliser la régularisation dimensionnelle qui est valable
(o ¢]

pour les gaz trés dilués, et donne pour 'intégrale / dx ( \/117) = —1 [59, 61]. Le second

0
terme comptabilise les contributions thermiques a la densité anormale.
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2.5 Propriétés statistique du potentiel de désordre :

On suppose que le potentiel désordonné est spatialement homogene, c’est-a-dire que la
distribution de probabilité en un point est indépendante de sa position. En conséquence,

on a

R,(ri+ory+o..... rn+0)=(U(r1)U(ra)....... U (rn)) (2.51)

et ne dépendent que de n - 1 coordonnées relatives.

2.5.1 Fonction de corrélation

L’une des hypothéses clés du potentiel aléatoire est la disparition des corrélations entre
les valeurs du potentiel aux points avec une séparation infiniment grande.Dans ce qui suit,
nous supposons pour le potentiel de désordre qu’il est homogene apres la moyenne d’en-
semble de troubles, ¢’est-a-dire aprés avoir effectuer la moyenne () sur tous les réalisations.
Ainsi, la valeur moyenne du potentiel de trouble, sans perte de généralité,sera supposé

disparaitre

(U (1)) =0 (2.52)

a cause de ’homogénéité, la moyenne d’ensemble de désordre (U(r)) représente une
constante,qui peut étre absorbé dans le potentiel chimique dans une description grand-
canonique.De plus, un potentiel de désordre homogeéne a une fonction de corrélation, qui

dépend sur la différence des points de I'espace

R(rm)=(U(r)U (1)) (2.53)

R(r)=R(-r) (2.54)

et
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R(k) = R(—k) (2.55)

ou la transformée de Fourier de la fonction de corrélation & deux points, également

appelée la spectre de puissance du désordre, est défini par :

R (k)= /ddrR (1) exp " (2.56)

Dans de nombreux cas, le désorde est en outre supposé isotrope, ce qui signifie que

R(r) =R(r) est une fonction radiale (ainsi que sa transformée de Fourier).

2.5.2 Les formulaires standares

Le désordre peut prendre différentes formes. Ci-dessous, nous présentons quelques

exemples de potentiels aléatoires qui sont les plus pertinents.

Le désordre du bruit blanc

Un désordre & bruit blanc (ou non corrélé) est un désordre gaussien dont la fonction

d’autocorrélation est delta-corrélée,

R (r#) = RS (r) (2.57)

ou ¢ (r.7) est la fonction de Dirac de dimension-d, et paramétre la force de la potentiel.

4 ou d est la dimension spatiale.Les

Notez que R a une dimension (énergie)?(longueur)
troubles de bruit blanc sont largement utilisés dans le cas du régime de trouble faible qui
est d’'intérét ici, principalement parce qu’a basse énergie, de nombreux potentiels aléatoires

continus peuvent étre remplacé par un potentiel de bruit blanc.

Désordre du speckle

Expérimentalement, un speckle 3D isotrope, peut étre produit comme le motif d’in-
terférence de nombreux vecteurs d’onde a l'intérieur d’une cavité optique fermée voir la

figure 2.1 [62].
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Une autre réalisation de configuration de speckle désordonnée 3D a été proposée dans
[63], ou le speckle se forme au foyer d’une cavité optique ellipsoidale vide.

La fonction d’autocorrélation du speckle laser isotrope 3D est donnée par R (r) =
R|C4 (r)]> [63] ou :

2

Caly) = ‘ (E) (siny — ycosy) (2.58)

ou y=7==

Une autre forme de fonction d’autocorrélation pour le speckle isotrope 3D a été pro-

posée dans [62]

Cu(r) = sin (f> . (2.59)

g

Les potentiels de speckle sont facilement réglés en amplitude, géométrie et longueur

de corrélation.

Désordre corrélé gaussien

Les propriétés statistiques d’un potentiel aléatoire gaussien sont donc entiérement
déterminées par le corrélateur & deux points. Dans d dimensions spatiales, il prend la
forme

N2 g2
R(r,r") = Rw. (2.60)
(2mo2)2

ou sa longueur de corrélation peut étre identifiée avec 'extension moyenne [64] .A la
limite d’une longueur de corrélation nulle , on obtient un modeéle qualitatif pour les bosons
désordonnés avec une corrélation delta de éq (2.60) .

Tout au long de cette thése, nous utilisons le trouble corrélé gaussien. Ce modeéle de
désordre est particuliérement pratique car il peut étre facilement traité analytiquement

dans le Bogoliubov théorie d’un gaz de Bose dilué



Chapitre 3

Dipolaire d’un gaz bosonique a deux
dimensions dans un potentiel de

désordre faible

La recherche de gaz bidimensionnels surfondus [65] a suscité un grand intérét au cours
des deux derniéres décennies en raison des différences significatives entre ces derniers et
les liquides tridimensionnels [66] . Les fluctuations thermiques empéchent la production
de condensats dans un gaz de Bose 1D homogeéne a toutes les températures et dans un
gaz de Bose 2D homogene a toute température non nulle[67] .Les dipoles ou quasi-dipoles
de gaz ont récemment fait I’objet de beaucoup d’attention en raison de leur propriétés de
dispersion étonnantes. Cela inclut la présence d’un faible minimum de roton dans le spectre
d’excitation et le potentiel d’effondrement du gaz [68] . Les bulles solides se cristallisent
dans une superstructure en treillis et produit une phase solide agrégée [69] . Des études
théoriques des fluctuations et des propriétés de diffusion et thermodynamiques associées
ont été réalisées depuis les travaux antérieurs de Schick [66] et Popov[67] . Dans ce chapitre,
une étude des propriétés d'un gaz dipolaire de Bose quasi bidimensionnel exposé a un petit
potentiel aléatoire avec une corrélation gaussienne est réalisée en utilisant la théorie de
Huang-Meng-Bogoliubov. Des formules analytiques pour les fluctuations de condensat, les
parameétres thermodynamiques, le potentiel chimique, ’énergie de 1’état fondamental et la

vitesse du son sont fournies pour le potentiel de perturbation gaussienne cohérente dans

34
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le systéme Roton. Des corrections pour la vitesse du son due a la turbulence associée et la
fraction superfluide ont également été déterminées. Les fluctuations, la thermodynamique
et la superfluidité sont grandement améliorées par la présence d’une tension turbulente

dans la région ou le roton apparait dans le spectre d’excitation.

3.1 Gaz de Bose homogénes et bidimensionnels :

Nous supposons que le mouvement translationnel atomique dans le plan x, y est libre
et étudions un gaz condensé de Bose dilué de bosons dipolaires qui est fortement restreint
dans la direction axiale z par un potentiel externe. V(r) = %222 Le plan (x; y) est
perpendiculaire a la direction des moments dipoliques, d. La représentation de I'impulsion
du potentiel d’interaction de deux corps (r, = de2) dans la limite ultra-froid (kr. < 1),

qui est une région typique de la DDI, est donnée comme [70]

V(k)=gap(1-C | k) (3.1)

C = 297;2 =, gop = g3pV/2mlpou g3p = %ﬂ avec a est la longueur de dispersion de s-
onde (a > 0 dans cette section), et (I = 1/ =) est la constante de couplage d’interaction
d 0d tte secti t (1 ) est 1 tante d lage d’interacti
e contact, qui dépend en grande partie de la force de confinement transversal. Dans
d tact i dépend grand tie de la f d fi tt 1. D

[46]un autre modéle pour le potentiel quasi-2D effectif a été présenté.

v(k) = g[1—Cklpexp( %)Er f c% est la fonction d’erreur complémentaire dans ’équa-

tion (5). Augmenter ce potentiel qui pourrait
v(k) = g(1 — lock) (3.2)

avec lo permet d’ajuster ’échelle pour la force du terme linéaire et peut étre réglé a 'unité
puisque le ratio entre la longueur dipolaire et la durée du piege est le facteur le plus crucial.
Il est obtenu en intégrant l'interaction dipolaire 3D compléte sur ’oscillateur harmonique
transversal a petit moment. Par conséquent, lors du calcul des corrections de champ au-
dela de la moyenne pour les deux potentiels. Les deux potentiels ont un comportement de

grande dynamique différent ; le potentiel dans le référence [70] est constante (- \/g) pour



3.1. Gaz de Bose homogénes et bidimensionnels : 36

le grand (k), alors que le potential est linéaire en (k).
Nous dérivons le spectre des excitations [70] en utilisant la théorie traditionnelle de

Bogoluibov qui a été utilisée dans le chapitre2.

Ek = \/E]% + nggDEk(l — Cl{?) (33)

En ordre zéro, le potentiel chimique est (@ = ngop) Pour les petits moments les
excitations sont des ondes sonores (g = /"2P) La dépendance de (e, sur k ) reste

monotone avec I'augmentation k (¢ < ‘/ng ) Pour la constante C dans l'intervalle :

8

%g <o<¢ (3.4)

Le spectre d’excitation a une structure roton-maxon. Il est alors convenable de repré-
senter ;.

sous la forme :

h2k?
_ )2 2
B = o \/(k k)2 + k2 (3.5)
ou k, = 2£—§ et ka = »52;;1# Si le roton est proche de zéro, alors k, est le position du
roton, et :
h2k,.k/\ mngsp mngsp
A = 5= 2ngopC 2 2( 2 )2 (3.6)

est la hauteur du roton minimum (figure 3.1). Pour C' = ¢ les touches minimales du
roton zéro, et & C plus grand, le condensat de Bose uniforme devient dynamiquement
instable.

Il convient de noter que la constante de couplage gop peut étre réglée en utilisant
des résonances de Feshbach. ou en modifiant la fréquence de confinement serré wgy. Par
conséquent, bien que la plage de valeurs de C' donnée par .(3.4) est assez étroit, elle peut

étre atteinte sans difficultés majeures.

oy 2 4 . N .
La condition(C = 2™%) est, réduite & (222 = —2_ ~ 27nr2) Pour 'atomes dysprosium
92D 27h 2lp *

nous avons la distance dipole-dipole r, ~200 A°, et & des densités 2D ~ 10°%cm =2 le spectre

roton-maxon est réalisé pour la longueur de dispersion (3D) une de plusieurs dizaines



3.2. Gaz de Bose dipolaire 4 deux dimensions avec interactions a trois corps en faible

désordre 37

&y

I:.Ir-_-" 1 1 1 1 11 1 1 : 11 1 1 1 1 I.I 11 11 1 :

F1G. 3-1 — Energie d’excitation ex du BEC dipolaire quasi-2D en fonction du moment
k pour plusieurs valeurs de k.. La courbe continue (k, ~ 1,84) montre une dépendance
monotone de ek, la courbe en pointillés (k. ~ 1,96) présente une structure roton-maxon
pour g, et la courbe en tirets (k, &~ 2,08) correspond a un BEC dynamiquement instable
[46].

d’angstroms a la fréquence de la confinement étroit de 10kH z conduisant & la durée

de confinements [y environ 1000 A°.

3.2 Gaz de Bose dipolaire a deux dimensions avec

interactions a trois corps en faible désordre

On considére un gaz dilué de bosons dipolaires condensés avec des interactions a deux
et trois corps, le condensat étant confiné dans une direction (z) et les moments dipolaires
d orientés perpendiculairement au plan x—y. Ou I'expression de 'hamiltonien du systéme

est donnée comme suit :
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H = %/dQT[\IJJF(r) (— h;ZQ —pu+ U(r)) U (r)

+% / 2 Vap (r — )T (r) U (F) W (7) T (r) (3.7)

+%3\V(T)‘W(T)‘Iﬁ(?“)‘l’(?“)‘l’(T’)‘I’(Tﬂ

ou UT(r) et W(r) sont les opérateurs usuels de création et d’annihilation, p est le

potentiel chimique et g3 est la force d’interaction pulsée dans un contact ternaire. in 2D

Le potentiel d’interaction V5p(r) incluant les interactions de contact, dipole-dipole.
Vap(r) = g2pd(r) + Ugg (3.8)

oll gop est la constante de couplage & courte portée en 2D, Udd(r)est I'interaction
dipole-dipole en 2D . En général, la constante de couplage a trois corps g3 est un nombre
complexe, dont la partie imaginaire décrit la perte de recombinaison a trois corps et sa
partie réelle contient le paramétre de diffusion & trois corps. Nous utilisons le traitement
habituel pour les systémes de Bose avec une symétrie de jauge brisée et décomposons

I’opérateur bosonique en une somme de deux parties.

U(r) = o(r)+ ¥(r) (3.9)

o ®(r) = (¥(r)) est la fonction d’onde du condensat, et 'opérateur ¥(r) agit sur les
particules non condensées qui, par définition, ont la propriété (U(r)) = 0. En appliquant
la décomposition (3.9) dans 1'équation (3.7) et en développant 'expression obtenue et
en ne considérant que les termes quadratiques et quartiques dans les opérateurs de non-
condensat et en ignorant toutes les moyennes des produits cubiques des opérateurs de
non-condensat, le hamiltonien correspondant pour les atomes non condensés peut étre

écrit comme suit :
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[\

H, — / Prut(r) [— hif U )] )

+% / PrdrVap ((r — ©)[®(r)®(F) U+ (r) U (1)

O (1) (F) W (F) U (1) D () B (F) U ()W (r) + () ®T ()T (r)T(F)  (3.10)
()" (1)U F ()W (r) + ()@ (r) W (F)T(F) + T (r)TF ()W ()P (r)]

+96 / Pr[302(r) U (1)U (1)U (1) T(r) + 3°2(r) T (1) (r) T (r) T (r)

+30(r)D*3(r) W (r)¥(r) + 30°(r) @ (r) T * (r) U (r)

9B (1) & (F) Ut ()T ()0 (1) T () + 9D (1) D™ (r) T (r) U (r)

FUE ()W ()T ()W (r) () W(r)].

Les densités non condensées, normales et anormales sont définies comme :

ne(r) = (@(r)®(r))

n(r) = (¥H(r)¥(r)) (3.11)
n(t,r) = (U(H)e(r))
m(r,r) = (()U(r))

Dans I"approximation du champ moyen, le produit quartique et d’ordre supérieur des

opérateurs de non-condensat peut étre écrit comme suit :

O = (OO 4+ (G0 (0T T+ (0 G e
T OT = 4T

UHOTUteuy = 36(0TU)2UTY (3.12)
OOy = 3(UT)Uw

VARVAR Ak RS 10 AR ONVAR
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Pour obtenir les factorisations du champ moyen 3.10, nous avons négligé les termes
proportionnels & la densité anormale de non-condensat m(7,r) = (U (7#)¥(r)) et a son
conjugué complexe. Cette approximation correspond & ce qu’on appelle ’approximation
de Popov [71] et est censée étre appropriée a la fois & des températures élevées, ou n(r) >
m(r), et & des températures basses oul les deux densités sont du méme ordre, mais toutes
deux négligeablement petites pour les systémes trés dilués [70]. Ici, nous supposons que
®(r) est réelle sans perte de généralité [72]. Ensuite, le Hamiltonien 3.12 peut étre écrit

comme suit :

H, = / PrUt (r)LoW(r) + % / d2rd®riVap (r — 1) {ngee (r, ) [T (rD) W (1) + U ()W (17)]
+®(r)®(rn)[CH (r) U (r7) + U (r)U(r)]} (3.13)

+ / &r [9ne(r)n(r) + 3n2(r)] [OH(r) U (r) + U(r)¥(r)]

o Nyt (1, 71) = ne(r, 1) + n(r, 7) est la densité totale et :

Ve
Lo=— 2Z —u+U(r)+ / df%(r—f)nmt(f)+%9n§<r>+36nc<r>n<r>+36n2<r) (3.14)

Dans 'espace de Fourier, 'opérateur de champ des atomes non condensés peut étre
développé en termes d’ondes planes U(r) = \/Lg Sonare®, o S est la surface et ay est

I'opérateur d’annihilation de particules. Nous considérons notre systéme quasi-2D dans la

md?

limite ultra-froide oti le moment de la particule satisfait I'inégalité kr* < 1, avec r* = %3

étant la distance caractéristique dipole-dipole. La transformée de Fourier de 'interaction

dipole-dipole U4 (k) peut étre écrite comme suit [73] :

hZT*

m

Udd (k) = —2rd? | k |= 27

& | (3.15)

avec m la masse de la particule et C' la constante de couplage. En supposant un

systéme faiblement interactif, ou 2922 < 1 et r* < £ (avec £ =

s étant la longueur

h
VNG g2
de relaxation), les excitations élémentaires du systéme peuvent étre trouvées en utilisant
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la transformation de Bogoliubov habituelle qui diagonalise le hamiltonien. Ainsi, nous

pouvons écrire

Epy+Via(k) 1
= —_— 4 = 3.16
h \/ 2en 2 (3.16)
Epy+Via(k) 1
v = _— =
2€k 2
ou Ej = % est I’énergie de la particule libre, g5 est I’énergie d’excitation, C; = 297;—‘[;,

et nous avons Vi (k) = n.gap(1 — Cyk + gsn./g2p). Pour un condensat de Bose uniforme

a basses températures, oil le condensat n’est pas significativement épuisé, Fj. sera

ex = /2 + 2Bk [negan(1 — Cak) + gan?] (3.17)

Dans le cas tridimensionnel, Ut (k) = €44 (3c0s%0), — 1) et gop = g, et en Pabsence

3
d’interaction coulombienne, I’équation ( 3.12) se réduit a I’équation 3.15 de la référence
7)

3.1
[74]. La forme diagonale du hamiltonien ( 3.7) peut étre écrite comme suit :

H=FE+Y Ebb, (3.18)
k

ou ’énergie totale est £/ = Ey + E. Le terme d’ordre zéroF) correspond au condensat

(k—0),

1
Ey = §Ncn092D<1 + g3ne/92p). (3.19)

La correction de ’énergie de I’état fondamental due aux fluctuations quantiques E est

E= 5 Zk: lex — Erx — neVior (k)] (3.20)

A faible moment(k — 0), la relation de dispersion ( 3.17) est similaire a 'onde sonore,

c’est-a-dire ¢, = hv,k, avec une vitesse du son de
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; :\/nc92D(1+ncg3/92D)
5 m

(3.21)

Il est pratique de représenter I’équation ( 3.17) sous une forme sans dimension de

B, 1 2 negs\ Ca
NeGop 2§k [\/<§k 3 ) o <1 " QQD) ! 5] (3:22)

La relation de dispersion est une fonction monotone de k et elle présente une structure

roton-maxon dans 'intervalle (\/?g)&/l +neg3/g2p < Cq < &(\/1+ncg3/g2p). Dans ce

cas, lorsque

Cqg=¢&,/1+ %, le minimum du roton est nul et pour des Cd plus grands, le condensat
de Bose devient instable. Si le roton est proche de zéro, alors k, = 2C;/£* est la position

du roton, et

R[4+,
A= —kr\/ (L+ negs/920) _ ). (3.23)
m §

et A la hauteur du minimum de roton

Nous repesentons dans la figure 3.2 1 ’énergie d’éxcitations ( 3.22) en fonction de
moment k pour diferents valeur de g3. On peux observer que les interections a trois
corps modifient les excitions collectives et la stabilisation du condensat de bose .On peut
voir aussi , que en augnentaut 1 intensite d interaction a 3corps, lastructure de roton-
maxon disparait lorsqueCy/¢ > v/8/3 et 'instabilité de la condensation se produit & une

interaction dipole-dipdle plus forte.

3.3 Déplétion du condensat

Dans ce travail, nous intéressons de étudier le comportement des interactions a trois
corps dans un gaz dipolaire de Bose dans un piége aléatoire. Pour cela on va calculer la

fraction vitreuse (glassy fraction)
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F1G. 3-2 — Variation de I’energie de spectre de Bogliubov ¢, en fonction de k pour deferents
valeurs de g3
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R _ / Ak B (3.24)
— 2 2 *
(27) (Ek + 2n.g2p(1 — Cak + 992—3Dnc)>

Pour alles plus loin dans les calculs pratique, Il faut specifier le type de potentiel aléa-
toire. Dans ce but, nous pronons le cas d’une correlation de désordre R (k) spatialement
décroissante. Par concequent, dans ce qui suit, nous limitons au cas d’une correlation

gaussienne avec la transformation de fourier [51] [52]

2

R (?) — Rpe~Z*, (3.25)

ou Ry désigne la force du désordre de dimension (énergie) ? x (longueur)® et o est la
longueur de correlation de désordre. Substituer la fonction (3.25) dans Eq. (3.24) et en
effectuant 'intégration sur la quantité de mouvement, nous obtenons I’éxpression de la

fluctuation de condensat due au potentiel aléatoire externe

nr _ I dk k By,
2
(Ek —+ 277,6921)(1 — Cyk + g“;—?’Dnc))

(3.26)

N, 2w

Le terme Cyk dans U'intégrale de ’équation (3.26) conduit & une divergence a de grands
moments. Pour surmonter ce probléme, nous fixons une coupure égale a 1/rx. Cela est
valable dans le régime ultrafroid(k < 1/rx). L’épuisement quantique de I’équation (3.26)
est calculé numériquement et la fraction quantique non-condensée désordonnée est tracée
en fonction de ¢ /¢ dans la figure3.3 pour différentes valeurs de g;. En I’absence d’interac-
tions & trois corps, la fraction vitreuse calculée (ligne noir solide dans la figure 3.3) est en
accord avec celles obtenues dans [70]. De plus, les figures (3.3.a) et (3.3.b) confirment que
I'instabilité de la condensation se produit & une interaction dipole-dipole plus forte pour
des valeurs non nulles de gs. Il est possible de voir a partir de la figure 3.3.a qu’a de faibles
valeurs de % (IDD faible), 'interaction & trois corps contribue davantage a I’épuisement
du condensat et en augmentant % jusqu’a % = 1.2, a la fois l'interaction & trois corps

et Pinteraction dipodle-dipole ont les mémes contributions. A de plus grandes valeurs de

% (IDD forte), I'interaction dipdle-dipole joue le role principal dans I’épuisement. Nous
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2 = a &
2 kb

oW om o

2
o/t

FiG. 3-3 — variation de la fraction vitreuse en fonction Z—’: de o pour defferents valeurs de
g3 (a) faible IDD ¢ = 0.2, (b) IDD fort ¢ = 1.2

voyons dans la figure [3.3] que les interactions a trois corps TBI conduit a diminuer la
fraction de désordre a l'intérieur du condensat méme dans le régime lorsque o < £ . Ceci
peut étre comprir par 'argument suivant. Le TBI a tendance & supprimer les effets du

désordre et ainsi, les fragments se fusionnent en un seul BEC.

3.3.1 Quantités thermodynamiques

Dans cette section, nous examinons I'impacte des corrections de désordre de certaines
quantités thermodynamiques, telles que la correction de désordre du potentiel chimique
et I’énergie désordonné sont écrit sous les formes suivantes [54]

- la correction de désrdre du potentiel chimique ecrite sous forme :

i = 2gn, (3.27)

- Iénergie de désordre Eg, on Ep = —n.V [ %Rk% .Nous representons dans la
figure [3.4 | la variation de ’énergie de désordre reduite J;;—’;fen fonction de la longueur de

correlation de désordre 0. Nous voyons ’augmentation la force du coplage de I'interaction
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Ern/Eq

! 0.5 10 1.3 20
are

F1c. 3-4 — variation I’energie de désordre en différentes de o pour; deferents valeurs de
gs et Cd/g = 0.5.

a trois corps g3 ’energie de désordre est diminuée.

d3k E
ER = —nCV/(—Rk—k

2m)3 " e?

3.4 Conclusion

Nous avons considéré un gaz ultrafroid a deux dimension avec interactions faible dans
un piége désordonné. On a calculé la depletion du condensat en cas des interaction de
contact a deux corps,dans ce cas nous avons édudie le comportement de la fraction de-

sordonné *£ et 'energie de desordre Eg en fonction de la longueur de correlation o, nous
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avons déduit que les deux comportements sont diminués lorsqu’on augmente la valeur de
la longueur de correlation. Nous avons calculé des quantités thermodynamiques comme ;
potentiel chimique, energie dans I’etat fondamentale. Ensuite nous avons étudié les effets
des interactions a trois corps sur le condensat désordonné qui nous conduit a trouver un

bon resultat de stabilité de condensat de Bose Einstein.



Conclusion

La physique statistique quantique est une branche de la physique moderne, qui a fait
ses preuve anssi bien au niveau théorique qu’experimentale afin d’expliquer les phéno-
meénes au niveau microscopique et de prédit leurs resultats, la statistique quantique a
connu un fort developpement durant les dernieres années dans I’étude des états exotiques
de la matiere et plus specialement la condensation de Bose Einstein ce qui a permi de
résoudre beaucoup de problémes ,parmi ces contributions on peut citer I’étude du com-
portements du condensat de Bose Einstein dans un potentiel désordonné.

Jusqu’a présent, il y a eu tres peu de travaux sur les gaz dipolaires désordonnés ultra-
froids avec TBI (interactions a trois corps). Dans ce mémoire de master, dans le chapitre
3, nous avons étendu la théorie de Bogoliubov-Huang-Meng applicable au gaz bosonique
dipolaire & deux dimensions avec TBI soumis & un désordre gaussien corrélé a la fois & tem-
pérature nulle et finie. Nous avons montré que 'interaction intrigante entre le désordre,
DDI (interaction dipole-dipole) et TBI joue un role fondamental dans la physique du sys-
téeme. Nous avons souligné en particulier que le DDI peut conduire & un arrét du transport
des atomes sous l'effet du désordre, augmentant ainsi la fraction vitreuse a I'intérieur du
condensat, tandis que la présence du TBI peut entrainer un mouvement diffusif des par-
ticules. En présence des interactions a trois corps , la structure roton-maxon apparait a
une interaction dipole-dipole plus forte. Il en va de méme pour l'instabilité du condensat.
De plus, l'interaction a trois corps a un effet plus fort conduir a le roton-maxon instable
qui montre la stabilité du condensat de Bose einstein. En ’absence du TBI, nous avons
retrouvé les résultats obtenus pour le BEC désordonné avec des interactions & deux corps.
Nous avons calculé des quantités thermodynamiques comme ; potentiel chimique, energie

dans 'etat fondamentale. Ensuite nous avons étudié les effets des interactions a trois corps

48
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sur le condensat désordonné qui nous conduit a trouver un bon resultat de stabilité de

condensat de Bose Einstein.
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