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Introduction

L’acoustique est la science du son, ce qui inclut sa production, son contrdle, sa transmission, sa
réception et ses effets. Elle fait notamment appel a des notions de mécanique des fluides, de mécanique
vibratoire, de mécanique du solide déformable et de thermodynamique. Le mot acoustique en globe

en physique toutes les ondes mécanique au sein des gaz, des liquides mais également au sein des solides.

Des recherches sur la propagation non linéaire du son dans une situation d’ondes de forte amplitude
ont montré une littérature sur des modeles differentiels partiels physiquement bien fondés [[1], [1 1]].
Ce domaine de recherche est toujors tres actif est porté par un large éventail d’application telle que
I’utilisation médicale et industrielle des ultrasons de haute intensité en lithotritie, thermo thérapie et
nettoyage par ultrasons. Les modeles classiques d’acoustique non linéaire sont I’équation de Kuznetsov,

I’équation de westervelt et I’équation de KZK (Kokhlov-Zabolotskaya-Kyznetsov).

En se concentrant sur 1’étude de la propagation des ondes acoustiques, il convient de noter que
I’équation de Moore-Gibson-Thompson (MGT) est I’une des équations de 1’acoustique non linéaire
qui décrit la propagation des ondes acoustiques dans le gaz et les liquides. Le comportement des ondes
acoustiques dépend fortement de la propriété du milieu liée a la dispersion, a la dissipation et aux effets

non linéaires.

Dans ce travail, on s’interesse a 1’étude de I’équation MGT, donné par :
2 2 —_
Tl + Uy — A — c“bAu, =0 (D)

la fonction u = u(x,t) désigne la vitesse acoustique scalaire, ¢ désigne la vitesse du son et T désigne la

relaxation thermique. Par ailleurs, le coefficient b = Bc? est lié a la diffusion du son avec B € (0, 7].

L’équation de Moore-Gibson-Thompson (1) a été étudié récemment par de nombreux auteurs dans



INTRODUCTION

des domaines bornés. [2] Chen et All ont étudi€ le résultat de I’explosion pour I’équation semi-linéaire

de Moore-Gibson-Thompson avec non linéairté de type dérivé qui défini comme suit :
Tuyr + ty — Au— BAu, = ||, xeR", t>0.

Maintenant, lorsque nous parlons de 1I’équation (MGT) avec terme mémoire, nous avons 1. Lasie et
all dans [3] ont étudié la décroissance exponentielle de 1’énergie de 1’équation (MGT) avec un terme

mémoire comme suit :
> t
Tuy + Ouy — c“Au — bAu; — / g(t —s)Aw(s)ds = 0.
0

oll T, e, b, c? sont des paramétres physiques et A est un opérateur auto- adjoint positif sur un espace de

Hilbert .Récemment Kaltenbacher et Lasiecka [4] ont étudié 1’équation linéarisée
Tu[t[ + Ocun + Czdu + b%l/lt = O

ou .o/ est un opérateur positif auto-adjoint.

L’ objectif de ce travail est de montrer que 1’équation de Moore-Gibson-Thompson est bien posée
et d’étudier le taux de décroissance de la solution de cette équation dans un domaine non borné. Nous

considérons 1’équation
Ty + gy — 2 Au— czﬁAut =0 dans RN, t>0, 2)
avec les conditions initiales suivantes :
u(x,0) =up(x), u(x,0)=uy(x), wuy(x,0)=u(x). 3)

avec

u=u(x,1): RN x [0,00) — R.

Prenons , ¢ = 1. De plus, nous supposons que 0 < 7 < . Comme nous le verrons dans le chapitre 2, le

probléme ci-dessus est bien posé dans un espace de Hilbert.

Ce mémoire est divisée en trois chapitres :
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Dans le premier chapitre, on va donner des rappels et des préliminaires de base sur 1’analyse

fonctionnelle qui vont étre utilisés dans les chapitres suivants de ce mémoire.

Dans le deuxieme chapitre, ont étudie 1’existence et I’unicité de 1’équation de Moore-Gibson-

Thompson par la théorie des semi-groupes .

Dans le troisieme chapitre, ont étudie la stabilité et le taux de décroissance de 1’équation de Moore-

Gibson-Thompson par la méthode de 1’énergie. Le principe intuitif de cette méthode est le suivant :

On désigne une fonction appelée " la fonction de Lyapunov .Z " équivalente a I’énergie E associe
a notre systeme telle que : :

NE(l) < L)< pE(), Yi>0 4)

pour y; > 0 et p» > 0, pour établir la stabilité exponentielle, il suffit de montrer que

L't < —cZL(t), V>0 (5)

Pour certains ¢ > 0, une intégration simple de (5) sur [0,7] en utilisant (4), on trouve la stabilité
souhaité . Il faut note que la difficulté dans cette méthode est de trouver la fonction de Lyapunov

adéquate.




CHAPITRE

Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques éléments d’analyse fonctionnel qui vont étres utilisés
dans les différents chapitres de ce mémoires [[5], [6],[7],[10]].Quelques résultats sont donnés sans
démonstrations. Néanmoins, nous allons réserver une attention particuliere pour les résultats utilisés

dans le chapitre suivant.

Espace vectoriel normé

Définition 1.1. Soit E un espace vectoriel sur le corps K et soit F sous ensemble dans E. On dit que

F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si

1. F#O;

2. Vxe FNy e F :x+y € F. Autrement dit F est stable par ’addition;

3. Vx€F, pour A € K: Ax € F. Autrement dit F est stable par la multiplication par scalaire.
Définition 1.2. (Espaces vectoriels normés)

Un k-espace vectoriel E est dit normé lorsque est muni d’'une norme, c’est-a-dire d’une application

N : E — R™, satisfaisant les hypotheéses suivantes :
1. Nu)=0<=u=0;
2. Nu+v) <N(u)+N(v),Yu,v € E (inégalité triangulaire);

N(Au) = |A|N(u),Yu € E,YA € K.

Espace complet

Définition 1.3. Soit E un espace vectoriel, on dit que E est un espace complet si toute suite de Cauchy

(Un) e+ de Uespace E est converge vers un elémegzt udeE.



Espace de Banach

Définition 1.4. On appelle espace de Banach un espace vectoriel normé sur un sous-corps K de C

(en générale, K =R ou C ), complet pour la distance issue de sa norme.

Espace de Hilbert

Définition 1.5. (Produit scalaire)
Soit H un espace vectoriel, on appelle application de H x H dans le corp K = C définit par (.,.) est un

produit scalaire si :

1. (u,v) = (v,u), pour tout u,v € H;

3.

{
2. (Auy +uz,v) = A (uy,v) + (ua,v), pour tout u,v € H, et L € C;
(u, Av) = A{u,v), pour tout A € C;

{

4. (u,u) >0et (uu) =0<=u=0.

Définition 1.6. (Espace de Hilbert)
Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet, c’est-a-dire un espace de Banach dont la

forme découle d’'um produit scalaire ou hermitien par la formule :

luller = (u,u)?
Espaces L7 (Q)

Définition 1.7. [7] Soit Q un ouvert de R" et p € R" avec 1 < p < oo, on définit LP (Q) un espace de

Lebesgue par :

LP(Q) ={f: Q — R", fest mesurable et [o|f(x)[Pdx < +oo}.

pour 1 < p < oo on définit ||f||, par :

1£lir(e) = Ua lf()IPd?

Si P = oo, nous avons :

L (Q)={f:Q— R", fmesurable et il existe une constante C telle que || f(x)|| < C presque partout sur Q}.




On note :

1fllee = inf{C, |f(x)| <C}

Définition 1.8. L*(Q) est un espace de Hilbert, avec le produit scalaire

(U, v)2(0) = /Qu(s)v(s)dx, pour tout u,v € L*(Q).

Espace de Sobolev

Définition 1.9. (Dérivée faible)
Soit Q un ouvert de R",1 <i<netu€ L}, (Q) une fonction a une i-éme dérivée faible dans L} (Q)

loc

sil existe f; € L} (Q) telle que pour tout ¢ € C(Q) on a

.
[ utdg@dx=— [ fitpdx

Cela revient a dire que f; est la i-eme dérivée de u au sens des distributions, on écrira

8l-u 81/1 _fi-

Définition 1.10. [5](Espaces H"(Q2))
Soit Q est un ouvert non vide de R" et m un entier naturel. On appelle espace de Sobolev d’ordre m et

on note H™(Q), L’ensemble :

H™(Q) = {u € L*(Q) : D*u € [*(Q),Vo € N*; |at| < m}

. ol o P o
ou W désigne la dérivée d’ordre a au sens des distributions avec @ = (Qy,...,0,;) € N".

Pourm=1

H'(Q) = {ueL2(Q) : 3—; e L*(Q),1 gigm}

et la norme associée a ce produit scalaire

1

Jallon(ey = ( >/ |D“u<x>|2dx) = ( 3 ||D“u||%)

|af<m ol <m

10



On munit I’espace H™ () du produit scalaire :

(U, V) m() = Z (D%u,D%V);2 ,Yu,v € H"(Q)

|| <m

et I’espace H'(Q) est muni du produit scalaire

" /du dv
(u,v) g = (u,v) 2 +i§ (8_x,’ (9_)Q)Lz

Définition 1.11. (L’espace W' (Q))

Soit Q C R" et un ouvert et soit p € R avec 1 < p < oo L’espace de Sobolev WP (Q) est défini par

WP (Q) = {u € L7 |Tg1,.... 80 € LV telque [qudlVe € C2(Q)Vi = 1,2,...,N}.

On pose
Pour u € WP(Q) on note

L’espace W12 (Q) est muni de la norme

du
8x,~

n
ullwirq) = llullr + )
i=1 Lp

En d’autre terme, W17 (Q) est I’ensemble des fonctions u : Q — R,u € LP(Q) dont les

dérivées partielles 3—5 prises au sens faible, sont dans L”(Q) pour touti=1,...,n

Définition 1.12. (Espaces de Sobolev W™ (I))

Etant donnés un entier m > 2 et un réel 1 < p < oo, on définit par récurrence l' espace

WP () ={ueWwWmr(I), o ewmlr(I)}.

On pose
H™(I) = W™2(I).

11



1.1. TRANSFORMATION DE FOURIER

L’espace WP est muni de la norme

m
leellwmr = llullzo+ Y [ID%ull

a=1

et ’espace H™ est muni du produit scalaire

m
Lthm—l/tV 2+ DauDa
L

1.1 Transformation de Fourier

Définition 1.13. [6] Soit f € L' (R™), on appelle transformée de Fourir de f la fonction définie par :

R4 — C

" e—@nnt) o [ e

avec x = (x1,...,xq), (x,&) = x1& + -+ x84 et dx =dAy(x) ou Ay désigne la mesure de

Lebesgue dans R.
f

Théoréme 1.1. Pour tout f € L! (Rd), la fonction f: R? — C est continue et bornée par ||f||1
(c’est-a-dire || f]| < ||f]| 1). La fonction f, qu’on note aussi F (f), est appelée la transformée

de Fourier de f, et ’application

est la transformation de Fourier dans L (Rd).

Démonstration :

- Pour tout £ € R, on a ‘f(x)e’i@‘@‘ = |f(x)| et f € L' (RY), donc f est définie sur RY. Posons

F(x,&) = f(x)e ®S), Pour tout x € R¥ fixé, la fonction F est continue par rapport 2 &, et on a

[F(xE) < 1f ()]

12



1.1. TRANSFORMATION DE FOURIER

ol |f] est intégrable et ne dépend pas de &. Le théoréme de 1’annexe B permet de conclure que la

fonction & — f(&) est continue sur RY. Par ailleurs, on a

1fllee < sup [F(§)] < sup o | @ldx =1l

EeRd EeRd

et enfin, fAG %o (Rd) d’apres le lemme de Riemann-Lebesgue.

Théoreme 1.2. [6, 8] (propriétés de la transformée de Fourier) h
Soient f,g € L'(R) alors
— B 1 . é
1 FR®) = /3.
2. (&) =iEf(&),
df —
5. 48— iGrme).
4. fxg=f,
5 fg=(@2m)"fx8.
d d [t ;
“ _“ —iéx
6. FFE&) =g /_w Fx)e—dx
. 4

Transformation de Fourier d’une dérivée

Soit f une fonction réelle ou complexe, différentiable en un point @ de R?. On note 9;f(a) la j-ime

dérivée partielle de fena :

¢f. 0
@ﬂ@gggw

Proposition 1.1. [6] Soient f € L! (Rd) NE! (]Rd) et jeN.Sidf 17} (Rd), alors

~

VEERY, 9;f(E) =i&if(E).

Démonstration :

Quitte & renuméroter les coordonnées, on peut supposer j = 1. Notons alors x' = (x,...,xg) et &' =

(&,...,&4). Puisque 9, f € L' (R?), le théoréme de Fubini appliqué a la fonction x — d; f (x)e~itxE)

13



1.1. TRANSFORMATION DE FOURIER

donne

51?(5) :/ ei<xl"§/>dx'/ 81f(x)e*ix'§'dx1
R~ R

et comme f € L' (R?), on a aussi

/ e‘i<x'75/>dx’/ flx)e ™81 dx, =/ flx)e S dx = f(€)
Rd—1 R R4

11 suffit maintenant d’établir que

+

oo .
/ 81f(x)e_’x1§‘dx1 = i§1

cx>f(x)e_’.’”§'a’xl

o)

En intégrant par parties et sachant que J; f € L' (R?), on obtient

+oo . " |
/ alf(x>e*1x1§ldx1 = lim / glf(x>eﬂx1<§ldxl
= —A

A—r+oo

. —ixi & n=tA A —ix &
:Alinfm ([f(x)e Ll_—A +i&; /_A fx)e dxl)
Comme f € L' (RY),
A , oo .
lim fx)e ™oy, :/ Flx)e ™oy
A=+ J A —oo

La fonction t — d f (r,x") étant continue sur R, on peut écrire

fx)=r(0x)+ /O Yoy (2,x') dt

et comme 9, f € L' (R?), on a, pour presque tout x’ € R?"1,

A—r*Foo

oo
lim f(A,x)=r(0x) +/ ovf (1,x')dt
0
et cette limite est finie. Or, f étant intégrable dans R?, on a

Agfilwf(z‘\vxl) =0 Ay1—pp

On en déduit que, pour presque tout x’ dans R4~ !,

xX1=+A

1- |: , / 7ixléli| _0
Ao fxx)e xj=—A

(1.1)

14



1.1. TRANSFORMATION DE FOURIER

Ceci établit (1.1) et acheve la démonstration de la proposition.

Dérivée d’une transformée de Fourier

r " 2
Proposition 1.2. Soit f € L' (R) telle que x — x; f(x) soit dans L! (]Rd). Alors f admet une

dérivée 0, f continue et bornée sur R?, donnée par

v Rd, aj gf =—i.¥ Xjf
L = (Z(N))E) (xif) (8) )

Démonstration :

Il suffit de traiter le cas d = 1, le cas d > 2 s’en déduit par application directe du théoreme de
Fubini.
Pour tout x € R fixé, la fonction / : & — f(x)e ™% est dérivable sur R, et on a i (&) = —ixf(x)e ™%,
On en déduit, pour tout & € R, |/ (&)| < |xf(x)|. Comme x — xf(x) est intégrable sur R et ne dépend

pas de &, le théoreme de I’annexe B montre que fest dérivable sur R et que pour j=1,0na

R F&)= [ fW(-ie

—00

La fonction ]/‘\’ étant la transformée de Fourier de la fonction intégrable - ixf, le théoréme 1.1 assure

que f’ est continue sur R¢ et bornée.

N
corollaire 1.1. Si f,xj f,xj,x f,...,xj,xj,_, X f appartiennent a L' (R), alors
9,9, 1 -lefest continue et bornée sur R, et on a

L VE €R,0;,0), -9 f(8) = (=)P F (x;,x),, %, f) (§) )

Théoreme 1.3. [9](Théoreme de Plancherel -Parseval)

Pour tout f € L (Rd), ona:
n d
17113 = 27)| 7113

15



1.2. QUELQUES INEGALITES UTILES

1.2 Quelques inégalités utiles

Inégalité de Holder
. 1 \
Théoreme 1.4. [7] Pour tout u € LP et v € L9, |uv| € L' et pour tout 1 < p < e on note q le
conjugué de p ((LP)* =L1), c’est a dire % + é =1, et on a ’inégalité
1 1
p q
‘/ uvdx S/ luv|dx < (/ \u]pdx) (/ ]v]pdx>
Q Q Q Q
(i.e);
[ wvkdx < alzpi@yl1 s
. 4

Inégalité de Minkowski

Théoreme 1.5. Pour 1 < p <o, ona

lutvlip < lullr +[IV]]2r

Inégalité algébrique de Young

Lemme 1.1. [7]

Pour tout a,b € R iona :

|ab| < 8|al* + 2 avec § > 0.

1
25"
Inégalité de Young

Lemme 1.2. [7]
Pour tout (a,b) € R? on a

1 1
jab| < —lal” + ||
p q

ou p,q des nombres réels strictement positifs liés par la relation (

16



1.2. QUELQUES INEGALITES UTILES

Inégalité de Young avec ¢

Lemme 1.3.

Pour tout € > 0 alors pour tout (a,b) € R*> on a

lab| < €la|” +c(g)|b|?

-9

ol p,q des nombres réels strictement positifs liés par la relation < + %1 = 1> etc(e) = %(8p)7.

1
p

Fonction Gamma

. B |
La fonction gamma est une fonction de type Euler définie par :
e
[(a) = / x* e M dx
0
avec Re(a)>0
4
Lemme 1.4.
Pour tout k > 0,c > 0, il existe une constante C > 0, telle que pour tout t > 0 on a l’estimation
suivante :
/ €)% aE <C(1 4+~ £eR
811
Démonstration : par changement de variable tels que r = ||, on obtient :
2 = 1 2
/ |§|‘Se_c|‘£| 'dé = 2/ e~ gy
15l<1 0
il suffit de prouver que pour ¢ > 0 et § > 0, nous avons :
1
/ Peeridr < C(141)~ 0D/, (1.2)
0

pour tout les # > 0, ou C est une constante positive indépendante de z. Pour voir cela, observer d’abord

17



1.3. LES OPERATEURS

que, pour 0 < ¢ < 1, ’estimation (1.2) est évidente. D’autre part, pour £ > 1, nous avons :
(141) <2t (1.3)

on utilise (1.3) et par changement de variable tel que z = ¢r¢, on obtient :

2-(B+1)/26(5+1)/2(] 4 1y(5+1)/2 / LBt g < B HD) /2, (541)/2 /lrsecrzf "
0 0

1
:/ (crzt)5/2 (ct)l/ze_oztdr
0
1 reft
= —/ 227712672y
2Jo

Sl/‘”z(aﬂ/z)lezdz
2Jo
1 o+1
= I — %)
(73 <

telle que I" c’est la fonction Gamma. Donc

/1 B8 ,—0 g 11‘ <5 + 1) 2(8+1)/20~(F+1)/2(1 4 py=(3+1)/2
0 -2 2

S C(l +t)_(8+1)/2‘
Ce qui termine la démonstration.
1.3 Les opérateurs

Soient E et F deux espaces de Banach. Notons ||.|| la norme dont ils sont munis.

Opérateur linéaire
Définition 1.14. Soient E,F deux espaces de Banach. Un opérateur linéaire est une application
linéaire
A:DA)CE—F
ie;
Y(u,v) €D(A)? , A(u+v)=Au+A,
YA eC, A(Au) = AAu.
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1.3. LES OPERATEURS

Domaine

Définition 1.15. Un opérateur linéaire A de E dans F est une application linéaire A défini par sur un

sous-espace vectoriel D(A) de E appelé domaine de A tel que
D(A)={u; AucF}

Ainsi;

A:D(A)CE —F

On dit que A est borné s’il existe C > 0 telle que
VueD(A), [Aullr <Cllullg

Dans le cas contraire, A est dit non borné.

Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.16. Soient X,Y deux espaces vectoriels normés, on désigne par £ (X,Y) l’espace des

opérateurs linéaires continus de X dans Y munit de la norme

IT|| 2(x,y) = sup{|Tx|y : x € X et |x|x <1}

Z(X,Y) est dit espace des opérateurs bornés.
On pose (X)) =2 (X,X).

Notation : On désigne par X’ le dual topologique de X.c’est a dire ’espace des formes linéaires

continues sur X ; X’ est munit de la norme duale

Ifllx = sup [f(x)|

[x[x<1

lorsque f € X’ et x € X on note généralement (f,x) au lieu de f(x), on dit que (,) est le crochet

dedualité.
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1.3. LES OPERATEURS

Opérateurs linéaires non-bornés

Définition 1.17. Soient X et Y deux espaces de Banach, on appelle opérateur linéaire non-borné de
X dansY toute application linéaire A : D(A) C X — Y définie sur un espace vectoriel D(A) C X a
valeurs dans Y,D(A) est le domaine de A. On dit que A est borné s’il existe une constante ¢ > 0 telle
que

|Axly < clx|x Vxe€ D(A)

Opérateurs dissipatifs

Définition 1.18. Soit (X, |. |) un espace de Banach et soit X' son dual topologique, on note la valeur de
x* € X" au point x € X par (x*,x) ou (x,x*). Pour tout x € X on définit I’ensemble de dualité F(x) C X’
par:

Pl ={x X', (¢ ) = [} = I3 }
Pour tout x € X, F (x) # &

Définition 1.19. Un opérateur linéaire A est dissipatif si pour tout x € D(A) il existe x* € F(x) tel
que Re (Ax,x*) < 0. Si H est un espace de Hilbert alors un opérateur linéaire A : D(A) C H — H est
dissipatif si pour tout x € D(A)

Re ((Ax,x)g) <0

avec (, )y est le produit scalaire dans H

Opérateur maximal monotone

Définition 1.20. [7] Soit A : D(A) C H — H un opérateur linéaire non borné. On dit que :
— A monotone si

(Av,v) >0, YeD(A).

— A maximal monotone si de plus R(I+A) = H i.e.

Vf€H, Juec D(A) tel que u+Au= f.

[ Proposition 1.3. [7] Soit A un opérateur maximal monotone. Alors D(A) est dense dans H. ]
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1.4. QUELQUES NOTIONS DE LA THEORIE DES SEMI-GROUPES

1.4 Quelques notions de la théorie des semi-groupes

On va rappeler quelques notions et théoremes de la théorie de semi-groupes, nécessaires pour

le développement de notre theme. Pour plus de détails, on renvoie aux ouvrages suivants :

[7LITOLL ]

Semi groupe fortement continu

Définition 1.21. (Semi-groupe)
Soit X un espace de Banach, une famille T (t),0 < t < oo d’opérateur linéaire borné de X dans

X est dite un semi-groupe sur X si :

1. T(0) =1 ( est I’identité dans X )

2. T(s+1t)=T(s)T(t) pourtoutt,s >0

Définition 1.22. (Cy semi-groupe)

Un semi-groupe T (t),0 <t < oo d’opérateur linéaire borné est un semi-groupe fortement

continu Si :

IimT(t)x=x pourtout x € X
t—0

Un semi groupe d’opérateur linéaire borné fortement continu est dit un Cy semi-groupe

Théoreme 1.6. [//] Soit T (t) un Cy semi-groupe, alors ils existent un réel wet un réel
M > 1 tels que :

IT(2)|| <Me™  pourtoutt >0

En particulier, si M = 1 et w =0 alors (T (t)); est appelé Cy semi-groupe de contractions

Générateur infinitésimal

Définition 1.23. [/0] Soit (T (t)); un semi-groupe sur X, I’opérateur linéaire A défini par :

D(A) = {x €X: IE%(T(t)x—x)/t existe }

Ax = lim (T(t)x—x)/t

t—07t

est le générateur infinitésimal du semi-groupe T (t),D(A) est le domaine de A
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Théoreme de Hille-Yosida

"
Théoréme 1.7. (Hille-Yosida)[7]

- Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors pour tout

uop € D(A) il existe une fonction
ue C'([0,+o[;H)NC([0,+[;D(A)) (")

unique telle que

du
=4+ Au=0 sur |[0,4o00
a | | (1.4)

u(0) =uy (donnée initiale ).

De plus on a

)

lu(t)] < |ug| et | = |Au(t)| < |Aug| Vit > 0.

. 4

Théoreme de Lumer-Phillips

Théoreme 1.8. (Lumer Phillips)[ /0]

Soit A un opérateur linéaire tel que D(A) = X
1. Si A est dissipatifet s’il existe Ay > 0 tel que Im (Al —A) = X alors A est le

générateur infinitésimal d’'un Cy semi groupe de contractions sur X

2. Si A est le générateur infinitésimal d’'un Cy semi groupe de contractions sur X

alors A est dissipatif et Im(Al —A) = X pour tout A > 0. De plus, pour tout

x € D(A) et pour tout x* € F(x),Re (Ax,x*)) <0

. 4

Définition 1.24. On dit qu’une forme bilinéaire a(u,v) : H x H — R est :

i) continue s’il existe une constante C telle que
la(u,v)| <Clullv|] Yu,v e H
ii) coercive s’il existe une constante o > 0 telle que

a(v,v) > alul*> WweH
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Théoreme de Lax-Milgram

~N
corollaire 1.2. (Lax-Milgram)
Soit a (u,Vv) une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors pour tout ¢ € H il existe
u € H unique tel que
a(u,v)=(¢,v), YWweH
De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété
€ H et Ja(uwu) — (9,v) =min{ Za(v) ~(@,v)
= — =min< = —
u et Sa(u,u 0, ming 6,y o,
| 4
Théoreme de la perturbation bornée
"

Théoreme 1.9. (Théoreme de la perturbation bornée )[ 1]
Soit X un espace de Banach et soit A un opérateur non borné A : D(A) C X — X, le

générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continue (T (t));>0 tel que :
IT(t)|| < Me"™  pourtoutt >0

et pourw € RM >1Si Be £ (X) alors C:= A+ B avec D(C) := D(A) génere un

semi-groupe fortement continue (S(t));>o tel que :

1S(0)|| < M TMIBDE - pour tour t >0

On dit que B est une perturbation bornée de A
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CHAPITRE

Existence et Unicité de la solution

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons démontres I’existence et ’unicité de la solution d’un systeme

de type Moore-Gibson-Thomson, en utilisant le théoreme de Hille-Yosida et le théoréme de

Lax-Milgramm.

2.2 Position du probleme

Considérons le probléme suivant :

TUsrr + U — Au— ,BAM; =0

u(x,0) =up(x) , u(x,0)=wui(x), uy(x,0)=up(x)

avec

T,BeRL , telleque 0<7T<f

t>0,xeR"

2.1

(2.2)
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2.2. POSITION DU PROBLEME

Tout d’abord, on réécrit le systeme (2.1) en un systeme des équations différentielles du

premier ordre. Par le changement de variable suivant :
V= U; et W = Uy
Le systeme (2.1) devient :

u—v =0,
vi—w =20, (2.3)
wr — TA(u+Bv) + 1w =0

Le systeme (2.3) s’écrit aussi sous la forme de systeme de Cauchy suivant :

%U(r):g{U(t) ) t>0
2.4)
U(0) = U,
avec
U(t) = (M7V3W)T7U0 = (u07u17u2)T
et

o P() C A — FHest un opérateur linéaire définit par :

u v
JZ/ v - w
w %A(u+[3v) - %w

avec . est un espace de Hilbert telle que :

A =H' (RY) x H' (RY) x L* (RV)
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2.3. RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE

et

D(A) = {(u,v,w) e weH! (RN),M+I3VEH2 (RN)}

clairement, Z(</) est dense dans .77 .

On définit le produit scalaire sur ’espace 77, pour U = (u,v,w) € € etV = (uy,vy,wy) €

comme suit :

<U,V)<%0:‘L'(ﬁ—‘L’)/RNVV-VWCZX—I-/RNV(M-FTV)-V(ﬁl-l—f\_/l)dx
+/RN(v+rw).(v1+rw1)dx+/RN(u+rv).(ﬁ1+rv1)dx

—|—/ v-vidx
]RN

et la norme :

10Ul = T(B = DlIVVll2@m) + IV (+ )| 2R

+ v+ 1wl 2@y + llu+ ol 2@y + VI 2@y

2.3 Résultat d’existence et d’unicité

On a le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Théoreme 2.1. Sous la condition (2.2), soit Uy € 7 , alors il existe une solution

unique U du probleme (2.4) tel que U € C'(]0,400);.7) NC([0,+o0); P (o))

26



2.3. RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE

Preuve. La démonstration repose sur I’¢tude du probleme perturber suivant :

d
EU(I) = U (1), t €[0,+o0)
(2.5)
U(0) = Uy
avec
u u v
'Q{B \% - (JZ{ +B) v = w
w w %A(M-I-ﬁv)—%w—%u—v—%v

pour démontrer ce théoreme, nous utilisons la théorie des semi-groupe, c’est a dire , nous
montrons que 1’opérateur .o/ génére un ¢ semi-groupe sur .7¢°. Dans cette étape, nous nous pré-
occupons de prouver que 1’opérateur .7 est dissipatif . Effectivement pour (u,v,w)! € 9(7),

on trouve :
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2.3. RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE

( L, ) :r(ﬁ—r)/RNVvVW dx+/RNV(u+Tv)V(v+Tw) dx

1
—I—/N(V—I—‘L'w)(w—l—A(u—l—ﬁv)—w—u—’L‘v—Ev) dx
R
—|—/ (u+1v)(v+1W) dx+/ VW dx
RN RN
- rﬁ/ ViV dx—rz/ ViV dx+/ VuVv dx+ r/ VuVi dx
RN RN RN RN

-l-‘L'/ VvVy dx+’c2/ ViVw dx+/ VW dx+/ vA(u+Bv) dx
RN RN RN RN

1 -
—/ dex—/ vﬁdx—’c/ dex——/ dex—i—’C/ dex—f—’L’/ wA(u+ Bv)dx
RN RN RN T JRN RN RN

—’L’/ ww dx—’c/ wii dx—’l:z/ wy dx—/ wy dx+/ uy dx—l—”L'/ uw dx

RN RN RN RN RN RN
-I—‘L'/ v dx-l—’Cz/ W dx-i—/ v dx

RN RN RN
=7 [ VP dx—l/ W2 dx

RN TJRN
d’ou

1
_ (B _ 2, 1 2
Re (U, U) ,, = — (P ”L’)/RN]VV\ dx T/]RN‘V| dx <0

Alors, I’opérateur o7 est dissipatif pour 0 < 7 < f3 .
Maintenant nous montrons que 1’opérateur (A — 7p) est surjective :
C’est a dire, on considere

F=(f,gh) el

et nous montrons qu’il existe

U= (u,v,w) € 2 ()
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2.3. RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE

telle que

(Ald — og)U =F

qui est équivalent au systéme suivant :

(

Au—v=fecH! (]RN)

<7Lv—w:g€H1(RN) (2.6)

1 1 1 1
Aw——A(u— —w — —v=heL*(RM).
| Aw = (u Bv)-l—fw-l—ru-i—v-l—rzv (RY)

La premicre et la deuxieme équation de (2.6) donnent

/

v=Au—f
2.7

w=Av—g.
\
En substituant (2.7) dans la troisieme équation de systeme (2.6), nous obtenons :

A[R (ha— )~ = A G+ B (ha— )+ (A (ha— ) =]+ A+ (= f) =,

Par simplification, on obtient :

1 BA B A2 1,1 1 A 1
3. 92, - P L e - _ e
AMu—Af—Ag TAM p Au—+ ‘L’Af+ il ”L'f Tg—i—ruqtlu f+1_2u ‘L'zf h,

on peut écrire aussi :

A7 1 A 1 A1 1 B
3,00 0 o~ . . 2, ~ - _ - Ll —
(A +— +T+A+72)u T(l—l—ﬁ?t)Au (A +T+TZ+1)f <A+T)g+ ~Af=h,

ce qui donne :

2+1 2 +1

T

<A3r+/12+/l +1)u—(1+B/l)Au:</lzr+/l+ )f+(/lr+1)g—/3Af+rh.

(2.8)
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2.3. RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE

En multipliant ’équation (2.8) par la fonction ¢ € H', on obtient

2
(l%-l—?tz—i—/lr :1 -|-1) up —(1+BA)Aup = (AZT—I—A-I-LTH)]C(P

(2.9

+(AT+1)gp — BAf@ + Tho.

Donc le probleme (2.9) est équivalent au probleme
M (u,v) =K (@),
telle que . est une forme bilinéaire définit par :

A H' (RY) x H' (RY)

2 +1

M (u, @) = <),31+)L2+7L +1> /Nu<pdx+(1+[s/1)/NvuV<pdx
R R

et # est une forme linéaire définit par :

A H'(RY) 5 R

2
H (@) = (A%+A+T H)/ f(pdx+B/ VfV(pdx+(7Lf+1)/ g(pdx+7:/ hods.
T RN RN RN RN

* Nous prouvons que .# est coercive :

En effet,

241

M(uu) = A3T+A2+A +1 wrdx+(14+BA) | Vitdx
RN RN

241
2min{7t3f+7tz—l—7tf + +1,1+ﬁ7t} (/ uzdx—l—/ Vuzdx>
T RN RN

d’ou
2 +1
T

///(u,u)zmin{z%Jr)Lerl +1,1+m}-uu\\§,l(RN)
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2.3. RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE

pour A > 0, ainsi .# est coercive.

* Continuité de .7 (.,.) :

2+1

| A (u,u)] = <A3r+/12+/1 +1)/ u2dx+(1-|—ﬁ/l)/ Vildx
RN RN

2+
T

AT+A2+ 4

IA

1
+1‘/ \u<p\dx+\1+my/ VuVeldx
RN RN

Grace a I’inégalité de Holder, on a :
2
)] <[R3e+22 4 AZE L ey - 1@
1+ BA Vi [l 2y - | VO ll 2w

2
< max {23+ A2+ AT+ 114 A} (w2 - 1| 0 iz + 1| Vil 2y - | Vo

<cllullgrwyy - 1@ g @y

ce qui implique que .# est continue.

* De méme , nous montrons que . () est continue

ona:
2 +1
K (@) =|(A2t+21+ /f<pdx+/3/ VfV(pdx+(7L7:+l)/ g(pdx+r/ hodx] .
T RN RN RN RN
5 241
<|Rraa+ '/ \f(p|dx+|ﬁ|/ nyV¢|dx+m+1|/ |g(p\dx+\’c\/ Ih|dx.
RN RN RN RN
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2.3. RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE

Grace a I’inégalité de Holder, on a :

2 +1
T

| ()] <|A*T+A+

’ | f 2wy - 1| @ N2y HBIHT VI 2@y - | VE 2@y

HATH 1 g 2@y - 1 @ 2@y el A gy - 1 2@y -

2
< max {220+ 2+ 1Bl 1A+ 11,2 (1 f Nl - 1@ ey
IV le@yy - V8 2@y + T8 2@y - @ 2@y + 1 2@y - 1 € 2@y
<e (1l @ e + 1 V0 lzg)

<cll@lgmy

d’olu £ est continue

par conséquent le théoreme de Lax-Milgram garantit I’existence d’une solution unique u €
H'(RY) telle que :
M (u,9) = (9), Yo H'(R)

Donc I’opérateur (Ald — o7p) est surjective pour tout A > 0. Cela signifie que .27 est un opéra-

teur maximal monotone.

En suite , en utilisant le théoréme de Lummer-phillips , on en déduit que .o/p est un générateur

infinitésimal d’un Cy semi-groupe linéaire sur .7Z.

Finalement, comme o7 est une perturbation bornée de .<7 , alors .<7 est un générateur infinitési-
mal d’un Cy semi-groupe de .77.[d’aprés théoreme(1.9) |

Alors le résultat cité dans le théoréme est vérifié . O]

32



CHAPITRE

STABILITE DU SYSTEME DE MOORE-G IBSON-THOMPSON

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie la stabilité et le taux de décroissance de la solution d’un systeme de

type Moore-Gibson-Thompson par la méthode de 1’énergie .

On considere le systéme suivant :

TM;;;+M[[—AM—/3AM;:0 I>O,X€Rn
(3.1)
u(x,0) =up(x), u(x,0)=ui(x), wuy(x,0)=ur(x) t=>0,xeR"
On note que V = (u; + Tuy, V(u+ tuy ), Vg ) avec u(x,t) est la solution du systeme (3.1)
Une transformation de Fourier appliquée au systeme (3.1), on obtient :
Ty + g+ P+ BIE [P = 0, (3.2)

Tout d’abord, on réecrit le systeme (3.2) en un systeme des équations différentielles du premier
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3.1. INTRODUCTION

ordre. Par le changement de variable suivant :

v=u; et wW=uy

Le systeme (3.1) devient :

I:il - \}/\
0y =w 3.3)
i = —|&Pa—BIEFD—w
avec les conditions initiales :
4(8,0)=i0(5), @(5,0)=a1(S), #u(S,0)=1r(E) (3.4)
Le systeme (3.3) s’écrit aussi sous la forme :
U(E,1) =D(EYU(E,t
(8.0 = (0 &) s)

avec U(&,t) = (a(E,1),0(&,1),w

tels que :

01 0 0 0 0

DE)=L+EPA=] 00 1 |+IE*] 0o 0 o0
1 1

00 —¢ -1+ 2o
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3.2. RESULTATS PRINCIPAUX

3.2 Résultats principaux

Proposition 3.1. Soit U = (it,9,W) la solution de (3.3), pour toutt >0 et & € R, on

suppose que 0 < T < B. on a l’estimation suivante :

V(E,0)]> < Ce PG|V (E,0)? (3.6)
ou
p(e)= e (3.7)
1+]€]2

et C et c sont des constantes positives.

- 4

Preuve

La preuve de la proposition (3.1), sera donnée a travers plusieurs lemmes.

3.3 Calcule d’énergie

*’

Lemme 3.1.
Soit U = (4,9,W) la solution du systeme (3.3) , on definit E(&,t) I’energie associe au

systeme (3.3), pourt >0, etona :
—E(&,1)=—(B—1)|& 19 (3.8)

avec

R 1
E@&n)=5{l+ 0?4+ (B — 0)|E17 |9 + 1 P la+ 7ol } (3.9)

- 4

Preuve. 1’ addition de la deuxieme et la troisieme equation de (3.3) , on obtient :

P+ ), = —|EPa— Bl (3.10)
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3.3. CALCULE D’ENERGIE

En multipliant 1’équation (3.10) par ¥+ T/, on obtient :

254 rf? = —clE P Re(i) — BrIE[2Re(97) — [€[*Re(af) — BIEFE (1D

= 7(B — T)Re (WD) (3.12)

De méme, en multipliant la deuxieme équation du systeme (3.3) par 7 et en ajoutant le résultat

a la premiere équation, on obtient :
(G+10) =TW+7V (3.13)

En suite, multipliant I’équation (3.13) par & + TV, on obtient :

1d _ _ _
sl T9|* = TRe(Wit) + T2 Re(WP) + Re(vad) + |9|? (3.14)

En calculant (|&]*(3.14)) +|&|*(3.12) + (3.11), on obtient :

d .
SEE ) =—(B-D)E PP (3.15)
[
On remarque que :
NP <EE.) <nplVEnP (3.16)
Lemme 3.2. D
Soit U = (4,9, W) la solution de (3.3). On definit la fonction F\(E ,t) par :
Fi(&,t)=Re{(a+10)(P+ %)} (3.17)
Alors, on a
d A IR .
R0+ (1= ) [ |a+ o < [0+ oil* +C () [§ 791" (3.18)
\ ; 4

36



3.3. CALCULE D’ENERGIE

Preuve. En multipliant I’équation (3.10) par i + TV, on obtient :

(P+T) (d+70) = (—|E[*a— BIE|*D) (@ + ©7)

(3.19)
= (—Ig[a— BIEo— TIE[o+TlE P9) (3 +77)
En suite, en multipliant I’équation (3.13) par ¥ -+ T\, on obtient :
(A+710),(P+ %) = (TW + D) (P + TW) (3.20)
[’addition des deux équations (3.19) et (3.20), donne :
iF (E,0) +|EP|a+t0]> — [P+ 0> = |E]* (T — B)Re(9(d+ T7)) (3.21)
dr '\
On applique I'inégalité de Young sur I’égalité (3.21) , pour & > 0, on obtient :
SFIE0) +(1— &) | Rla+ 7 < [0+ 70 +C (e0) [EI912 (3:22)
O
Lemme 3.3. h
Soit U = (i1, 9, W) la solution de (3.3). On définit la fonction F>(& t) par :
B (&,t) = —tRe(P(P+ TW)) (3.23)
Alors, on a
d

d—Fz(é,t)+(1—81)\ﬁ+rw|2SC(81,82)(1+|£|2)\9\2+82|512m+w12 (3.24)
“ 4

Preuve. En multipliant la deuxiéme equation du systéme (3.3) par —7(¥ -+ W), on obtient :

— 10 (P + W) = — W (P + TW) (3.25)
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3.3. CALCULE D’ENERGIE

en suite, multipliant I’équation (3.10) par —79, on obtient :

—t(P+ W), = (t|E[*a+ Br|E[*) D
(3.26)
= (Tl LPa+TBIEPO+ T EPD— T E [P0+ (P4 o) — (D+ 7)) 7

Additionnant les deux equations (3.25) et (3.26), on obtient :

%Fz(g,t) + 94 w|? — (B — 7)|E?|9]> = t|E|*Re{ (@ + T0)¥} + Re{ (P +TW)¥}. (3.27)

On applique I'inégalité de Young sur I’égalité (3.27), pour tout €, & > 0, on obtient :

d s N L
EFz(é,t) +(1L—g) P+ 0> <Cl(er,&) (14 &) [9]* + &l& P |a+ o (3.28)
[
Maintenant, on définit la fonction du Lyapunow .Z (&, ¢) par :
LEN=NEEN+ R tng R (.29
1+[¢] I+¢]
telle que N, y; sont des constantes positives.
Lemme 3.4. h
Pour un Ny assez grand il existe deux constantes positives Y| et ' tel que pour tout t > 0,
ona:
hEE,1) <Z(E,1) <nE&1) (3.30)
A
Preuve. A partir de (3.29) ,ona:
260 -NEE) = | L s n Elames
1+¢] I+1¢]
En utilisant (3.17),(3.23) , on obtient :
| L(E,t) —NE(&E,1)| = ‘ £” Re ((A+0)(P+10)) +n (i (—TRe(P(P+ TW)))‘
’ ’ 1+ |E]2 1+ (&2
(3.31)
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3.3. CALCULE D’ENERGIE

On applique I'inégalité de Young sur (3.31), on obtient :

; elgl? 9% [
(60 -NEE D] < 1 0 o O 7P € e
<SAE(E1)
donc :
(N=ME(E,1) <AZ(&.1) S(N+AE(E,1)
d’ou le résultat pour N trés grand. [

Démonstration de la proposition (3.1)

Regroupant les dérivées des fonctions E ,F1 et F>,on utilisant les équations (3.8),(3.18) et (3.29)

on trouve : J |§|2
5 ~12
a2 &0+ =) = 1) 0+ o)
+((1—&)—née) i (1&1*a+7o?) (3.32)

1+ 8
+(N(B—1)—C(e0) = nC(e1,€)) [P <0

Maintenant, on choisit & et & comme suit :
<1, g<l,

Apres, on prend 7y, suffisament grand tel que :

>
" I —e

et, on choisit & assez petit tel que :
1—¢&

& <
n

Finalement, on peut choisit N assez grand tel que :

C(&)+nC(e,e)

N >
B—7
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3.4. TAUX DE DECROISSANCE DE LA SOLUTION

shachant que 7 < 3.

Donc I’equation (3.32) devient :

S LEn T pEEN S0, W20 (3.33)
avece ©
D(En) = Ao eip e L e e rigPor a9
L+ IEP T+ g

et 7 est une constante positive.

A partir de (3.34) ,on a:

donc :
20+ ppEEEN <0 (3.35)
avec )
p(ﬁ) = 1_|§”§|2

Par I’intégration de I’équation (3.35) par rapport a ¢ , on obtient :
L(8.1) < A(E,0)e BPEN
Exploitant les estimations (3.30)-(3.16), on obtient :
E(&,1) < Ce PENE(E,0)

d’ou I’estimtion (3.6).

3.4 Taux de décroissance de la solution
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3.4. TAUX DE DECROISSANCE DE LA SOLUTION

N\

Théoreme 3.1.

Soit U = (u,v,w) la solution du systéme (3.1), avec la condition initiale Uy = (ug,uy,us)
. Supposons que 0 < T < B. Soit V = (u; + Tuy, V(u+ tu;),Vuy) et que Vo € L! (RV)n
H* (RY).

Pourtout0 < j<s,ona

VIV @)l oy < CA+0 A2 Vol vy +Ce™ ||V Vo] ey (3.36)

. 4

Preuve. La preuve du théoreme (3.1) est basée sur la proposition (3.1). En utilisant le théoreme

de Plancherel, et I’équation (3.6), on a :

[V Oy = [, EPP(E 1) P

(3.37)
<C [ | 1EPe P @1 7(E,0)Pa

On remarque que le dernier terme de (3.37) dépend du comportement de la fonction p (&) ,

d’apres la proposition (3.1), on :

o(E) > clgl?, si |gl<, 338)
e Si €] > 1.

telle que ¢ est une constante positive .

Donc, on écrit (3.37) comme suit :

VIV () [Fany =C [ 1&PIe P @0 (£,0)Pd +-C / EPIePE D (&,0)Pde

§<1

=+ 1.
(3.39)

On exploitant (3.38) , on en déduit que

]y N A

En utilisant I’inégalité :

/§| EPTeEPag < 1) N2,
<1
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3.4. TAUX DE DECROISSANCE DE LA SOLUTION

on déduire que :

Ii < C|Vol[7a vy (1 42) N2~ (3.40)

Pour |&| > 1, utilisant I’inégalité :

L<C E|Me 'V (€,0)%d&
|€]>1

on déduire que :

L <Ce® \\VjV0||i2(RN). (3.41)

Combinaisons les deux estimations (3.40) et (3.41) dans (3.39) , on obtient I’estimation (3.36).

]

42



Bibliographie

[1] J.A. Conejero, C. Lizama, F. Rdédenas, : Chaotic behaviour of the solutions of the

Moore—Gibson—Thompson equation. App. Math. Inf. Sci. 9(5), 1-6 (2015)

[2] C.Wenhui, A . Palmieri,Ablonw-up result for the semilinear Moore-Gibson-Thompson

equation with non linearity of derivative type in the conservation case . AIMS.2010.

[3] Lasiecka, I.,Wang, X. : Moore-Gibson-Thompson equation with memory, part I : exponen-
tial decay of energy. Z. Angew. Math. Phys. 67(2), 17 (2016). https ://doi.org/10.1007/s00033-
015-0597-8.

[4] Kaltenbacher, B., Lasiecka, 1., Marchand, R. : Wellposedness and exponential decay rates
for the Moore—Gibson—Thompson equation arising in high intensity ultrasound. Control

Cybern. 40, 971- 988 (2011)
[5] R. A. Adams and J. J. F. Fournier, Sobolev spaces, Elsevier, 2003.
[6] M. El Amrani, Analyse de Fourier dans les espaces fonctionnels, ellipses, 2008.
[7] H. Brezis, Analyse Fonctionnelle Théorie et Application, Dunod, Paris, 1999.
[8] L. C. Evans, Partial Differential Equations, AMS 1997.

[9] L. Hormander, The Analysis of Linear Partial Differential Operators I, Springer-Verlag,
1983,1990.

[10] A. Pazy, Semigroups Of Linear Operators And Applications To Partial Differential Equa-
tions, Springer-Verlag , New York, 1983.

[11] K-J. Engel, R. Nagel, One-Parameter Semigroups for Linear Evolution Equations, Alfred
A. Knopf, 1995.

43



Résumé

Ce mémoire est consacré a l’étude de 1’équation de Moore-Gibson-Thomson , plus
précisement, on cherche l'existence et 'unicité de la solution par la théorie des semi-
groupe. Ainsi que le taux de décroissance de la solution en norme L? par la méthode de
I’énergie.

Mots clés : Stabilité - Fonctionnelle de Lyapunov - La méthode de 1’énergie - Taux de

décroissance .

G

r
Abstract

This thesis is dedicated to the study of the Moore-Gibson-Thomson equation. Specifically,
we aim to investigate the existence and uniqueness of the solution using the theory of
semi-groups. Additionally, we will analysze the decay rate of the solution in L? norm

using the energy method.

Key words : Stability - Lyapunov Functional - The Energy Method - Decay Rate.
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