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Abstract

In this thesis, we will present results of non-integer order on the estimations of fractional moments
of orders « : fractional expectations, variances and covariances, then for that by using the theory of

fractional integrals in the sense of Riemann- Liouville.

Résumé

Dans ce mémoire, on présentera des résultats d’ordre non entier sur les estimations des moments
fractionnaires d’ordres « : des espérances, variances et covariances fractionnaires, alors pour cela en

utilisant la théorie des intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville.
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Symbole et notation

N := Ensemble des nombres naturel.

R := Ensemble des nombres réels.

R* := Ensemble des nombres réels positifs ou nuls.
C := Ensemble des nombres complexe.

') := Fonction Gamma d’Euler.

B(.,.) := Fonction Béta.

-1l := norme infinie.

|.] := Valeur absolue d’un nombre réel ou module d’'un nombre complexe.

I f := intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o > 0.
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Introduction Z o

Les inégalités intégrales jouent un role important en théorie des équations différentielles et en
sciences appliquées. De plus, les inégalités de type fractionnaire sont également assez importantes
dont les applications sont tres nombreuses, notamment dans la théorie des équations différentielles

fractionnaires, en théorie des approximations, en probabilités et statistique.

Dans ce mémoire, on présentera des résultats d’ordre non entier sur les estimations des moments
fractionnaires d’ordres « : des espérances, variances et covariances fractionnaires, alors pour cela en
utilisant la théorie des intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville.

Ce manuscrit s’organise en trois chapitres.

Le premier chapitre contient les principales définitions et notations nécessaires a la compréhension
du contenu de ce travail. On rappellera les définitions et les propriétés essentielles correspondantes
a la notion de l'intégration et la dérivation fractionnaire de Riemann-Liouville sans oublier quelques

inégalités intégrales de type Chebyshev.

Dans le deuxieme chapitre, on présentera des résultats sur les estimations des moments fraction-

naires d’ordres o en appliquant la théorie des intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville.

Enfin, notre dernier chapitre sera consacré a I’étude les moments et quelques estimations frac-
tionnaires d’une variable aléatoire continue X ayant une fonction de densité de probabilité positive

f définie sur l'intervalle [a, b].



|Chapitre I

Calcule Fractionnaire

I.1 Fonction spécifique pour la dérivation fractionnaire

La fonction Gamma et la fonction Béta sont dites des fonctions spéciales. Ces fonctions jouent

un role tres important dans la théorie du calcul différentiel d’ordre fractionnaire.
I.1.1 Fonction Gamma
L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma, qui permet de prolon-

ger la factorielle aux valeurs non entieres, la fonction Gamma est appelée aussi fonction factorielle

généralisée.

"
Définition: 1.1.1 [3/

Pour tout nombre réel «, tel que (o > 0), on définit la fonction Gamma d’Euler par l'intégrale

sutvante :

2l g
|\

Proposition: 1.1.1 [3/

Pour tout o > 0, la fonction Gamma satisfait les propriétés suivantes :
1 (a+1) = al'(a).

2)l'(n+1)=nl

3l (a+n)=ala+1)(a+2)..(a+n—1DI' (a).

4)I'(n)=(n+1)!, n>1.




Chapitre 1 Calcule Fractionnaire

*’
Quelques valeurs particuliéres de I'(«)
1) I'(1 /mlle’”dx = 1,
0
2) I‘ 2/637 dz = /7, (L’intégrale de Gauss).
" (n)!
1 2n)!
. 4
I.1.1 Fonction Béta
L’autre fonction importante dans le calcul fractionnaire est la fonction Béta d’Euler.
N
Définition: 1.1.2 [3/
La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler définie pour tous couple o, 3 € RY par :
/1—x51a1dx (12)
0
|\ 4
La forme trigonométrique de Béta
On pose
r = sin*0) = dx = 2sinf cosf db,
silealors@zﬁ,
2
st x =0 alors 6§ = 0.
On a
1
Bla,g) = [ a*1- o)
0
alors

B(a,B) = /Q(SinQQ)“1(00529)51(25in90059)d9
0
= 2/ (5in0) 27 (c0s0)2 P~ (sinfcosd)dh
0

= 2/2 (5in0)**~ 1 (cos0)?P~1dh
0




Chapitre 1 Calcule Fractionnaire

1.1.1 La relation entre fonction Gamma et Béta

*’
Définition: 1.1.3 [3/
La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation suivante :
['(a)l
B(a, p) = T((a)+(§)) = B(B, a)pour tout o, B € R (1.3)
Q@
. 4

I.2 Intégration fractionnaire

I.2.2 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

La définition de 'intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est une généralisation ” a
I'ordre réel ” de la formule de Cauchy (1789 - 1857), qui est obtenue comme suit : Soit f : [a,b] — R

une fonction continue, on note

I'f(z) = ]f(S)ds,

Une double I'intégration
Pra) = [ [ fduds = [ s)5(s)as

En répétant le processus (n-1) fois, on obtient la relation suivante :

xT

1" f(x) = ﬁ / (2 — )" f(s)ds,
1" f(x) = ﬁ / (2 — 5" f(s)ds.

a

Et pour un ordre plus général, on a la définition suivante :




Chapitre 1

Calcule Fractionnaire

Définition: 1.2.1 [1]-/5]

f € C([a;b)) est défini par :

1
i) =4 e
f(z), a=0

(z — s)* "1 f(s)ds, a>0

| —xy

.

L opérateur intégral fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o > 0, pour une fonction

(1.4)

N\

Remarque: 1.2.1

Dans la formule (1.4), en prennant a =0, I a sera notée I”.

Exemple: 1.2.1 [1]

On considére la fonction f définie par : f :x+— (x —a)’. On a :

I%(x — a)ﬁ = —

S _
par le changement de variable p =

a .
, on obtient
a

(r —a)? = %(w —a)?.

Proposition: 1.2.1 [i/

Soient f € C([a,b)). Pour a > 0,5 >0 etA,BE€R, on a :
DIIF ) (@) = I (I3 ) (x) = 1577 f(2).

L 2)I;[Af(x) + By(x)] = AIL f(x) + BIg(x).




Chapitre 1 Calcule Fractionnaire

Définition: 1.2.2 D
Deuz nombres réels positifs a et b sont dits partiellement (opposés)unitaires si
(a—1)(b—1)>0. (L.5)
. 4

I[.2.2 Inégalité fractionnaire de Chebyshev

Dans cette section, nous prouvons certaines inégalités qui impliquent la distribution Béta en
utilisant des inégalités naturelles[4]. Le résultat suivant est bien connu dans la littérature sous le
nom d’intégrale de Chebychev pour les fonctions synchrones. Ici, nous utilisons ce résultat pour

prouver des nouvelles inégalités

Lemme: 1.2.1
Soient f,g,p et q: I CR — R tels que p(x),q(xz) > 0 pour tout x € I. Si f et g sont synchrones
sur 1, i.e,

(f(z) = f(w)(g(z) — g(y)) = 0 pour tout x,y € I.

Alors, on a les inégalités suivantes :

[z [ @) s@atarde > [ s@is [ (16)
Et

I°p(t)I°qfg(t) + IPq(t)[°pfo(t) = I°pg(t)[°qf (t) + I°pf(t)Iqq(t). (L.7)
il

p(t)I*qfg(t) + I%q(t)I"pfq(t) = Ppg(t)I*qf (t) + I°pf(t)1qg(t). (1.8)
Preuve: 1.2.1

Soient f, g, q et p quatre fonctions synchrones sur [0, 00|, alors, ¥ x,ye [0, 00[, on a

Ce qui donne

10



Chapitre 1 Calcule Fractionnaire

implique
f(@)g(@) + f(y)gly) = f(x)g(y) + f(y)g(x). (L9)
e Pour linégalité (1.6), on multiple (1.9) par t ;(Z);_lp(x), x € [0,t], on trouve :
e @) + L) ot
> oo @) + L) fala)
on integre entre 0 a t, on trouve
o [ = @) dr + s [0 0 f0)at) do

a—1 1 a1
= (o) /(t — )" (p(x) f(2)g(y)) do + m O/(t —2)* N (p(x) f(y)g(x)) de,

implique
I*(pfo)(t) + f(y)g()I*p(t) = g(y)I*(pf)(t) + f(Y)I*(gp)(t). (L.10)
Maintenant, on multiple (1.10) par (t ;gg;lp(y), y € [0,t], puis, on intégre entre 0 a t, on obtient :
I(0f9) (O / (=" )y + / (t )" (0 F ) ) dyI°p(1)
> e / (1= 0 ) I )0 + s / (1~ )" () (y)idyI® (ap) 1),

d’ou
I*(pfg) () I%p(t) + I*p(t)I*(pfg)(t) = I*(gp)(t)I*(pf)(t) + I*(fp)(t)I*(gp)(t),

(t—a)7"

e Pour l'inégalité (1.7), on multiple (1.9) par XE)

q(z), z € [0,t], puis, on intégre entre 0 a t,

11



Chapitre 1 Calcule Fractionnaire

on trouve :
ﬁ /t (t — )" (¢fg) (x)dx + ﬁ /t (t =)' (f9) (y)a(x)dz
> f%ﬁju/kt-—lﬂﬁ lg(y)(Qf)(I)dx'+'fgggu/kt-—aﬁﬁ () (pg) (x)dx
implique
I*(qfg)(t) + F()gW)I’q(t) = gW)I*(af)(t) + FW) I (99)(1). (L.11)

(t—y)"
I(a)

Maintenant, on multiple (1.11) par p(y), y € [0,1], puis, on intégre entre 0 a t, on trouve :

t t

f%fg)(t)ﬁ / (t — 9)* ' ply)dy + ﬁ / (t— )™ (p(y) F ()9 () dy T’ q(t)
> ﬁ / (t — )™ (p(w)g()dyI? (af) () + ﬁ / (t— 1)* (o) £ () dy T (9q) (1),

ce qui donne

I°(qfg)(t)I°p(t) + I*(fap)(t)IPq(t) = I°(pg) ()T (qf )(t) + I*(pf) ()17 (gq)(t).

pourt=1, on a

IP(qfg)(D)I*p(1) + I*(fap)(1)IPq(1) = I°(pg) ()17 (q.f)(t) + I*(pf) (1) I (gq)(1).

12
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Inégalités fractionnaires aléatoires au sens de

Riemann-Liouville

II.1 La densité d’une variable aléatoire

Dans cette section, nous rappelons quelques préliminaires qui seront utilisés dans ce travail. com-

mencons par les définitions suivantes.

"
Définition: 11.1.1 [12]

Une variable aléatoire continue X a une fonction de densité de probabilité gamma (f.d.p) a un

parameétre p > 0,notée par X ~ I'(p), et sa (f.d.p) donnée par :

1
['(p)

P le™ x> 0. (IL.1)

fz) =

Une wvariable aléatoire continue X a une fonction de densité de probabilité gamma (f.d.p) a

deuz parametres (p, ), p, A > 0,notée par X ~ I'(p, \), et sa (f.d.p) donnée par :

f(z) = ixpfle’m,x > 0. (I1.2)
4
~N

r

Définition: I1.1.2 [10]
L’espérance fractionnaire d’ordre o > 0 de la variable aléatoire continue X ayant une (f.d.p).
f:]a,b] — RT est définie comme suit :

1

b
Exo=I7bf(b)] = T(a) / (T)dr; a0 > 0. (IL.3)

13



Chapitre II Inégalités fractionnaires aléatoires au sens de Riemann-Liouville

Remarque: I1.1.1
Soit X une variable aléatoire, telle que X ~ I'(p, \),p, A > 0, le moment fractionnaire d’ordre o > 0

est donné par :

b
E.(X) = % / (b—t)*" P Mdt t > 0. (IL.4)

Définition: 11.1.3
La variance fractionnaire d’ordre o > 0, d’une variable aléatoire continue X de (f.d.p).

f:la,b] — RT est donnée par :

b
0% = = FL/ — E(X))?f(r)dr;a > 0. (IL.5)

Théoreme: 11.1.1
Soit X une variable aléatoire, telle queX ~ T'(p, ), p, A > 0, la variance

fractionnaire d’ordre o > 0 est donnée par :

V(X)) = By (X?) = 2uEL(X) + 121 f(b), p: espérance clacique. (IL.6)

Preuve: I1.1.1
D’aprés la définition (11.1.3) On a :

Va(X) = ﬁ / (b— )" (r — E(X))2(r)dr
1 / a—1 2
- / (b— )t [ — 20 E(X) + E(X)] f(r)dr
1 / a—1_2
:ma/““” 1)

14



Chapitre II Inégalités fractionnaires aléatoires au sens de Riemann-Liouville

telle que E(X) = p.

Définition: 11.1.4 D

Le moment fractionnaire d’ordres (r > 0, a > 0), d’une variable aléatoire continue X ayant

une (f.d.p). f, est donnée par :

Ea(X7) = ﬁ / (b— )" f(r)dr, @ > 0, (IL7)

a

& 4

Maintenant, nous introduisons.

Définition: I1.1.5 D

Soient fi et fo deux fonctions continues sur{a, b]. On définit la covariance fractionnaire d’ordre

a >0 pour (fi(X), f2(X)) par :

b
Coun(A(X). £2(X)) = s / A = AR — R (dn, (1LY

ou p est l'espérance classique de X.

I1.2 Moments Fractionnaires de la Distribution Gamma

Maintenant nous allons prouver les moments fractionnaires pour la distribution Gamma.

Théoreme: I1.2.1
Soient X, Y et U trois variables aléatoires, telles que X~ T'(p + q),Y ~ I'(p+1),U ~
I(g+1) et V~T(2),p,qg>0.Si(p—1)(¢g—1) =0, alors

Fp+1DI(¢g+1)
Eo(YT)Eo(UT) L'(p+q)

WV

azl, r=1,2..

Preuve: 11.2.1
Considérons les applications f,g,p : [0,1] — [0, 00)données par :

f(g;) = xpfl7 g(ac) — 91 et p(x) _ x?"i’lef:ﬂ’ x> 0.

15



Chapitre II Inégalités fractionnaires aléatoires au sens de Riemann-Liouville

Et en remplagant ces applications dans l'inégalité intégrale fractionnaire de Chebyshev (1.6)
1 1 1 1
/ x””“e_xdx/ e TPt gy > / x”le_xxp_ldx/ e Tt
0 0 0 0

Ce qui implique que

1 1 1 1
/ $T’+1e_””dx/ apratr=le==q, 2/ xp”e_xdx/ 2T e dy.
0 0 0 0

1 1 1 1
/ x”2le”dx/ pPratr=le=z g, 2/ xp”e‘”dx/ e % .
0 0 0 0

D(2)E(V)D(p+ ) Ea(X7) 2 T(p+ D Ea(Y")L(q + ) EL(U").

Alors

Donc

Par conséquent
E.(X7)
ya>1, ,2...
Eo(YT)EL(UT) L'(p+q)

Théoreme: 11.2.2

Soient X et Y deuz variables aléatoires telles que X~ [(p,q) et Y ~ [(p,n).

Notons les moyennes harmoniques de X et Y par E, <% et E, %) Alors pour
p,g,m,n >0 et (p—m)(g—n) =0, on al'inégalité pour la distribution béta

Ea (x7)

o ()

(m, q)B(p,n)
(m,n)B(p,q)

|~ ><|M

> yazlr=1,2 ..

D™

~

Preuve: 11.2.2
Nous prenons
f(I) = xp—m—r) g(ZE) = (1 - x)q—n et p(CL’) - Im_l(l - x)n—17 YIS [O’ 1]

en remplacant ces applications dans l'inégalité intégrale fractionnaire de Chebyshev (1.6). On trouve
1 1
/ e - x)"lda:/ 2" (1 — 2)" P (1 — 2) " dr
0 0
1 1
> / L - x)”_lmp_m_rdm/ 2™ N1 - 2)" (1 - 2)7 "dx,
0 0
c’est-a-dire

fol 2™ 1 — x)" tdw fol P71 — x)? N

1 1 (IL9)
> [y 2P (L —z) e [y 2™ (1 - 2)7

16



Chapitre II Inégalités fractionnaires aléatoires au sens de Riemann-Liouville

En utilisant la fonction Béta , nous observons que

p(e) =g ) () 0o = o [t

En utilisant ces valeurs dans l'inégalité (11.9), nous avons

1

B(m,n)Eq (Xi) B(p,q) = B(m, q)B(p,n)Eq (Y—> :

Donc

Eo(57)  B(m,q)B(p.n)
E.(3) = 8(m,n)B(p,q)

Ce qui équivaut au théoréme (11.2.2).

Théoreme: 11.2.3
Soient X et Y deux variables aléatoires telle que X~ [B(p,q) et Y ~ B(p,n), p, q, m, n >

0. i (p —m)(qg —n) = 0,alorsona

Preuve: 11.2.3
On choisit les applications
fla) =a?™" ", g(z) = (1—2)"" et p(zr) =2""'(1—2)"", z€l0,1].

En utilisant ces applications dans (1.6), on a

[l (1 — z)"da fol Pt N1 — x)1 N

0 (I1.10)
> fol Pt (1 — ) lde fol ™ (1 — x)1 dz,
par la définition de la distribution Béta et la fonction Béta, l'inégalité (11.10)donne
B(m,n)B(p, q)Ea(X") = B(p,n)Ea(Y")B(m, q),
implique
gz(();; > ggi”ﬁ%gﬁ Z%, a>1r=12 .. (I1.11)

17



Chapitre II Inégalités fractionnaires aléatoires au sens de Riemann-Liouville

Corollaire: 11.2.1
Pourp=gq et n=m >0, le théoréme (11.2.3) devient

Eo(X7) _ T(2m)T(2p)
E.(Y") © T*(p+m)

,azl, r=1,2,..

Preuve : 11.2.1
En utilisant la relation (I1.3) dans (II.11), on obtient

L(®)L(n) Dm)T(q)
Eo(X")  T(p+n) T(m+q)
Eo(Y™) = Tm)I'(n) L(p)T(g)”

alors

Ea(XT) _ P@U0)E(m)I ()T (m +n)l(p +q)
Eo(Y") ~ T(p+n)T(m+q)T(m)I(n)I(p)T(q)’

donc pour p = g et n =m > 0, nous trouvons

En(X") _ T2m)I(2p)
Eo(YT) ~ T2(p+m)

11.3 Estimations des variances

L’inégalité suivante s’applique aux variances de la fonction Béta :

Le théorem suivant donne la variance en fonction de la distribution Béta :

Théoreme: 11.3.1
Soient X et Y deux variables aléatoires telles que X~ [(p,q) et Y ~ B(p,n).
Alors pour p, q, m, n>0et (p—m)(qg—n) >0,

B(m,q)5*(p+1,n)

B(p,n
B(m, %62)@ +1,q) (11.12)

B(p,q)

Va(X)B(m,n)B(p, q) +

> Vo (Y)B(m, q)B(p,n) +

18



Chapitre II Inégalités fractionnaires aléatoires au sens de Riemann-Liouville

Preuve: 11.3.1

D’aprés le théoréme (11.2.3), pour r=2 nous avons

En utilisant la valeur de MIQQ(.) = E,(.)? en termes de o2(.), nous avons

[02() + (1,0 (X))2] B0, 2)8(0,0) = [02(V) + (1, ())] 8o, m)Bm, 0),
ce qui implique que

oo (X)B(m,n)B(p,q) — oo (Y)B(p,n)B(m, q)
> (11, (Y))?B(p,n)B(m, q) — (11 o(X))*B(m,n)B(p, q),

de la relation

1

/ 1
o = Ful(X7) = = [ a1 = oy
B(m,n) 0/ (11.13)
_ B(m +r,n) B C(m 4+ r)I'(m+ n)

B(m,n)  T(m)[(m+r+n)’

B(m+1,n)
B(m,n)

/ . .
en prenant r = 1, on trouve la valeur de i, , = et Uexpression ci-dessus (pour les

paramétres p, q, n)devient

oo (X)B(m,n)B(p,q) — oo (Y)B(p,n)B(m, q)

Bo+1m\ C(Be+LaN
> (P2 st - (PEESD) s mse.0),

cect indique le résultat de la recherche

B2(p+ 1,n)B8(m, q)
B(p,n)
B*(p+1,q)8(m,n)
B(p,q) '
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Chapitre II Inégalités fractionnaires aléatoires au sens de Riemann-Liouville

Théoreme: 11.3.2
Soient X,Y,U et V quatre variables aléatoires, telles que X~ B(p,q), Y ~ B(m,n), U ~
B(p,n) et V ~ B(m,q) : Si (p—m)(q—n) <0, alors

Preuve: I1.3.2
On choisit les applications suivantes
fl@)y=a" g(r)=(1—2)7", plx)=2""""11-2)"" z€l0,1].

Maintenant, la différentiation de f et g donnent
fll@)y=p—maP ™ ¢g@)=q—n2"" z€l01].

Donc en utilisant les relations (1.5), on wvoit que les applications f et g sont synchrones ayant la
méme monotonie (opposée) sur [0,1] et p est non négatif sur [0,1]. Ainsi, en utilisant l'inégalité

intégrale de Chebychev (1.6) pour les fonctions f, g et p définies ci-dessus, nous avons

1 1
/ merrfl(l . I)nldl’/ xm+r71<1 - x)nfll,pfm(l o I)qindﬂf
0 0

1 1
> / 2™ (1 — a:)"_lxp_mdx/ g™t — )" (1 - 2)T ",
0 0
En appliquant la relation (11.13), nous trouvons

Eo(Y")B(m,n)Ea(X")B(p,q) 2 Ea(U")B(p,n)Ea(V")B(m, q),

et en réarrangeant les termes, nous obtenons la preuve requise.

Théoreme: 11.3.3
Soient X, Y, U et V quatre variables aléatoires, telles que X~ 5(p,q), Y ~ B(m,n), U ~
B(pa TL) et Vo~ 5(777,, q) S (p - m)<q - n) < 07 alors

Eo(X")Eg(Y") + Eg(X") Ea(Y")
Eo(Un)Ep(V7) + Eg(UT) Eo(V7)

Preuve: 11.3.3
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Chapitre II Inégalités fractionnaires aléatoires au sens de Riemann-Liouville

On choisit les applications suivantes :
fl@)y=a" g(r)=(1—2)7", plx)=2"""11-2)"" z€l0,1].

En utilisant ces applications dans (1.7), on pose p = q, ce qui donne

1 1

/l,m-H“—l(l . x)n—1$p—m(1 o x)q—ndx/ym—i-r—l(l o y)n—ldy

=]
Ju—

0
1
+ merrfl(l _ y)nflypfm(l o y)qndy/xm+rl(l _ I)nildl‘
0

1

> ym+r—1(1 _ y)n—l(l o y)q—ndy/$m+r—l(1 . x)n—lxp—mdl,

— Tt

0
1

0
1
_/ym—i-r—l(l _ y)n—1<1 o y>p—mdy/xm+r—l<1 _ l‘)n_ll‘q_nd$,
0 0

implique
1

1
/xp—&-r—l(l —lL')q_leE/ym—"—T—l(l o )n—ldy
0

1

+/yp+r1 qldy/merrl nldl‘

0 0

1
>/ym+7" 1 q ldy/xp—l—r 1 n leE

0 0
1 1
_/yp+r 1 n 1dy/xm+r 1 q 1d£IZ’.
0 0

D’apres l'égalité (11.13), on a

EP(X)B(p, q) E*(Y)B(m,n) + E*(X)B(p,q) E*(Y)5(m, n)
> E*(V)B(m,q)E*(U)B(p,n) + E*(U)B(p,n)E°(V)B(m, q),
alors
B(p,q)B(m,n) (E°(X)E*(Y) + E*(X)E°(Y))
> B(m, q)B(p,n) (E*(V)E*(U) + E“(U)E°(V)),

ensuite, on en déduit directement la formule recherchée.
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Chapitre II Inégalités fractionnaires aléatoires au sens de Riemann-Liouville

II.4 Covariance fractionnaire d’une variable aléatoire

Nous commengons par prouver un résultat qui généralise une identité de covariance dans [10][7].

Dans notre résultat, la covariance fractionnaire de

de g(X). Ensuite, nous utilisons 'identité fractionnaire établie pour prouver de nouvelles bornes

inférieures pour la variance fractionnaire de g(X) :

X et g(X) peut étre exprimée avec la dérivée

Théoréme: 11.4.1

Soit X une variable aléatoire ayant une f,d,p, f définie sur [a,b]et = E(X).

Ona :
1 b T
- - o a—1 >
Covy (X, g(X (o) /g /b O (p—=t) ft)dt,a > 1
Preuve: 11.4.1
D’apres les définition (11.1.5), on a
X b
Cova (X, g(X .=:f:——u/' — 1){o(x) — g ()

Ensuite nous avons

b
Cova (X, g(X)) := L/

I'«)
Donc b
Cova(X, g(X)) ﬁ%5 g (t)dt
1 1%
“fay | 9O

Par conséquent

T

(@~ uf(a)ds [ g

’

(t)dt,

22




ovore L1

Moments fractionnaires

III.1 Fonction § et distribution Béta

-

Définition: II1.1.1

Soit X une variable aléatoire continue, alors on dit qu’elle a une distribution Béta a deux

paramétres m et n, si sa fonction de densité de probabilité fonction (f.d.p)est définie par[6, 2]

_1
fle) =« Llomm)

0, ailleurs.

L - )" 0<x<1; mn>0

Dans la distribution ci-dessus, la fonction Béta est référencée a as (m,n) et fonction de

distribution F(x) est donnée par

0, x <0,
1 1
F(z) = B /o g™ N1 —2)"dt, 0< 2 <1; myn >0
0, x> 1.

Exemple: I11.1.1

Soit X une variable aléatoire continue, telle que X ~ (X, p),A\,p >0, on a

21— z)Pt

flx) = ,0< e <1, A p>0.
) =500 ’
Alors )
1 (1 =)t
— / a 1 t ( ) dt,
I / B(A, p)
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Chapitre III Moments fractionnaires

implique
1
1
E,(X) = —/ 1— )2 M1 = )P L.
= Taangy Y
Donc
B (x) = 2Ot Lpta-l) (IIL1)
T'(@)B(A p)
1
car BA+1,p+a—1) = /(1 — t)yprar =il gy
0
Exemple: I11.1.2
Soit X ~ B(A\,p), A\, p>0, ona
A O
flz)= L0 e <1, A\ p>0. Alors
(@) B(A, p)
1 / R s L
=—— [(1-=7)" dr,
Fa) ) B(A, p)
implique
1
1 / 1 _
E (X)= —— [ (1 = 7))ttt M1y
= r@sog /1T
Donc
-1
B (x) < S Ereta=l) g (I11.2)

L(a)Brp)

II1.2 Principaux résultats

I11.2.2 1Inégalités fractionnaires pour la fonction Béta

Nous commencons nos principaux résultats en prouvant le théoreme suivant.
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Chapitre III Moments fractionnaires

Théoreme: I11.2.1
Soient \, p,0,0,,1% et a des nombres réels positifs. St (A —o —@)p— 3§ — ) < 0. Alors

Blo, 0 +a—1)A—o,p+a—56—1)

+B(p, v +a—1)BA—p,p+a—1p—1)
zBA=—pd+a—-1)B(p,p+a—3d-1)
+BA -0 v +a—-1)B(o,p+a—1—1),

(I11.3)

ot o« =1, A > max{o,p} et p>max{d,}.

Preuve: 111.2.1

On considére les applications positives f.g.p.q définies sur [0,1] comme suit :

p(x) =271 =)', qz) = a*7 (1 —2)"7,

flx)=a2°"% et glz)=(1-2)""% zecl0,1]

D’aprés linégalité fractionnaire de Chebyshev a deux pondérations (1.7)( pour o = B ) avec t =1

on a :
1

1
/x“"l(l—x)w LpA=o=2 (1 — )P~ o= wdm/m 5 Yda
0

[en]

1
+ /x’\_"_“”(l — )P0 (1 — $)5_1d$/$¢_1(1 — )V dx
0 0

1 1
> /x”l(l —2)" (1 - x)péwdx/x“’l(l — )y
0 0

1 1 1
+ /:)3"_1(1 — )t /:B’\_U_‘szr/(l — )P0 Ve (1 — 2)Y N
0 0 0
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Chapitre III Moments fractionnaires

-1

Maintenant on multiple par (1 — x)**, on trouve

1 1
/LU/\ o— 1( p+a 6— 1d3§'/$’ 5+a 1d"]§'
0 0

1 1
+ /x)‘_‘p_l(l — x)”+°‘¢_1dx/x‘p_1(1 — )ty
0

1

1
2/1,01(1 p+a P— ldx/x)\ o—1 1_33, Y+a— ldm‘
0 0
1
A 1 (5 1 —1 6—1
+/ te- o dz/x“" x)Pteodz,
0 0

on obtient le résultat souhaité

Blo,0+a—-1)A—0,p+a—0—1)

+Be,v+a-1)A-p,p+ta—1¢—1)
2pA—¢,0+a-1)B(g,p+a—06-1)

+ A=, v+a—1)p,p+a—1—1).

Les cas particuliers de notre théoréme (I11.2.1) sont aussi donnés par les corollaires suivants.

Corollaire: IT1.2.1
Pouro=¢ >0,0 =1 >0 et « =1 dans le théoréme (111.2.1), on obtient

B(e,0) (A —0a,p—06) > B(A—0,8)5(a,p— ), (I11.4)
et
F'A+6—0)(p+o—0)>T(c+HI(A+p—0—9). (I11.5)

Preuve : I11.2.1
e Pour 0 = ¢ > 0,0 =1 >0 et a« =1 dans le théoréme (I11.2.1),

on obtient directement

5(0-7 5)6()‘ — 0,0~ 6) > ﬁ(/\ -0, 5)6(0,0 - 5)
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Chapitre III Moments fractionnaires

e D’apres la relation entre les fonctions Gamma et Béta dans (111.4)

on trouve
C(@)() (N —=0o)l(p—9) o I'A=o)T'(8) T(o)'(p—9)
[o+8) TA—c+p—0) TA—a+8)T(c+p—0)’
implique
o+ )T A—0c+p—9) < I'A—o+0)l(c+p—9)
L) TN —a)(p—6) ~ T'(A—o)L(0)I(o)(p—6)’
on obtient

FA+d—0)(p+0—08) >T(c+0)'A+p—0c—9).

Corollaire: II1.2.2
Prenant \=p>0,0 =0 =9 =1 >0 et a« =1 dans le théoréme (111.2.1).
On a

Blo,0)B\—a, X —0o) > B3\ —0,0). (I11.6)
Bt
I'%(\) > I'(20)(2)\ — 26). (TI1L.7)

Preuve : II1.2.2
e Prenant A\=p >0, 0 =0 =p =19 >0et a =1 dans le théoreme (I11.2.1). On a

BA—=o,A—0)B(o,0)+ BA—0,X—0)B(0,0)
> 5(‘77)‘ - 0>ﬁ<)‘ B 070) +B(>‘ - 070)5(Ua)‘ - O'),

implique

28(A—o,\—0)B(0,0) = 2B(\—0,0),

donc

B(o,0)B(A —o0,A—0) > B*(A—o0,0).

e En utilisant la relation entre les fonctions Gamma et Béta dans (I11.6), on trouve

F(A = 0)I(A — o) F(0)I(0) (m E U)F(a))2
I'A—c+X—0)(c+0) \I'N=c+0)/) '
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Chapitre III Moments fractionnaires

implique
2\ — o)?(0) - 2\ — o)?(0)
L2\ —20) = I'2(\) ’
alors
1 1
> )
LC2A—20) ~ T2(N)
on obtient

I?(\) > T(20)T(2) — 26).

I11.2.2 Moments fractionnaires pour la distribution Béta

Nous commencons cette section en démontrant le nouveau résultat suivant.

Théoréme: II1.2.2

Soient X;,1 = 1,2,...,8 des variables aléatoires continues. Telles que

Xi ~ B(0,6), Xo ~ BA—0,p—10), Xz~ Blp,¥), Xa ~ BA—p,p—1), X5~ B\ -
., 0), Xo~ Ble,p—0), Xi~BA—0,0) et Xs~ B(o,p—1)).

Si(A—o—¢)(p—0—1) <0, alors on a

Eo(X7)Ea(X3)B(0,0)B(A —0,p —6)
+Eo(X3)Ea(X7) B0, V) BN — @, p — 1)

(IIL.8)
> Eo(X5)Eo(X§)B(A = ¢,0)B(p, p = 0)
+Eo(X7)Eo(X5)B(A = 0,4)B(0, p — 1))
OuN—oc—¢, p—0—1, 0,9, o, >0, a>1etre N
Preuve: I11.2.2
On considere les fonctions suivantes :
_ rto—1 0—1 -1 P—1
plr) ==z 1—=z , glx) =2 1—=z ,
(z) (1—=x) (z) (1—=x) (I1L9)

fl)=a"""% et g(x)=00—-2)Y ouzel01].
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Chapitre III Moments fractionnaires

En remplacant ces applications dans l'inégalité (1.7), on trouve

1 1
/ errgofl(l _ x)’lﬁ*ll_)\fa'fgo(l _ x)pszdx/ xr+071(1 _ :L')éildx
0 0

1

1
+ $)\—U—<p(1 . x)p—é—z/;xr—i-a—l(l o l‘)é_ldl‘/ xr—&-ap—l(l o x)zp—ld:E
0

1 1
r+cr—1(1 . x)&—l(l o x)p—&—wdx/ $r+<p—1(1 . .I)w_ld,’)\_g_tpdl‘
0

1

1
+ [ 2"t (1 - x)éle”“"dx/ (1 — )P0 Vgt 11 — z)V da.
0

V
o S— 5S—
8

Implique
1 1
/ xr—o—‘—)\—l(l _ l,)p—é—ldx/ xr—l—a—l(l _ $)6_1d$
0 0
1 1
+/ AR € - a:)’)wldx/ 2PN — 2) e
0 0
1 1
> / ZL‘T+U_1(1 . x)p—w—ldx/ JZH_)\_U_l(l o ZL’)w—ldlL‘
0 0
1 1
+/ "1 — x)éldx/ 21— 2)P 0 e
0 0
C-a-d

BA=0,p—0)Ea(X3)B(0,0) Ea(XT])
+B(A = @, p — V) Ea(X5) B0, ) Ea(X5)
= B0, p— ) Ea(Xg)B(A — 0,9) Ea(X7)
TBA = ¢,0) Eo(X5)B(p, p — 6) Ea(X§).

En relation avec le théoréeme prouvé ci-dessus, nous donnons les cas suivants.

Corollaire: 1I1.2.3
Sion prend o = ¢ >0et § =1 >0 dans ([11.8), alors on obtient :

Eo(XT)Ea(X3) + Eo(X3)Ea(X]) _ BN —0,0)B(0,p—0) (111.10)

ot o > 1 et r € N*.

Preuve: I11.2.3
On pose 0 =@ >0et 6 =1 >0 dans (I11.8), alors ce qui donne :
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Chapitre III Moments fractionnaires

BN~ 0.p — 8)EalX3)B(0.6) Eo (X7)
B\ = 0. p — ) EalX])B(0,6) Ea (X5)
> B(0.p— O)Ea(X)B(A — 0,0) Ea(X})
B\~ 0.0)E(X3)B(o,p — 6) Eu(X).
Implique
(BalX])EalX3) + Ea(X5)Ea(X5)) B(0.8)B(A — o, p — 0)
> (Ea(X5) Eal(X5) + Ea(X3)Ea(X0)) B\ — 0,6)8(0. p — 6).
On obtient

B(A = 0,6)8(0,p = )
B0, 0B —0,p—0)

>

Corollaire: 111.2.4

En prenant A\=p >0 eto =09 =@ =1 >0 dans le théoreme ci-dessus,on trouve

52(0_7/\ — 0_)
5(0-7 0-)5()‘ - 07)‘ - O-)’

< (I11.11)

ouao>1etr € N*.

Preuve: I11.2.4
Onpose A\=p>0eto=0=¢=1>0 dans (III.8), alors ce qui donne :

BA =0, A= 0)Ea(X3)B(0,0) Ea(X])
+B(\ = 0,A = 0)Eo(X])B(0,0) Ea(X3)
2 B0, A = 0)Ea(X5)B(A — 0,0)Ea(X7)
FB(A = 0,0)Eo(X5)B(0, A — 0) Ea(Xg),
implique
(Ba(X{)Ea(X3) + Eo(X5)Ea(Xy)) B(A — 0, A — 0)B(0, 0)
2 (Ea(X35)Ea(Xg) + Ea(X7)Ea(Xg)) B(A — 0,0)5(0, A — o).

On obtient
52(07 )‘ - J)

B(o,0) BN —0a,A—0)

>

Corollaire: 111.2.5
Si on prend o = § = ¢ =1 > 0 dans (I11.8), alors on a

Ea(X1)Ea(X3) + Ea(X5)Ea(X1) _ S(A = 0,0)5(0,p —0)
Eo(X5)Ea(X§) + Eo(X7)Ea(Xg) — Blo,0)B(A=0,p—0)’

(111.12)
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Chapitre III Moments fractionnaires

ot o >1 et r € N*,

Corollaire: 111.2.6
En prenant A\ =p>0et 0 =0 =@ =1 >0 dans (I11.8), on obtient :

BN—0,0)8(c,\—0)
B(o,0) BN —0a,A—0)’

v

(I11.13)

ot o > 1 et r € N*.

Dans un cas plus général de deux parametres, nous prouvons le théoréeme suivant.

Théoréme: I11.2.3

Soient X;, 1=1,2,...,8, des variables aléatoires continues, telles que

X~ B(0,6), Xo ~ B =0, — ), X5 ~ Blert), Xa ~ BO—p.p— 1), X5 ~ B\ —
©,0), Xo~ Blp,p—10), Xr~BA—0,9) et Xg~ B(a,p—1)).

Si(A—o—p)(p—0—1) <0, alors

Eo(X1)E3(X3)B(0,6)B(A —0,p—9)

+E5(X7) Ea(X3)B(0,0)B(A —0,p—0)
+Eo(X3)Ep(X3)B(e, V) BN —9,p — V)
+E5(X5)Ea(X1)B(0, V)BAA =0, p =)
> Eo(X35)Es(Xg)B(A — ¢,6)B(p,p — 0)
+E5(X5) Ea(Xg)B(A = ¢,0)B(p, p — 0)
+Eu(X7)Es(X5)B(A = 0,9)B(0, p — ¢)
+E5(X7) Ea(X3)B(A — 0,9)B(0, p — ¢),

’

(111.14)

ou N p,o, 0, 0 > a>1 B>1, X>max{o, ¢}, p>max{d, Y} et r € N*.

Preuve : II1.2.3
On remplace les fonctions de (I11.9) dans ((I1.7)4(1.8)), pour t=1.
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On obtient

Implique

1 1
/ xr—&-g&—l(l _ x)w—lx)\—a—go<1 _ x)p—&—wdl./ yr+a—1(1 _ y)é—ldy
0 0
1 1
+/ yr—&-go—l(]_ . y)zﬁ—ly)\—o—tp(l . y>p—5—wdy/ l,r—i—a—l(]_ o $)5_1d$
0 0
1 1
+/ I)\*O'*(p(l . x)pféfw‘%f‘#o’fl(l . :C)éldl’/ yrﬂpfl(l o y)wfldy
0 0
1 1
_|_/ y/\—a—cp(l o y)p—é—zpyr—i—a—l(l o y)é—ldy/ xr—i—go—l(l o x)w—ldm
0 0
1
> / xr—&-o—l(l . :L’)(S 1( p o— d}dl‘/ yr—i-go 1 )w 1y>\ o— @dy
0 0
1 1
+/ yr+ofl(1 o y)éfl( p 6— wdy/ r+p— 1 )1/1 1, A\—0— Pdr
0 0

T+
C\»—AO\

[aary

xr—l—a—l (1 _

o [y
0

/ Ir—a—l—)\—l( p o— ldlL’/ yT+O' 1 y)é—ldy
0 0
1 1

_'_/ yrfa+>\71<1 _ y)példy/ errafl(l _ l‘)éfldaj
0 0
1 1

+ :ET’L)‘_"O_l(l - x)p_¢_1dx/ y e — )Yy
0
1 1

+ yr—i-)\—ga—l(l . y)p—w—ldy/ xr—i—ga—l(l o x)w—ldl,
0

V

— — —

+

+
h
8

1
mrJrofl(l _ l’)pwldl’/ yr+)\7071(1 _ y)wfldy
0

+
o\..
Neg
S
+
>
S
—
—
<
.
QL
<
O\..
&
S
+
AY)
—
—
=2
R
(%)
.
&

)Yty

1
yr—l-a—l(l . y)é—ly)\—a—gody/ (1 i x)p—&—wxr—i-go—l(l o x)¢_1dx.
0
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Chapitre III Moments fractionnaires

On a les résultats souhaités.

Eo(X1)E3(X3)B(0,0)B(A —0,p =0
+E5(X1)Ea(X3)B(0,0)B(A —0,p =6
+Ea(X5)E(Xy)B(0, V) BN — ¢, p— ¥
+E5(X3) Ea(X1)B(e,¥)B(

> Ea(X5)Es(X5)B(A—¢,0)B(0,p =0

)
)
)
A—p,p—1)
)
+Eg(X5)Ea(Xg)B(A — ¢,0)8(¢, p — 0)

)

+Eo(X7)Es(Xg)B(A = 0,9)B(0,p =4
+E3(X7)Ea(X3)B(A = 0,9)5(0, p — ),

Corollaire: I11.2.7
En prenant o = 8 dans le théoréme (111.2.3), on obtient le théoréme (111.2.2).

I11.2.2 Estimation des moyennes harmoniques fractionnaires

On prouve le résultat :

Théoreme: I11.2.4

Soient X;, 1 =1,2,...,8, des variables aléatoires continues, telles que

Xy, X3~ B(0,0), Xo, X4 ~B(A—0,p—0), X5, X7~ B(A—0,0) et Xg, Xg~ B(5,p—9).
Notons les moyennes harmoniques fractionnaires de X;, par :

1
Eyxy (= b8 Sl o= d)(p—0—0) <0, alors

B <XL5> Ea (XL1> + Fa (XLZ> Ea (XL?T) F(o+0)I'A+p—0—9)
£ () B () - 5 (1) B (1) " T 0 -omoay

Ou X\, p, 0,0, ¢, v>0, a>1, A\>max{o, ¢}, p>max{d, ¥} et r € N*.

Preuve : 111.2.4
On considere les fonctions f, g, p, ¢:[0,1] — [0,00) définies par :

p(2) = gla) = 2771 = 2)!

fla) = et g(z) = (1-2)"™, 2z €[0,1],

(I11.16)
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En remplacant ces applications dans 'inégalité (1.7), on trouve

1 1
/ xafrfl(l . %)57133/\720(1 . SL’)pQ(Sdl'/ xafrfl(l . l’)dildﬂf
0 0

1

+

1
$A—20(1 o $)p—25xa—r—1(1 o :L,)(S—ldx/ xa—r—l(l o l’)5_1d$
0

1

1
a—r—l(l _ x)zi—l(]_ _ $)p_25dl‘/ IU_T_1<1 _ :L,)é—lx)\—Zodl,
0

1

+

[V
S— S— 5S—
8

1
1,0'77“71<1 . x)élx/\Qadx/ (1 o x)p725$07r71(1 . x)éfldx’
0

implique
1

1
xo—r—l(l . x)é—ldx

l,)\—o—r—1<1 . Jf)p_6_1dx

1

1
‘,Eo'frfl (1 . :E)éfldx

l,)\faf7“71<1 . x)pféfldx

+

AV
S S— S— 5—
To— o—

1

{L‘U_T_l(l o x)p—é—ldl,/ x)\—a—r—l(]_ o $)5_1d$
0

1
+ [ 21— x)éldx/ 2771 = x)P 0 N,
0

ce qui donne

BN —0,p—08)E, (é) B(0,0)Eq (;1)
1

d
B (35) B (3) 4 5 (8) P () _ o 080 — o)
B () B (%) 2o () B () PO 7= 03(0.0)

d’apres la relation entre les fonctions Gamma et Béta (1.3), on obtient

E

L(o)(p—9) TA—=a)l(0)
%) . Tlorp—9) TO-0+9)
EQ(XL) FA—o)l(p—=9) L)L)’

s F'A=o+p—906) TI(oc+9)

Flo+0)I'(A+p—0—9)
“TA+0—0)(p+0o—9)

Q
/\
l\?ww
N——
&
/
HaH
N——
+ | +
= |
/ \|/
L3
N——
&3
/\

E

)
RS

D’ou le résultat.

Corollaire: I11.2.8
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Si on prend or 0 = § > 0, dans le théoréme (111.2.]), alors on a :

Ea (%) Ba () + Ba () B () _ ro)r(r+p— 20

2 (I11.17)
ro)r
B ()R (R) B ()G T
Corollaire: 111.2.9
En prenant A = p > et 0 =0 > 0 dans le théoréme (111.2.]), on obtient 'inégalité suivante
Ea (Lr) Ea <Lr> + Ea (%) Ea <Lr> (20T 2)\ -2
X2 Xl X4 XB > ( 0_) ( O_) (III 18)

E, <;%) E, (%) VB, (%) E, (;%) - ()

ot o > 1 et r € N*.
En utilisant deuzx parameétres fractionnaires, nous présentons a nos lecteurs le résultat fractionnaire

sutvant.

Théoréme: I11.2.5

Sotent X;, 1 =1,2,...,8, des variables aléatoires continues, telles que

Xy, X3~ B(0,0), Xo, X4 ~B(A—0,p—9), X5, X7~ B(A—0,0) et X¢, Xs ~ B(d,p—9).
Si(A—co—=0)(p—0c—10) <0, alors

1 1 1 1 1 1 1 1

E E E, E.(—=)E E E,
) Bl )+ B ) Balg) + Bl ) Bol) + Pl ) Py
1 1 1 1 1 1 1 1
E.(—=)E Es(—=)Eu(=) + Eo(—=)E E E,
_To+)T(A+p—0—9)

“TA+5—0)(p+o—90)

Eao( )

) (I11.19)

ouN p, o, >0, a>1, B>1, A>0, p>detr e N

Preuve : II1.2.5
I1 suffit de remplacer les fonction (I11.16)du ((1.7)+(1.8)) pour ¢t = 1.
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On obtient ) .
/ wa—r—l(l . $)5_11'/\_20<1 . x)p—?édx/ ya—r—l(l o y)é—ldy
0 0
1 1
+/ ya—r—l(l o y)5—1y>\—20(1 . y)p—Qédy/ xa—r—l(l o $)5_1d$
0 0
1 1
+/ x)\72a(1 o x)pf%xofrfl(l . x)‘;lda:/ ycrfrfl(l . y)‘;’ldy
0 0
1 1
_|_/ y/\—QU(l o y)p—Qéyo—’r—l<1 . y)é—ldy/ ZEU_T_l(l o .T)6_1d$
0 0
1
> / JZU_T_I(]_ o ZL’)6 1 p 26d$/ ya r— 1 )5 1, A\— ZUdy
0 0
1 1
+/ yafrfl(l . y)5 1 p 25dy/ 27T 1 )5 1, . 2A— Qde
0 0
1
+/ xa—r—l(l _ .’L’)(S 1, . 2— Qadl'/ (1 y)p 26y0 r— 1(1 o y>5—1dy
0 0
1 1
+/ yo—r—l(l . y)é—ly)\—Zody/ (1 . x)p—26xo—r—1<1 . I)J_ldl’,
0 0
implique

[aary

1
x)\—a—r—l(l _ I)p_6_1d£(]/ ya—r—l(l _ y)zi—ldy
0

1

—

/0
+/ y)\fa'frfl<1 . y>p51dy/ xa'frfl<1 . l’)aildl'
0 0
1 1
+/ I)\_U_T_l(l o x)p—é—ldl,/ ya—r—l(l . y)é—ldy
0 0
1 1
_|_/ y)\—o—r—1<1 . y)p—5—1dy/ xo—r—1<1 o $)6_1d$
0 0
1
2/ (,Eafrfl( p 6— ldl'/ y)\ o—r— 1 )671dy
0 0
1
+/ ya—r—l( p o— ldy/ {EA o—r— 1 )6_1d£L‘
0 0
1 1
+/ I)\ o—r— 1 5 ldJZ/ ycr r— 1 )pféfldy
0 0
1 1
+/ y/\ o—r— 1 5 1dy/ 27T 1 )p o— 1d£13
0 0
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ce qui donne

1 1
80 - a0 =008 (57 ) o0 )
1 1
+80= 0 =01 (5 ) 801 (5 )
1 1
+B(A—0a,p—0)E;s (XZI) B(0,0)E, <X§>
1 1
+5(>‘ —0,p— 5)Ea <X£> 5(0-7 5>E5 <X§>
1 1
> dlop =08 (7 ) B0 - 001 ()
1 1
—i—ﬁ(O',p - 5)Ea (Xg) ﬂ()‘ — 0, 5>E5 (Xg)
1 1
50 - 0,08 (57 ) 8o~ 8 (7 )
1 1
+60\=0.0)E, (52 ) Blop—0)8s (5 )
done 11 1 1 11 1 1
Bl Ep) + Bl Bl ) + Eul ) Bol ) + Bol ) Bl )
1 1 1 1 1 1 1 1
ol 570 Ba(5e) + E(p) Bal ) + Bal 5 Bs() + B 57 Bl 57)
_ Blo.p—8)8( — 0,0)
- 6()‘ —0,p— 6)5(07 5)7
d’apres la relation entre les fonctions Gamma et Béta (1.3), on obtient
1 1 1 1 1 1 1 1
Bl B )+ Bl ) Bl ) + Eul ) Bol ) + Bol ) Bl )
1 1 1 1 1 1 1 1
Bl B ) + Bl Bl ) + Eal ) Bol ) + Bol ) Bl )

Lo+ 0)IA+p—0—0)
FA+d6—o)(p+o—90)

D’ou le résultat.

Corollaire: II1.2.10
Si o = 3, alors le théoréme (111.2.5) devient le théoréme (111.2.4).
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II1.3 Quelques estimations fractionnaires sur des variables

aléatoires continues

II1.3.3 La distribution Béta

Nous commencons par prouver la propriété suivante qui généralise une propriété importante de

la variance classique :

Théoreme: II1.3.1
Soit X une variable aléatoire continue ayant a f.d.p.f : [a,b] — R, et soit w : [a,b] — RT

une fonction continue positive. Si a« > 0, =n+ 9,6 € (0,1), alors on a :

el f )] = 1 (t”J:f wf )+ [<—1>ic:;WMxi,5,w<t>]) , (111.20)
oun=[a—1]et a<t<b.
Preuve: II1.3.1
Pour tout « > 0, =n+4,6 € (0,1), on a
o —L t — )" L(7) f(T)dT
Felof O] = e [ =7 ) (o)
L t —7)"(t — 1) Yw(T) f(T)dr
- [ == e

_ % / ;_Tyo;tn—f(t — 1) hw(r) f(7)dr

a)
a)

_L ‘N L1V O — () () dr
~wa | DTG e

_ ﬁ > l(—l)i(],it”‘i / (t — ) triw(r) f(7)dr
- ﬁ@" / (t = 1) w(r) f(r)dr

# - [ (= e pra),

On obtient

Jelwf(e) = 1 (t”J:f O [<—1>"0;t"-isz-,5,w<t>]) .

i=1
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le théoréeme (111.3.1) est ainsi prouvé

Théoreme: 111.3.2
Soit X une variable aléatoire continue ayant a f.d.p.f : [a,b] — R, et soit w : [a,b] — RT

une fonction continue positive. Si « > 0, =n+ 6,0 € (0,1), alors on a :

0% aw(t) = Exzau(t) = 2B(X) Ex au(t)
I'(9)

n o (ITL.21)
+E*(X )Ta) (t”Jéf [wf ()] + Z [(—1)ZCZLt”‘ZMXi,5,w(t)}> :

oun=[a—1]eta<t<b.

Preuve: 111.3.2

Pour tout o > 0 on peut écrire :

Feanl®) i = iy [ (=7 = BOOPw(n) f(r)dr

donc,
0% (t) = Ex2au(t) = 2B(X) Ex a,u(t) + B*(X) T wf(t). (T1.22)

D’autre part, d’aprés (I111.20) on a
Jwf(t] = % (t"Jj [wf)]+ [(—1)iC;t"—iMXi,5,w(t)}> : (I11.23)
i=1
ot a=n+dn=[a—1],6 € (0,1).

Alors, en remplagant (111.23) dans (111.22), on obtient (111.21).

Remarque: II1.3.1
1- En prenant w(t) = 1 sur [a,b] dans le théoréme ci-dessus, on obtient le théoréme 3.3 de [15].

2- Soit a =1 et w(t) = 1,t € [a,b], on obtient 0% 1, = E(X*)E*(X).

Un autre résultat est le suivant :
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Théoreme: I11.3.3
Soit X une variable aléatoire continue avec a f.d.p.f : [a,b] — RY, et soit w : [a,b] — RT
une fonction continue positive. Si a > 0, =n+ 9,6 € (0,1), les estimations suivantes sont

valables.

o2 ['(9) néw - L1V M s _ 2
fanlFe) (t Ll 0]+ 3 (10 ,M(t)}) (Exsnnlt)®
< I FIETew(t) [T5 (Fw(t) — (T3 (tw(t))?], f € Loola, b,
et
2 F((S) n 78 - i gn—i 2
Ux,mw(t)@ (t TwfO]+ ) [(=1)'Cit Mxi,s,w(t)]> — (Ex—px)0u(t))
= (I11.25)

< 4ol ‘2;‘33@ (t”ﬁ wf(t) Z ) Ot Mixi 5,0 (t )}) :

oun=a—1] eta<t<b.

Preuve: 111.3.3

Pour prouver le théoréme ci-dessus, nous utilisons le théoréme 3.1 de [11]. Nous constatons que :

- y)p(x dxd
QFQ / — ) (& — y)’pla)p(y)dady i
= J2 ) Tg ()t = B(X))*] = (Jelp()(t — E(X))])*
Alors, en prenant p(t) = w(t)f(t),t € [a,b] dans (111.26), on obtient que
Ht—y)* (@ =y w(@) f(2)w(y) f(y)dedy
(I11.27)
= T (0))0% au(t) = (Bx—pex)am(®)’
Par Uhypotheése f € Ly (la,b]), on obtient
L o Lt — ) N a — y) w(z)w x x
s | €= 2 = 0 = e @ ) dedy -

< 5 Tew) [J2[Ew®)] = (J3ftw®)]?)] -

Grace a (111.27), (111.28), (111.23) et en appliquant le théoréme (111.5.1), on obtient (111.24).
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D’autre part,

1 ! ! a—1 a—1 2
2T2(a) /a / (t = 2)* 7 (t = y)* w(@)w(y)(z —y)"f(2) [ (y)dedy
2 1 ! ! a—1 a—1 2
< sup. (z —y)] (0] /a /a (t— )7t — ) w(@)w(y) (@ — y)* f (@) f(y)dedy  (111.29)

< (t—a)* (Jelwf ()"
Done, par (111.27) ,(111.29) et (II1.23), on obtient (II1.25).

Remarque: I11.3.2

1) Si on prend w(t) =1 sur [a,b] dans le théoreme I11.3.3, on obtient la premiére partie du théoréme

3.5 de [13],

2) en prenant a« = 1, w(t) = 1 surla,b], on obtient la premiére partie du théoréme 1 dans [8].

Dans ce qui suit, on démontre un théoreme plus général.
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Théoreme: I11.3.4

Supposons que X est une variable aléatoire continue avec a f.d.p.f : [a,b] — R, et soit

w : [a,b] — RT une fonction continue. Alors,

(I) : Pour touta >0, >0, « =n+0d;, 8 =m+0dy, 1, 62 € (0,1), n=[a—1], m = [5—1],
on a :

P o (t”Jsl wf )+ [<—1>i0;t”—iMX¢,5l,w<t>]) — (Ex-p)an(®)’

+ T (t"J:fz wr )+ [(—1>ic;t”-iMXi,ag,w<t>}) ~ (Ex-p00n(®)’

= 2Ex p(x),0(t) Ex—5(x),8.(t)
<A1 (2w ()] (#w(t) + Jiw(t) I3 (Fw(t) — 277 (tw(t) I (tw ().

(IIL.30)
a condition que f € Loo([a,b], RT).
(II) Aussi, ’estimation suivante
' o
0% gt Ci) <tn<]51 wf(t) [( 1)1051,75”_1]\4)(1‘,51@(15)}) - (EX—E(X),a,w<t))2

n

+ chM,(wt)F (92) (t"JjZ [wf(t)] + Z [(—1)icgt”—iMXi,52,w(t)}> - (EX,E(X)W(75))2

i=1

— 2Ex_p(X),000 () Ex—px),8,0(t)

< (t—a)Jelwf ()7 [wf(1)].
(111.31)

est également valable pour tout a >0, >0, a =n+ 08y, B =m+ b, 01, d € (0,1)
et n=a—1], m=1[6—1].

Preuve: 111.3.4
On a (voir [11]) :

//t—$a1t— “Ha = y)’pla)p(y)dedy
= Ji‘[wf( ]I [wf ()t — B(X))*] + J[wf ()] I [wf () (t — E(X))’] (111.32)
= 2J5fwf ()t = B(X))] 7 wf (t)(t — E(X))].
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Dans (111.32), si on prend p = wf, on obtient

1 t gt - 3 2
T(a)T(5) / / (t = 2)° 7 (t — )" Mo — y) w(@)w(y) f(z) f (y)dedy

= J2wf(®)]o% swt) + T f (0)]0% qw(t) = 2Ex—B(x).aw(t) Ex—px),80(t).

(111.33)

Par contre, il est clair que

1 t pt - B ;
F@ﬁﬂ5L l“‘$> (t = )"z — y)w@)w(y) f () f (y)dady

<A 8 [w @] [ w(®)] + T w)] T2 [Pw(t)] = 275 ftw(t)] 7 ftw(t)]

(I11.34)

Par conséquent, par (111.33), (1I11.34) et (I11.21), on obtient (I111.30).

Pour la deuziéme inégalité du théoréme (111.5.3), on observe que

1 t pt . » ;
f@ﬁ@5/ /“‘w> (t — )" (& — y)*w(@)w(y) f(x) f(y)dady
gxilel[gﬂ'(x // (t —2)°7 Lt — )"z — y)*w(@)w(y) f(2) f(y)dedy (1L35)
< (t—a)? T [wf(£)] T [wf ()]

Donc, en appliquant le théoréme (111.3.1) et grace a (111.33) et (111.35), on obtient (111.51).

Aussi, nous présentons au lecteur ’estimation suivante.

Théoreme: II1.3.5
Soient f les f.d.p de X sur [a, b] et w : [a, bj— RT. Si a >0, a=n+4§,0 € (0,1)

et n = [a — 1|, linégalité fractionnaire suivante est vraie :

0% (T2 W f ()] = (Ex-E(w).aw(t)”

—A)2T2(s 2 (I11.36)
< % (t"ﬁ +Z VIO My g (1 )}) .
Preuve: I11.3.5
Dans [11], il a été prouvé que
0 < Jg[p®)] 5 [p(t)(t — E(2))*] — (Jo[p(t)(t — E(2)))])?
(I11.37)

(t = a)*(Jlp())*.

»-lkl>—‘
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Donc, en prenant p(t) = wf(t) dans (II11.37), on observe que

(t —a)*(Jowf (b))% (IIL.38)

TS )% ®) ~ (Bx-s00cn®) < 4

Grace au théoréme (111.53.1) et par la relation (1I11.23), on obtient (I11.36).

On prouve aussi :

Théoreme: I11.3.6
Soit X une variable aléatoire continue ayant a f.d.p. f : [a, b]— R w: [a,b] — RT.

Alors, pour tout o > 0, les deux inégalités suivantes sont vérifiées :

Jewf (O Exr—1 (x—p0x)awt) = (Ex—px)aw(t)) Mxr—1 qu(t)

(II1.39)
< A8 ) T3 [Ew(t)] — T [tw ()] g [t w ()],
et
Jg [’LUf(t)]EXr—l(X_E(X))7a7w(t) — (EXfE(X),a,w(t))MXT—Ha,w(t)
(t—a) . B , (I11.40)
<D e tes )
Preuve: I11.3.6
Nous avons
L e Ll — ) ip(x T) — ) — T
| [ e = 0 @) a(e) = o) (@) — h(w))dady -
= 2J3 [p(t)]Jg [pgh(t)] — 2(J¢ [pg ()] 3 [ph(1)])-
En prenant p = wf, g(t) =t — E(X) et h(t) =t""', on obtient
iy [ [0 = e - e - et ) sy -
= 2Jwf(t)]Exr-1(x—B(x))0w(t) = 2(Ex—p(x)0,w(t)) Mxr-1 0w (t)
Par conséquent,
! [ =l — ) e —y) (2" — " Hw(x)w x x
[ = = @ = g el f@) ) dady s

< 2|l I3 (e OV [ w ()] = Jg ftw ()] J5 [ w(B)]).

Combinant (111.]2), (111.43) et (I11.23), on obtient (111.39).
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Pour obtenir (111.40), il suffit de voir que

/ﬁ/ y)* e —y) @ =y w(@)w(y) f(2) f(y)dedy
S< a)(t" = a ) (I Tw (1),

(I11.44)

et combiner (111.42), (111.44) et (1I1.23).

Remarque: I11.3.3

Prise a = 1; on obtient le théoréme 3.1 de [J].

Théoreme: II1.3.7
Soit X une variable aléatoire continue ayant a f.d.p.f : [a,b] — RT w : [a,b] — RT.
Ensuite nous avons :

(I) : Pour tout « >0, 3>0, n=[a—1], m=[F—1]

T wf ()] Exr1(x—p0x)),80(t) + J5 [wf (O] Exr1(x—px))amw(t)
— Ex 0w(t) Mxr—1.5.0(t) = Ex () Mxr—1 0.0(t) (117.45)
< F I3 [T [w ()] TE [ w(t)] + T2 [w ()] I [t w(t))

= Jaltw )] T w ()] = T [tw ()T [ w (b)),

ot f € Lyla,bl.
(II) : L’inégalité

Jg [IUf(t)]Eerl(X_E(X))ﬁ’w(t) + Jaﬁ [wf(t)]Eerl(X_E(X»mw(t)
— Exauw()Mxr1,8u(t) = Ex,puw(t)Mxr-1,0.(t) (I11.46)

) gt oty o () f (1),

P
= 2

vaut pour tout « >0, >0, n=[a—1], m=[F—1].

Preuve: II1.3.7
Dans [11], il a été prouvé que

1 t a—1 —1
F@E@ylg_z> (t = )" 'p(2)p(y)(9(z) — g(v)

= J2[p(t)]J2 [pgh(t)] + J2[p(t)] I [pgh(t)] (111.47)
— (J2 g7 Iph(1)]) — (J7Ipg (D] I3 [ph(1)]),

~—
—~
=
—
B
=
<
=
I
8
IS
<
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dans (I11.47), on prend p = w f, g(t) =t - E(X), h(t) = . On obtient

m / (t—2)* H(t—y)" Mz —y)" ! =y Hw(z)w(y) f(z) fy)dedy
= Jew fO1Exex 00y a(t) + T () Exrsixpooyan() (I1L43)
— Ex aw(t)Mxr-15.,(t) — Expgw(t)Mxr-1,4.4(t).
Par contre, il est clair que
1 t -1 -1 r—1 r—1
T L 0 =0 = )@ =y ) @) )y
< IR @) [ w(®)] + I T (@) 2w ) (I1149)
— Jeltw(@)] I w(t)] = JE [t ()] IS [ (1))
Par conséquent, d’aprés (111.48), (I111.49) et (111.23), on déduit (111.}5).
Pour prouver la deuzieme partie, on observe que
g [ = P ) @ - ) @ ey
L(@)I(B) Ja (I11.50)

= (t—a)(t"" = a" ) I [wf )T [wf (L),

Ensuite, on prend en compte (I11./8) et (111.50). On obtient (111.46).

I11.3.3 La fonction d’attente w-pondérée s-fractionnaire

Considérons maintenant une fonction continue positive w définie sur [a;b]. On rappelle les wcon-

cepts :

"
Définition: I11.3.1
La fonction d’espérance w-pondérée s-fractionnelle d’ordre o > 0, pour une variable aléatoire
X avec une fonction de densité de probabilité positive f définie sur [a, b] est définie comme
*Exaw(t):= *Jitwf(t)]
Di-a gt (II1.51)
= —<S —lt(a)) /a (5T — st lest () f(T)dr, a <t < b,

ot w : [a,b] — R est une fonction continue positive et s € R\ {—1}. J
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Définition: I11.3.2 D

La fonction d’espérance w-pondérée s-fractionnelle d’ordre o > 0, pour une variable aléatoire

X-E(X) avec une fonction de densité de probabilité positive f définie sur [a, b] est définie comme

"Ex - px)aw(t) = I = E(X))wf ()]

DT T eiyats (111.52)
= S [ e - RO ()i,
ou f:|a,b] — R est le (f.d.p) de X et s € R\ {1}, a <t <b. )

Maintenant, nous introduisons la fonction de variance s-fractionnelle et la variance comme suit :

Définition: I11.3.3 D

La fonction de variance s-fractionnelle w-pondérée d’ordre o > 0 pour une variable aléatoire

X ayant un f.d.p positif : f sur [a, b] est définie comme

0% aw) 1 = *Ex_pupew(t) =" J[t — BE(X))*wf(t)]

l-a gt I11.53

I Ch ;(2) / (41 — )1 (r = B(X))2uw(r) f(r)dr, )
ou f:|a,b] — R" est le (f.d.p) de X et s € R\{—1}, a <t <b. J
~N

Définition: 111.3.4
La fonction de moment w-pondérée s-fractionnaire des ordres r > 0, a > 0 pour une variable

aléatoire continue X ayant un f.d.p : f défini sur [a, b] est défini comme

SMxr aw(t) : = I wf(t))

_(5+1)1_a ! s 1_7_5 1a—17_s er Vdr
e e B VO

(I11.54)

ous € R\{—-1}, a<t<b.
4

Nous commencons par prouver la propriété suivante qui généralise une propriété importante de

la variance classique :
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Théoreme: I11.3.8
Soit X une variable aléatoire continue ayant a f.d.p.f : [a,b] — RT, et soit w : [a,b] — RT

une fonction continue positive. Si « >0, a =n+9, § € (0,1), alors on a :

SJwf(t)] = Fa)(s £ 17" > =1 Ot My 5,(1)] (I11.55)

=0

oun=[a—-1], se R\{-1}, a<t<hb.

Preuve: 111.3.8

Pour tout « >0, a=n+0 on a

s 1—(n+96)

Telup(t) = S [t - ety
)
<

(s 4+ 1)t-nt0) & i p(s+1)(n—0) ' s+1 s+1V0—1 s _(s+1)i
_F—a)z (—1)Cit (7 =) e w(r)f(r)dr| .
i=0 a
(II1.56)
Grace a la définition (I11.3.4), nous obtenir
s Ta Do —n)(s+1)" - i 4 (s+1)(n—3) s
J2L ) = S (-1t Mywsnisul®)] (11L57)

()

1=0

Le théoréme (111.3.8) est ainsi prouvé.

Théoreme: I11.3.9
Soit X une variable aléatoire continue ayant a f.d.p.f : [a,b] — R", et soit w : [a,b] — RT

une fonction continue positive. Si o > 0, n = [a], alors on a :

Sagfaw: EXQaw_2E< ) EXaw

R I
D S [y My ] o

1=0

+ E*(X) Lla

Preuve: II1.3.9
Par Définition (111.53), on peut écrire :

s 2 _ (S+ 1)170{ ’ s+1 — 7 1 a—lTs T 2U) T Ndr. o

T = i [ = = B Pt (7). o> . (11159
s 2 _ (S+ 1)1—04 ’ s+1 7_5—1—1 n 5—17_8 T 2'lU P Ndr. o
Thaw = g | P — B(X) V() f(r)dr, a >0
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D’ou
0xaw = “Ex2aw —2E(X) *Ex aw+ E*(X) *JSwf(b). (I11.60)
D’autre part, on a
. . . b .
SJowf(b) = b [(—1)%0}1@"—1 / (b1 — pettydlaDpstiv, £(r)dr |, (I11.61)

ouao=n+9 n=1Jal, 6 €(0,1).
La définition (111.3.}) permet d’écrire

Jgwf(b) =

[(_1)2077;5”_2 SMX",afn,w} . (11162)

=0

Alors, en utilisant (111.60) et (II11.62), on obtient (II1.58).
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