
République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministère de L’enseignement Supérieur et de la

Recherche Scientifique
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J’exprime toutes mes gratitudes à mon encadrant : Mr Mohamed Bezziou
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Abstract

In this thesis, we will present results of non-integer order on the estimations of fractional moments

of orders α : fractional expectations, variances and covariances, then for that by using the theory of

fractional integrals in the sense of Riemann- Liouville.

Résumé

Dans ce mémoire, on présentera des résultats d’ordre non entier sur les estimations des moments

fractionnaires d’ordres α : des espérances, variances et covariances fractionnaires, alors pour cela en

utilisant la théorie des intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville.
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Symbole et notation

N := Ensemble des nombres naturel.

R := Ensemble des nombres réels.

R+ := Ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

C := Ensemble des nombres complexe.

Γ(.) := Fonction Gamma d’Euler.

B(., .) := Fonction Bêta.

∥.∥∞ := norme infinie.

|.| := Valeur absolue d’un nombre réel ou module d’un nombre complexe.

Iαa f := intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α > 0.
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Introduction i.
Les inégalités intégrales jouent un rôle important en théorie des équations différentielles et en

sciences appliquées. De plus, les inégalités de type fractionnaire sont également assez importantes

dont les applications sont très nombreuses, notamment dans la théorie des équations différentielles

fractionnaires, en théorie des approximations, en probabilités et statistique.

Dans ce mémoire, on présentera des résultats d’ordre non entier sur les estimations des moments

fractionnaires d’ordres α : des espérances, variances et covariances fractionnaires, alors pour cela en

utilisant la théorie des intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville.

Ce manuscrit s’organise en trois chapitres.

Le premier chapitre contient les principales définitions et notations nécessaires à la compréhension

du contenu de ce travail. On rappellera les définitions et les propriétés essentielles correspondantes

à la notion de l’intégration et la dérivation fractionnaire de Riemann-Liouville sans oublier quelques

inégalités intégrales de type Chebyshev.

Dans le deuxième chapitre, on présentera des résultats sur les estimations des moments fraction-

naires d’ordres α en appliquant la théorie des intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville.

Enfin, notre dernier chapitre sera consacré à l’étude les moments et quelques estimations frac-

tionnaires d’une variable aléatoire continue X ayant une fonction de densité de probabilité positive

f définie sur l’intervalle [a, b].
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Chapitre I
Calcule Fractionnaire

I.1 Fonction spécifique pour la dérivation fractionnaire

La fonction Gamma et la fonction Bêta sont dites des fonctions spéciales. Ces fonctions jouent

un rôle très important dans la théorie du calcul différentiel d’ordre fractionnaire.

I.1.1 Fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma, qui permet de prolon-

ger la factorielle aux valeurs non entières, la fonction Gamma est appelée aussi fonction factorielle

généralisée.

Définition: I.1.1 [3]

Pour tout nombre réel α, tel que (α > 0), on définit la fonction Gamma d’Euler par l’intégrale

suivante :

Γ(α) =

∞∫
0

xα−1e−xdx, α > 0. (I.1)

Proposition: I.1.1 [3]

Pour tout α > 0, la fonction Gamma satisfait les propriétés suivantes :

1)Γ(α + 1) = αΓ(α).

2)Γ(n+ 1) = n!.

3)Γ(α + n) = α(α + 1)(α + 2)...(α + n− 1)Γ(α).

4)Γ(n) = (n+ 1)!, n ⩾ 1.
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Chapitre I Calcule Fractionnaire

Quelques valeurs particulières de Γ(α)

1) Γ(1) = Γ(2) =

∞∫
0

x1−1e−xdx = 1.

2) Γ(
1

2
) = 2

∞∫
0

e−x
2

dx =
√
π, (L’intégrale de Gauss).

3)Γ(n+
1

2
) =

(2n)!

22nn!

√
π.

I.1.1 Fonction Bêta

L’autre fonction importante dans le calcul fractionnaire est la fonction Bêta d’Euler.

Définition: I.1.2 [3]

La fonction Bêta est un type d’intégrale d’Euler définie pour tous couple α, β ∈ R∗
+ par :

B(α, β) =

1∫
0

(1− x)β−1xα−1dx. (I.2)

La forme trigonométrique de Bêta

On pose

x = sin2θ =⇒ dx = 2sinθ cosθ dθ,

si x = 1 alors θ =
π

2
,

si x = 0 alors θ = 0.

On a

B(α, β) =

∫ 1

0

xα−1(1− x)β−1dx,

alors

B(α, β) =

∫ π

2

0

(sin2θ)α−1(cos2θ)β−1(2sinθcosθ)dθ

= 2

∫ π

2

0

(sinθ)2(α−1)(cosθ)2(β−1)(sinθcosθ)dθ

= 2

∫ π

2

0

(sinθ)2α−1(cosθ)2β−1dθ
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Chapitre I Calcule Fractionnaire

I.1.1 La relation entre fonction Gamma et Bêta

Définition: I.1.3 [3]

La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma par la relation suivante :

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
= B(β, α)pour tout α, β ∈ R∗

+. (I.3)

I.2 Intégration fractionnaire

I.2.2 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

La définition de l’intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est une généralisation ” à

l’ordre réel ” de la formule de Cauchy (1789 - 1857), qui est obtenue comme suit : Soit f : [a, b] −→ R

une fonction continue, on note

I1f(x) =

x∫
a

f(s)ds,

Une double l’intégration

I2f(x) =

x∫
a

s∫
a

f(µ)dµds =

x∫
a

(x− s)f(s)ds.

En répétant le processus (n-1) fois, on obtient la relation suivante :

Inf(x) =
1

(n− 1)!

x∫
a

(x− s)n−1f(s)ds,

ainsi

Inf(x) =
1

Γ(n)

x∫
a

(x− s)n−1f(s)ds.

Et pour un ordre plus général, on a la définition suivante :
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Chapitre I Calcule Fractionnaire

Définition: I.2.1 [1]-[5]

L’opérateur intégral fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α ⩾ 0, pour une fonction

f ∈ C([a; b)) est défini par :

Iαa f(x) =


1

Γ(α)

x∫
a

(x− s)α−1f(s)ds, α > 0

f(x), α = 0

(I.4)

Remarque: I.2.1

Dans la formule (I.4), en prennant a = 0, Iαa a sera notée Iα.

Exemple: I.2.1 [1]

On considère la fonction f définie par : f : x 7−→ (x− a)β. On a :

Iαa (x− a)β =
1

Γ(α)

x∫
a

(x− s)α−1(s− a)βds,

par le changement de variable µ =
s− a

x− a
, on obtient

Iαa (x− a)β =
(x− a)α+β

Γ(α)

1∫
0

µβ(1− µ)α−1dµ,

Iαa (x− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(x− a)α+β.

Pour α =
1

2
et β =

3

2
, la relation devient :

I
1
2
a (x− a)

3
2 =

Γ(5/2)

Γ(3)
(x− a)2 =

3
√
π

8
(x− a)2.

Proposition: I.2.1 [1]

Soient f ∈ C([a, b)). Pour α > 0, β > 0 etA,B ∈ R, on a :

1)Iαa (I
β
a f)(x) = Iβa (I

α
a f)(x) = Iα+βa f(x).

2)Iαa [Af(x) +Bg(x)] = AIαa f(x) +BIαa g(x).
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Chapitre I Calcule Fractionnaire

Définition: I.2.2

Deux nombres réels positifs a et b sont dits partiellement (opposés)unitaires si

(a− 1)(b− 1) ≥ 0. (I.5)

I.2.2 Inégalité fractionnaire de Chebyshev

Dans cette section, nous prouvons certaines inégalités qui impliquent la distribution Bêta en

utilisant des inégalités naturelles[4]. Le résultat suivant est bien connu dans la littérature sous le

nom d’intégrale de Chebychev pour les fonctions synchrones. Ici, nous utilisons ce résultat pour

prouver des nouvelles inégalités

Lemme: I.2.1

Soient f, g, p et q : I ⊆ R −→ R tels que p(x), q(x) ≥ 0 pour tout x ∈ I. Si f et g sont synchrones

sur I, i.e,

(f(x)− f(y))(g(x)− g(y)) ≥ 0 pour tout x, y ∈ I.

Alors, on a les inégalités suivantes :

∫
I

p(x)dx

∫
I

p(x)f(x)g(x)dx ⩾
∫
I

p(x)f(x)dx

∫
I

p(x)g(x)dx. (I.6)

Et

Iαp(t)Iβqfg(t) + Iβq(t)Iαpfg(t) ⩾ Iαpg(t)Iβqf(t) + Iαpf(t)Iβqg(t). (I.7)

Où

Iβp(t)Iαqfg(t) + Iαq(t)Iβpfg(t) ⩾ Iβpg(t)Iαqf(t) + Iβpf(t)Iαqg(t). (I.8)

Preuve: I.2.1

Soient f, g, q et p quatre fonctions synchrones sur [0,∞[, alors, ∀ x,y∈ [0,∞[, on a

(f(x)− f(y))(g(x)− g(y)) ≥ 0.

Ce qui donne

f(x)g(x)− f(x)g(y)− f(y)g(x) + f(y)g(y) ⩾ 0,
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Chapitre I Calcule Fractionnaire

implique

f(x)g(x) + f(y)g(y) ⩾ f(x)g(y) + f(y)g(x). (I.9)

• Pour l’inégalité (I.6), on multiple (I.9) par
(t− x)α−1

Γ(α)
p(x), x ∈ [0, t], on trouve :

(t− x)α−1

Γ(α)
p(x)f(x)g(x) +

(t− x)α−1

Γ(α)
p(x)f(y)g(y)

⩾
(t− x)α−1

Γ(α)
p(x)f(x)g(y) +

(t− x)α−1

Γ(α)
p(x)f(y)g(x),

on intègre entre 0 à t, on trouve

1

Γ(α)

t∫
0

(t− x)α−1 (p(x)f(x)g(x)) dx+
1

Γ(α)

t∫
0

(t− x)α−1 (p(x)f(y)g(y)) dx

⩾
1

Γ(α)

t∫
0

(t− x)α−1 (p(x)f(x)g(y)) dx+
1

Γ(α)

t∫
0

(t− x)α−1 (p(x)f(y)g(x)) dx,

implique

Iα(pfg)(t) + f(y)g(y)Iαp(t) ⩾ g(y)Iα(pf)(t) + f(y)Iα(gp)(t). (I.10)

Maintenant, on multiple (I.10) par
(t− y)α−1

Γ(α)
p(y), y ∈ [0, t], puis, on intègre entre 0 à t, on obtient :

Iα(pfg)(t)
1

Γ(α)

t∫
0

(t− y)α−1p(y)dy +
1

Γ(α)

t∫
0

(t− y)α−1(pfg)(y)dyIαp(t)

⩾
1

Γ(α)

t∫
0

(t− y)α−1(pg)(y)dyIα(pf)(t) +
1

Γ(α)

t∫
0

(t− y)α−1(pf)(y)dyIα(gp)(t),

d’où

Iα(pfg)(t)Iαp(t) + Iαp(t)Iα(pfg)(t) ⩾ Iα(gp)(t)Iα(pf)(t) + Iα(fp)(t)Iα(gp)(t),

• Pour l’inégalité (I.7), on multiple (I.9) par
(t− x)β−1

Γ(β)
q(x), x ∈ [0, t], puis, on intègre entre 0 à t,
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Chapitre I Calcule Fractionnaire

on trouve :

1

Γ(β)

t∫
0

(t− x)β−1 (qfg) (x)dx+
1

Γ(β)

t∫
0

(t− x)β−1 (fg) (y)q(x)dx

⩾
1

Γ(β)

t∫
0

(t− x)β−1g(y) (qf) (x)dx+
1

Γ(β)

t∫
0

(t− x)β−1f(y) (pg) (x)dx,

implique

Iβ(qfg)(t) + f(y)g(y)Iβq(t) ⩾ g(y)Iβ(qf)(t) + f(y)Iβ(gq)(t). (I.11)

Maintenant, on multiple (I.11) par
(t− y)α−1

Γ(α)
p(y), y ∈ [0, t], puis, on intègre entre 0 à t, on trouve :

Iβ(qfg)(t)
1

Γ(α)

t∫
0

(t− y)α−1p(y)dy +
1

Γ(α)

t∫
0

(t− y)α−1(p(y)f(y)g(y))dyIβq(t)

⩾
1

Γ(α)

t∫
0

(t− y)α−1(p(y)g(y))dyIβ(qf)(t) +
1

Γ(α)

t∫
0

(t− y)α−1(p(y)f(y))dyIβ(gq)(t),

ce qui donne

Iβ(qfg)(t)Iαp(t) + Iα(fgp)(t)Iβq(t) ⩾ Iβ(pg)(t)Iβ(qf)(t) + Iα(pf)(t)Iβ(gq)(t).

pour t = 1 , on a

Iβ(qfg)(1)Iαp(1) + Iα(fgp)(1)Iβq(1) ⩾ Iβ(pg)(1)Iβ(qf)(t) + Iα(pf)(1)Iβ(gq)(1).

12



Chapitre II
Inégalités fractionnaires aléatoires au sens de

Riemann-Liouville

II.1 La densité d’une variable aléatoire

Dans cette section, nous rappelons quelques préliminaires qui seront utilisés dans ce travail. com-

mençons par les définitions suivantes.

Définition: II.1.1 [12]

Une variable aléatoire continue X a une fonction de densité de probabilité gamma (f.d.p) à un

paramètre p > 0,notée par X ∼ Γ(p), et sa (f.d.p) donnée par :

f(x) =
1

Γ(p)
xp−1e−x, x > 0. (II.1)

Une variable aléatoire continue X a une fonction de densité de probabilité gamma (f.d.p) à

deux paramètres (p, λ), p, λ > 0,notée par X ∼ Γ(p, λ), et sa (f.d.p) donnée par :

f(x) =
λp

Γ(p)
xp−1e−λx, x > 0. (II.2)

Définition: II.1.2 [10]

L’espérance fractionnaire d’ordre α > 0 de la variable aléatoire continue X ayant une (f.d.p).

f : [a, b] −→ R+ est définie comme suit :

EX,α = Iαa [bf(b)] =
1

Γ(α)

b∫
a

(b− τ)α−1τf(τ)dτ ;α > 0. (II.3)
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Chapitre II Inégalités fractionnaires aléatoires au sens de Riemann-Liouville

Remarque: II.1.1

Soit Xune variable aléatoire, telle que X ∼ Γ(p, λ), p, λ > 0, le moment fractionnaire d’ordre α > 0

est donné par :

Eα(X) =
λp

Γ(α)Γ(p)

b∫
0

(b− t)α−1tpe−λtdt, t > 0. (II.4)

Définition: II.1.3

La variance fractionnaire d’ordre α > 0, d’une variable aléatoire continue X de (f.d.p).

f : [a, b] −→ R+ est donnée par :

σ2
X,α = Vα(X) :=

1

Γ(α)

b∫
a

(b− τ)α−1(τ − E(X))2f(τ)dτ ;α > 0. (II.5)

Théorème: II.1.1

Soit X une variable aléatoire, telle queX ∼ Γ(p, λ), p, λ > 0, la variance

fractionnaire d’ordre α > 0 est donnée par :

Vα(X) = Eα(X
2)− 2µEα(X) + µ2Iαf(b), µ : espérance clacique. (II.6)

Preuve: II.1.1

D’après la définition (II.1.3) On a :

Vα(X) =
1

Γ(α)

b∫
a

(b− τ)α−1(τ − E(X))2f(τ)dτ

=
1

Γ(α)

b∫
a

(b− τ)α−1
[
τ 2 − 2τE(X) + E2(X)

]
f(τ)dτ

=
1

Γ(α)

b∫
a

(b− τ)α−1τ 2f(τ)dτ

− 2
1

Γ(α)

b∫
a

(b− τ)α−1τE(X)f(τ)dτ

+
1

Γ(α)

b∫
a

(b− τ)α−1E2(X)f(τ)dτ

= Eα(X
2)− 2µEα(X) + µ2Iαf(b),

14



Chapitre II Inégalités fractionnaires aléatoires au sens de Riemann-Liouville

telle que E(X) = µ.

Définition: II.1.4

Le moment fractionnaire d’ordres (r > 0, α > 0), d’une variable aléatoire continue X ayant

une (f.d.p). f, est donnée par :

Eα(X
r) :=

1

Γ(α)

b∫
a

(b− t)α−1τ rf(τ)dτ, α > 0. (II.7)

Maintenant, nous introduisons.

Définition: II.1.5

Soient f1 et f2 deux fonctions continues sur[a, b]. On définit la covariance fractionnaire d’ordre

α > 0 pour (f1(X), f2(X)) par :

Covα(f1(X), f2(X)) :=
1

Γ(α)

b∫
a

(b− τ)α−1(f1(τ)− f1(µ))(f2(τ)− f2(µ))f(τ)dτ, (II.8)

ou µ est l’espérance classique de X.

II.2 Moments Fractionnaires de la Distribution Gamma

Maintenant nous allons prouver les moments fractionnaires pour la distribution Gamma.

Théorème: II.2.1

Soient X, Y et U trois variables aléatoires, telles que X∼ Γ(p + q), Y ∼ Γ(p + 1), U ∼

Γ(q + 1) et V ∼ Γ(2), p, q > 0. Si(p− 1)(q − 1) ⩾ 0, alors

Eα(X
r)

Eα(Y r)Eα(U r)
⩾

Γ(p+ 1)Γ(q + 1)

Γ(p+ q)
, α ⩾ 1, r = 1, 2...

Preuve: II.2.1

Considérons les applications f, g, p : [0, 1] −→ [0,∞)données par :

f(x) = xp−1, g(x) = xq−1 et p(x) = xr+1e−x, x > 0.
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Chapitre II Inégalités fractionnaires aléatoires au sens de Riemann-Liouville

Et en remplaçant ces applications dans l’inégalité intégrale fractionnaire de Chebyshev (I.6)

∫ 1

0

xr+1e−xdx

∫ 1

0

xr+1e−xxp−1xq−1dx ⩾
∫ 1

0

xr+1e−xxp−1dx

∫ 1

0

xr+1e−xxq−1dx.

Ce qui implique que

∫ 1

0

xr+1e−xdx

∫ 1

0

xp+q+r−1e−xdx ⩾
∫ 1

0

xp+re−xdx

∫ 1

0

xq+re−xdx.

Alors ∫ 1

0

xr+2−1e−xdx

∫ 1

0

xp+q+r−1e−xdx ⩾
∫ 1

0

xp+re−xdx

∫ 1

0

xq+re−xdx.

Donc

Γ(2)Eα(V
r)Γ(p+ q)Eα(X

r) ⩾ Γ(p+ 1)Eα(Y
r)Γ(q + 1)Eα(U

r).

Par conséquent
Eα(X

r)

Eα(Y r)Eα(U r)
⩾

Γ(p+ 1)Γ(q + 1)

Γ(p+ q)
, α ⩾ 1, r = 1, 2...

Théorème: II.2.2

Soient X et Y deux variables aléatoires telles que X∼ β(p, q) et Y ∼ β(p, n).

Notons les moyennes harmoniques de X et Y par Eα

(
1

Xr

)
et Eα

(
1

Y r

)
. Alors pour

p, q,m, n > 0 et (p−m)(q − n) ⩾ 0, on a l’inégalité pour la distribution bêta

Eα
(

1
Xr

)
Eα
(

1
Y r

) ⩾
β(m, q)β(p, n)

β(m,n)β(p, q)
, α ⩾ 1, r = 1, 2, ...

Preuve: II.2.2

Nous prenons

f(x) = xp−m−r, g(x) = (1− x)q−n et p(x) = xm−1(1− x)n−1, x ∈ [0, 1].

en remplaçant ces applications dans l’inégalité intégrale fractionnaire de Chebyshev (I.6). On trouve

∫ 1

0

xm−1(1− x)n−1dx

∫ 1

0

xm−1(1− x)n−1xp−m−r(1− x)q−ndx

⩾
∫ 1

0

xm−1(1− x)n−1xp−m−rdx

∫ 1

0

xm−1(1− x)n−1(1− x)q−ndx,

c’est-à-dire

∫ 1

0
xm−1(1− x)n−1dx

∫ 1

0
xp−r−1(1− x)q−1dx

⩾
∫ 1

0
xp−r−1(1− x)n−1dx

∫ 1

0
xm−1(1− x)q−1dx.

(II.9)
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En utilisant la fonction Bêta , nous observons que

Eα

(
1

Xr

)
=

1

β(p, q)

∫ 1

0

(
1

x

)r
xp−1(1− x)q−1dx =

1

β(p, q)

∫ 1

0

xp−r−1(1− x)q−1dx.

Eα

(
1

Y r

)
=

1

β(p, n)

∫ 1

0

(
1

x

)r
xp−1(1− x)n−1dx =

1

β(p, n)

∫ 1

0

xp−r−1(1− x)n−1dx.

En utilisant ces valeurs dans l’inégalité (II.9), nous avons

β(m,n)Eα

(
1

Xr

)
β(p, q) ⩾ β(m, q)β(p, n)Eα

(
1

Y r

)
.

Donc
Eα
(

1
Xr

)
Eα
(

1
Y r

) ⩾
β(m, q)β(p, n)

β(m,n)β(p, q)
, α ⩾ 1, r = 1, 2, ...

Ce qui équivaut au théorème (II.2.2).

Théorème: II.2.3

Soient X et Y deux variables aléatoires telle que X∼ β(p, q) et Y ∼ β(p, n), p, q, m, n >

0. Si (p−m)(q − n) ⩾ 0, alorsona

Eα(X
r)

Eα(Y r)
⩾
β(p, n)β(m, q)

β(m,n)β(p, q)
, α ⩾ 1, r = 1, 2, ...

Preuve: II.2.3

On choisit les applications

f(x) = xp−m+r, g(x) = (1− x)q−n et p(x) = xm−1(1− x)n−1, x ∈ [0, 1].

En utilisant ces applications dans (I.6), on a

∫ 1

0
xm−1(1− x)n−1dx

∫ 1

0
xp+r−1(1− x)q−1dx

⩾
∫ 1

0
xp+r−1(1− x)n−1dx

∫ 1

0
xm−1(1− x)q−1dx,

(II.10)

par la définition de la distribution Bêta et la fonction Bêta, l’inégalité (II.10)donne

β(m,n)β(p, q)Eα(X
r) ⩾ β(p, n)Eα(Y

r)β(m, q),

implique

Eα(X
r)

Eα(Y r)
⩾
β(p, n)β(m, q)

β(m,n)β(p, q)
, α ⩾ 1, r = 1, 2, ... (II.11)
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Corollaire: II.2.1

Pour p = q et n = m > 0, le théorème (II.2.3) devient

Eα(X
r)

Eα(Y r)
⩾

Γ(2m)Γ(2p)

Γ2(p+m)
, α ⩾ 1, r = 1, 2, ...

Preuve : II.2.1

En utilisant la relation (I.3) dans (II.11), on obtient

Eα(X
r)

Eα(Y r)
⩾

Γ(p)Γ(n)

Γ(p+ n)

Γ(m)Γ(q)

Γ(m+ q)

Γ(m)Γ(n)

Γ(m+ n)

Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)

,

alors
Eα(X

r)

Eα(Y r)
⩾

Γ(p)Γ(n)Γ(m)Γ(q)Γ(m+ n)Γ(p+ q)

Γ(p+ n)Γ(m+ q)Γ(m)Γ(n)Γ(p)Γ(q)
,

donc pour p = q et n = m > 0, nous trouvons

Eα(X
r)

Eα(Y r)
⩾

Γ(2m)Γ(2p)

Γ2(p+m)
.

II.3 Estimations des variances

L’inégalité suivante s’applique aux variances de la fonction Bêta :

Le théorèm suivant donne la variance en fonction de la distribution Bêta :

Théorème: II.3.1

Soient X et Y deux variables aléatoires telles que X∼ β(p, q) et Y ∼ β(p, n).

Alors pour p, q, m, n > 0 et (p−m)(q − n) ⩾ 0,

Vα(X)β(m,n)β(p, q) +
β(m, q)β2(p+ 1, n)

β(p, n)

⩾ Vα(Y )β(m, q)β(p, n) +
β(m,n)β2(p+ 1, q)

β(p, q)
,

(II.12)
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Preuve: II.3.1

D’après le théorème (II.2.3), pour r=2 nous avons

Eα(X
2)

Eα(Y 2)
⩾
β(p, n)β(m, q)

β(m,n)β(p, q)
.

En utilisant la valeur de µ
′

2,α(.) = Eα(.)
2 en termes de σ2

α(.), nous avons

[
σ2
α(X) + (µ

′

1,α(X))2
]
β(m,n)β(p, q) ⩾

[
σ2
α(Y ) + (µ

′

1,α(Y ))2
]
β(p, n)β(m, q),

ce qui implique que

σ2
α(X)β(m,n)β(p, q)− σ2

α(Y )β(p, n)β(m, q)

⩾ (µ
′

1,α(Y ))2β(p, n)β(m, q)− (µ
′

1,α(X))2β(m,n)β(p, q),

de la relation

µ
′

r,α = Eα(X
r) =

1

β(m,n)

1∫
0

xm+r−1(1− x)n−1dx

=
β(m+ r, n)

β(m,n)
=

Γ(m+ r)Γ(m+ n)

Γ(m)Γ(m+ r + n)
,

(II.13)

en prenant r = 1, on trouve la valeur de µ
′

1,α =
β(m+ 1, n)

β(m,n)
et l’expression ci-dessus (pour les

paramètres p, q, n)devient

σ2
α(X)β(m,n)β(p, q)− σ2

α(Y )β(p, n)β(m, q)

⩾

(
β(p+ 1, n)

β(p, n)

)2

β(m,n)β(p, q)−
(
β(p+ 1, q)

β(p, q)

)2

β(m,n)β(p, q),

ceci indique le résultat de la recherche

σ2
α(X)β(m,n)β(p, q) +

β2(p+ 1, n)β(m, q)

β(p, n)

⩾ σ2
α(Y )β(p, n)β(m, q) +

β2(p+ 1, q)β(m,n)

β(p, q)
.
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Théorème: II.3.2

Soient X,Y,U et V quatre variables aléatoires, telles que X∼ β(p, q), Y ∼ β(m,n), U ∼

β(p, n) et V ∼ β(m, q) : Si (p−m)(q − n) ⩽ 0, alors

Eα(X
r)Eα(Y

r)

Eα(U r)Eα(V r)
⩾
β(p, n)β(m, q)

β(p, q)β(m,n)
, α ⩾ 1.

Preuve: II.3.2

On choisit les applications suivantes

f(x) = xp−m, g(r) = (1− x)q−n, p(x) = xr+m−1(1− x)n−1, x ∈ [0, 1].

Maintenant, la différentiation de f et g donnent

f ′(x) = p−m xp−m−1, g′(x) = q − n xq−n−1, x ∈ [0, 1].

Donc en utilisant les relations (I.5), on voit que les applications f et g sont synchrones ayant la

même monotonie (opposée) sur [0, 1] et p est non négatif sur [0, 1]. Ainsi, en utilisant l’inégalité

intégrale de Chebychev (I.6) pour les fonctions f, g et p définies ci-dessus, nous avons

∫ 1

0

xm+r−1(1− x)n−1dx

∫ 1

0

xm+r−1(1− x)n−1xp−m(1− x)q−ndx

⩾
∫ 1

0

xm+r−1(1− x)n−1xp−mdx

∫ 1

0

xm+r−1(1− x)n−1(1− x)q−ndx.

En appliquant la relation (II.13), nous trouvons

Eα(Y
r)β(m,n)Eα(X

r)β(p, q) ⩾ Eα(U
r)β(p, n)Eα(V

r)β(m, q),

et en réarrangeant les termes, nous obtenons la preuve requise.

Eα(X
r)Eα(Y

r)

Eα(U r)Eα(V r)
⩾
β(p, n)β(m, q)

β(p, q)β(m,n)
.

Théorème: II.3.3

Soient X, Y, U et V quatre variables aléatoires, telles que X∼ β(p, q), Y ∼ β(m,n), U ∼

β(p, n) et V ∼ β(m, q). Si (p−m)(q − n) ⩽ 0, alors

Eα(X
r)Eβ(Y

r) + Eβ(X
r)Eα(Y

r)

Eα(U r)kEβ(V r) + Eβ(U r)Eα(V r)
⩾
β(p, n)β(m, q)

β(p, q)β(m,n)
, α, β ⩾ 1.

Preuve: II.3.3
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On choisit les applications suivantes :

f(x) = xp−m, g(r) = (1− x)q−n, p(x) = xr+m−1(1− x)n−1, x ∈ [0, 1].

En utilisant ces applications dans (I.7), on pose p = q, ce qui donne

1∫
0

xm+r−1(1− x)n−1xp−m(1− x)q−ndx

1∫
0

ym+r−1(1− y)n−1dy

+

1∫
0

ym+r−1(1− y)n−1yp−m(1− y)q−ndy

1∫
0

xm+r−1(1− x)n−1dx

⩾

1∫
0

ym+r−1(1− y)n−1(1− y)q−ndy

1∫
0

xm+r−1(1− x)n−1xp−mdx

−
1∫

0

ym+r−1(1− y)n−1(1− y)p−mdy

1∫
0

xm+r−1(1− x)n−1xq−ndx,

implique
1∫

0

xp+r−1(1− x)q−1dx

1∫
0

ym+r−1(1− y)n−1dy

+

1∫
0

yp+r−1(1− y)q−1dy

1∫
0

xm+r−1(1− x)n−1dx

⩾

1∫
0

ym+r−1(1− y)q−1dy

1∫
0

xp+r−1(1− x)n−1dx

−
1∫

0

yp+r−1(1− y)n−1dy

1∫
0

xm+r−1(1− x)q−1dx.

D’après l’égalité (II.13), on a

Eβ(X)β(p, q)Eα(Y )β(m,n) + Eα(X)β(p, q)Eβ(Y )β(m,n)

⩾ Eα(V )β(m, q)Eβ(U)β(p, n) + Eα(U)β(p, n)Eβ(V )β(m, q),

alors

β(p, q)β(m,n)
(
Eβ(X)Eα(Y ) + Eα(X)Eβ(Y )

)
⩾ β(m, q)β(p, n)

(
Eα(V )Eβ(U) + Eα(U)Eβ(V )

)
,

ensuite, on en déduit directement la formule recherchée.

Eβ(X)Eα(Y ) + Eα(X)Eβ(Y )

Eα(V )Eβ(U) + Eα(U)Eβ(V )
⩾
β(m, q)β(p, n)

β(p, q)β(m,n)
.
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II.4 Covariance fractionnaire d’une variable aléatoire

Nous commençons par prouver un résultat qui généralise une identité de covariance dans [10][7].

Dans notre résultat, la covariance fractionnaire de X et g(X) peut être exprimée avec la dérivée

de g(X). Ensuite, nous utilisons l’identité fractionnaire établie pour prouver de nouvelles bornes

inférieures pour la variance fractionnaire de g(X) :

Théorème: II.4.1

Soit X une variable aléatoire ayant une f, d, p, f définie sur [a,b]et µ = E(X).

Ona :

Covα(X, g(X)) =
1

Γ(α)

b∫
a

g
′
(x)dx

x∫
a

(b− t)α−1(µ− t)f(t)dt, α ⩾ 1.

Preuve: II.4.1

D’après les définition (II.1.5), on a

Covα(X, g(X)) :=
1

Γ(α)

b∫
a

(b− x)α−1(x− µ)(g(x)− g(µ))f(x)dx.

Ensuite nous avons

Covα(X, g(X)) :=
1

Γ(α)

b∫
a

(b− x)α−1(x− µ)f(x)dx

x∫
µ

g
′
(t)dt,

Donc

Covα(X, g(X)) :=
1

Γ(α)

b∫
µ

g
′
(t)dt

b∫
t

(b− x)α−1(x− µ)f(x)dx

− 1

Γ(α)

µ∫
a

g
′
(t)dt

t∫
a

(b− x)α−1(x− µ)f(x)dx.

Par conséquent

Covα(X, g(X)) =
1

Γ(α)

b∫
a

g
′
(t)dt

t∫
a

(b− x)α−1(µ− x)f(x)dx.
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Chapitre III
Moments fractionnaires

III.1 Fonction β et distribution Bêta

Définition: III.1.1

Soit X une variable aléatoire continue, alors on dit qu’elle a une distribution Bêta à deux

paramètres m et n, si sa fonction de densité de probabilité fonction (f.d.p)est définie par[6, 2]

f(x) :=


1

β(m,n)
xm−1(1− x)n−1, 0 ≤ x ≤ 1; m,n > 0

0, ailleurs.

Dans la distribution ci-dessus, la fonction Bêta est référencée à as β(m,n) et fonction de

distribution F(x) est donnée par

F (x) :=


0, x < 0,

1

β(m,n)

∫ 1

0

xm−1(1− x)n−1dt, 0 ≤ x ≤ 1; m,n > 0

0, x > 1.

Exemple: III.1.1

Soit X une variable aléatoire continue, telle que X ∼ β(λ, ρ), λ, ρ > 0, on a

f(x) =
xλ−1(1− x)ρ−1

β(λ, ρ)
, 0 ⩽ x ⩽ 1, λ, ρ > 0.

Alors

Ea(X) =
1

Γ(α)

1∫
0

(1− t)α−1 t
tλ−1(1− t)ρ−1

β(λ, ρ)
dt,
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implique

Ea(X) =
1

Γ(α)β(λ, ρ)

1∫
0

(1− t)α−1tλ(1− t)ρ−1dt.

Donc

Ea(X) =
β(λ+ 1, ρ+ α− 1)

Γ(α)β(λ, ρ)
. (III.1)

car β(λ+ 1, ρ+ α− 1) =

1∫
0

(1− t)ρ+α−1−1tλ+1−1dt.

Exemple: III.1.2

Soit X ∼ β(λ, ρ), λ, ρ > 0, on a

f(x) =
xλ−1(1− x)ρ−1

β(λ, ρ)
, 0 ⩽ x ⩽ 1, λ, ρ > 0. Alors

Ea(X
r) =

1

Γ(α)

1∫
0

(1− τ)α−1 τ r
τλ−1(1− τ)ρ−1

β(λ, ρ)
dτ,

implique

Ea(X) =
1

Γ(α)β(λ, ρ)

1∫
0

(1− τ)ρ+α−1−1 τλ+r−1dτ.

Donc

Ea(X
r) =

β(λ+ r, ρ+ α− 1)

Γ(α)β(λ, ρ)
, r ∈ N∗. (III.2)

III.2 Principaux résultats

III.2.2 Inégalités fractionnaires pour la fonction Bêta

Nous commençons nos principaux résultats en prouvant le théorème suivant.
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Théorème: III.2.1

Soient λ, ρ, σ, δ, φ, ψ et α des nombres réels positifs. Si (λ− σ − φ)p− δ − ψ) ⩽ 0. Alors

β(σ, δ + α− 1)β(λ− σ, ρ+ α− δ − 1)

+β(φ, ψ + α− 1)β(λ− φ, ρ+ α− ψ − 1)

⩾ β(λ− φ, δ + α− 1)β(φ, ρ+ α− δ − 1)

+β(λ− σ, ψ + α− 1)β(σ, ρ+ α− ψ − 1),

(III.3)

où α ⩾ 1, λ > max {σ, φ} et ρ > max {δ, ψ}.

Preuve: III.2.1

On considère les applications positives f.g.p.q définies sur [0, 1] comme suit :

p(x) = xσ−1(1− x)δ−1, q(x) = xφ−1(1− x)ψ−1,

f(x) = xλ−σ−φ et g(x) = (1− x)ρ−δ−ψ, x ∈ [0, 1].

D’après l’inégalité fractionnaire de Chebyshev à deux pondérations (I.7)( pour α = β ) avec t = 1

on a :
1∫

0

xφ−1(1− x)ψ−1xλ−σ−φ(1− x)ρ−δ−ψdx

1∫
0

xσ−1(1− x)δ−1dx

+

1∫
0

xλ−σ−φ(1− x)ρ−δ−ψxσ−1(1− x)δ−1dx

1∫
0

xφ−1(1− x)ψ−1dx

⩾

1∫
0

xσ−1(1− x)δ−1(1− x)ρ−δ−ψdx

1∫
0

xφ−1(1− x)ψ−1xλ−σ−φdx

+

1∫
0

xσ−1(1− x)δ−1

1∫
0

xλ−σ−φdx

1∫
0

(1− x)ρ−δ−ψxφ−1(1− x)ψ−1dx.
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Maintenant on multiple par (1− x)α−1, on trouve

1∫
0

xλ−σ−1(1− x)ρ+α−δ−1dx

1∫
0

xσ−1(1− x)δ+α−1dx

+

1∫
0

xλ−φ−1(1− x)ρ+αψ−1dx

1∫
0

xφ−1(1− x)ψ+α−1dx

⩾

1∫
0

xσ−1(1− x)ρ+α−ψ−1dx

1∫
0

xλ−σ−1(1− x)ψ+α−1dx

+

1∫
0

xλ+φ−1(1− x)δ+α−1dx

1∫
0

xφ−1(1− x)ρ+α−δ−1dx,

on obtient le résultat souhaité

β(σ, δ + α− 1)β(λ− σ, ρ+ α− δ − 1)

+ β(φ, ψ + α− 1)β(λ− φ, ρ+ α− ψ − 1)

⩾β(λ− φ, δ + α− 1)β(φ, ρ+ α− δ − 1)

+ β(λ− σ, ψ + α− 1)β(σ, ρ+ α− ψ − 1).

Les cas particuliers de notre théorème (III.2.1) sont aussi donnés par les corollaires suivants.

Corollaire: III.2.1

Pour σ = φ > 0, δ = ψ > 0 et α = 1 dans le théorème (III.2.1), on obtient

β(σ, δ)β(λ− σ, ρ− δ) ≥ β(λ− σ, δ)β(σ, ρ− δ), (III.4)

et

Γ(λ+ δ − σ)Γ(ρ+ σ − δ) ≥ Γ(σ + δ)Γ(λ+ ρ− σ − δ). (III.5)

Preuve : III.2.1

• Pour σ = φ > 0, δ = ψ > 0 et α = 1 dans le théorème (III.2.1),

on obtient directement

β(σ, δ)β(λ− σ, ρ− δ) ≥ β(λ− σ, δ)β(σ, ρ− δ).
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• D’après la relation entre les fonctions Gamma et Bêta dans (III.4)

on trouve
Γ(σ)Γ(δ)

Γ(σ + δ)

Γ(λ− σ)Γ(ρ− δ)

Γ(λ− σ + ρ− δ)
⩽

Γ(λ− σ)Γ(δ)

Γ(λ− σ + δ)

Γ(σ)Γ(ρ− δ)

Γ(σ + ρ− δ)
,

implique
Γ(σ + δ)Γ(λ− σ + ρ− δ)

Γ(σ)Γ(δ)Γ(λ− σ)Γ(ρ− δ)
⩾

Γ(λ− σ + δ)Γ(σ + ρ− δ)

Γ(λ− σ)Γ(δ)Γ(σ)Γ(ρ− δ)
,

on obtient

Γ(λ+ δ − σ)Γ(ρ+ σ − δ) ≥ Γ(σ + δ)Γ(λ+ ρ− σ − δ).

Corollaire: III.2.2

Prenant λ = ρ > 0, σ = δ = φ = ψ > 0 et α = 1 dans le théorème (III.2.1).

On a

β(σ, σ)β(λ− σ, λ− σ) ≥ β2(λ− σ, σ). (III.6)

Et

Γ2(λ) ≥ Γ(2σ)Γ(2λ− 2δ). (III.7)

Preuve : III.2.2

• Prenant λ = ρ > 0, σ = δ = φ = ψ > 0 et α = 1 dans le théorème (III.2.1). On a

β(λ− σ, λ− σ)β(σ, σ) + β(λ− σ, λ− σ)β(σ, σ)

⩾ β(σ, λ− σ)β(λ− σ, σ) + β(λ− σ, σ)β(σ, λ− σ),

implique

2β(λ− σ, λ− σ)β(σ, σ) ⩾ 2β(λ− σ, σ),

donc

B(σ, σ)B(λ− σ, λ− σ) ≥ B2(λ− σ, σ).

• En utilisant la relation entre les fonctions Gamma et Bêta dans (III.6), on trouve

Γ(λ− σ)Γ(λ− σ)

Γ(λ− σ + λ− σ)

Γ(σ)Γ(σ)

Γ(σ + σ)
⩾

(
Γ(λ− σ)Γ(σ)

Γ(λ− σ + σ)

)2

,
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implique
Γ2(λ− σ)Γ2(σ)

Γ(2λ− 2σ)
⩾

Γ2(λ− σ)Γ2(σ)

Γ2(λ)
,

alors
1

Γ(2λ− 2σ)
⩾

1

Γ2(λ)
,

on obtient

Γ2(λ) ≥ Γ(2σ)Γ(2λ− 2δ).

III.2.2 Moments fractionnaires pour la distribution Bêta

Nous commençons cette section en démontrant le nouveau résultat suivant.

Théorème: III.2.2

Soient Xi, i = 1, 2, ..., 8 des variables aléatoires continues. Telles que

X1 ∼ β(σ, δ), X2 ∼ β(λ − σ, ρ − δ), X3 ∼ β(φ, ψ), X4 ∼ β(λ − φ, ρ − ψ), X5 ∼ β(λ −

φ, δ), X6 ∼ β(φ, ρ− δ), X7 ∼ β(λ− σ, ψ) et X8 ∼ β(σ, ρ− ψ).

Si (λ− σ − φ)(ρ− δ − ψ) ⩽ 0, alors on a

Eα(X
r
1)Eα(X

r
2)β(σ, δ)β(λ− σ, ρ− δ)

+Eα(X
r
3)Eα(X

r
4)β(φ, ψ)β(λ− φ, ρ− ψ)

≥ Eα(X
r
5)Eα(X

r
6)β(λ− φ, δ)β(φ, ρ− δ)

+Eα(X
r
7)Eα(X

r
8)β(λ− σ, ψ)β(σ, ρ− ψ).

(III.8)

Où λ− σ − φ, ρ− δ − ψ, σ, δ, φ, ψ > 0, α ≥ 1 et r ∈ N∗.

Preuve: III.2.2

On considère les fonctions suivantes :

p(x) = xr+σ−1(1− x)δ−1, q(x) = xr+φ−1(1− x)ψ−1,

f(x) = xλ−σ−φ et g(x) = (1− x)ρ−δ−ψ, ou x ∈ [0, 1].
(III.9)
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En remplaçant ces applications dans l’inégalité (I.7), on trouve

∫ 1

0

xr+φ−1(1− x)ψ−1xλ−σ−φ(1− x)ρ−δ−ψdx

∫ 1

0

xr+σ−1(1− x)δ−1dx

+

∫ 1

0

xλ−σ−φ(1− x)ρ−δ−ψxr+σ−1(1− x)δ−1dx

∫ 1

0

xr+φ−1(1− x)ψ−1dx

⩾
∫ 1

0

xr+σ−1(1− x)δ−1(1− x)ρ−δ−ψdx

∫ 1

0

xr+φ−1(1− x)ψ−1xλ−σ−φdx

+

∫ 1

0

xr+σ−1(1− x)δ−1xλ−σ−φdx

∫ 1

0

(1− x)ρ−δ−ψxr+φ−1(1− x)ψ−1dx.

Implique ∫ 1

0

xr−σ+λ−1(1− x)ρ−δ−1dx

∫ 1

0

xr+σ−1(1− x)δ−1dx

+

∫ 1

0

xr+λ−φ−1(1− x)ρ−ψ−1dx

∫ 1

0

xr+φ−1(1− x)ψ−1dx

⩾
∫ 1

0

xr+σ−1(1− x)ρ−ψ−1dx

∫ 1

0

xr+λ−σ−1(1− x)ψ−1dx

+

∫ 1

0

xr+λ−φ−1(1− x)δ−1dx

∫ 1

0

xr+φ−1(1− x)ρ−δ−1dx.

C-à-d

β(λ− σ, ρ− δ)Eα(X
r
2)β(σ, δ)Eα(X

r
1)

+β(λ− φ, ρ− ψ)Eα(X
r
4)β(φ, ψ)Eα(X

r
3)

⩾ β(σ, ρ− ψ)Eα(X
r
8)β(λ− σ, ψ)Eα(X

r
7)

+β(λ− φ, δ)Eα(X
r
5)β(φ, ρ− δ)Eα(X

r
6).

En relation avec le théorème prouvé ci-dessus, nous donnons les cas suivants.

Corollaire: III.2.3

Si on prend σ = φ > 0 et δ = ψ > 0 dans (III.8), alors on obtient :

Eα(X
r
1)Eα(X

r
2) + Eα(X

r
3)Eα(X

r
4)

Eα(Xr
5)Eα(X

r
6) + Eα(Xr

7)Eα(X
r
8)

≥ β(λ− σ, δ)β(σ, ρ− δ)

β(σ, δ)β(λ− σ, ρ− δ)
. (III.10)

où α ≥ 1 et r ∈ N∗.

Preuve: III.2.3

On pose σ = φ > 0 et δ = ψ > 0 dans (III.8), alors ce qui donne :
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β(λ− σ, ρ− δ)Eα(X
r
2)β(σ, δ)Eα(X

r
1)

+ β(λ− σ, ρ− δ)Eα(X
r
4)β(σ, δ)Eα(X

r
3)

⩾ β(σ, ρ− δ)Eα(X
r
8)β(λ− σ, δ)Eα(X

r
7)

+ β(λ− σ, δ)Eα(X
r
5)β(σ, ρ− δ)Eα(X

r
6).

Implique

(Eα(X
r
1)Eα(X

r
2) + Eα(X

r
3)Eα(X

r
4)) β(σ, δ)β(λ− σ, ρ− δ)

⩾ (Eα(X
r
5)Eα(X

r
6) + Eα(X

r
7)Eα(X

r
8)) β(λ− σ, δ)β(σ, ρ− δ).

On obtient
Eα(X

r
1)Eα(X

r
2) + Eα(X

r
3)Eα(X

r
4)

Eα(Xr
5)Eα(X

r
6) + Eα(Xr

7)Eα(X
r
8)

≥ β(λ− σ, δ)β(σ, ρ− δ)

β(σ, δ)β(λ− σ, ρ− δ)
.

Corollaire: III.2.4

En prenant λ = ρ > 0 et σ = δ = φ = ψ > 0 dans le théorème ci-dessus,on trouve

Eα(X
r
1)Eα(X

r
2) + Eα(X

r
3)Eα(X

r
4)

Eα(Xr
5)Eα(X

r
6) + Eα(Xr

7)Eα(X
r
8)

≤ β2(σ, λ− σ)

β(σ, σ)β(λ− σ, λ− σ)
, (III.11)

où α ≥ 1 et r ∈ N∗.

Preuve: III.2.4

On pose λ = ρ > 0 et σ = δ = φ = ψ > 0 dans (III.8), alors ce qui donne :

β(λ− σ, λ− σ)Eα(X
r
2)β(σ, σ)Eα(X

r
1)

+β(λ− σ, λ− σ)Eα(X
r
4)β(σ, σ)Eα(X

r
3)

⩾ β(σ, λ− σ)Eα(X
r
8)β(λ− σ, σ)Eα(X

r
7)

+β(λ− σ, σ)Eα(X
r
5)β(σ, λ− σ)Eα(X

r
6),

implique

(Eα(X
r
1)Eα(X

r
2) + Eα(X

r
3)Eα(X

r
4)) β(λ− σ, λ− σ)β(σ, σ)

⩾ (Eα(X
r
5)Eα(X

r
6) + Eα(X

r
7)Eα(X

r
8)) β(λ− σ, σ)β(σ, λ− σ).

On obtient
Eα(X

r
1)Eα(X

r
2) + Eα(X

r
3)Eα(X

r
4)

Eα(Xr
5)Eα(X

r
6) + Eα(Xr

7)Eα(X
r
8)

≥ β2(σ, λ− σ)

β(σ, σ)β(λ− σ, λ− σ)
.

Corollaire: III.2.5

Si on prend σ = δ = φ = ψ > 0 dans (III.8), alors on a

Eα(X
r
1)Eα(X

r
2) + Eα(X

r
3)Eα(X

r
4)

Eα(Xr
5)Eα(X

r
6) + Eα(Xr

7)Eα(X
r
8)

≥ β(λ− σ, σ)β(σ, ρ− σ)

β(σ, σ)β(λ− σ, ρ− σ)
, (III.12)
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où α ≥ 1 et r ∈ N∗.

Corollaire: III.2.6

En prenant λ = ρ > 0 et σ = δ = φ = ψ > 0 dans (III.8), on obtient :

Eα(X
r
1)Eα(X

r
2) + Eα(X

r
3)Eα(X

r
4)

Eα(Xr
5)Eα(X

r
6) + Eα(Xr

7)Eα(X
r
8)

≥ β(λ− σ, σ)β(σ, λ− σ)

β(σ, σ)β(λ− σ, λ− σ)
, (III.13)

où α ≥ 1 et r ∈ N∗.

Dans un cas plus général de deux paramètres, nous prouvons le théorème suivant.

Théorème: III.2.3

Soient Xi, i = 1, 2, ..., 8, des variables aléatoires continues, telles que

X1 ∼ β(σ, δ), X2 ∼ β(λ − σ, ρ − δ), X3 ∼ β(φ, ψ), X4 ∼ β(λ − φ, ρ − ψ), X5 ∼ β(λ −

φ, δ), X6 ∼ β(φ, ρ− δ), X7 ∼ β(λ− σ, ψ) et X8 ∼ β(σ, ρ− ψ).

Si (λ− σ − φ)(ρ− δ − ψ) ⩽ 0, alors

Eα(X
r
1)Eβ(X

r
2)β(σ, δ)β(λ− σ, ρ− δ)

+Eβ(X
r
1)Eα(X

r
2)β(σ, δ)β(λ− σ, ρ− δ)

+Eα(X
r
3)Eβ(X

r
4)β(φ, ψ)β(λ− φ, ρ− ψ)

+Eβ(X
r
3)Eα(X

r
4)β(φ, ψ)β(λ− φ, ρ− ψ)

≥ Eα(X
r
5)Eβ(X

r
6)β(λ− φ, δ)β(φ, ρ− δ)

+Eβ(X
r
5)Eα(X

r
6)β(λ− φ, δ)β(φ, ρ− δ)

+Eα(X
r
7)Eβ(X

r
8)β(λ− σ, ψ)β(σ, ρ− ψ)

+Eβ(X
r
7)Eα(X

r
8)β(λ− σ, ψ)β(σ, ρ− ψ),

(III.14)

où λ, ρ, σ, δ, φ, ψ > 1, α ≥ 1, β ≥ 1, λ > max{σ, φ}, ρ > max{δ, ψ} et r ∈ N∗.

Preuve : III.2.3

On remplace les fonctions de (III.9) dans ((I.7)+(I.8)), pour t=1.
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On obtient ∫ 1

0

xr+φ−1(1− x)ψ−1xλ−σ−φ(1− x)ρ−δ−ψdx

∫ 1

0

yr+σ−1(1− y)δ−1dy

+

∫ 1

0

yr+φ−1(1− y)ψ−1yλ−σ−φ(1− y)ρ−δ−ψdy

∫ 1

0

xr+σ−1(1− x)δ−1dx

+

∫ 1

0

xλ−σ−φ(1− x)ρ−δ−ψxr+σ−1(1− x)δ−1dx

∫ 1

0

yr+φ−1(1− y)ψ−1dy

+

∫ 1

0

yλ−σ−φ(1− y)ρ−δ−ψyr+σ−1(1− y)δ−1dy

∫ 1

0

xr+φ−1(1− x)ψ−1dx

⩾
∫ 1

0

xr+σ−1(1− x)δ−1(1− x)ρ−δ−ψdx

∫ 1

0

yr+φ−1(1− y)ψ−1yλ−σ−φdy

+

∫ 1

0

yr+σ−1(1− y)δ−1(1− y)ρ−δ−ψdy

∫ 1

0

xr+φ−1(1− x)ψ−1xλ−σ−φdx

+

∫ 1

0

xr+σ−1(1− x)δ−1xλ−σ−φdx

∫ 1

0

(1− y)ρ−δ−ψyr+φ−1(1− y)ψ−1dy

+

∫ 1

0

yr+σ−1(1− y)δ−1yλ−σ−φdy

∫ 1

0

(1− x)ρ−δ−ψxr+φ−1(1− x)ψ−1dx.

Implique ∫ 1

0

xr−σ+λ−1(1− x)ρ−δ−1dx

∫ 1

0

yr+σ−1(1− y)δ−1dy

+

∫ 1

0

yr−σ+λ−1(1− y)ρ−δ−1dy

∫ 1

0

xr+σ−1(1− x)δ−1dx

+

∫ 1

0

xr+λ−φ−1(1− x)ρ−ψ−1dx

∫ 1

0

yr+φ−1(1− y)ψ−1dy

+

∫ 1

0

yr+λ−φ−1(1− y)ρ−ψ−1dy

∫ 1

0

xr+φ−1(1− x)ψ−1dx

⩾
∫ 1

0

xr+σ−1(1− x)ρ−ψ−1dx

∫ 1

0

yr+λ−σ−1(1− y)ψ−1dy

+

∫ 1

0

yr+σ−1(1− y)ρ−ψ−1dy

∫ 1

0

xr+λ−σ−1(1− x)ψ−1dx

+

∫ 1

0

xr+λ−φ−1(1− x)δ−1dx

∫ 1

0

yr+φ−1(1− y)ρ−δ−1dy

+

∫ 1

0

yr+λ−φ−1(1− y)δ−1dy

∫ 1

0

xr+φ−1(1− x)ρ−δ−1dx.
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On a les résultats souhaités.

Eα(X
r
1)Eβ(X

r
2)β(σ, δ)β(λ− σ, ρ− δ)

+Eβ(X
r
1)Eα(X

r
2)β(σ, δ)β(λ− σ, ρ− δ)

+Eα(X
r
3)Eβ(X

r
4)β(φ, ψ)β(λ− φ, ρ− ψ)

+Eβ(X
r
3)Eα(X

r
4)β(φ, ψ)β(λ− φ, ρ− ψ)

≥ Eα(X
r
5)Eβ(X

r
6)β(λ− φ, δ)β(φ, ρ− δ)

+Eβ(X
r
5)Eα(X

r
6)β(λ− φ, δ)β(φ, ρ− δ)

+Eα(X
r
7)Eβ(X

r
8)β(λ− σ, ψ)β(σ, ρ− ψ)

+Eβ(X
r
7)Eα(X

r
8)β(λ− σ, ψ)β(σ, ρ− ψ),

Corollaire: III.2.7

En prenant α = β dans le théorème (III.2.3), on obtient le théorème (III.2.2).

III.2.2 Estimation des moyennes harmoniques fractionnaires

On prouve le résultat :

Théorème: III.2.4

Soient Xi, i = 1, 2, ..., 8, des variables aléatoires continues, telles que

X1, X3 ∼ B(σ, δ), X2, X4 ∼ B(λ−σ, ρ−δ), X5, X7 ∼ B(λ−σ, δ) et X6, X8 ∼ B(δ, ρ−δ).

Notons les moyennes harmoniques fractionnaires de Xi, par :
1

Eα(1/Xi)
, i = 1, 2, ..., 8. Si (λ− σ − δ)(ρ− σ − δ) ≤ 0, alors

Eα

(
1
Xr

2

)
Eα

(
1
Xr

1

)
+ Eα

(
1
Xr

4

)
Eα

(
1
Xr

3

)
Eα

(
1
Xr

6

)
Eα

(
1
Xr

5

)
+ Eα

(
1
Xr

7

)
Eα

(
1
Xr

8

) ≥ Γ(σ + δ)Γ(λ+ ρ− σ − δ)

Γ(λ+ δ − σ)Γ(ρ+ σ − δ)
. (III.15)

Où λ, ρ, σ, δ, φ, ψ > 0, α ≥ 1, λ > max {σ, φ} , ρ > max{δ, ψ} et r ∈ N∗.

Preuve : III.2.4

On considère les fonctions f, g, p, q : [0, 1] → [0,∞) définies par :

p(x) = q(x) = xσ−r−1(1− x)δ−1

f(x) = xλ−2σ et g(x) = (1− x)ρ−2δ, x ∈ [0, 1],
(III.16)

33



Chapitre III Moments fractionnaires

En remplaçant ces applications dans l’inégalité (I.7), on trouve

∫ 1

0

xσ−r−1(1− x)δ−1xλ−2σ(1− x)ρ−2δdx

∫ 1

0

xσ−r−1(1− x)δ−1dx

+

∫ 1

0

xλ−2σ(1− x)ρ−2δxσ−r−1(1− x)δ−1dx

∫ 1

0

xσ−r−1(1− x)δ−1dx

≥
∫ 1

0

xσ−r−1(1− x)δ−1(1− x)ρ−2δdx

∫ 1

0

xσ−r−1(1− x)δ−1xλ−2σdx

+

∫ 1

0

xσ−r−1(1− x)δ−1xλ−2σdx

∫ 1

0

(1− x)ρ−2δxσ−r−1(1− x)δ−1dx,

implique ∫ 1

0

xλ−σ−r−1(1− x)ρ−δ−1dx

∫ 1

0

xσ−r−1(1− x)δ−1dx

+

∫ 1

0

xλ−σ−r−1(1− x)ρ−δ−1dx

∫ 1

0

xσ−r−1(1− x)δ−1dx

≥
∫ 1

0

xσ−r−1(1− x)ρ−δ−1dx

∫ 1

0

xλ−σ−r−1(1− x)δ−1dx

+

∫ 1

0

xλ−σ−r−1(1− x)δ−1dx

∫ 1

0

xσ−r−1(1− x)ρ−δ−1dx,

ce qui donne

β(λ− σ, ρ− δ)Eα

(
1

Xr
2

)
β(σ, δ)Eα

(
1

Xr
1

)
+β(λ− σ, ρ− δ)Eα

(
1

Xr
4

)
β(σ, δ)Eα

(
1

Xr
3

)
≥ β(σ, ρ− δ)Eα

(
1

Xr
6

)
β(λ− σ, δ)Eα

(
1

Xr
5

)
+β(λ− σ, δ)Eα

(
1

Xr
7

)
β(σ, ρ− δ)Eα

(
1

Xr
8

)
,

donc
Eα

(
1
Xr

2

)
Eα

(
1
Xr

1

)
+ Eα

(
1
Xr

4

)
Eα

(
1
Xr

3

)
Eα

(
1
Xr

6

)
Eα

(
1
Xr

5

)
+ Eα

(
1
Xr

7

)
Eα

(
1
Xr

8

) ≥ β(σ, ρ− δ)β(λ− σ, δ)

β(λ− σ, ρ− δ)β(σ, δ)
,

d’après la relation entre les fonctions Gamma et Bêta (I.3), on obtient

Eα

(
1
Xr

2

)
Eα

(
1
Xr

1

)
+ Eα

(
1
Xr

4

)
Eα

(
1
Xr

3

)
Eα

(
1
Xr

6

)
Eα

(
1
Xr

5

)
+ Eα

(
1
Xr

7

)
Eα

(
1
Xr

8

) ≥

Γ(σ)Γ(ρ− δ)

Γ(σ + ρ− δ)

Γ(λ− σ)Γ(δ)

Γ(λ− σ + δ)

Γ(λ− σ)Γ(ρ− δ)

Γ(λ− σ + ρ− δ)

Γ(σ)Γ(δ)

Γ(σ + δ)

,

≥ Γ(σ + δ)Γ(λ+ ρ− σ − δ)

Γ(λ+ δ − σ)Γ(ρ+ σ − δ)
.

D’où le résultat.

Corollaire: III.2.8
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Si on prend or σ = δ > 0, dans le théorème (III.2.4), alors on a :

Eα

(
1
Xr

2

)
Eα

(
1
Xr

1

)
+ Eα

(
1
Xr

4

)
Eα

(
1
Xr

3

)
Eα

(
1
Xr

6

)
Eα

(
1
Xr

5

)
+ Eα

(
1
Xr

7

)
Eα

(
1
Xr

8

) ≥ Γ(2σ)Γ(λ+ ρ− 2σ)

Γ(λ)Γ(ρ)
. (III.17)

Corollaire: III.2.9

En prenant λ = ρ > et σ = δ > 0 dans le théorème (III.2.4), on obtient l’inégalité suivante

Eα

(
1
Xr

2

)
Eα

(
1
Xr

1

)
+ Eα

(
1
Xr

4

)
Eα

(
1
Xr

3

)
Eα

(
1
Xr

6

)
Eα

(
1
Xr

5

)
+ Eα

(
1
Xr

7

)
Eα

(
1
Xr

8

) ≥ Γ(2σ)Γ(2λ− 2σ)

Γ2(λ)
, (III.18)

où α ≥ 1 et r ∈ N∗.

En utilisant deux paramètres fractionnaires, nous présentons à nos lecteurs le résultat fractionnaire

suivant.

Théorème: III.2.5

Soient Xi, i = 1, 2, ..., 8, des variables aléatoires continues, telles que

X1, X3 ∼ B(σ, δ), X2, X4 ∼ B(λ−σ, ρ−δ), X5, X7 ∼ B(λ−σ, δ) et X6, X8 ∼ B(δ, ρ−δ).

Si (λ− σ − δ)(ρ− σ − δ) ≤ 0, alors

Eα(
1

Xr
1

)Eβ(
1

Xr
2

) + Eβ(
1

Xr
1

)Eα(
1

Xr
2

) + Eα(
1

Xr
3

)Eβ(
1

Xr
4

) + Eβ(
1

Xr
3

)Eα(
1

Xr
4

)

Eα(
1

Xr
5

)Eβ(
1

Xr
6

) + Eβ(
1

Xr
5

)Eα(
1

Xr
6

) + Eα(
1

Xr
7

)Eβ(
1

Xr
8

) + Eβ(
1

Xr
7

)Eα(
1

Xr
8

)

⩾
Γ(σ + δ)Γ(λ+ ρ− σ − δ)

Γ(λ+ δ − σ)Γ(ρ+ σ − δ)
,

(III.19)

où λ, ρ, σ, δ > 0, α ≥ 1, β ≥ 1, λ > σ, ρ > δ et r ∈ N∗.

Preuve : III.2.5

Il suffit de remplacer les fonction (III.16)du ((I.7)+(I.8)) pour t = 1.
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On obtient ∫ 1

0

xσ−r−1(1− x)δ−1xλ−2σ(1− x)ρ−2δdx

∫ 1

0

yσ−r−1(1− y)δ−1dy

+

∫ 1

0

yσ−r−1(1− y)δ−1yλ−2σ(1− y)ρ−2δdy

∫ 1

0

xσ−r−1(1− x)δ−1dx

+

∫ 1

0

xλ−2σ(1− x)ρ−2δxσ−r−1(1− x)δ−1dx

∫ 1

0

yσ−r−1(1− y)δ−1dy

+

∫ 1

0

yλ−2σ(1− y)ρ−2δyσ−r−1(1− y)δ−1dy

∫ 1

0

xσ−r−1(1− x)δ−1dx

⩾
∫ 1

0

xσ−r−1(1− x)δ−1(1− x)ρ−2δdx

∫ 1

0

yσ−r−1(1− y)δ−1yλ−2σdy

+

∫ 1

0

yσ−r−1(1− y)δ−1(1− y)ρ−2δdy

∫ 1

0

xσ−r−1(1− x)δ−1xλ−2σdx

+

∫ 1

0

xσ−r−1(1− x)δ−1xλ−2σdx

∫ 1

0

(1− y)ρ−2δyσ−r−1(1− y)δ−1dy

+

∫ 1

0

yσ−r−1(1− y)δ−1yλ−2σdy

∫ 1

0

(1− x)ρ−2δxσ−r−1(1− x)δ−1dx,

implique ∫ 1

0

xλ−σ−r−1(1− x)ρ−δ−1dx

∫ 1

0

yσ−r−1(1− y)δ−1dy

+

∫ 1

0

yλ−σ−r−1(1− y)ρ−δ−1dy

∫ 1

0

xσ−r−1(1− x)δ−1dx

+

∫ 1

0

xλ−σ−r−1(1− x)ρ−δ−1dx

∫ 1

0

yσ−r−1(1− y)δ−1dy

+

∫ 1

0

yλ−σ−r−1(1− y)ρ−δ−1dy

∫ 1

0

xσ−r−1(1− x)δ−1dx

⩾
∫ 1

0

xσ−r−1(1− x)ρ−δ−1dx

∫ 1

0

yλ−σ−r−1(1− y)δ−1dy

+

∫ 1

0

yσ−r−1(1− y)ρ−δ−1dy

∫ 1

0

xλ−σ−r−1(1− x)δ−1dx

+

∫ 1

0

xλ−σ−r−1(1− x)δ−1dx

∫ 1

0

yσ−r−1(1− y)ρ−δ−1dy

+

∫ 1

0

yλ−σ−r−1(1− y)δ−1dy

∫ 1

0

xσ−r−1(1− x)ρ−δ−1dx,
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ce qui donne

β(λ− σ, ρ− δ)Eβ

(
1

Xr
2

)
β(σ, δ)Eα

(
1

Xr
1

)
+β(λ− σ, ρ− δ)Eα

(
1

Xr
2

)
β(σ, δ)Eβ

(
1

Xr
1

)
+β(λ− σ, ρ− δ)Eβ

(
1

Xr
4

)
β(σ, δ)Eα

(
1

Xr
3

)
+β(λ− σ, ρ− δ)Eα

(
1

Xr
4

)
β(σ, δ)Eβ

(
1

Xr
3

)
⩾ β(σ, ρ− δ)Eβ

(
1

Xr
6

)
β(λ− σ, δ)Eα

(
1

Xr
5

)
+β(σ, ρ− δ)Eα

(
1

Xr
6

)
β(λ− σ, δ)Eβ

(
1

Xr
5

)
+β(λ− σ, δ)Eβ

(
1

Xr
7

)
β(σ, ρ− δ)Eα

(
1

Xr
8

)
+β(λ− σ, δ)Eα

(
1

Xr
7

)
β(σ, ρ− δ)Eβ

(
1

Xr
8

)
,

donc

Eα(
1

Xr
1

)Eβ(
1

Xr
2

) + Eβ(
1

Xr
1

)Eα(
1

Xr
2

) + Eα(
1

Xr
3

)Eβ(
1

Xr
4

) + Eβ(
1

Xr
3

)Eα(
1

Xr
4

)

Eα(
1

Xr
5

)Eβ(
1

Xr
6

) + Eβ(
1

Xr
5

)Eα(
1

Xr
6

) + Eα(
1

Xr
7

)Eβ(
1

Xr
8

) + Eβ(
1

Xr
7

)Eα(
1

Xr
8

)

⩾
β(σ, ρ− δ)β(λ− σ, δ)

β(λ− σ, ρ− δ)β(σ, δ)
,

d’après la relation entre les fonctions Gamma et Bêta (I.3), on obtient

Eα(
1

Xr
1

)Eβ(
1

Xr
2

) + Eβ(
1

Xr
1

)Eα(
1

Xr
2

) + Eα(
1

Xr
3

)Eβ(
1

Xr
4

) + Eβ(
1

Xr
3

)Eα(
1

Xr
4

)

Eα(
1

Xr
5

)Eβ(
1

Xr
6

) + Eβ(
1

Xr
5

)Eα(
1

Xr
6

) + Eα(
1

Xr
7

)Eβ(
1

Xr
8

) + Eβ(
1

Xr
7

)Eα(
1

Xr
8

)

⩾
Γ(σ + δ)Γ(λ+ ρ− σ − δ)

Γ(λ+ δ − σ)Γ(ρ+ σ − δ)
,

D’où le résultat.

Corollaire: III.2.10

Si α = β, alors le théorème (III.2.5) devient le théorème (III.2.4).
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III.3 Quelques estimations fractionnaires sur des variables

aléatoires continues

III.3.3 La distribution Bêta

Nous commençons par prouver la propriété suivante qui généralise une propriété importante de

la variance classique :

Théorème: III.3.1

Soit X une variable aléatoire continue ayant a f.d.p.f : [a, b] −→ R+, et soit w : [a, b] −→ R+

une fonction continue positive. Si α > 0, α = n+ δ, δ ∈ (0, 1), alors on a :

Jαa [wf(t)] =
Γ(δ)

Γ(α)

(
tnJδa [wf(t)] +

n∑
i=1

[
(−1)iCi

nt
n−iMXi,δ,w(t)

])
, (III.20)

où n = [α− 1] et a < t ⩽ b.

Preuve: III.3.1

Pour tout α > 0, α = n+ δ, δ ∈ (0, 1), on a

Jαa [wf(t)] =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)n+δ−1w(τ)f(τ)dτ

=
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)n(t− τ)δ−1w(τ)f(τ)dτ

=
1

Γ(α)

∫ t

a

n∑
i=0

(−τ)iCi
nt
n−i(t− τ)δ−1w(τ)f(τ)dτ

=
1

Γ(α)

∫ t

a

n∑
i=0

(−1)iτ iCi
nt
n−i(t− τ)δ−1w(τ)f(τ)dτ

=
1

Γ(α)

n∑
i=0

[
(−1)iCi

nt
n−i
∫ t

a

(t− τ)δ−1τ iw(τ)f(τ)dτ

]
=

1

Γ(α)
(tn
∫ t

a

(t− τ)δ−1w(τ)f(τ)dτ

+
n∑
i=1

[(−1)iCi
nt
n−i
∫ t

a

(t− τ)δ−1τ iw(τ)f(τ)dτ ]).

On obtient

Jαa [wf(t)] =
Γ(δ)

Γ(α)

(
tnJδa [wf(t)] +

n∑
i=1

[
(−1)iCi

nt
n−iMXi,δ,w(t)

])
.
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le théorème (III.3.1) est ainsi prouvé

Théorème: III.3.2

Soit X une variable aléatoire continue ayant a f.d.p.f : [a, b] −→ R+, et soit w : [a, b] −→ R+

une fonction continue positive. Si α > 0, α = n+ δ, δ ∈ (0, 1), alors on a :

σ2
X,α,w(t) = EX2,α,w(t)− 2E(X)EX,α,w(t)

+ E2(X)
Γ(δ)

Γ(α)

(
tnJδa [wf(t)] +

n∑
i=1

[
(−1)iCi

nt
n−iMXi,δ,w(t)

])
,

(III.21)

où n = [α− 1] et a < t ⩽ b.

Preuve: III.3.2

Pour tout α > 0 on peut écrire :

σ2
X,α,w(t) : =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1(τ − E(X))2w(τ)f(τ)dτ

=
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)n+δ−1(τ − E(X))2w(τ)f(τ)dτ,

donc,

σ2
X,α,w(t) = EX2,α,w(t)− 2E(X)EX,α,w(t) + E2(X)Jαwf(t). (III.22)

D’autre part, d’après (III.20) on a

Jα[wf(t] =
Γ(α− n)

Γ(α)

(
tnJδa [wf(t)] +

n∑
i=1

[
(−1)iCi

nt
n−iMXi,δ,w(t)

])
. (III.23)

où α = n+ δ, n = [α− 1], δ ∈ (0, 1).

Alors, en remplaçant (III.23) dans (III.22), on obtient (III.21).

Remarque: III.3.1

1- En prenant w(t) = 1 sur [a, b] dans le théorème ci-dessus, on obtient le théorème 3.3 de [13].

2- Soit α = 1 et w(t) = 1, t ∈ [a, b], on obtient σ2
X,1,1 = E(X2)E2(X).

Un autre résultat est le suivant :
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Théorème: III.3.3

Soit X une variable aléatoire continue avec a f.d.p.f : [a, b] −→ R+, et soit w : [a, b] −→ R+

une fonction continue positive. Si α > 0, α = n+ δ, δ ∈ (0, 1), les estimations suivantes sont

valables.

σ2
X,α,w(t)

Γ(δ)

Γ(α)

(
tnJδa [wf(t)] +

n∑
i=1

[
(−1)iCi

nt
n−iMXi,δ,w(t)

])
−
(
EX−E(X),α,w(t)

)2
⩽ ∥f∥2∞Jαa w(t)

[
Jαa (t

2w(t))− (Jαa (tw(t)))
2
]
, f ∈ L∞[a, b],

(III.24)

et

σ2
X,α,w(t)

Γ(δ)

Γ(α)

(
tnJδa [wf(t)] +

n∑
i=1

[
(−1)iCi

nt
n−iMXi,δ,w(t)

])
−
(
EX−E(X),α,w(t)

)2
⩽

(t− a)2Γ2(δ)

2Γ2(α)

(
tnJδa [wf(t)] +

n∑
i=1

[
(−1)iCi

nt
n−iMXi,δ,w(t)

])2

.

(III.25)

où n = [α− 1] et a < t ⩽ b.

Preuve: III.3.3

Pour prouver le théorème ci-dessus, nous utilisons le théorème 3.1 de [11]. Nous constatons que :

1

2Γ2(α)

∫ t

a

∫ t

a

(t− x)α−1(t− y)α−1(x− y)2p(x)p(y)dxdy

= Jαa [p(t)]J
α
a [p(t)(t− E(X))2]− (Jαa [p(t)(t− E(X))])2

(III.26)

Alors, en prenant p(t) = w(t)f(t), t ∈ [a, b] dans (III.26), on obtient que

1

2Γ2(α)

∫ t

a

∫ t

a

(t− x)α−1(t− y)α−1(x− y)2w(x)f(x)w(y)f(y)dxdy

= Jαa [wf(t)]σ
2
X,α,w(t)−

(
EX−E(X),α,w(t)

)2
.

(III.27)

Par l’hypothèse f ∈ L∞([a, b]), on obtient

1

2Γ2(α)

∫ t

a

∫ t

a

(t− x)α−1(t− y)α−1(x− y)2w(x)w(y)f(x)f(y)dxdy

⩽ ∥f∥2∞Jαa w(t)
[
Jαa [t

2w(t)]−
(
Jαa [tw(t)]

2
)]
.

(III.28)

Grâce à (III.27), (III.28), (III.23) et en appliquant le théorème (III.3.1), on obtient (III.24).
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D’autre part,

1

2Γ2(α)

∫ t

a

∫ t

a

(t− x)α−1(t− y)α−1w(x)w(y)(x− y)2f(x)f(y)dxdy

⩽ sup
x,y∈[,t]

|(x− y)|2 1

2Γ2(α)

∫ t

a

∫ t

a

(t− x)α−1(t− y)α−1w(x)w(y)(x− y)2f(x)f(y)dxdy

⩽ (t− a)2 (Jαa [wf(t)])
2 .

(III.29)

Donc, par (III.27) ,(III.29) et (III.23), on obtient (III.25).

Remarque: III.3.2

1) Si on prend w(t) = 1 sur [a, b] dans le théorème III.3.3, on obtient la première partie du théorème

3.5 de [13],

2) en prenant α = 1, w(t) = 1 sur[a, b], on obtient la première partie du théorème 1 dans [8].

Dans ce qui suit, on démontre un théorème plus général.
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Théorème: III.3.4

Supposons que X est une variable aléatoire continue avec a f.d.p.f : [a, b] −→ R+, et soit

w : [a, b] −→ R+ une fonction continue. Alors,

(I) : Pour tout α > 0, β > 0, α = n+δ1, β = m+δ2, δ1, δ2 ∈ (0, 1), n = [α−1], m = [β−1],

on a :

σ2
X,β,w(t)

Γ(δ1)

Γ(α)

(
tnJδ1a [wf(t)] +

n∑
i=1

[
(−1)iCi

nt
n−iMXi,δ1,w(t)

])
−
(
EX−E(X),α,w(t)

)2
+ σ2

X,α,w(t)
Γ(δ1)

Γ(β)

(
tnJδ2a [wf(t)] +

n∑
i=1

[
(−1)iCi

nt
n−iMXi,δ2,w(t)

])
−
(
EX−E(X),α,w(t)

)2
− 2EX−E(X),α,w(t)EX−E(X),β,w(t)

⩽ ∥f∥2∞
(
Jαa w(t)J

β
a (t

2w(t))
)
+ Jβaw(t)J

α
a (t

2w(t))− 2Jαa (tw(t))J
β
a (tw(t)).

(III.30)

à condition que f ∈ L∞([a, b], R+).

(II) Aussi, l’estimation suivante

σ2
X,β,w(t)

Γ(δ1)

Γ(α)

(
tnJδ1a [wf(t)] +

n∑
i=1

[
(−1)iCi

nt
n−iMXi,δ1,w(t)

])
−
(
EX−E(X),α,w(t)

)2
+ σ2

X,α,w(t)
Γ(δ2)

Γ(β)

(
tnJδ2a [wf(t)] +

n∑
i=1

[
(−1)iCi

nt
n−iMXi,δ2,w(t)

])
−
(
EX−E(X),α,w(t)

)2
− 2EX−E(X),α,w(t)EX−E(X),β,w(t)

⩽ (t− a)2Jαa [wf(t)]J
β
a [wf(t)].

(III.31)

est également valable pour tout α > 0, β > 0, α = n+ δ1, β = m+ δ2, δ1, δ2 ∈ (0, 1)

et n = [α− 1], m = [β − 1].

Preuve: III.3.4

On a (voir [11]) :

1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

∫ t

a

(t− x)α−1(t− y)β−1(x− y)2p(x)p(y)dxdy

= Jαa [wf(t)]J
β
a [wf(t)(t− E(X))2] + Jβa [wf(t)]J

α
a [wf(t)(t− E(X))2]

− 2Jαa [wf(t)(t− E(X))]Jβa [wf(t)(t− E(X))].

(III.32)
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Dans (III.32), si on prend p = wf , on obtient

1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

∫ t

a

(t− x)α−1(t− y)β−1(x− y)2w(x)w(y)f(x)f(y)dxdy

= Jαa [wf(t)]σ
2
X,β,w(t) + Jβa [wf(t)]σ

2
X,α,w(t)− 2EX−E(X),α,w(t)EX−E(X),β,w(t).

(III.33)

Par contre, il est clair que

1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

∫ t

a

(t− x)α−1(t− y)β−1(x− y)2w(x)w(y)f(x)f(y)dxdy

⩽ ∥f∥2∞
[
Jαa [w(t)]J

β
a [t

2w(t)] + Jβa [w(t)]J
α
a [t

2w(t)]− 2Jαa [tw(t)]J
β
a [tw(t)]

]
.

(III.34)

Par conséquent, par (III.33), (III.34) et (III.21), on obtient (III.30).

Pour la deuxième inégalité du théorème (III.3.3), on observe que

1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

∫ t

a

(t− x)α−1(t− y)β−1(x− y)2w(x)w(y)f(x)f(y)dxdy

⩽ sup
x,y∈[a,t]

|(x− y)|2 1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

∫ t

a

(t− x)α−1(t− y)β−1(x− y)2w(x)w(y)f(x)f(y)dxdy

⩽ (t− a)2Jαa [wf(t)]J
β
a [wf(t)].

(III.35)

Donc, en appliquant le théorème (III.3.1) et grâce à (III.33) et (III.35), on obtient (III.31).

Aussi, nous présentons au lecteur l’estimation suivante.

Théorème: III.3.5

Soient f les f.d.p de X sur [a, b] et w : [a, b]−→ R+. Si α > 0, α = n+ δ, δ ∈ (0, 1)

et n = [α− 1], l’inégalité fractionnaire suivante est vraie :

σ2
X,α,w(t)J

α
a [wf(t)]− (EX−E(x),α,w(t))

2

⩽
(t− a)2Γ2(δ)

4Γ2(α)

(
tnJδa [wf(t)] +

n∑
i=1

[
(−1)iCi

nt
n−iMXi,δ,w(t)

])2

.
(III.36)

Preuve: III.3.5

Dans [11], il a été prouvé que

0 ⩽ Jαa [p(t)]J
α
a [p(t)(t− E(x))2]− (Jαa [p(t)(t− E(x))])2

⩽
1

4
(t− a)2(Jαa [p(t)])

2.
(III.37)
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Donc, en prenant p(t) = wf(t) dans (III.37), on observe que

Jαa [wf(t)]σ
2
X,α,w(t)− (EX−E(X),α,w(t))

2 ⩽
1

4
(t− a)2(Jαa [wf(t)])

2. (III.38)

Grâce au théorème (III.3.1) et par la relation (III.23), on obtient (III.36).

On prouve aussi :

Théorème: III.3.6

Soit X une variable aléatoire continue ayant a f.d.p. f : [a, b]−→ R+, w : [a, b] −→ R+.

Alors, pour tout α > 0, les deux inégalités suivantes sont vérifiées :

Jαa [wf(t)]EXr−1(X−E(X)),α,w(t)− (EX−E(X),α,w(t))MXr−1,α,w(t)

≤ ∥f∥2∞[Jαa [w(t)]J
α
a [t

rw(t)]− Jαa [tw(t)]J
α
a [t

r−1w(t)]],
(III.39)

et

Jαa [wf(t)]EXr−1(X−E(X)),α,w(t)− (EX−E(X),α,w(t))MXr−1,α,w(t)

≤ (t− a)

2
(tr−1 − ar−1)(Jαa [wf(t)])

2
(III.40)

Preuve: III.3.6

Nous avons

1

Γ2(α)

∫ t

a

∫ t

a

(t− x)α−1(t− y)α−1p(x)p(y)(g(x)− g(y))(h(x)− h(y))dxdy

= 2Jαa [p(t)]J
α
a [pgh(t)]− 2(Jαa [pg(t)]J

α
a [ph(t)]).

(III.41)

En prenant p = wf, g(t) = t− E(X) et h(t) = tr−1, on obtient

1

Γ2(α)

∫ t

a

∫ t

a

(t− x)α−1(t− y)α−1(x− y)(xr−1 − yr−1)w(x)w(y)f(x)f(y)dxdy

= 2Jαa [wf(t)]EXr−1(X−E(X)),α,w(t)− 2(EX−E(X),α,w(t))MXr−1,α,w(t)

(III.42)

Par conséquent,

1

Γ2(α)

∫ t

a

∫ t

a

(t− x)α−1(t− y)α−1(x− y)(xr−1 − yr−1)w(x)w(y)f(x)f(y)dxdy

≤ 2∥f∥2∞(Jαa [w(t)]J
α
a [t

rw(t)]− Jαa [tw(t)]J
α
a [t

r−1w(t)]).

(III.43)

Combinant (III.42), (III.43) et (III.23), on obtient (III.39).
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Pour obtenir (III.40), il suffit de voir que

1

Γ2(α)

∫ t

a

∫ t

a

(t− x)α−1(t− y)α−1(x− y)(xr−1 − yr−1)w(x)w(y)f(x)f(y)dxdy

≤ (t− a)(tr−1 − ar−1)(Jαa [wf(t)])
2,

(III.44)

et combiner (III.42), (III.44) et (III.23).

Remarque: III.3.3

Prise α = 1; on obtient le théorème 3.1 de [9].

Théorème: III.3.7

Soit X une variable aléatoire continue ayant a f.d.p.f : [a, b] −→ R+, w : [a, b] −→ R+.

Ensuite nous avons :

(I) : Pour tout α > 0, β > 0, n = [α− 1], m = [β − 1]

Jαa [wf(t)]EXr−1(X−E(X)),β,w(t) + Jβa [wf(t)]EXr−1(X−E(X)),α,w(t)

− EX,α,w(t)MXr−1,β,w(t)− EX,β,w(t)MXr−1,α,w(t)

≤ ∥f∥2∞[Jαa [w(t)]J
β
a [t

rw(t)] + Jβa [w(t)]J
α
a [t

rw(t)]

− Jαa [tw(t)]J
β
a [t

r−1w(t)]− Jβa [tw(t)]J
α
a [t

r−1w(t)]],

(III.45)

où f ∈ L∞[a, b].

(II) : L’inégalité

Jαa [wf(t)]EXr−1(X−E(X)),β,w(t) + Jβa [wf(t)]EXr−1(X−E(X)),α,w(t)

− EX,α,w(t)MXr−1,β,w(t)− EX,β,w(t)MXr−1,α,w(t)

≤ (t− a)

2
(tr−1 − ar−1)Jαa [wf(t)]J

β
a [wf(t)].

(III.46)

vaut pour tout α > 0, β > 0, n = [α− 1], m = [β − 1].

Preuve: III.3.7

Dans [11], il a été prouvé que

1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

(t− x)α−1(t− y)β−1p(x)p(y)(g(x)− g(y))(h(x)− h(y))dxdy

= Jαa [p(t)]J
β
a [pgh(t)] + Jβa [p(t)]J

α
a [pgh(t)]

− (Jαa [pg(t)]J
β
a [ph(t)])− (Jβa [pg(t)]J

α
a [ph(t)]),

(III.47)
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dans (III.47), on prend p = w f, g(t) = t - E(X), h(t) = tr−1. On obtient

1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

(t− x)α−1(t− y)β−1(x− y)(xr−1 − yr−1)w(x)w(y)f(x)f(y)dxdy

= Jαa [wf(t)]EXr−1(X−E(X)),β,w(t) + Jβa [wf(t)]EXr−1(X−E(X)),α,w(t)

− EX,α,w(t)MXr−1,β,w(t)− EX,β,w(t)MXr−1,α,w(t).

(III.48)

Par contre, il est clair que

1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

(t− x)α−1(t− y)β−1(x− y)(xr−1 − yr−1)w(x)w(y)f(x)f(y)dxdy

≤ ∥f∥2∞[Jαa [w(t)]J
β
a [t

rw(t)] + Jβa [w(t)]J
α
a [t

rw(t)]

− Jαa [tw(t)]J
β
a [t

r−1w(t)]− Jβa [tw(t)]J
α
a [t

r−1w(t)]].

(III.49)

Par conséquent, d’après (III.48), (III.49) et (III.23), on déduit (III.45).

Pour prouver la deuxième partie, on observe que

1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

(t− x)α−1(t− y)β−1w(x)w(y)(x− y)(xr−1 − yr−1)f(x)f(y)dxdy

= (t− a)(tr−1 − ar−1)Jαa [wf(t)]J
β
a [wf(t)].

(III.50)

Ensuite, on prend en compte (III.48) et (III.50). On obtient (III.46).

III.3.3 La fonction d’attente w-pondérée s-fractionnaire

Considérons maintenant une fonction continue positive w définie sur [a ;b]. On rappelle les wcon-

cepts :

Définition: III.3.1

La fonction d’espérance w-pondérée s-fractionnelle d’ordre α > 0, pour une variable aléatoire

X avec une fonction de densité de probabilité positive f définie sur [a, b] est définie comme

sEX,α,w(t) : =
sJαa [twf(t)]

=
(s+ 1)1−α

Γ(α)

∫ t

a

(ts+1 − τ s+1)α−1τ s+1w(τ)f(τ)dτ, a < t ≤ b,
(III.51)

où w : [a, b] −→ R+ est une fonction continue positive et s ∈ R\ {−1} .
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Définition: III.3.2

La fonction d’espérance w-pondérée s-fractionnelle d’ordre α > 0, pour une variable aléatoire

X-E(X) avec une fonction de densité de probabilité positive f définie sur [a, b] est définie comme

sEX−E(X),α,w(t) : =
sJαa [(t− E(X))wf(t)]

=
(s+ 1)1−α

Γ(α)

∫ t

a

(ts+1 − τ s+1)α−1τ s(τ − E(X))w(τ)f(τ)dτ,
(III.52)

où f : [a, b] −→ R+ est le (f.d.p) de X et s ∈ R\ {−1} , a < t ≤ b.

Maintenant, nous introduisons la fonction de variance s-fractionnelle et la variance comme suit :

Définition: III.3.3

La fonction de variance s-fractionnelle w-pondérée d’ordre α > 0 pour une variable aléatoire

X ayant un f.d.p positif : f sur [a, b] est définie comme

sσ2
X,α,w(t) : =

sE(X−E(X))2,α,w(t) :=
s Jαa [(t− E(X))2wf(t)]

=
(s+ 1)1−α

Γ(α)

∫ t

a

(ts+1 − τ s+1)α−1τ s(τ − E(X))2w(τ)f(τ)dτ,
(III.53)

où f : [a, b] −→ R+ est le (f.d.p) de X et s ∈ R\ {−1} , a < t ≤ b.

Définition: III.3.4

La fonction de moment w-pondérée s-fractionnaire des ordres r > 0, α > 0 pour une variable

aléatoire continue X ayant un f.d.p : f défini sur [a, b] est défini comme

sMXr,α,w(t) : =
sJαa [t

rwf(t)]

=
(s+ 1)1−α

Γ(α)

∫ t

a

(ts+1 − τ s+1)α−1τ s+rw(τ)f(τ)dτ,
(III.54)

où s ∈ R\ {−1} , a < t ≤ b.

Nous commençons par prouver la propriété suivante qui généralise une propriété importante de

la variance classique :
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Théorème: III.3.8

Soit X une variable aléatoire continue ayant a f.d.p.f : [a, b] −→ R+, et soit w : [a, b] −→ R+

une fonction continue positive. Si α > 0, α = n+ δ, δ ∈ (0, 1), alors on a :

sJαa [wf(t)] =
Γ(δ)

Γ(α)(s+ 1)n

n∑
i=0

[
(−1)iCi

nt
(s+1)(n−i) sMX(s+1)i,δ,w(t)

]
, (III.55)

où n = [α− 1], s ∈ R\ {−1} , a < t ≤ b.

Preuve: III.3.8

Pour tout α > 0, α = n+ δ on a

sJαa [wf(t)] =
(s+ 1)1−(n+δ)

Γ(α)

∫ t

a

(ts+1 − τ s+1)n+δ−1τ sw(τ)f(τ)dτ

=
(s+ 1)1−(n+δ)

Γ(α)

n∑
i=0

[
(−1)iCi

nt
(s+1)(n−i)

∫ t

a

(ts+1 − τ s+1)δ−1τ sτ (s+1)iw(τ)f(τ)dτ

]
.

(III.56)

Grâce à la définition (III.3.4), nous obtenir

sJαa [f(t)] =
Γ(α− n)(s+ 1)n

Γ(α)

n∑
i=0

[
(−1)iCi

nt
(s+1)(n−i) sMX(s+1)i,δ,w(t)

]
. (III.57)

Le théorème (III.3.8) est ainsi prouvé.

Théorème: III.3.9

Soit X une variable aléatoire continue ayant a f.d.p.f : [a, b] −→ R+, et soit w : [a, b] −→ R+

une fonction continue positive. Si α > 0, n = [α], alors on a :

sσ2
X,α,w = sEX2,α,w − 2E(X) sEX,α,w

+ E2(X)
Γ(α− n)(s+ 1)1−α

Γ(α)

n∑
i=0

[
(−1)iCi

nb
n−i sMXi,α−n,w

]
.

(III.58)

Preuve: III.3.9

Par Définition (III.53), on peut écrire :

sσ2
X,α,w =

(s+ 1)1−α

Γ(α)

∫ b

a

(bs+1 − τ s+1)α−1τ s(τ − E(X))2w(τ)f(τ)dτ, α > 0. (III.59)

sσ2
X,α,w =

(s+ 1)1−α

Γ(α)

∫ b

a

(bs+1 − τ s+1)n+δ−1τ s(τ − E(X))2w(τ)f(τ)dτ, α > 0.
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D’où

sσ2
X,α,w = sEX2,α,w − 2E(X) sEX,α,w + E2(X) sJαa wf(b). (III.60)

D’autre part, on a

sJαa wf(b) =
(s+ 1)1−α

Γ(α)

n∑
i=0

[
(−1)iCi

nb
n−i
∫ b

a

(bs+1 − τ s+1)δ(α−1)τ s+iwf(τ)dτ

]
, (III.61)

où α = n+ δ, n = [α], δ ∈ (0, 1).

La définition (III.3.4) permet d’écrire

sJαa wf(b) =
Γ(α− n)(s+ 1)1−α

Γ(α)

n∑
i=0

[
(−1)iCi

nb
n−i sMXi,α−n,w

]
. (III.62)

Alors, en utilisant (III.60) et (III.62), on obtient (III.58).
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