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Notations

N, ensemble des entiers naturels (N* désigne les entiers naturels non nuls).
Z, 'ensemble des entiers relatifs.
R, ’ensemble des nombres réels.

C, I’ensemble des nombres complexes tels que :
C={o+it:(o,t) € R?}.

s = 0 + 1t, désigne un nombre complexes, tel que : o est la partie réelle du nombre

complexe s, t est la partie imaginaire du nombre complexe s.

k
[] i = a1 x ag X -+ X ay, représente le produit étendu sur k objets.
i=1

Le symbole [] représente un produit étendus a tous les nombres premiers p € [2, z].
p<z

De plus [[ = lim
p T—+00

p<z

||.|| : désigne une norme.

Si m et n sont deux entier,(m,n) désignera leur pged.

d | n signifie d divise n.

p® || n signifie p® | n et p**fn.
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Résumé
Dans ce travail, nous étudions la définition du produit infini de suites et de suites de
fonctions, ol nous étudions les conditions nécessaires et suffisantes de convergence, ainsi
que leur relation avec la convergence des séries numériques et séries de fonctions, en

donnant quelques exemples et applications.

Abstract

In this work, we study the definition of the infinite product of sequences and function
sequences, where we study the necessary and sufficient conditions of convergence, as well
as their relation with the convergence of numerical series and function series, giving

some examples and applications.
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Introduction

De nombreuses fonctions peuvent étre représentées par des séries infinies ou des pro-
duits infinis, par exemple la fonction exp, est représentée par une série infinie dans le

disque ouvert |z| < 1
+oo 4

exp (2) = Z%

n=0

et la fonction sin par le produit infini, di & Euler

oo 2
Vo € |—m [, sinz= :cH (1 - k;fﬁ) :
k=1

La théorie des produits infinis est liée de prés a celle des séries infinies, en effet, le test

de la convergence de tels de ces produits se réduira en fait au test de la convergence de
certaines séries infinies.

Le but de ce travail est de donner la définition de base et quelques théorémes d’un
produit infini et une étude générale de la convergence de ces produits.

Ce mémoire est divisé en quatre chapitres, dans le premier chapitre nous présenterons
quelques définitions et théoréemes de base a utiliser par la suite, et le deuxiéme chapitre
contient la définition d’un produit infini et quelques régles de convergence. Le troisiéme
chapitre présente le produit infini de suite de fonctions et dans le dernier, on donne

quelques applications.




Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Définitions

1.1.1 Convergence uniforme d’une suite de fonctions :

Définition 1.1 Soit (f,,), une suite de fonctions de I dans R , et f : I — R sa limite

simple. On dit que (f,), converge uniformément vers f sur I, si et seulement si

Ve>0,IneN : (n>n=Veel, |fulz)— f(z)| <e)

i.€.
Ve >0,9n € N: (n >n == sup|fu(x) — f(z)] <5>

zel
ou encore

Ve>0,IneN :(n>n=Vrel, |f.(z)—f(z)]<e)
Ce qui signifie
i (|fu— Sl =0

Remarque 1.1 La convergence uniforme de la suite de fonctions (f,), vers f signifie
qu’a partir d’un certain rang, la distance entre les fonctions f, et la fonction f tendra
vers 0. Ou bien les graphes des fonctions f,, s’insérent dans une bande de largeur 2 autour

du graphe de f ( 2e est I’écart maximal autorisé pour la distance entre f,(z) et f(z) ).
Exzemple 1.1 La suite de fonctions(f,), telles que

fn o [0,1] =R

Tz +— "



converge simplement vers la fonction f telle que

1l stx=1
f(x):{ 0 sizel01].

Done

0 stx=
|fn(x)_f(x)| - { " six € [1) 1[
— s [fulo) = f(a)| = 10

Ce qui prouve que la suite ne converge pas uniformément vers la fonction nulle.

Définition 1.2 Soit (f,), une suite de fonctions complexes, et f sa limite simple dans

un owvert U C C. On dit que (f,), converge uniformément vers f , si et seulement si
Ve>0,IneN: (n>n=VzeU |fulz)— f(2)] <e.)
Définition 1.3 On dit que la série de fonctions Z fn(z) converge normalement sur U
n>0
si la série (numérique) Z | fnll, est convergente.

n>0

Proposition 1.1 ([16]) Sila sém’ez fn(2) converge normalement sur U, alors la suite

n>0
des sommes partielles
N
Sn(z) =) fal2),
n=0

Converge uniformément vers une fonction f sur U.

Définition 1.4 On dit qu’une partie A d’un espace métrique est compacte si toute suite

de A posséde une suite extraite convergente.

Proposition 1.2 Si A est une partie compacte de (E,d), Alors A est a la fois fermée et

bornée.

1) [0, 1] est compact mais ]0, 1] et R ne sont pas compacts.
2) Toute partie finie d’un espace métrique est compacte.

3) Les parties compactes dans C ou R sont les parties fermées bornées.



Définition 1.5 (Convergence normale) Soient (f,) une suite de fonctions de U C C

et
my, = sup | f,(2)| avec m,, € Ry ou m, = +oc.
zeU
“+o0o
On dit que la série de fonctions E fn est normalement convergente sur U lorsque la série
n=0
+00
numérique E m, est convergente.
n=0

Théoréme 1.1 (Un critére de convergence normale) Soit (f,) une suite de fonc-
+oo

tions de U C C. La série E fn converge normalement sur U si et seulement si, il existe

n=0
“+oo

une série numérique o termes positifs convergente E a, tel que
n=0

VneN, Vz €U, |fu(2)| < an.

“+o0o
Preuve. Si la série E fn est normalement convergente, il suffit de poser a,, = m,, pour
n=0
obtenir une série numérique convenable.
+oo

Réciproquement. Par hypotheése, la série numérique E a, est convergente et
n=0

Vz € U, |fn<z)| < ay,

donc
my, = sup | fn(2)] < ayp,
zeU
“+oo
La série E m,, est alors convergente (théoréme de comparaison des séries a termes posi-
n=0
+oo
tifs), donc la série g fn est normalement convergente. m
n=0
Exemple 1.2 Soit
fn C:—-C
ZTZ
z = —
n!
+o00o

. L, . n
Etudions la convergence de la série E e

n=0
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Soit Br = {z € C, |z| < R}. Alors, pour tout z de Bg, |fa(z)| < &t

+00 +oo P
n L .
Comme E % converge vers exp(R), on en déduit que E — est normalement conver-
: n!
n=0 n=0

gente sur Bpr, donc uniformément convergente sur Bp.



Chapitre 2

Convergence du produit infini

2.1 Introduction

Soit (a,),~, une suite de nombres complexe. Un produit infini de cette suite est défini par

H (y, = 10203 - . (2.1)
n=1

On remarque que la convergence du produit infini (2.1) implique que lim a, = 1. Sinon,
n—oo

le produit divergera. Pour cela, on écrira a,, = 1 + b,. Donc le produit infini (2.1) est
N

converge si ]\}im | | (14 b,) existe dans C. Si 1 + b, = 0 pour un certain entier n, alors
—00
n=1
on a la convergence triviale vers une limite [ = 0. Si le produit infini converge vers une

limite [ # 0, alors on a

lim (1+40b,) =1 et alors lim b, =0

n—oo n—oo

car

Donc pour la convergence du (2.1) dans C* on a lim b, = 0 est une condition nécessaire.

n—oo

D’autre part, on a
N N
logH (14+0b,) = Zlog (1+b,)
n=1 n=1

et
log (1+b,) ~ b,

11
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si lim b, = 0. Donc

n—o0

log [T(X+b,) =) log(1+b,)~ Y by
n=1 n=1 n=1

[e.9]

La question qui se pose, est ce que la convergence d’un produit infini H (1 + b,) équivaut

n=1
o0

a la convergence de la série infinie E b,?. L’exemple suivant montre que n’est pas juste.

En effet, soit i
B 1
" on+41
donc .
2 b —1|- 1
n=1
mais

00 N N
[aen = g (1) = IT

n=1 n=1

lim —— =
N—oo N +1
Encore cet exemple montre qu'un produit infini de nombres complexes soit nul, mais

aucun facteur de ce produit soit nul.

Exemple 2.1 Soit le produit infini

n=2
Si on pose
& 1
Pn:H(l_ﬁ>7
k=2
alors on a :
D1 H k=1 (k+1)
Py = k2 _H 2
k=2 k=2
_ Ex%xﬁx-nx(n_g)(n_l)x mn—2)n (n—1)(n+1)
22 33 44 m—2)(n—2) (n—1)(n—-1) n.n
_ n+l
 2n
Donc
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Remarque 2.1 On sait que pour tout x € R%, on a 1+ < e*. Alors pour une suite

compleze (a;);cy 0N @

Encore on a

||z:
o
_l_
§

car linégalité est évidente pour n = 0, et si on suppose qu’elle est vraie pour n — 1, alors

on a :

n—

1
= |(1+ay,) H (14+a;)—1

=0

n—1
= (14 an) ( (1+a;) —1>+an

1=

—1
(14 |an]) ( (14 |aq) ) + |ay|

= ﬁ (14 |a;))
1=0

ﬁ(1+ai)—1

IN

2.2 Convergence d’un produit infini

Soit (ay),~,une suite complexe.

Théoréme 2.1 ( Critére de Cauchy) Le produit infini H a, est converge si et seulement
n=1

pour tout € > 0, il existe ng € N tel que

ﬁ CLi—l

1=n—+1

<e€

pour tout m > n > ny.
oo

Preuve. Supposons d’abord que le produit H a, converge, on peut aussi SUPPOSET que Non
n=1
a est nul ( en écartant un nombre fini de termes si nécessaire ) Soit p, =a1-as---a, et

p= limp, , de sort que p # 0, et il existe un M > 0 tel que |p,| > M pour tout n > 1.
puisque (py), satisfait le critére de Cauchy pour les suites, étant donné un € > 0,il existe
un entier ng tel que :

[P — pn| < eM,¥m >n > ng
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on divise par |p,| on obtient

m
IT ak—1‘<5, V' m >n > ny.
k=n+1

Inversement, soit € > 0, il existe un entier ng tel que :
lap — 1| <e, Vm>n>ng

notons d’abord que si m > ng alors cela implique que a,, # 0 , puisque (en supposant

que 0 < e < 1), en prenantn =m —1, on a
[lam| = 1] <fam — 1] <e

c’est-a-dire 0 < 1 — e < |a,,| < 14 ¢ pour m > ny.

Maintenant, prenons € = % et on pose Qm = Gpgt1 * Ang+2 * * * Gy POUT T 2> Ny, PULS

1<’ |<3
g S HIml =5

Pour tout m > ng. par conséquent, si (q,,) converge, il ne peut pas converge ver 0 . pour

voire que la suite (q,) converge effectivement, soit 0 < & < % arbitraire , alors il existe ng

tel que

m 2

q——l < —-g Ym>n>ng

Gn 3
Ansi

i = a0l < 5 lal < 52
m ~ Yn =€ |4n =5 =E,
m = nl = 351 = 53
la suite (q,) est une suite de Cauchy de nombre réel, et donc le produit infini [[ est
converge. m o
Théoréme 2.2 Si la série Z la,| converge, alors le produit infini
n=1
[ +an),
n=1
converge. De plus, on a
H (1+a,) =0,
n=1
si et seulement s’il existe un entier n > 1, tel que 1+ a,, = 0.
e}
Preuve. Si la série Z\an| converge, alors |a,| — 0 quand n — +oco0. Donc pour n
n=1

assez grand, on a |a,| < % En éliminant les premiers facteurs du produit infini, on peut
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supposer que |a,| < % pour tout n > 1.puisque seuls ces premiers facteurs pouvaient donc

satisfaire 1 + a, = 0, nous allons voir que, en fait, la limite :

ng;fi(1-%an)e<C\{0}

existe et est non nulle. Autrement dit, un produit infini convergent ne peut valoir 0 que
st l'un de ses premiers facteurs est nul. FEn effet, avec le développement connu en série
entiére valable pour |z| < 1:

22 3

log(1+2)=2——+

p 5
2 3

_z4 z
4 5 ’
1

si de plus |z| < 3,

on peul magjorer :

log (14 2)] < |z (1+ |2+ 12)* + |2 + |z|4—|—---)

IN

1 1 1 1
(15t mtmtat

pour assurer la convergence de la série :

Zlog(1+an) < Z|log(1+an)|
n=1 n=1
< 2 an| < o0
n=1

vers un nombre que l’on note :

lim Zlog (1+a,) =1

n=1

et comme ’exponentielle est continue :

Hen - Foe
n=1 n=1
zoo:log(l—&—an)

fd e n=1

— e £ 0

n—oo

ceci montre bien la convergence des produits partiels vers un nombre qui est effectivement

non nul, parce qu’il est exponentielle d’un nombre complere. m
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Théoréme 2.3 (Condition nécessaire pour la convergence d’un produit infini)
o0

Si le produit infini H (14 ay,) converge, alors a, — 0 quand n — oo, et a, = —1 pour

n=1
au plus un nombre fini de n.

o0
Théoréme 2.4 Si a, > 0, le produit infini H (1+ a,) converge si et seulement si la
n=1
o0
série Zan converge.
n=1

n n

Preuve. Soient S, = Zai et P, = H(l + a;). les deux suites sont monotones et
i=1 i=1
croissantes, donc pour preuve le théoréme, il suffit de montrer que la suite (F,), est

bornée si et seulement si la suite (5,,), . Comme si z >0, 1 + 2z < exp(x), alors
S < P, <exp(S,).

Donc la suite (F,),, est bornée si et seulement si la suite (.5,), est bornée. Remarquons
également que la suite des produits partiels (F,), ne peut pas converge vers zéro, puisque
P, > 1 pour tout n > 1. Enfin, par la limite quand n — 400, P, tend vers 400 si et

seulement si S,, tend vers +o0.

Exemple 2.2 Ftudions la convergence de produit infini H (1 + #) .Soit

n=1

On a
lnH (1+n2> Zln (1+ )

On sait que, d’aprés les propriétés des équivalences

1 1 . 1
In 1+ﬁ i puzsqueﬁn_:oo()
N
et Z converge (séries de Riemann), Donc Zln 1 + ) converge. Alors
n=1

N 1
Nlixfmgln <1+ﬁ) =1
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Donc
lim In(u,) = 1
N—+oc0o
lim w, = e
N—+oc0

Alors H (1 + #) est converge.

n=1

Exemple 2.3 Sachant que

2

x—%ﬁln(:p—l—l)gm

Etudions la convergence de la suite (un)n21 définie par :

n

un:H(l—i-%)

p=1

On au, >0 (produit de termes strictement positif)

In(u,) = In (ﬁ(l + %))

n

p=1

p
= ) In(l+ ﬁ)
p=1

Vp € [1,n], en remplagant x par %, on obtient
n

2
P_P oy

n2  2nt —

En sommant de 1 a n des termes positifs :

p=1

— —

(e 1)

2 o2

n2

n+l 1 <(n+1)é2n+1)) <

2n 2n3

1 <n(n—+1)> 1 (n(n+1)(2n+1)

6

<

CORETIMEINTEY
p=1 p=1

Vo > 0.
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On a

1 1 1 1)(2 1
lim nEl_ 2 et lim (n+ D@ +1) =0
n—+oo  2M 2 n—-+oo 2n3
Donc par encadrement on a
lim In(u,) ==
Hm o (un)
d’ot
hrf (uy) = e =/e
Théoréme 2.5 Si a, > 0, a, # 1, alors le produit infini H (1 —ay,) converge si et
n=1
seulement si la série Z a, converge.
n=1
Preuve. On suppose que la série Z a, converge. Alors a,, — 0 quand n — oo, donc il
n=1

existe N tel que pour tout n > N,
0<a, <1
et par le critére de Cauchy

n N
D_ak =)
k=1 k=1

=ansttan < 3

2
Alors
(1 — CLN) (1 — CLN+1) = 1- anN — aN+1 + aANaN41
> 1l—ay —an+1
1 1
> 11— - ==
2 2
Donc
n n 1
1—a;))>1-— C > —,
H ( a;) > Za, > 5
i=N i=N

n

On pose P, = H (1 —a;), donc

i=1

)

Pn:Pn—l (1-&1)
=N

P
La suite ( “ > est décroissante et bornée, donc elle est convergente.
n>1

n—1
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Théoréme 2.6 Soit (p,), - la suile croissante des nombres premiers. Pour tout v > 1

on a la formule du produit Fulérien suivante

+oo 1 +o0 1 .
—=110-=)
n=1 n n=1 Py,
]
+oo
Preuve. On sait que pour tout z € C tel que |z| < 1, on a ﬁ = sz Alors comme
k=0

Dn > 2,00 a p% <1 pour tout > 1. Donc

=1 1
ZW:Q

k=0 £'n pE
1
= (1-—=)"

j2d

En multipliant les N premiéres égalités terme & terme, on obtient

Mo b - ()

i
n=1 Pn n=1 \ k=0
1
- T
nePn
+oo
1 1
= X L
n=1 n¢Pn

ol Py est I’ensemble des entiers dont les facteurs premiers sont inférieur & N. D’autre

part on a
+o0 1

1
E =< — 50
n® n® N—+oo
n¢Pn n=N
car sin ¢ Py, on an > N ( les facteurs premiers de n sont inférieurs a V). Alors si on

passe a la limite quand N — +o0, il vient

“+o0o +0o0

1 1
[Ta-—)"'=> —
n=1 Pr, n=1

Théoréme 2.7 Soit(u,), une suite de nombres réels différentes de —1 tendant vers 0. Alord

le produit infini H(l + u,,) converge si et seulement si la série Zlog(l + u,) converge.

n n
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Preuve. Comme la suite (u,), converge vers 0, on a en particulier que 1 + u,, > 0 pour

n assez grand, disons pour n > ng pour un certain ng € N. Alors on a pour tout n > ng

ﬁ (14+ug) = exp (log (ﬁ (1 +uk))>

k=ng k=ng

= exp (Z log(1 + uk)> :

k=ng

Si la série Z log(14uy) converge, alors le produit H(l +u,,) converge, par continuité de

k=ng

+o0
I'exponentielle, vers H (14uy) exp( Z log(14+ug)) qui est bien non nul.Réciproquement,

k<ng k=ng
si le produit converge alors la série converge en utilisant la formule

Z log(1 + uy) = log (H (1+ Uk))

k=ng k=ng

et le fait que la limite du produit est non nulle. m

+oo o]
Théoréme 2.8 On considére la série convergente Zan. Le produit infin H(l + ay,)
n=1 n=1
+oo
converge si et seulement si la série Z a? converge.
n=1
“+oo

Preuve. Par hypothése, la série Zan converge et on peut sans perte de généralité
n=1
supposer que |a,| < 1. Puisque

a, —In(1+a,) 1

lim 5 = —,
n—oo a; 2
400 +oo Foo
t la séri 1 d 2 est équivalente a celle d In(1
€t que la serie a, converge, la convergence de Cln €St equivalente a celle de n(l-+
n=1 n=1 n=1

a,), qui & son tour est équivalent a celui de

o0

[T +an).

n=1
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+oo
Théoréme 2.9 le produit infini H(l + a,) est absolument convergent si et seulement si

n=1

tout réarrangement de ses facteurs ne change pas sa valeur.
+00

Preuve. Clairement, le produit H(l + ay), a, > 1, converge si et seulement si la série
n=1

+oo
Zln(l + a,) converge.De plus, si P est la valeur du produit et S est la somme de la
n=1

série, alors P = e° .On suppose maintenant que le produit est absolument convergent.

Etant donnée Uégalité : m

In(1
lim MO+ (car lim a, = 0). (2.2)
n—oo |an| n—oo
+oo
La série Z In(1 + a,,) est absolument convergente. En conséquence, tout réarrangement
n=1

de cette série converge vers la méme somme.
Finalement, avec la remarque faite au début de la solution de ce probléme, tout réarran-

gement des facteurs du produit ne change pas sa valeur.

+oo
On suppose maintenant que la valeur du produit H(l + a,) ne dépend pas de l'ordre de
=1
n +OO
ses facteurs. Ceci signifie que la somme de la série Z In(1 + a,) ne dépend pas non plus
n=1
de l'ordre de ses termes. D’aprés le Riemann, la série converge absolument ce qui, avec
+oo

(2.2), implique la convergence de Z |a,|. Le résultat demandé est donc prouve.

n=1



Chapitre 3

Produits infinis de suites de

fonctions

Rappelons que le produit infini H fn(z) converge dans un ouvert Q2 de C, si la suite de

n>1
n

fonctions holomorphes (p,).>o0 telle que p, = H fr est converge uniformément sur tout
k=1
compact de 2 vers une fonction holomorphe f dans €.

Remarque 3.1 Nous avons considéré le produit infini indexé par les entiers strictement
positifs i.e n € N*, mais on peut envisager des produits infinis ou n € N ou bien n € [

avec I une partie infini de N.

3.1 Théoréme de Weierstrass

Théoréme 3.1 ([9]) (Weierstrass) Soit (f,) une suite de fonctions holomorphes dans
un ouvert U qui converge uniformément sur les partie compactes de U vers une fonction
f. Alors f est holomorphe, et pour tout k, la suite des dérivées k-iéme ( fr(bk)> converge

uniformément sur les compacts de U vers f*),

Lemme 3.1 Soit (f,)n>0 une suite de fonctions continues sur un ouvert 2 de C. Si les

fonctions f,, sont holomorphes sur 2 et si le produit infini f = H fn converge normale-

n>0
f/
ment sur tous les compacts de €2, alors la série de fonctions mésomorphes E =2 converge

n>0 7"
!

normalement sur tous les compacts de ) vers la dérivée logarithmique 7

22
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Preuve. Pour tous entiers positifs m, n tel que m > n + 1, on pose

1T 5

k=n+1

Alors,
10g gm(2) = log H fulz

k=n+1
et on dérive les deux termes, on obtient

g (2) <
Im(2) a Z

k=n-+1

==
—~
N

s
—~
N

par conséquent,
m

Z )
kn+1

o e
mﬂﬁloogmﬂ—mlffml Z

et comme la limite de g, est la fonction holomorphe g et sa dérivée ¢’ est la limite de g,

N

Alors

(le théoremes de Weierstrass), on a

g _ Tk
g k;q e
et d’autre part, on a
H Je = H Ji X Gm
k=0 k=0
donc .
f=11rxg
k=0
et alors

log f =) log fi +logyg

k=0

I o/ SR o /S S
DA Vi) Dl Z

k=n+1

par conséquent,
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avec convergence normale sur les compacts de I'intérieur de K et ceci pour tout K compact
de Q). m

Théoréme 3.2 Soient (2 C C un ouvert, et (Fn)n21 une suite de fonctions holomorphes

sur Q) (i.e. F, € H()). S’il existe des constantes ¢, > 0 telles que ch < o0 et

n=1

Vz e, |F,(2) —1] < cp.

Alors les trois propriétés suivantes sont satisfaites.
[e.@]

1) Le produit infini H F,.(z) converge uniformément dans Q) vers une fonction holomorphe

n=1

F

2) Pour w € 0, on a F(w) =0 si et seulement s’il existe n =n,, > 1 avec F,(w) = 0.
3) Si pour tout n > 1, F,, # 0 dans Q, alors F' # 0 dans §2 tout entier, et de plus

F'(z)  ~Fa2)
F(z) 2 Fu(z)

n=1

Preuve. 1) Puisque lim ¢, = 0, alors il existe un entier M > 1 assez grand tel que,

n—-4oo

pour tout n > M + 1, on a

- 1
Cn < 5"
En écrit o
[5G =1]FG) ] F.),
n=1 n=1 n=M+1

remarquons que le deuxiéme produit ne s’annule en aucun point de €2, et donc les zéros
o0

de la fonction-limite ( F(z) = H F,(z)) ne peuvent étre présents que dans le premier
n=1

produit, donc
{weQ:Fw)=0}= |J {weQ:F,(w)=0}.

1<n<M
En éliminant ces premiers facteurs, ce qui ne change rien a (1), (2) et (3), nous nous
ramenons a ¢, < % pour tout n > 1

Avec les notations précédentes, on pose

F.(z) =1+ ay(2).
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Puisque
1
lan(2)| < ¢ < )

dans €2, 'hypothése E cn, < 00, suivie de I'estimation de convergence normale uniforme

> log(1+an(2)| < Y [log(1 + aa(2))]

< 2 Z |an(2)]|

o
< Qch < 00.
n=1

Donc la série Z log(1 4 a,(z)) est converge normalement, alors

n=1

D “log(1+ a,(2)) € H(Q)

donc .
= 3" log(1+an(z))
F(z) =[]0 +au(z) = e € H(Q),
n=1

et cette fonction holomorphe ne s’annule en aucun point de €2 car c’est une exponentielle!,
ce qui conclut l'assertion (1).

Pour I’équivalence de 1’assertion (2), on a ici
) ={weQ: F(w)=0}

ce qui est cohérent avec le fait que nous nous sommes ramenés a c,, < % pour tout n > 1,de

telle sorte que les inégalités

1
Fo.(z) -1 < =
o)~ 1 < 5
forgaient, a ’avance aussi
= |J{weQ: F,(w) =0}
n=1
Pour lassertion (3), on pose
N
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tel que Gn(z) — F (z) uniformément quand N — +oco. Un théoréme connu donne la

convergence des dérivées en tout point de €2
Le. Gy(z) — F'(2).

Mais les Gy sont uniformément minorées dans {2, car

1
|Fn(z)_1| <¢, < 5
donc
cn > |Fo(2) = 1| 2 [Fu(2)] = 1
|F.(2)| <e¢,+1
donne

N

Gn(z) = [TIE(G)

N

> H(l —Cn)
> H(l - Cn)
> 0,

donc on a aussi en tout point convergence uniforme

1 - 1
F(z)  Gn(2)
d’ou la conclusion de (3)
P Ga()
F(z) G (2)
(BB R FG) LR
T R()-Eve) R TR

Ainsi, la bonne condition suffisante pour la convergence d’un produit infini H Fn(2)

n=1
c’est la convergence normale de la série de fonctions holomorphes

o0

S (Fa(2) - 1)

n=1
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Lemme 3.2 Soient (u,),, une suite de C. Pour un entier N > 1,0n pose

N N
Py = [JA+w) et pf, = T+ Jual).
n=1 n=1

Alors on a

Py, <exp(Jur] + ...+ |uy|) et [py = 1] < pj — 1

Preuve. Pour tout x positif,

o l‘n
exp(x):l—kx—i-szl—kx
n=2

et donc

=

N
H (14 Juy,|) < H p(|u,|) = exp Z [un|)
n=1

Pour démontrer la seconde inégalité, on utilise la récurrence sur N. En effet, pour N = 1,

on a l'inégalité triviale |u;| < |uq| et si on la suppose vraie pour un entier N, alors

lpnve1r — 1] = [pn(I+ung1) — 1
= [(pn — 1)1 +uny1) + un1]
< (v — D+ Juns1]) + [unia]

- p7V+1 - 17
ce qui compléte la démonstration. m

Théoréme 3.3 Soit X un ensemble et (f,,), une suite de fonctions tels que f, : X — C

bornées, et que Y |fa| converge uniformément sur X. Soit f Uapplication X — C définie

par
VeeX,  fx) =[]0+ fulx))
n=1
Alors

1) f converge uniformément sur X.

2) [ s’annule en un point xo € X si et seulement s’il existe un entier n tel que f,(x¢) =
—1.

3) Pour toute bijection o de N* dans N*, on a

[e.e]

Vo € X, f(x) :H<1+fa(n)(x))'

n=1
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Preuve. Par la convergence uniforme de Z | fn| sur X, il existe C' > 0 tel que

E:yﬁﬂfgc' (Vo € X)

Posons comme dans le lemme précédent

N
Py =1J0+ 1)
n=1
et
N
Py =T+
n=1
On a

N
1P| < P2 <exp()_|ful)

n=1
et a la limite
Vze X VN €N, |P,(z) <e.

Soit € > 0. Puisque Z | fn| converge uniformément sur X, il existe un entier Ny tel que

pour tout n > Ny et x € X, on a

Do @) = @)

<e

et donc

VeeX, ) |fix)<e
k=1

Soit M et N deux entiers tels que M > N > N,. Alors

M
= ol = oyl | 2 1] = ol | TT (14 ) =1
N n=N+1
et d’aprés le lemme
M M
o = px| < Ipnl( [T U+ 1£aD) = 1) < Ipyl(exp( D 1£.) = D).
n=No k=Np

D’ou
o — pn| < Ipnf(ef — 1) <ef(ef — 1) < 2ee”.
En ayant pris soin de choisir €. Ainsi, la suite (py)y est uniformément de Cauchy et f

converge uniformément.

L’inégalité ci-dessus montre également que pour tout

M > N, | |pM| - |p1\7| | < 25|p1\10|
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d’ou
|pM| > |pN0} (1 - 26)
et donc

Vo e X, |f(x)] = |py,| (1 — 2€)

Donc si f(z) = 0 pour un certain x, py (v0) =0 et il existe ng € {1, ..., No} tel que

fno (1‘0) =0
la réciproque est évidente.
N
Soit o une bijection de N* dans N* et ¢, = H(l + fom)). Pour tout N > N, il existe
n=1

m > N tel que
n€{o(i)},,(Vn < N),

ainsi, pour M > m, le produit ¢,, contient tous les facteurs de py. On a donc

VM > m, ’qj\i_pN| = ’pN|

’qJ\/I’ _ 1'
Py

M
= Ipxl| IT T+ fom)—1

U(n): N
M

< ol (exp( Y 1fal) = D)

n=1
o(n)|>N

V=

On en déduit
|QJM _pN| < ‘pN| (68 — 1) < 2860

ce qui prouve que la suite (g,,),, converge. m

Exemple 3.1 Le produit infini H(l + 2%") est converge normalement sur tout compact
n>0
1
du disque unité D(0,1) et que pour tout z € D(0,1), H(l + 2%") = > En effet, soit
—z
n>0
K un compact de D(0,1).Pour tout z € K tel que |z| <r <1, ona

|Z2n‘ S T2n‘

La série g 2" converge et d’aprés le critére précédent, la série g 22" converge norma-
n>0 n>0
lement sur K. Par conséquent, le produit infini H(l + 22") converge normalement sur
n>0
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K, d’autre part, la valeur de ce produit infini est une fonction holomorphe sur D(0,1). En

posant
pn(z) = H(l + 229,
k=0
On obtient
(1—2)pa(z) =1— 22t
Or pour
2| <1, lim 2*"™ =0,
n—-+4o0o
donc
lim_pa(z) = —
im p,(z) = )
n—>+oop 1—2z

et le résultat en découle.



Chapitre 4

Application sur les produits infinis

Sin x

4.1 L’expression de sous forme produit infini

X

. o . sin x
Cette partie est consacrée a I'expression de
x

sous forme produit infini.

Théoréme 4.1 (Euler) Pour tout x € |—m, [, on a

sinx = fL‘H (1 — k;27r2) .
k=1

Preuve. Pour tout entier impair n > 1 on a

eint _ 6i(2m—i—1)t — (eit)Qerl _ (COSt + isin t)2m+1
2m+1
2m +1 _
= Z " (i)" (sint)" (cos t)>™ .
k=0 k

Donc la partie imaginaire du terme droit donne

[ 2m+1 .
sin(2m+ 1)t = Z( mn ) (=) (sint)®* ™ (cost)>™ "

e\ ok 41
[ 2m+1 m—
— Z m (—1)" (sint)*** (1 — sin®¢) .
e\ k41
2 1 m—
= (=)™ Z m (sin¢)>* ! (sin®t — 1) .
—o \ 2k+1

31
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Alors on peut écrire sin (2m + 1) comme suit
sin (2m + 1)t = Pyy,4q (sint)

tels que
[ 2m+1 ek
Py () = (=)™ 22 (2 — 1 4.1
) G EE AR m

est un polynome de degré 2m + 1 et le coefficient dominant est
o — 2m +1
= (1Y
o\ 2k+1

alors par les deux formules

" (2 1 i 2 1
Pl e e e Do (R I
k prd k

k=0
on obtient
1

Uy = §(A—B)

= (4",

Pour chercher les racines de Py, 11 dans |—1,1[, on pose x = sint avec t € } —5 5 [ . Donc

par la formule (4.1) on a

P2m+1<.17) = 0<:>sm(2m+1)t:0
— t T tel <k<
= el que —m m.
omt1 o4 ==
Alors on a 2m+ 1 racines de Py, 11 de la forme z; = sin 5 :LL Par conséquent, ces racines

sont distincts deux a deux et sont dans |—1, 1[. Les résultats précédents montre que

Por (1) = (—4)" T (2 — )
k=—m
ou encore on a
sin(2m+1)t = (—4)™ ﬁ (sint — sinty) avec ty = hm
iy 2m +1

= (—=4)" sintH (sint + sinty) (sint — sint_y)
k=1

= (—4)"sint H (sint + sinty) (sint — sinty)
k=1
= 4™sint H (sin2 t), — sin? t) ,
k=1
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car sint_; = —sint;. Alors on a
sin(2m+1t Y. 5
—ent = 4 H (sin”t), — sin® ) (4.2)
k=1
et on a
in (2 1)t in (2 1)t/ (2 1)t
lim SRCMEDE oy SRV @mA D,
t—0 sint 0 sint/t
alors .
2m + 1 =4" ][ sin®t;. (4.3)

k=1

Par (4.2) et (4.3) nous concluons que

in(2m + 1)t - in” ¢
sin (2m + 1) :sintH(l— sin )
k=1

om + 1 sin? ¢y,

D’autre part on a

sin(2m + 1)t = Z ( 27: +1 ) (_l)k (sin t)2k+1 (cos 75)277%%
k=0 +

. m ik 2m +1 k 2%k
— sint(cost)? —1)" (tant
(cost) EH:(%H)( ) (tant)
— sint (cost)”™ Qan (tant)

tel que
n 2m + 1 E 9k
m(T) = 1)z
Qo (2) ;<2k+1)< )
Q2. est un polynome de degré 2m et son coefficient dominant est by, = (—1)™ .

Pour chercher les racines de Qs,,, dans |—1, 1], on pose x = tant avec t € ]—g, 5 [ et t # 0.

Donc on a

Qam (tant) = 0<=sin(2m+1)t=0
km
2m +1

= t= avec k € |[—m,m[ et k # 0.
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km

Les racines y;, = tant, avec t, = sont distincts deux & deux. Alors par ce qui précéde,

2m—+1
on a
g
= (-1)" H (x — tanty) (z + tanty)
k=1

= (-D)" H (2° — tan®t;)

k=1
Par conséquent
Qom (tant) = H (tan2 t), — tan? t) (4.4)
k=1
ﬁ ; H tan? ¢
= tan?
Pt F " tan?ty,
et comme on a PH& Qam (tant) = 2m + 1, alors par la formule(4.4) on obtient H tan®t), =
k=1

2m -+ 1. Donc on a

sin (2m 4 1)t = (2m + 1) sint (cost)*" ﬁ 1- tan” ¢
n Pl tan? ¢,

sm t tant

On peut montrer que la fonction ¢ — est décroissante et t — est croissante, alors

si0 <t <t <7, alors
tan?t 2 sin’t
~ tan®t, — t% ~ sin®ty,

donc il vient

et comme (2m + 1)sint > 0, alors

sin“t
2m + 1 sintl | 1-—
( ) ( SiHth)

k=1

A
o

3

_|_
—_
&.

jm}

~
—s
VRS
—_

|
| o~
?r-tol )
N——
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et encore

sin (2m + 1)t < (2m+ )sint [ | (1 — —)

k=1

< sin (2 1)t——s—.
< sin(2m+1) cos?™m ¢

Si on pose y = (2m + 1) t, avec 0 < t < 7, alors obtient i =L et

m 2
. . Y Y
siny < (2m+ 1)sin <2m+ 1> kl_ll (1 - k:27r2)
1

2m Y )
cos (2m+1

< siny

On passe a la limite quand m — +o0o dans ce qui précede, on trouve

+oo 2
. Yy .
siny <y | | (1— k:27r2> <siny
k=1

par suite, pour tout y € ]0, [, on a

sin y R y?
— 1—
y Il ( /f27f2)

k=1

et pour y = 0, la relation reste correcte, donc avec parité il est claire que

. —+o00 2
siny Yy
y € |—m, i, :H<1_k2ﬁ2>'

Yy k=1

Applications :

Pour y = 7, on obtient

et pour y = %,

Remarque 4.1
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le produit infini ci-dessus converge normalement sur tout compact de C, car la série

< Ssupl2?], k
z€k
compact et n—12 sup |22| converge. la fonction f(z) est holomorphe dans C, et on a

z€k
/ —+00
o1 2z
f T + Z 22 _ 2

2
g =5 converge normalement sur tout compact. On noter que o

n=1
= mcotTz
_ (sin mz)
- sinwz
On en déduit que
f(z) =Csinmz, C est une constante
Autrement dit, on a
= ] 22 _ Csinmz
[lo- ="

n=1

En faisant tendre z vers 0, on obtient C' = 1, et par conséquent,l a formule en question

Convergence normale

4.2 Théoréme de factorisation de Weierstrass

Le théoréeme de Weierstrass a pour objet de généraliser le théoréme de d’Alembert-

Gauss aux fonctions entiéres (c’est-a-dire analytiques dans tout le plan complexe) .

Lemme 4.1 Soit U un ouvert connexe de C tel que toute fonction holomorphe sur U
admet une primitive U. Alors si f est une fonction holomorphe sur U qui ne s’annule pas
sur U, il existe une fonction g holomorphe sur U telle que

f=e.
Preuve. Supposons qu’il existe une fonction g holomorphe sur U telle que f = ¢e9. alors
g f = f'. Puisque f ne s’annule pas la fonction f, alors la fonction = est holomorphe sur
U et par hypotheése, elle posséde une primitive dans U. Soient zo un point de U et € C

tel que €¥ = f(z). On note par g la primitive de 7 qui prend la valeur w en z;. Donc
ed=f m

Théoréme 4.2 Pour toute suite {a,}>,de nombres complezes satisfaisant |a,| — oo
quand n — oo, il existe f € H(C) telle que pour tout n > 1, f(a,) =0 et f # 0 pour
tout z € C\ {an,n > 1}. Toute autre fonction f € H(C) satisfaisant cela est de la forme

f = fe? avec g € H(C).
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Preuve. Soit a,, est un zéro d’ordre 1 de f et f. Alors au voisinage de a,, on peut écrire

f(z) = (z=an)[a+O(lz = an)] (a # 0)
f(z) = (z=an)[a+O0(lz = an)] (@ # 0)

d’ou il découle que a,, est une singularité illusoire du quotient

o1

f(z) (z —ay) [@+ O(z — ay)
f(z)  (z—ap)[a+O(z — ay)

(e cas ou a,, est de multiplicité m > 1 est similaire). Le fait que la fonction / ne s’annule

pas au voisinage de a,,, alors

fene o

f

et ne s’annule jamais. Comme C est simplement connexe, le lemme précédent montre qu’il

existe bien une fonction holomorphe entiére g € H(C) telle que

Définition 4.1 Soit m > 0 un entier. On définit les facteurs élémentaires E,, : C — C,

par
Eo(z)=1-=2
En(z)=(1—2z)exp (Z %) sim # 0.

Ces fonctions ont été introduites par Weierstrass et leur avantage est que leurs facteurs

sont proches de 1 lorsque |z| < 1 et m assez grand, alors que E,,(1) = 0.
Lemme 4.2 I existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout m > 0, on a

1= Em(2)] < clz™" V2] <

l\DI}—\

On peut prendre ¢ = 2e, qui est indépendante de m.

Preuve. On sait que pour |z| < %, on a

[e.0] n

log(1—2) = Z—
n’
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et comme on peut écrire 1 — z = exp (log(1 — z)), il vient

En(z) = exp(log(l—=z))exp <Z %)

22 2™
= exp(logl—2)+2z2+—+ -+ —
2 m
= :e",
On posons
e 8
n=m-+1

Mais puisque |z| < %, nous pouvons majorer de maniére élémentaire

1 z 2|2
IR C

< m+1 .
[w <2 (m—l—l m+2 m+3

m 11
< "+ S )

2 22
+oo 1 n
. m+1 -
- ()
n=0
et comme
+oo n
1
> (3) =2
2
n=0
alors

w| <22

Par la formule des accroissements finis appliquée sur la fonction h(t) := €' de la variable

réelle 0 < ¢ < 1 ayant pour dérivée I'(t) = we™, il existe ¢ € ]0, 1] tel que
[7(1) = R(0)] = [(1 = 0) K'(c)].

Alors on a

1= En(2)] [1— e = |h(0) — h(1)]

1. max |h/(t)]

0<t<1

IA

tfwl

IA

max |w|e
0<t<1

92 |Z|m+1 6|w|

IN

IA

% |2|™. lw| < 1.
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Supposons dorénavant qu'un zéros d’ordre v > 1 est prescrit en z = 0, et que les zéros

ai,as, as, - - -sont tous non nuls. Définissons alors le produit de Weierstrass par
= z
z =z E.|—
) 1= ()

Il

(1 2o G e

Qp

et vérifions qu'il remplit toutes les conditions, a savoir que f € H(C) est holomorphe
entiere avec un zéro z = 0 d’ordre v, avec des zéros en chaque a,,, et que f est non nulle
ailleurs. Fixons R > 0, supposons z € Dpg, et démontrons que toutes ces propriétés sont

satisfaites dans Dg. Comme R est arbitraire, cela terminera la démonstration.

Théoréme 4.3 (de factorisation de Weierstrass) Soient f une fonction entiére ne
s’annulant pas en 0, s’annulant auw moins une fois et (z,), la suite de ses zéros comptés
avec multiplicités. Alors il existe une suite d’entiers (p,)n et une fonction entiére g telles

que

+o00
2 z
Vz e C, f(2)=e' |_|0 EIM(Z)a

Preuve. Si f n’a qu’un nombre fini de zéros z, ..., z, c’est clair. Il suffit de prendre p;, = 0

pour tout k < n. Alors
)
(1-— %)(1 - %)

est une fonction entiére ne s’annulant pas, et comme C est simplement connexe, c’est

I'exponentielle d’une fonction entiere g. Sinon f a une infinité (dénombrable) de zéros
et tendant vers l'infini (toujours par le théoréme des zéros isolés). On peut donc

supposer que la suite (|2,|), est croissante. On prend (p,), et P comme dans le théoréme

des zéros prescrits. Alors la fonction Iz est entiére et ne s’annule pas sur C. Comme C est

simplement connexe, il existe g entiére telle que

f

Eap——y

P

Théoréme 4.4 Soient U un domaine de C et (uy), une suite de fonctions holomorphes

sur U. si la série Y o |un(2)| converge uniformément sur tout compact de U, alors la
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fonction

f(2) =TT+ ua(2))

n>0
est holomorphe sur U, l'ensemble de ses zéros (comptés avec multiplicité) est la réunion

de ceux des facteurs du produit, et [’on a

f'(z) _ 3 _un(2) (z € U/Z(f))

/o)~ & T ()

la convergence de cette s’écrie de fonctions mésomorphes étant uniforme sur tout compact.

Preuve. Soit K un compact de U. Il existe N € N tel que |u,(z)| < 3 pour n > N et

z € K. donc la convergence absolue de la série

gy (2) ==Y log (14 un(2))

o

et l'on a g, € H(k) d’aprés le théoréme précédent de Weierstrass . Cela implique que

exp gn(2) est holomorphe sur K, et donc aussi
F2) =] 0+ un(2)) e,
n<N

Cela établit la premiére assertion. Le théoreme de Weierstrass permettant de dériver gy

terme a terme, on obtient, pour tout compact K de U

f'(2) _ Z Uy, (2) _|_g;](2) _ ZM (z € k/Z(f))

f(2) = 1+ un(2) = 1+ un(2)

la convergence étant uniform. m

4.2.1 Produit Eulerien

Définition 4.2 Une fonction arithmétique est une application f : N* — C définie sur

l'ensemble des entiers n > 1 et & valeurs dans C.

Définition 4.3 Une fonction arithmétique f : N* — C est dite multiplicative si f(1) =1

et si pour tous n, m € N* tel que (n,m) =1, on a

f(nm) = f(n)f(m).

La fonction f est dite complétement multiplicative si f(1) = let pour tous n, m € N*

f(nm) = f(n)f(m).
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Définition 4.4 Soit f une fonction arithmétique, la série de Dirichlet associée o f est

une série de la forme
+oo
> fmn”
n=1
tel que s = 0 + it avec o = Re(s) et t = Im (s).
Les fonctions f(n) sont appelées souvent les coefficients de la série de Dirichlet si la

série est converge dans un domaine de convergence on écrit Dy(s) E f(n)n=° telle

que Dy(s) représente une fonction holomorphe dans le demi-plan de convergence. Elle est
parfois appelée série génératrice de f (n).
On écrit en général s = o+t la décomposition en partie réelle et imaginaire de la variable

d’une série de Dirichlet. Cela sera fait ci-dessous parfois sans mention explicite.

Définition 4.5 Soit Dy(s) Z f(n)n=* une série de Dirichlet. L’abscisse de conver-

gence absolue o, est définie comme étant le plus petit nombre réel o, tel que si 0 > o,

alors y_, -, |f(n)|n=7 converge, donc

1nf{ Z|f n‘”<—|—oo}.

n>1

Pour déterminer la région de convergence d’une série de Dirichlet nous avons les résultats

suivants.

Théoréme 4.5 Soit f une fonction arithmétique et Dy(s) sa série de Dirichlet associée.
On suppose qu’il existe un réel & et pour tout € > 0 une constante C (g) telle que pour

tout entiern >1 on a

[f(n)] < C(e)n°*=.
Alors

1) La série de Dirichlet D¢(s) converge absolument sur le demi-plan
Re(s) > 14 6.

2) Soit € > 0, la série Dy (s) converge normalement sur le demi-plan
fermé Re(s) > 1+ d +e.

Preuve. On suppose que Re(s) > 1+ 4, alors il existe o > 0 tel que Re(s) > 1+ 0 + «,

donc on a

Fon=[ < |fm)|n~ < O (F) 075,



42

1=5 est convergente alors Dy (s) converge absolument sur le

et comme la série 7% n-
demi-plan Re(s) > 1+ d. Pour tout s € C tel que Re(s) > 1+ d+con a |[f(n)n ¥ <
C(2)n~'7% et la série o (2) n~'"% est une série convergente donc on a la conver-

gence normal m

4.2.2 Formule du produit Eulérien

Théoréme 4.6 ([7], p21) Soit f une fonction arithmétique multiplicative & croissance

modérée*. Alors pour tout s € C tel que Dy(s) converge absolument on a

Dj(s) = if(n)n_s ~T1 (1 SO B U (o ) . (45)

s 2s ks
» p p

ot le produit est pris sur tous les nombres premiers et converge absolument.

St [ est une fonction arithmétique multiplicative quelconque, alors pour tout n > 1 et tout

ORACR (1+ fo) J0) f(pk)). (46)

se€Cona

S 2s ks
i P b b b

4.2.3 Exemples

Soit f une fonction multiplicative & croissance modérée, alors

POE || (NEIEOOZ / “ZJ) - @7)

- p
1) On a
+00 1
((5)—;§ pour (o >1).

Dans la formule 4.7 on pose f(n) = 1, on obtient

C(s) = ni -1 (1 _ i) - (4.8)

'La fonctions f pour laquelle la série de Dirichlet a une région de convergence non vide est appelée

A croissance modérée
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2) Pour la fonction multiplicative p de Mébius définie par

0 si n est divisible par un carré parfait,
p(n) =

(=1)“™ sinon;

avec w (n) = Z 1 la fonction nombre de diviseurs premiers distincts de l'entier n > 1 .

On a o
Du(s) = ]+ u@p ™ +p@)p > +---)
= [[a-»).

car u(p*) =0si k> 2 et u(p) = —1 donc

D,(s) = (0> 1). (4.9)

1
¢(s)’
3) Pour la fonction multiplicative d (n) nombre de diviseurs de l’entier n > 1, définie par

d(n)zZl

dln
on a

Dy(s) =¢(s)%, (0 >1).
En effet, pour tout premier p et tout entier o« > 1,
d(p*)=a+1

et donc si n = H p*, alors

p*||n

Sio > 1 alorson a

Dy(s) = ][] (1 L o) 4P ) d(p4)...)

p
2 3 4 5
(1+—+p—+—+—+...) (4.11)
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