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Notations

1. N; l�ensemble des entiers naturels (N� désigne les entiers naturels non nuls).

2. Z; l�ensemble des entiers relatifs.

3. R; l�ensemble des nombres réels.

4. C; l�ensemble des nombres complexes tels que :

C = f� + it : (�; t) 2 R2g.

5. s = � + it; désigne un nombre complexes, tel que : � est la partie réelle du nombre

complexe s, t est la partie imaginaire du nombre complexe s:

6.
kQ
i=1

�i = �1 � �2 � � � � � �k; représente le produit étendu sur k objets.

7. Le symbole
Q
p�x

représente un produit étendus à tous les nombres premiers p 2 [2; x].

De plus
Q
p

= lim
x!+1

Y
p�x
.

8. k:k : désigne une norme.

9. Si m et n sont deux entier,(m;n) désignera leur pgcd.

10. d j n signi�e d divise n.

11. p� k n signi�e p� j n et p�+1 - n:
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Résumé
Dans ce travail, nous étudions la dé�nition du produit in�ni de suites et de suites de

fonctions, où nous étudions les conditions nécessaires et su¢ santes de convergence, ainsi

que leur relation avec la convergence des séries numériques et séries de fonctions, en

donnant quelques exemples et applications.

Abstract
In this work, we study the de�nition of the in�nite product of sequences and function

sequences, where we study the necessary and su¢ cient conditions of convergence, as well

as their relation with the convergence of numerical series and function series, giving

some examples and applications.
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Introduction

De nombreuses fonctions peuvent être représentées par des séries in�nies ou des pro-

duits in�nis, par exemple la fonction exp; est représentée par une série in�nie dans le

disque ouvert jzj < 1

exp (z) =
+1X
n=0

zn

n!
;

et la fonction sin par le produit in�ni, dû à Euler

8x 2 ]��; �[ ; sin x = x
1Y
k=1

�
1� x2

k2�2

�
:

La théorie des produits in�nis est liée de près à celle des séries in�nies, en e¤et, le test

de la convergence de tels de ces produits se réduira en fait au test de la convergence de

certaines séries in�nies.

Le but de ce travail est de donner la dé�nition de base et quelques théorèmes d�un

produit in�ni et une étude générale de la convergence de ces produits.

Ce mémoire est divisé en quatre chapitres, dans le premier chapitre nous présenterons

quelques dé�nitions et théorèmes de base à utiliser par la suite, et le deuxième chapitre

contient la dé�nition d�un produit in�ni et quelques règles de convergence. Le troisième

chapitre présente le produit in�ni de suite de fonctions et dans le dernier, on donne

quelques applications.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Dé�nitions

1.1.1 Convergence uniforme d�une suite de fonctions :

Dé�nition 1.1 Soit (fn)n une suite de fonctions de I dans R , et f : I ! R sa limite
simple. On dit que (fn)n converge uniformément vers f sur I, si et seulement si

8" > 0;9� 2 N : (n � � =) 8x 2 I; jfn(x)� f(x)j < ")

i.e.

8" > 0;9� 2 N :
�
n � � =) sup

x2I
jfn(x)� f(x)j < "

�
ou encore

8" > 0;9� 2 N : (n � � =) 8x 2 I; kfn(x)� f(x)k < ")

Ce qui signi�e

lim
n!+1

kfn � fk1 = 0

Remarque 1.1 La convergence uniforme de la suite de fonctions (fn)n vers f signi�e
qu�à partir d�un certain rang, la distance entre les fonctions fn et la fonction f tendra

vers 0. Ou bien les graphes des fonctions fn s�insèrent dans une bande de largeur 2" autour

du graphe de f ( 2" est l�écart maximal autorisé pour la distance entre fn(x) et f(x) ).

Exemple 1.1 La suite de fonctions(fn)n telles que

fn : [0; 1]! R

x 7! xn

7
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converge simplement vers la fonction f telle que

f(x) =

(
1 si x = 1

0 si x 2 [0; 1[ :

Donc

jfn(x)� f(x)j =

(
0 si x = 1

xn si x 2 [0; 1[
=) sup

x2[0;1]
jfn(x)� f(x)j = 19 0

Ce qui prouve que la suite ne converge pas uniformément vers la fonction nulle.

Dé�nition 1.2 Soit (fn)n une suite de fonctions complexes, et f sa limite simple dans
un ouvert U � C. On dit que (fn)n converge uniformément vers f , si et seulement si

8" > 0;9� 2 N : (n � � =) 8z 2 U; jfn(z)� f(z)j < ":)

Dé�nition 1.3 On dit que la série de fonctions
X
n�0

fn(z) converge normalement sur U

si la série (numérique)
X
n�0
kfnk1 est convergente.

Proposition 1.1 ([16]) Si la série
X
n�0

fn(z) converge normalement sur U , alors la suite

des sommes partielles

SN(z) =
NX
n=0

fn(z);

Converge uniformément vers une fonction f sur U:

Dé�nition 1.4 On dit qu�une partie A d�un espace métrique est compacte si toute suite
de A possède une suite extraite convergente.

Proposition 1.2 Si A est une partie compacte de (E; d), Alors A est à la fois fermée et
bornée.

1) [0; 1] est compact mais ]0; 1] et R ne sont pas compacts.
2) Toute partie �nie d�un espace métrique est compacte.

3) Les parties compactes dans C ou R sont les parties fermées bornées.



9

Dé�nition 1.5 (Convergence normale) Soient (fn) une suite de fonctions de U � C
et

mn = sup
z2U
jfn(z)j avec mn 2 R+ou mn = +1:

On dit que la série de fonctions
+1X
n=0

fn est normalement convergente sur U lorsque la série

numérique
+1X
n=0

mn est convergente.

Théorème 1.1 (Un critère de convergence normale) Soit (fn) une suite de fonc-

tions de U � C. La série
+1X
n=0

fn converge normalement sur U si et seulement si, il existe

une série numérique à termes positifs convergente
+1X
n=0

an tel que

8n 2 N; 8z 2 U; jfn(z)j � an:

Preuve. Si la série
+1X
n=0

fn est normalement convergente, il su¢ t de poser an = mn pour

obtenir une série numérique convenable.

Réciproquement. Par hypothèse, la série numérique
+1X
n=0

an est convergente et

8z 2 U; jfn(z)j � an;

donc

mn = sup
z2U
jfn(z)j � an:

La série
+1X
n=0

mn est alors convergente (théorème de comparaison des séries à termes posi-

tifs), donc la série
+1X
n=0

fn est normalement convergente.

Exemple 1.2 Soit

fn : C :! C

z 7! zn

n!

Etudions la convergence de la série
+1X
n=0

zn

n!
.
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Soit BR = fz 2 C; jzj � Rg. Alors, pour tout z de BR, jfn(z)j � Rn

n!
.

Comme
+1X
n=0

Rn

n!
converge vers exp(R), on en déduit que

+1X
n=0

zn

n!
est normalement conver-

gente sur BR, donc uniformément convergente sur BR.



Chapitre 2

Convergence du produit in�ni

2.1 Introduction

Soit (an)n�1 une suite de nombres complexe. Un produit in�ni de cette suite est dé�ni par

1Y
n=1

an = a1a2a3 � � � : (2.1)

On remarque que la convergence du produit in�ni (2:1) implique que lim
n!1

an = 1: Sinon,

le produit divergera. Pour cela, on écrira an = 1 + bn: Donc le produit in�ni (2:1) est

converge si lim
N!1

NY
n=1

(1 + bn) existe dans C. Si 1 + bn = 0 pour un certain entier n, alors

on a la convergence triviale vers une limite l = 0: Si le produit in�ni converge vers une

limite l 6= 0, alors on a

lim
n!1

(1 + bn) = 1 et alors lim
n!1

bn = 0

car

1 + bn =

NY
n=1

(1 + bn)

N�1Y
n=1

(1 + bn)

:

Donc pour la convergence du (2:1) dans C� on a lim
n!1

bn = 0 est une condition nécessaire:

D�autre part, on a

log

NY
n=1

(1 + bn) =

NX
n=1

log (1 + bn)

et

log (1 + bn) � bn

11
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si lim
n!1

bn = 0: Donc

log

1Y
n=1

(1 + bn) =
1X
n=1

log (1 + bn) �
1X
n=1

bn:

La question qui se pose, est ce que la convergence d�un produit in�ni
1Y
n=1

(1 + bn) équivaut

à la convergence de la série in�nie
1X
n=1

bn?. L�exemple suivant montre que n�est pas juste.

En e¤et, soit

bn = �
1

n+ 1
donc

1X
n=1

bn = �
1X
n=1

1

n+ 1
= �1

mais
1Y
n=1

(1 + bn) = lim
N!1

NY
n=1

�
1� 1

n+ 1

�
= lim

N!1

NY
n=1

n

n+ 1

= lim
N!1

1

N + 1
= 0:

Encore cet exemple montre qu�un produit in�ni de nombres complexes soit nul, mais

aucun facteur de ce produit soit nul.

Exemple 2.1 Soit le produit in�ni
1Y
n=2

�
1� 1

n2

�
:

Si on pose

Pn =

nY
k=2

�
1� 1

k2

�
;

alors on a :

Pn =

nY
k=2

k2 � 1
k2

=
nY
k=2

(k � 1) (k + 1)
k2

=
1:3

2:2
� 2:4
3:3
� 3:5
4:4
� � � � � (n� 3) (n� 1)

(n� 2) (n� 2) �
(n� 2)n

(n� 1) (n� 1)
(n� 1) (n+ 1)

n:n

=
n+ 1

2n
:

Donc
1Y
n=2

�
1� 1

n2

�
= lim

n!+1
Pn =

1

2
:



13

Remarque 2.1 On sait que pour tout x 2 R�+, on a 1 + x � ex: Alors pour une suite
complexe (ai)i2N on a

nY
i=0

(1 + jaij) � exp
 

nX
i=0

jaij
!

Encore on a �����
nY
i=0

(1 + ai)� 1
����� �

nY
i=0

(1 + jaij)� 1

car l�inégalité est évidente pour n = 0; et si on suppose qu�elle est vraie pour n� 1, alors
on a : �����

nY
i=0

(1 + ai)� 1
����� =

�����(1 + an)
n�1Y
i=0

(1 + ai)� 1
�����

=

�����(1 + an)
 
n�1Y
i=0

(1 + ai)� 1
!
+ an

�����
� (1 + janj)

 
n�1Y
i=0

(1 + jaij)� 1
!
+ janj

=
nY
i=0

(1 + jaij)� 1:

2.2 Convergence d�un produit in�ni

Soit (an)n�1une suite complexe.

Théorème 2.1 ( Critère de Cauchy) Le produit in�ni
1Y
n=1

an est converge si et seulement

pour tout " > 0; il existe n0 2 N tel que�����
mY

i=n+1

ai � 1
����� < "

pour tout m > n � n0:

Preuve. Supposons d�abord que le produit
1Y
n=1

an converge, on peut aussi supposer que non

a est nul (en écartant un nombre �ni de termes si nécessaire). Soit pn = a1 � a2 � � � an et
p = lim

n!1
pn , de sort que p 6= 0, et il existe un M > 0 tel que jpnj > M pour tout n � 1:

puisque (pn)n satisfait le critère de Cauchy pour les suites, étant donné un " > 0;il existe

un entier n0 tel que :

jpm � pnj � "M;8m > n � n0
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on divise par jpnj on obtient���� mQ
k=n+1

ak � 1
���� < " ; 8 m > n � n0:

Inversement, soit " > 0, il existe un entier n0 tel que :

jak � 1j < " ; 8 m > n � n0

notons d�abord que si m > n0 alors cela implique que am 6= 0 , puisque (en supposant
que 0 < " < 1), en prenant n = m� 1, on a

jjamj � 1j � jam � 1j < "

c�est-à-dire 0 < 1� " < jamj < 1 + " pour m � n0:
Maintenant, prenons " = 1

2
et on pose qm = an0+1 � an0+2 � � � am pour m � n0 , puis

1

2
< jqmj <

3

2

Pour tout m � n0. par conséquent, si (qm) converge, il ne peut pas converge ver 0 . pour
voire que la suite (qn) converge e¤ectivement, soit 0 < " < 1

2
arbitraire , alors il existe n0

tel que ����qmqn � 1
���� < 2

3
" 8m > n � n0

Ansi

jqm � qnj <
2

3
" jqnj <

3

2

2

3
" = ";

la suite (qn) est une suite de Cauchy de nombre réel, et donc le produit in�ni
1Q
n=1

est

converge.

Théorème 2.2 Si la série
1X
n=1

janj converge, alors le produit in�ni

1Y
n=1

(1 + an) ;

converge. De plus, on a
1Y
n=1

(1 + an) = 0;

si et seulement s�il existe un entier n � 1; tel que 1 + an = 0:

Preuve. Si la série
1X
n=1

janj converge, alors janj ! 0 quand n ! +1: Donc pour n

assez grand, on a janj � 1
2
. En éliminant les premiers facteurs du produit in�ni, on peut
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supposer que janj � 1
2
pour tout n � 1:puisque seuls ces premiers facteurs pouvaient donc

satisfaire 1 + an = 0, nous allons voir que, en fait, la limite :

lim
n!1

1Y
n=1

(1 + an) 2 Cn f0g

existe et est non nulle. Autrement dit, un produit in�ni convergent ne peut valoir 0 que

si l�un de ses premiers facteurs est nul. En e¤et, avec le développement connu en série

entière valable pour jzj � 1 :

log (1 + z) = z � z
2

2
+
z3

3
� z

4

4
+
z5

5
� � � ;

si de plus jzj � 1
2
; on peut majorer :

jlog (1 + z)j � jzj
�
1 + jzj+ jzj2 + jzj3 + jzj4 + � � �

�
� jzj

�
1 +

1

2
+
1

22
+
1

23
+
1

24
+ � � �

�
= 2 jzj

pour assurer la convergence de la série :�����
1X
n=1

log (1 + an)

����� �
1X
n=1

jlog (1 + an)j

� 2
1X
n=1

janj <1

vers un nombre que l�on note :

lim
n!1

1X
n=1

log (1 + an) =: l

et comme l�exponentielle est continue :

1Y
n=1

(1 + an) =

1Y
n=1

elog(1+an)

= e

1X
n=1

log(1+an)

!
n!1

el 6= 0

ceci montre bien la convergence des produits partiels vers un nombre qui est e¤ectivement

non nul, parce qu�il est exponentielle d�un nombre complexe.
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Théorème 2.3 (Condition nécessaire pour la convergence d�un produit in�ni)

Si le produit in�ni
1Y
n=1

(1 + an) converge, alors an ! 0 quand n ! 1, et an = �1 pour

au plus un nombre �ni de n:

Théorème 2.4 Si an > 0, le produit in�ni
1Y
n=1

(1 + an) converge si et seulement si la

série
1X
n=1

an converge.

Preuve. Soient Sn =
nX
i=1

ai et Pn =
nY
i=1

(1 + ai) : les deux suites sont monotones et

croissantes, donc pour preuve le théorème, il su¢ t de montrer que la suite (Pn)n est

bornée si et seulement si la suite (Sn)n : Comme si x > 0; 1 + x � exp (x) ; alors

Sn � Pn � exp (Sn) :

Donc la suite (Pn)n est bornée si et seulement si la suite (Sn)n est bornée. Remarquons

également que la suite des produits partiels (Pn)n ne peut pas converge vers zéro, puisque

Pn � 1 pour tout n � 1: En�n, par la limite quand n ! +1, Pn tend vers +1 si et

seulement si Sn tend vers +1:

Exemple 2.2 Etudions la convergence de produit in�ni
1Y
n=1

�
1 + 1

n2

�
:Soit

un =
NY
n=1

�
1 +

1

n2

�
On a

ln (un) = ln
NY
n=1

�
1 +

1

n2

�
=

NX
n=1

ln

�
1 +

1

n2

�
On sait que, d�après les propriétés des équivalences

ln

�
1 +

1

n2

�
v 1

n2

�
puisque

1

n2
!

n!+1
0

�

et
X

1
n2
converge (séries de Riemann) ; Donc

NX
n=1

ln
�
1 + 1

n2

�
converge. Alors

lim
N!+1

NX
n=1

ln

�
1 +

1

n2

�
= l
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Donc

lim
N!+1

ln (un) = l

lim
N!+1

un = el

Alors
1Y
n=1

�
1 + 1

n2

�
est converge.

Exemple 2.3 Sachant que

x� x
2

2
� ln(x+ 1) � x ;8x � 0:

Etudions la convergence de la suite (un)n�1 dé�nie par :

un =
nY
p=1

(1 +
p

n2
)

On a un � 0 (produit de termes strictement positif)

ln (un) = ln

 
nY
p=1

(1 +
p

n2
)

!

=
nX
p=1

ln(1 +
p

n2
)

8p 2 [1; n], en remplaçant x par p
n2
; on obtient

p

n2
� p2

2n4
� ln

� p
n2
+ 1
�
� p

n2

En sommant de 1 à n des termes positifs :

nX
p=1

� p
n2

�
� 1

2n4

nX
p=1

p2 �
nX
p=1

ln(
p

n2
+ 1) � 1

n2

nX
p=1

p

() 1

n2

�
n(n+ 1)

2

�
� 1

2n2

�
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

�
� ln(un) �

1

n2

�
n (n+ 1)

2

�
() n+ 1

2n
� 1

2n3

�
(n+ 1)(2n+ 1)

6

�
� ln(un) �

n+ 1

2n
:
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On a

lim
n!+1

n+ 1

2n
=
1

2
et lim

n!+1

1

2n3

�
(n+ 1)(2n+ 1)

6

�
= 0

Donc par encadrement on a

lim
n!+1

ln(un) =
1

2

d�où

lim
n!+1

(un) = e
1
2 =
p
e

Théorème 2.5 Si an � 0, an 6= 1; alors le produit in�ni
1Y
n=1

(1� an) converge si et

seulement si la série
1X
n=1

an converge.

Preuve. On suppose que la série
1X
n=1

an converge. Alors an ! 0 quand n ! 1, donc il

existe N tel que pour tout n � N ,

0 � an < 1

et par le critère de Cauchy�����
nX
k=1

ak �
NX
k=1

ak

����� = aN+1 + � � �+ an < 1

2

Alors

(1� aN) (1� aN+1) = 1� aN � aN+1 + aNaN+1
> 1� aN � aN+1
> 1� 1

2
=
1

2

Donc
nY
i=N

(1� ai) � 1�
nX
i=N

ai >
1

2
:

On pose Pn =
nY
i=1

(1� ai) ; donc

Pn = Pn�1

nY
i=N

(1� ai)

La suite
�
Pn
Pn�1

�
n�1

est décroissante et bornée, donc elle est convergente.
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Théorème 2.6 Soit (pn)n2N� la suite croissante des nombres premiers. Pour tout x > 1
on a la formule du produit Eulérien suivante

+1X
n=1

1

nx
=

+1Y
n=1

(1� 1

pxn
)�1:

Preuve. On sait que pour tout z 2 C tel que jzj < 1; on a 1
1�z =

+1X
k=0

zk: Alors comme

pn � 2; on a 1
pxn
< 1 pour tout x > 1: Donc

+1X
k=0

1

pkx
n

=
1

1� 1
pxn

= (1� 1

pxn
)�1:

En multipliant les N premières égalités terme à terme, on obtient

NY
n=1

(1� 1

pxn
)�1 =

NY
n=1

 
+1X
k=0

1

pkxn

!
=

X
n2PN

1

nx

=
+1X
n=1

1

nx
�
X
n=2PN

1

nx
;

où PN est l�ensemble des entiers dont les facteurs premiers sont inférieur à N . D�autre

part on a X
n=2PN

1

nx
�

+1X
n=N

1

nx
!

N!+1
0

car si n =2 PN ; on a n > N ( les facteurs premiers de n sont inférieurs à N). Alors si on

passe à la limite quand N ! +1; il vient

+1Y
n=1

(1� 1

pxn
)�1 =

+1X
n=1

1

nx
:

Théorème 2.7 Soit(un)n une suite de nombres réels di¤érentes de �1 tendant vers 0.Alors
le produit in�ni

Y
n

(1 + un) converge si et seulement si la série
X
n

log(1 + un) converge.
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Preuve. Comme la suite (un)n converge vers 0, on a en particulier que 1 + un > 0 pour
n assez grand, disons pour n � n0 pour un certain n0 2 N. Alors on a pour tout n � n0

nY
k=n0

(1 + uk) = exp

 
log

 
nY

k=n0

(1 + uk)

!!

= exp

 
nX

k=n0

log(1 + uk)

!
:

Si la série
nX

k=n0

log(1+uk) converge, alors le produit
Y
(1+un) converge, par continuité de

l�exponentielle, vers
Y
k<n0

(1+uk) exp(

+1X
k=n0

log(1+uk)) qui est bien non nul.Réciproquement,

si le produit converge alors la série converge en utilisant la formule

nX
k=n0

log(1 + uk) = log

 
nY

k=n0

(1 + uk)

!

et le fait que la limite du produit est non nulle.

Théorème 2.8 On considère la série convergente
+1X
n=1

an: Le produit in�ni
1Y
n=1

(1 + an)

converge si et seulement si la série
+1X
n=1

a2n converge.

Preuve. Par hypothèse, la série
+1X
n=1

an converge et on peut sans perte de généralité

supposer que janj < 1: Puisque

lim
n!1

an � ln(1 + an)
a2n

=
1

2
;

et que la série
+1X
n=1

an converge, la convergence de
+1X
n=1

a2n est équivalente à celle de
+1X
n=1

ln(1+

an); qui à son tour est équivalent à celui de

1Y
n=1

(1 + an):
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Théorème 2.9 le produit in�ni
+1Y
n=1

(1 + an) est absolument convergent si et seulement si

tout réarrangement de ses facteurs ne change pas sa valeur.

Preuve. Clairement, le produit
+1Y
n=1

(1 + an), an > 1, converge si et seulement si la série

+1X
n=1

ln(1 + an) converge.De plus, si P est la valeur du produit et S est la somme de la

série, alors P = eS .On suppose maintenant que le produit est absolument convergent.

Étant donnée l�égalité :

lim
n!1

jln(1 + an)j
janj

= 1 (car lim
n!1

an = 0): (2.2)

La série
+1X
n=1

ln(1 + an) est absolument convergente. En conséquence, tout réarrangement

de cette série converge vers la même somme.

Finalement, avec la remarque faite au début de la solution de ce problème, tout réarran-

gement des facteurs du produit ne change pas sa valeur.

On suppose maintenant que la valeur du produit
+1Y
n=1

(1 + an) ne dépend pas de l�ordre de

ses facteurs. Ceci signi�e que la somme de la série
+1X
n=1

ln(1 + an) ne dépend pas non plus

de l�ordre de ses termes. D�après le Riemann, la série converge absolument ce qui, avec

(2:2), implique la convergence de
+1X
n=1

janj. Le résultat demandé est donc prouve.



Chapitre 3

Produits in�nis de suites de
fonctions

Rappelons que le produit in�ni
Y
n�1

fn(z) converge dans un ouvert 
 de C, si la suite de

fonctions holomorphes (pn)n�0 telle que pn =
nY
k=1

fk est converge uniformément sur tout

compact de 
 vers une fonction holomorphe f dans 
:

Remarque 3.1 Nous avons considéré le produit in�ni indexé par les entiers strictement
positifs i.e n 2 N�; mais on peut envisager des produits in�nis ou n 2 N ou bien n 2 I
avec I une partie in�ni de N.

3.1 Théorème de Weierstrass

Théorème 3.1 ([9]) (Weierstrass) Soit (fn) une suite de fonctions holomorphes dans

un ouvert U qui converge uniformément sur les partie compactes de U vers une fonction

f . Alors f est holomorphe, et pour tout k, la suite des dérivées k-ième
�
f
(k)
n

�
converge

uniformément sur les compacts de U vers f (k):

Lemme 3.1 Soit (fn)n�0 une suite de fonctions continues sur un ouvert 
 de C: Si les
fonctions fn sont holomorphes sur 
 et si le produit in�ni f =

Y
n�0

fn converge normale-

ment sur tous les compacts de 
, alors la série de fonctions mésomorphes
X
n�0

f 0n
fn
converge

normalement sur tous les compacts de 
 vers la dérivée logarithmique
f 0

f
:

22
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Preuve. Pour tous entiers positifs m, n tel que m � n+ 1, on pose

gm(z) =

mY
k=n+1

fk(z):

Alors,

log gm(z) = log
mY

k=n+1

fk(z);

et on dérive les deux termes, on obtient

g0m (z)

gm(z)
=

mX
k=n+1

f 0k(z)

fk(z)

par conséquent,

g0m = gm(z)

mX
k=n+1

f 0k(z)

fk(z)
:

Alors

lim
m!+1

g0m (z) = lim
m!+1

"
gm(z)

mX
k=n+1

f 0k(z)

fk(z)

#
et comme la limite de gm est la fonction holomorphe g et sa dérivée g0 est la limite de g0m
(le théorèmes de Weierstrass), on a

g0

g
=

+1X
k=n+1

f 0k
fk

et d�autre part, on a
mY
k=0

fk =
nY
k=0

fk � gm

donc

f =
nY
k=0

fk � g

et alors

log f =

nX
k=0

log fk + log g

par conséquent,
f 0

f
=

nX
k=0

f 0k
fk
+
g0

g
=

nX
k=0

f 0k
fk
+

+1X
k=n+1

f 0k
fk
=

+1X
k=0

f 0k
fk
:

On a donc bien, sur l�intérieur de K,

f 0

f
=

+1X
k=0

f 0n
fn
;
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avec convergence normale sur les compacts de l�intérieur deK et ceci pour toutK compact

de 
:

Théorème 3.2 Soient 
 � C un ouvert, et (Fn)n�1 une suite de fonctions holomorphes

sur 
 ( i.e. Fn 2 H(
)). S�il existe des constantes cn > 0 telles que
1X
n=1

cn <1 et

8z 2 
; jFn (z)� 1j � cn:

Alors les trois propriétés suivantes sont satisfaites.

1) Le produit in�ni
1Y
n=1

Fn(z) converge uniformément dans 
 vers une fonction holomorphe

F

F (z) := lim
N!1

NY
n=1

Fn(z):

2) Pour w 2 
, on a F (w) = 0 si et seulement s�il existe n = nw � 1 avec Fn(w) = 0.

3) Si pour tout n � 1; Fn 6= 0 dans 
, alors F 6= 0 dans 
 tout entier, et de plus

F 0(z)

F (z)
=

1X
n=1

F 0n(z)

Fn(z)
:

Preuve. 1) Puisque lim
n!+1

cn = 0, alors il existe un entier M � 1 assez grand tel que,
pour tout n �M + 1; on a

cn �
1

2
:

En écrit
1Y
n=1

Fn(z) =

MY
n=1

Fn(z)

1Y
n=M+1

Fn(z);

remarquons que le deuxième produit ne s�annule en aucun point de 
, et donc les zéros

de la fonction-limite ( F (z) =
1Y
n=1

Fn(z)) ne peuvent être présents que dans le premier

produit, donc

fw 2 
 : F (w) = 0g =
[

1�n�M
fw 2 
 : Fn(w) = 0g :

En éliminant ces premiers facteurs, ce qui ne change rien à (1), (2) et (3), nous nous

ramenons à cn � 1
2
pour tout n � 1

Avec les notations précédentes, on pose

Fn(z) = 1 + an(z):
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Puisque

jan(z)j � cn �
1

2

dans 
, l�hypothèse
X

cn <1, suivie de l�estimation de convergence normale uniforme�����
1X
n=1

log(1 + an(z))

����� �
1X
n=1

jlog(1 + an(z))j

� 2
1X
n=1

jan(z)j

� 2

1X
n=1

cn <1:

Donc la série
1X
n=1

log(1 + an(z)) est converge normalement, alors

1X
n=1

log(1 + an(z)) 2 H(
)

donc

F (z) =
1Y
n=1

(1 + an(z)) = e

1P
n=1

log(1+an(z))
2 H(
);

et cette fonction holomorphe ne s�annule en aucun point de 
 car c�est une exponentielle!,

ce qui conclut l�assertion (1).

Pour l�équivalence de l�assertion (2), on a ici

; = fw 2 
 : F (w) = 0g

ce qui est cohérent avec le fait que nous nous sommes ramenés à cn � 1
2
pour tout n � 1;de

telle sorte que les inégalités

jFn(z)� 1j �
1

2

forçaient, à l�avance aussi

; =
1[
n=1

fw 2 
 : Fn(w) = 0g :

Pour l�assertion (3), on pose

GN(z) :=
NY
n=1

Fn(z)
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tel que GN(z) ! F (z) uniformément quand N ! +1: Un théorème connu donne la
convergence des dérivées en tout point de 


i.e. G0N(z) �! F 0(z):

Mais les GN sont uniformément minorées dans 
, car

jFn(z)� 1j � cn �
1

2

donc

cn � jFn(z)� 1j � jFn(z)j � 1

jFn(z)j � cn + 1

donne

jGN(z)j =
NY
n=1

jFn(z)j

�
NY
n=1

(1� cn)

�
1Y
n=1

(1� cn)

> 0;

donc on a aussi en tout point convergence uniforme

1

F (z)
 � 1

GN(z)
;

d�où la conclusion de (3)

F 0(z)

F (z)
 � G0N(z)

GN(z)

=
(F1(z) � � �FN(z))0
F1(z) � � �FN(z)

=
F 01(z)

F1(z)
+ � � �+ F

0
N(z)

FN(z)
:

Ainsi, la bonne condition su¢ sante pour la convergence d�un produit in�ni
1Y
n=1

FN(z)

c�est la convergence normale de la série de fonctions holomorphes

1X
n=1

(Fn(z)� 1)
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Lemme 3.2 Soient (un)n�1 une suite de C: Pour un entier N � 1;on pose

p
N
=

NY
n=1

(1 + un) et p�N =
NY
n=1

(1 + junj):

Alors on a

p�
N
� exp(ju1j+ :::+ juN j) et jpN � 1j � p�N � 1

Preuve. Pour tout x positif,

exp(x) = 1 + x+
1X
n=2

xn

n!
� 1 + x

et donc
NY
n=1

(1 + junj) �
NY
n=1

exp(junj) = exp(
NX
n=1

junj)

Pour démontrer la seconde inégalité, on utilise la récurrence sur N . En e¤et, pour N = 1,

on a l�inégalité triviale ju1j � ju1j et si on la suppose vraie pour un entier N , alors

jpN+1 � 1j = jpN(1 + uN+1)� 1j
= j(pN � 1)(1 + uN+1) + uN+1j
� (p�N � 1)(1 + juN+1j) + juN+1j
= p�N+1 � 1;

ce qui complète la démonstration.

Théorème 3.3 Soit X un ensemble et (fn)n une suite de fonctions tels que fn : X ! C
bornées, et que

P
jfnj converge uniformément sur X. Soit f l�application X ! C dé�nie

par

8x 2 X; f(x) =
1Y
n=1

(1 + fn(x))

Alors

1) f converge uniformément sur X.

2) f s�annule en un point x0 2 X si et seulement s�il existe un entier n tel que fn(x0) =

�1:
3) Pour toute bijection � de N� dans N�, on a

8x 2 X; f(x) =

1Y
n=1

(1 + f�(n)(x)):
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Preuve. Par la convergence uniforme de
X
jfnj sur X, il existe C > 0 tel queX

jfnj � C (8x 2 X)

Posons comme dans le lemme précédent

P
N
=

NY
n=1

(1 + fn)

et

P �
N
=

NY
n=1

(1 + jfnj)

On a

jP
N
j � P �

N
� exp(

NX
n=1

jfnj)

et à la limite

8x 2 X ;8N 2 N; jP
N
(x)j � eC :

Soit " > 0. Puisque
X
jfnj converge uniformément sur X, il existe un entier N0 tel que

pour tout n � N0 et x 2 X, on a�����
nX
k=1

jfk(x)j �
1X
k=1

jfk(x)j
����� � "

et donc

8x 2 X;
nX
k=1

jfk(x)j � "

Soit M et N deux entiers tels que M > N � N0: Alors

jp
M
� p

N
j = jp

N
j
���� jpM jjp

N
j � 1

���� = jpN j
�����

MY
n=N+1

(1 + fn)� 1
�����

et d�après le lemme

jpM � pN j � jpN j(
MY

n=N0

(1 + jfnj)� 1) � jpN j(exp(
MX

k=N0

jf
k
j)� 1):

D�ou

jpM � pN j � jpN j(e" � 1) � ec(e" � 1) � 2"ec:

En ayant pris soin de choisir ": Ainsi, la suite (pN)N est uniformément de Cauchy et f

converge uniformément.

L�inégalité ci-dessus montre également que pour tout

M > N0; j jpM j � jpN j j � 2"jpN0 j
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d�où

jp
M
j �

��p
N0

�� (1� 2")
et donc

8x 2 X; jf(x)j �
��p

N0

�� (1� 2")
Donc si f(x0) = 0 pour un certain x0; pN0 (x0) = 0 et il existe n0 2 f1; :::; N0g tel que

fn0(x0) = 0

la réciproque est évidente.

Soit � une bijection de N� dans N� et q
N
=

NY
n=1

(1 + f�(n)): Pour tout N � N0; il existe

m � N tel que

n 2 f�(i)gmi=1 ; (8n � N);

ainsi, pour M � m, le produit q
M
contient tous les facteurs de pN : On a donc

8M � m; jq
M
� p

N
j = jp

N
j
���� jqM jjp

N
j � 1

����
= jp

N
j

������
MQ
n=1

�(n)>N

(1 + f�(n))� 1

������
� jp

N
j (exp(

MX
n=1

�(n)j>N

jfnj)� 1):

On en déduit

jq
M
� p

N
j � jp

N
j (e" � 1) � 2"eC

ce qui prouve que la suite (q
M
)
M
converge.

Exemple 3.1 Le produit in�ni
Y
n�0
(1 + z2n) est converge normalement sur tout compact

du disque unité D(0; 1) et que pour tout z 2 D(0; 1);
Y
n�0
(1 + z2n) =

1

1� z : En e¤et, soit

K un compact de D(0; 1):Pour tout z 2 K tel que jzj � r < 1; on a��z2n�� � r2n:
La série

X
n�0

r2n converge et d�après le critère précédent, la série
X
n�0

z2n converge norma-

lement sur K. Par conséquent, le produit in�ni
Y
n�0
(1 + z2n) converge normalement sur
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K; d�autre part, la valeur de ce produit in�ni est une fonction holomorphe sur D(0; 1): En

posant

pn(z) =

nY
k=0

(1 + z2k):

On obtient

(1� z)pn(z) = 1� z2n+1;

Or pour

jzj � 1; lim
n!+1

z2n+1 = 0;

donc

lim
n!+1

pn(z) =
1

1� z :

et le résultat en découle.



Chapitre 4

Application sur les produits in�nis

4.1 L�expression de
sinx

x
sous forme produit in�ni

Cette partie est consacrée à l�expression de
sin x

x
sous forme produit in�ni.

Théorème 4.1 (Euler) Pour tout x 2 ]��; �[, on a

sin x = x
1Y
k=1

�
1� x2

k2�2

�
:

Preuve. Pour tout entier impair n � 1 on a

eint = ei(2m+1)t =
�
eit
�2m+1

= (cos t+ i sin t)2m+1

=

2m+1X
k=0

 
2m+ 1

k

!
(i)k (sin t)k (cos t)2m+1�k :

Donc la partie imaginaire du terme droit donne

sin (2m+ 1) t =

mX
k=0

 
2m+ 1

2k + 1

!
(�1)k (sin t)2k+1 (cos t)2m�2k

=

mX
k=0

 
2m+ 1

2k + 1

!
(�1)k (sin t)2k+1

�
1� sin2 t

�m�k
= (�1)m

mX
k=0

 
2m+ 1

2k + 1

!
(sin t)2k+1

�
sin2 t� 1

�m�k

31
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Alors on peut écrire sin (2m+ 1) comme suit

sin (2m+ 1) t = P2m+1 (sin t)

tels que

P2m+1 (x) = (�1)m
mX
k=0

 
2m+ 1

2k + 1

!
x2k+1

�
x2 � 1

�m�k
(4.1)

est un polynôme de degré 2m+ 1 et le coe¢ cient dominant est

am = (�1)m
mX
k=0

 
2m+ 1

2k + 1

!
alors par les deux formules

22m+1 =
mX
k=0

 
2m+ 1

k

!
= A et 0 =

mX
k=0

(�1)k
 
2m+ 1

k

!
= B

on obtient

am =
1

2
(A�B)

= (�4)m :

Pour chercher les racines de P2m+1 dans ]�1; 1[ ; on pose x = sin t avec t 2
�
��
2
; �
2

�
: Donc

par la formule (4:1) on a

P2m+1 (x) = 0() sin (2m+ 1) t = 0

() t =
k�

2m+ 1
tel que �m � k � m:

Alors on a 2m+1 racines de P2m+1 de la forme xk = sin k�
2m+1

: Par conséquent, ces racines

sont distincts deux à deux et sont dans ]�1; 1[ : Les résultats précédents montre que

P2m+1 (x) = (�4)m
mY

k=�m

(x� xk)

ou encore on a

sin (2m+ 1) t = (�4)m
mY

k=�m

(sin t� sin tk) avec tk =
k�

2m+ 1

= (�4)m sin t
mY
k=1

(sin t+ sin tk) (sin t� sin t�k)

= (�4)m sin t
mY
k=1

(sin t+ sin tk) (sin t� sin tk)

= 4m sin t

mY
k=1

�
sin2 tk � sin2 t

�
;
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car sin t�k = � sin tk: Alors on a

sin (2m+ 1) t

sin t
= 4m

mY
k=1

�
sin2 tk � sin2 t

�
(4.2)

et on a

lim
t!0

sin (2m+ 1) t

sin t
= lim

t!0
(2m+ 1)

sin (2m+ 1) t= (2m+ 1) t

sin t=t
= 2m+ 1;

alors

2m+ 1 = 4m
mY
k=1

sin2 tk: (4.3)

Par (4:2) et (4:3) nous concluons que

sin (2m+ 1) t

2m+ 1
= sin t

mY
k=1

�
1� sin2 t

sin2 tk

�
:

D�autre part on a

sin (2m+ 1) t =
mX
k=0

 
2m+ 1

2k + 1

!
(�1)k (sin t)2k+1 (cos t)2m�2k

= sin t (cos t)2m
mX
k=0

 
2m+ 1

2k + 1

!
(�1)k (tan t)2k

= sin t (cos t)2mQ2m (tan t)

tel que

Q2m (x) =
mX
k=0

 
2m+ 1

2k + 1

!
(�1)k x2k

Q2m est un polynôme de degré 2m et son coe¢ cient dominant est b2m = (�1)m :
Pour chercher les racines de Q2m dans ]�1; 1[ ; on pose x = tan t avec t 2

�
��
2
; �
2

�
et t 6= 0:

Donc on a

Q2m (tan t) = 0() sin (2m+ 1) t = 0

() t =
k�

2m+ 1
avec k 2 ]�m;m[ et k 6= 0:
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Les racines yk = tan tk avec tk = k�
2m+1

sont distincts deux à deux. Alors par ce qui précède,

on a

Q2m (x) = (�1)m
mY

k=�m
k 6=0

(x� tan tk)

= (�1)m
mY
k=1

(x� tan tk) (x+ tan tk)

= (�1)m
mY
k=1

�
x2 � tan2 tk

�
=

mY
k=1

�
tan2 tk � x2

�
:

Par conséquent

Q2m (tan t) =
mY
k=1

�
tan2 tk � tan2 t

�
(4.4)

=
mY
k=1

tan2 tk

mY
k=1

�
1� tan2 t

tan2 tk

�

et comme on a lim
t!0

Q2m (tan t) = 2m+1, alors par la formule(4:4) on obtient
mY
k=1

tan2 tk =

2m+ 1: Donc on a

sin (2m+ 1) t = (2m+ 1) sin t (cos t)2m
mY
k=1

�
1� tan2 t

tan2 tk

�
On peut montrer que la fonction t 7! sin t

t
est décroissante et t 7! tan t

t
est croissante, alors

si 0 � t < tk < �
2
; alors

0 � tan2 t

tan2 tk
� t

2

t2k
� sin2 t

sin2 tk
< 1

donc il vient

0 <

mY
k=1

�
1� sin2 t

sin2 tk

�
�

mY
k=1

�
1� t

2

t2k

�
�

mY
k=1

�
1� tan2 t

tan2 tk

�
et comme (2m+ 1) sin t � 0; alors

(2m+ 1) sin t

mY
k=1

�
1� sin2 t

sin2 tk

�
� (2m+ 1) sin t

mY
k=1

�
1� t

2

t2k

�
� (2m+ 1) sin t

mY
k=1

�
1� tan2 t

tan2 tk

�
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et encore

sin (2m+ 1) t � (2m+ 1) sin t

mY
k=1

�
1� t

2

t2k

�
� sin (2m+ 1) t

1

cos2m t
:

Si on pose y = (2m+ 1) t; avec 0 � t < �, alors obtient t
tk
= y

k�
et

sin y � (2m+ 1) sin

�
y

2m+ 1

� mY
k=1

�
1� y2

k2�2

�
� sin y

1

cos2m
�

y
2m+1

� :
On passe à la limite quand m! +1 dans ce qui précède, on trouve

sin y � y
+1Y
k=1

�
1� y2

k2�2

�
� sin y

par suite, pour tout y 2 ]0; �[, on a

sin y

y
=

+1Y
k=1

�
1� y2

k2�2

�
et pour y = 0, la relation reste correcte, donc avec parité il est claire que

y 2 ]��; �[ ; sin y

y
=

+1Y
k=1

�
1� y2

k2�2

�
:

Applications :
Pour y = �

2
; on obtient

+1Y
k=1

�
1� 1

4k2

�
=
2

�
;

et pour y = �
6
;

+1Y
k=1

�
1� 1

36k2

�
=
3

�
:

Remarque 4.1

f(z) = sin �z = �z
Y
(1� z

2

n2
); z 2 C
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le produit in�ni ci-dessus converge normalement sur tout compact de C, car la sérieX
z2

n2
converge normalement sur tout compact. On noter que

��� z2n2 ��� � 1
n2
sup
z2k
jz2j ; k

compact et 1
n2
sup
z2k
jz2j converge. la fonction f(z) est holomorphe dans C, et on a

f
0

f
=

1

z
+

+1X
n=1

2z

z2 � n2

= � cot�z

=
(sin �z)

0

sin �z

On en déduit que

f(z) = C sin �z; C est une constante

Autrement dit, on a
+1Y
n=1

(1� z
2

n2
) =

C sin �z

�z

En faisant tendre z vers 0; on obtient C = 1, et par conséquent,l a formule en question

Convergence normale

4.2 Théorème de factorisation de Weierstrass

Le théorème de Weierstrass a pour objet de généraliser le théorème de d�Alembert-

Gauss aux fonctions entières (c�est-à-dire analytiques dans tout le plan complexe) .

Lemme 4.1 Soit U un ouvert connexe de C tel que toute fonction holomorphe sur U

admet une primitive U . Alors si f est une fonction holomorphe sur U qui ne s�annule pas

sur U , il existe une fonction g holomorphe sur U telle que

f = eg:

Preuve. Supposons qu�il existe une fonction g holomorphe sur U telle que f = eg: alors

g0f = f 0. Puisque f ne s�annule pas la fonction f , alors la fonction
f p

f
est holomorphe sur

U et par hypothèse, elle possède une primitive dans U . Soient z0 un point de U et 2 C
tel que ew = f(z0). On note par g la primitive de

f p

f
qui prend la valeur w en z0: Donc

eg = f:

Théorème 4.2 Pour toute suite fang1n=1de nombres complexes satisfaisant janj ! 1
quand n ! 1, il existe f 2 H(C) telle que pour tout n � 1, f (an) = 0 et f 6= 0 pour

tout z 2 Cn fan; n � 1g. Toute autre fonction ~f 2 H(C) satisfaisant cela est de la forme
~f = feg avec g 2 H(C):
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Preuve. Soit an est un zéro d�ordre 1 de f et ~f: Alors au voisinage de an, on peut écrire

f(z) = (z � an) [�+O (jz � anj)] (� 6= 0)
~f(z) = (z � an) [~�+O (jz � anj)] (~� 6= 0)

d�où il découle que an est une singularité illusoire du quotient

~f(z)

f(z)
=
(z � an) [~�+O(z � an]
(z � an) [�+O(z � an]

=
~�

�
+O(jz � anj);

( le cas où an est de multiplicitém > 1 est similaire). Le fait que la fonction
~f

f
ne s�annule

pas au voisinage de an; alors
~f

f
2 H (C;C�)

et ne s�annule jamais. Comme C est simplement connexe, le lemme précédent montre qu�il
existe bien une fonction holomorphe entière g 2 H(C) telle que

~f

f
= eg:

Dé�nition 4.1 Soit m � 0 un entier. On dé�nit les facteurs élémentaires Em : C! C,
par 8><>:

E0(z) = 1� z

Em(z) = (1� z) exp
 

mX
k=1

zk

k

!
si m 6= 0:

Ces fonctions ont été introduites par Weierstrass et leur avantage est que leurs facteurs

sont proches de 1 lorsque jzj < 1 et m assez grand, alors que Em(1) = 0.

Lemme 4.2 Il existe une constante c > 0 telle que, pour tout m � 0; on a

j1� Em(z)j � cjzjm+1 8 jzj � 1
2
:

On peut prendre c = 2e, qui est indépendante de m.

Preuve. On sait que pour jzj � 1
2
, on a

log(1� z) = �
1X
n=1

zn

n
;
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et comme on peut écrire 1� z = exp (log(1� z)), il vient

Em(z) = exp (log(1� z)) exp
 

mX
k=1

zk

k

!

= exp

�
log(1� z) + z + z

2

2
+ � � �+ z

m

m

�
= : ew;

On posons

w := �
1X

n=m+1

zn

n
:

Mais puisque jzj � 1
2
, nous pouvons majorer de manière élémentaire

jwj � jzjm+1 ( 1

m+ 1
+
jzj
m+ 2

+
jzj2

m+ 3
+ � � � )

� jzjm+1 (1 + 1
2
+
1

22
+ � � � )

= jzjm+1
+1X
n=0

�
1

2

�n
;

et comme
+1X
n=0

�
1

2

�n
= 2

alors

jwj � 2 jzjm+1 :

Par la formule des accroissements �nis appliquée sur la fonction h(t) := etw de la variable

réelle 0 � t � 1 ayant pour dérivée h0(t) = wetw, il existe c 2 ]0; 1[ tel que

jh(1)� h(0)j = j(1� 0)h0(c)j :

Alors on a

j1� Em(z)j = j1� ewj = jh(0)� h(1)j
� 1: max

0�t�1
jh0(t)j

� max
0�t�1

jwj etjwj

� 2 jzjm+1 ejwj

� 2e jzjm+1 : jwj � 1:
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Supposons dorénavant qu�un zéros d�ordre v � 1 est prescrit en z = 0, et que les zéros

a1; a2; a3; � � � sont tous non nuls. Dé�nissons alors le produit de Weierstrass par

f(z) : = zv
1Y
n=1

En

�
z

an

�

= zv
1Y
n=1

(1� z

an
) exp

 
nX
k=1

1

k

�
z

an

�k!

= zv
1Y
n=1

(1� z

an
)e

z
an
+ 1
2
( z
an
)2+���+ 1

n
( z
an
)n

et véri�ons qu�il remplit toutes les conditions, à savoir que f 2 H(C) est holomorphe
entière avec un zéro z = 0 d�ordre v, avec des zéros en chaque an, et que f est non nulle

ailleurs. Fixons R > 0, supposons z 2 DR, et démontrons que toutes ces propriétés sont

satisfaites dans DR. Comme R est arbitraire, cela terminera la démonstration.

Théorème 4.3 (de factorisation de Weierstrass) Soient f une fonction entière ne
s�annulant pas en 0, s�annulant au moins une fois et (zn)n la suite de ses zéros comptés

avec multiplicités. Alors il existe une suite d�entiers (pn)n et une fonction entière g telles

que

8z 2 C; f(z) = eg(z)
+1Y
n=0

Epn(
z

zn
);

Preuve. Si f n�a qu�un nombre �ni de zéros z0; :::; zn c�est clair. Il su¢ t de prendre pk = 0
pour tout k � n. Alors

z 7�! f(z)

(1� z
z0
):::(1� z

zn
)

est une fonction entière ne s�annulant pas, et comme C est simplement connexe, c�est

l�exponentielle d�une fonction entière g: Sinon f a une in�nité (dénombrable) de zéros

et tendant vers l�in�ni (toujours par le théorème des zéros isolés). On peut donc
supposer que la suite (jznj)n est croissante. On prend (pn)n et P comme dans le théorème
des zéros prescrits. Alors la fonction

f

P
est entière et ne s�annule pas sur C. Comme C est

simplement connexe, il existe g entière telle que

f

P
= eg:

Théorème 4.4 Soient U un domaine de C et (un)nune suite de fonctions holomorphes
sur U . si la série

P
n�0 jun(z)j converge uniformément sur tout compact de U , alors la
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fonction

f(z) :=
Y
n�0

(1 + un(z))

est holomorphe sur U , l�ensemble de ses zéros (comptés avec multiplicité) est la réunion

de ceux des facteurs du produit, et l�on a

f 0(z)

f(z)
=
X
n�0

u0n(z)

1 + un(z)
(z 2 U=Z(f))

la convergence de cette s�écrie de fonctions mésomorphes étant uniforme sur tout compact.

Preuve. Soit K un compact de U . Il existe N 2 N tel que jun(z)j � 1
2
pour n > N et

z 2 K. donc la convergence absolue de la série

g
N
(z) :=

X
n>N

log (1 + un(z))

,et l�on a g
N
2 H(�k) d�après le théorème précédent de Weierstrass . Cela implique que

exp gN(z) est holomorphe sur �K, et donc aussi

f(z) :=
Y
n�N

(1 + un(z)) e
g
N
(z):

Cela établit la première assertion. Le théorème de Weierstrass permettant de dériver gN
terme à terme, on obtient, pour tout compact K de U

f 0(z)

f(z)
=
X
n�N

u0n(z)

1 + un(z)
+ g0

N
(z) =

X
n�0

u0n(z)

1 + un(z)

�
z 2�k=Z(f)

�
la convergence étant uniform.

4.2.1 Produit Eulerien

Dé�nition 4.2 Une fonction arithmétique est une application f : N� ! C dé�nie sur

l�ensemble des entiers n � 1 et à valeurs dans C:

Dé�nition 4.3 Une fonction arithmétique f : N� ! C est dite multiplicative si f(1) = 1
et si pour tous n; m 2 N� tel que (n;m) = 1, on a

f(nm) = f(n)f(m):

La fonction f est dite complètement multiplicative si f(1) = 1et pour tous n; m 2 N�

f(nm) = f(n)f(m):
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Dé�nition 4.4 Soit f une fonction arithmétique, la série de Dirichlet associée à f est
une série de la forme

+1X
n=1

f(n)n�s;

tel que s = � + it avec � = Re(s) et t = Im (s).

Les fonctions f(n) sont appelées souvent les coe¢ cients de la série de Dirichlet, si la

série est converge dans un domaine de convergence on écrit Df (s) =
+1X
n=1

f(n)n�s telle

que Df (s) représente une fonction holomorphe dans le demi-plan de convergence. Elle est

parfois appelée série génératrice de f (n) :

On écrit en général s = �+it la décomposition en partie réelle et imaginaire de la variable

d�une série de Dirichlet. Cela sera fait ci-dessous parfois sans mention explicite.

Dé�nition 4.5 Soit Df (s) =
+1X
n=1

f(n)n�s une série de Dirichlet. L�abscisse de conver-

gence absolue �a est dé�nie comme étant le plus petit nombre réel �a tel que si � > �a,

alors
P

n�1 jf(n)jn�� converge, donc

�a = inf

(
� :
X
n�1
jf(n)jn�� < +1

)
:

Pour déterminer la région de convergence d�une série de Dirichlet nous avons les résultats

suivants.

Théorème 4.5 Soit f une fonction arithmétique et Df (s) sa série de Dirichlet associée.

On suppose qu�il existe un réel � et pour tout " > 0 une constante C (") telle que pour

tout entier n � 1 on a
jf(n)j � C (")n�+":

Alors

1) La série de Dirichlet Df (s) converge absolument sur le demi-plan

Re(s) > 1 + �:

2) Soit " > 0, la série Df (s) converge normalement sur le demi-plan

fermé Re(s) � 1 + � + ":

Preuve. On suppose que Re(s) > 1 + �, alors il existe � > 0 tel que Re(s) � 1 + � + �,
donc on a ��f(n)n�s�� � jf(n)jn�� � C ��

2

�
n�1�

�
2 ;
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et comme la série
P+1

n=1 n
�1��

2 est convergente alors Df (s) converge absolument sur le

demi-plan Re(s) > 1 + �: Pour tout s 2 C tel que Re(s) � 1 + � + " on a jf(n)n�sj �
C
�
�
2

�
n�1�

�
2 et la série

P+1
n=1C

�
�
2

�
n�1�

�
2 est une série convergente donc on a la conver-

gence normal

4.2.2 Formule du produit Eulérien

Théorème 4.6 ([7], p21) Soit f une fonction arithmétique multiplicative à croissance
modérée1. Alors pour tout s 2 C tel que Df (s) converge absolument on a

Df (s) =
1X
n=1

f(n)n�s =
Y
p

�
1 +

f(p)

ps
+
f(p2)

p2s
+ ::::+

f(pk)

pks
+ :::

�
; (4.5)

où le produit est pris sur tous les nombres premiers et converge absolument.

Si f est une fonction arithmétique multiplicative quelconque, alors pour tout n � 1 et tout
s 2 C on a X

djn

f(d)

ds
=
Y
pkkn

�
1 +

f(p)

ps
+
f(p2)

p2s
+ ::::+

f(pk)

pks

�
: (4.6)

4.2.3 Exemples

Soit f une fonction multiplicative à croissance modérée, alors
+1X
n=1

f(n)

ns
=
Y
p

 
lim

N!+1

NX
k=0

f(pk)

pks

!
: (4.7)

1) On a

�(s) =
+1X
n=1

1

ns
pour (� > 1) .

Dans la formule 4.7 on pose f(n) = 1; on obtient

�(s) =
Y
p

 
lim

N!+1

NX
k=0

1

pks

!
=
Y
p

lim
N!+1

0B@1�
�
1
ps

�N+1
1� 1

ps

1CA ;
comme � > 1, limN!+1

�
1
p�

�N+1
= 0, donc

�(s) =

+1X
n=1

1

ns
=
Y
p

�
1� 1

ps

��1
: (4.8)

1La fonctions f pour laquelle la série de Dirichlet a une région de convergence non vide est appelée

à croissance modérée
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2) Pour la fonction multiplicative � de Möbius dé�nie par

� (n) =

(
0 si n est divisible par un carré parfait,

(�1)!(n) sinon ;

avec ! (n) =
X
pjn

1 la fonction nombre de diviseurs premiers distincts de l�entier n � 1 .

On a

D�(s) =
Y
p

(1 + �(p)p�s + �(p2)p�2s + � � � )

=
Y
p

(1� p�s);

car �(pk) = 0 si k � 2 et �(p) = �1 donc

D�(s) =
1

�(s)
; (� > 1) : (4.9)

3) Pour la fonction multiplicative d (n) nombre de diviseurs de l�entier n � 1, dé�nie par

d (n) =
X
djn

1

on a

Dd(s) = �(s)
2; (� > 1) :

En e¤et, pour tout premier p et tout entier � � 1;

d (p�) = �+ 1

et donc si n =
Y
p�kn

p�; alors

d (n) =
Y
p�kn

(�+ 1) :

Si � > 1 alors on a

Dd(s) =
Y
p

�
1 +

d(p)

ps
+
d(p2)

p2s
+
d(p3)

p3s
+
d(p4)

p4s
:::

�
=

Y
p

�
1 +

2

ps
+
3

p2s
+
4

p3s
+
5

p4s
+ :::

�
(4.10)

=
Y
p

�
1� 1

ps

��1�
1� 1

ps

��
1 +

2

ps
+
3

p2s
+
4

p3s
+
5

p4s
+ :::

�
(4.11)

= � (s)
Y
p

�
1 +

1

ps
+
1

p2s
+
1

p3s
+
1

p4s
+ :::

�
:

= �(s)2; (� > 1) :
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