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Résumé

L’objet de ce travail est d’étudier I'éxistence de solutions pour les équations différen-
tielles g-fractionnaires par I'utilisation de théorémes de point fixe dans I’'espace de Ba-
nach. Ainssi d’étudier la stabilité au sense d’'Ulam-Hyers de solutions.

Mots-Clés : Eqations différentielles g-fractionnaires, point fixe, espace de Banach, sta-

bilité au sense d’'Ulam-Hyers.

Abstract

The object of this work is to study the existence of solutions for g-fractional differential
equations by using the fixed point theorems in Banach space. Also to study the stability
in the sense of Ulam-Hyers of solutions.

Keywords : g-Fractional differential equations, fixed point, Banach space, stability in

the sense of Ulam-Hyers.
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Liste des symboles
R : Ensemble des nombres réels.
C : Ensemble des nombres Complexes.
IK : Le corps des nombres réels ou complexes.
N : Ensemble des nombres entiers naturels.
l“q(.) : Fonction g-Gamma.
ﬁq(' , ) : Fonction g-Béta.
(X ’ || . ||) : Espace vectoriel normé.
|| . || : norme infinie .
C(J,R) : Espace de Banach des fonctions continues définies de J dans R .

I qa f (x ) : Intégrale g-fractionnaire d’ordre a de la fonction f(x) selon la définition de Riemann-

Liouville.

RLD:]X f(x) : Dérivée g-fractionnaire d’ordre « de la fonction f(x) selon la définition de

Riemann-Liouville.

CD; f(x) : Dérivée d’ordre non entiere a de la fonction f(x) selon la définition de Ca-

puto.
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Introduction

ganalyse fractionnaire est une branche de ’'analyse mathématiques qui étudie la pos-
sibilité de définir des puissances non entiéres des opérateurs de dérivation et d’intégration.
Le calcul g-fractionnaire apparu en 1846 par Heine qui introduit la notion de g-analogue
ou g-extension. En 1867 son éleve Thomae a utilisé les travaux de fermat en probabilité
pour introduire la notion de g-intégrale entre O et 1, cette notion est prolongée au début
du vingtieme siecle par F.H.Jackson [1870-1960] : il a introduit la g-théorie de g-analogue,
il s’intéressé aux g-analogues de certaines fonctions spéciales, de méme il s’est construit les
notions de q-dérivée, g-intégrale .[3]
Au cours des dernieres années, les équations différentielles q-fractionnaires apparaissent dans
différents domaines scientifiques comme la physique, 'ingénierie, la médcine, 1’éléctrochi-
mie...Pour cela, plusieurs chercheurs s’intéressent a tirer de nombreux résultats concernant
I'existence, 'unicité et la stabilité des solutions.
Le sujet principal de ce mémoire est I'étude de l'existence de solutions pour des problemes
aux limites par l'utilisation des différentes techniques du point fixe. Aussi d’étudier la stabi-
lité des solutions qui apparait lors-qu’on remplace cette équation par une inégalité qui agit
comme une perturbation de I'équation, ainssi la question de la stabilité des équations fonc-
tionnelles est de Savoir comment les solutions de I'inégalité différent de celles de 'équation
fonctionnelle donnée ?
Ce travail se compose de trois chapitres.
Dans le premier chapitre, on va présenter les notions de base de calcul g-fractionnaire, puis
on donne quelques théorémes de point fixe.
Le deuxiéme chapitre est consacré a I'étude d’'un probleme aux limites d'une équation diffé-
rentielle g-fractionnaire par le principe de contraction de Banach et le théoréme de point fixe
de Scheafer. On termine ce chapitre par I’étude de stabilité au sens d’Ulam-Hyers de solution.

Dans le dernier chapitre on s’intéresse a ’étude d’un systeme différentielle g-fractionnaire, en



utilisant le théoreme de point fixe de Banach et I'alternaive non linéaire de Leray Schauder
pour étudier I'unicité et I'éxistence de solution. Dans la derniere section, nous avons étudier

la stabilité au sens d’Ulam-Hyers.




Chapitre

|

ELEMENTS DE CALCUL Q-FRACTIONNAIRE

%chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relatives
au calcul g-fractionnaire, telles que : les fonctions de base, I'intégration g-fractionnaire de
Riemann Liouville, la dérivation g-fractionnaire au sense de Riemann Liouville et caputo, qui

sont les plus utilisées, lemmes fondamentaux et théoremes de point fixe [5],[9],[10].

il Fonction g-spéciales

IMMWE Fonction g-Gamma

Définition 1.1.1

Pour tout nombre réel a, tel que a > 0, on définit la fonction q-Gamma par :

(1-g)* Y

rq(a) = (1 _q)a—l

, O0<g<l1,

n—

1
avec (1 —q)" = l_[(l —q").
k=0

Elle admet une représentation intégrale :

+o0
I (a) = jo x“‘le;qxdqx.

Propriétés 1.1.1

Pour tout « > 0, la fonction q-Gamma satisfait les propriétés suivantes :

1. I

gla+1)=[a]L(a), avec [a],=

1-gq°



-1
2. VneN, T,(n+1)=[n],!, avec [n]q!:l_[[k]q.
k=1

=

I Fonction g-Béta

Définition 1.1.2

la fonction g-Béta est donnée par I'intégrale suivante :

1
Bq(m,n) = Jo x"™1 - qx)"_ldqx. vV m,n>0.

@ La fonction g-Béta est liée a la fonction g-Gamma par la relation suivante :

rq(m)rq(n)

Pl ) = T )

i@ Opérateurs de Riemann-Liouville

Intégrale g-fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.2.1
Soit f : [a,b] — R une fonction continue, On appelle intégrale g-fractionnaire de Riemann-

Liouville de f d’ordre a > 0 l'intégral suivant :

t
12 )0 = %L (t - gs)* £ (5)ds.

Propriétés 1.2.1
Soit @ et B € R™ et f définie sur [0,1], I'intégral g-fractionnaire posséde les propriétés sui-
vante :

1 (18I f() =15 P f (o).

2. (DgIZ f)(x) = f(x).




Exemple d’intégrale g-fractionnaire
Considérons la fonction f(t) = tP.

Soient a > 0,5 >0,

en remplacant dans la définition de I'intégrale de R-L, on obtient

1 (!

(I F)(t) deo

(t-— qs)“‘lsﬁdqs

— L (Cam gy shas
Ib(a)\JO t L

:LJﬂtxaA(l_qf)a—lsﬁdqs’
Ib(a) 0 t

en effectuant le changement de variable
S
VY= E — s = t}}’

avec dqs = tdqy,

donc on obtient

1 1 B B
(Ig F)(t) " T ), 7N (1—qy)*(ty) tdgy
q J
1 1 . 5 g
_ _ a-1,a+
"t J, (1—qy)* 1% FyPdyy
ratp L

- B(1 _ a-1
r(a)doy(l ‘W) dqy

a+p

= r (a)ﬁq(ﬁ+ 1,0()

q

B tatB L (B + 1), (a)
L) L(B+a+1)

_ l“q(ﬁ+1)
CL(Btra+1)

ta+ﬂ




I A Dérivée g-fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.2.2
Soit m—1 < a < m avec m € N*. On appelle dérivée g-fractionnaire au sense de Riemann-

Liouville d’orde a > 0 la quantité suivante :

("EDZfF)(8) = (DI f)(t)

1 t
=—D" t—gs)m -1 £(5)d .
iy Di e ey
Lemme 1
SoitaeR"ona:
RLya a _ a-1 a-2 a—m
IP[DO[f(H)]] = f(t)+ 1t 4+t + ..+, t (1.1

Exemple sur la dérivée q-fractionnaire au sens de RL :
On prend la fonction f(t) = (t —a)P.

(*Dg f)(t) = DIy (t~a)]

n I‘q(ﬁ+1)
T T,(p+1+m-a)

(t-a)f ]

rq(ﬁ+ 1) Dm<t_a)[j’+m—a

:l“q(ﬁ+l+m—a) 1

LB+1)  L(B+m-a+l)

- LB+1l+m—a) [ (B-a+1) t_a)ﬁ_a

_ Tq([)’+1) B-a
“Lpoarn U

iY Opérateurs de Caputo

Dérivée g-fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.3.1

Soit m = [a]+ 1 et f € C™([a.b],R), On appelle dérivée g-fractionnaire au sens de caputo




d’orde « > 0, la quantité suivante :

(“Dg f)(t) =I5 Dy f (t)

_ 1 ' _ (m—a)-1ym
= Lm—a) J; (t—gs) Dy f(t)dys
Lemme 2
Soit a€R*"ona:
m—1 tk
(17 DENO=f(- )y Paf N0 Vie(0a) (1.2)
k=0 1

Notation Nécessaire

Dans cette sections, nous présentons les définitions qui sont utilisées dans ce mémoire.

Définition 1.4.1
Un espace (X, || . ||) est dite espace vectoriel normé sur le corps K s’il est muni d’une applica-
tion || . ||: X —» R, qui vérifie :

1. VxeX:|x||=0 & x =0y,
2. VaeK xe X || Ax]= M| x ||,
. Vx,pe Xl x+plllx|+ vl

L’application || . || ainsi définie est appelée norme.

Définition 1.4.2
On dit qu'un espace vectoriel normé (X, ||. ||) est un espace de Banach, si toute suite de Cau-

chy dans X est convergente.

Définition 1.4.3
Soit (X, ]| . ||) un espace vectoriel normé, et A : X — X une application, on appelle point fixe

de A tout point x € X tel que : Ax=x.

Définition 1.4.4

Soit X un espace de Banach, 'opérateur linéaire A : X — X est compact s’il tronsforme tout

ensemble bourné de x dans un ensemble relativement compact de X.




Définition 1.4.5

Un opérateur est dit completement continue, s’il est compact et continu.

Définition 1.4.6
Soit (X, ]| . ||) un espace vectorielle normé, une application A : X — X est dite contractante,

s’il existe un nombre positif k €]0,1[ tel que Vx,y € X,on a:

[Ax-Ay[l<kllx-vp].

Définition 1.4.7
Soit A une application de C(J,RR), A est équicontinue si pour tout € > 0, pour tout t;,t, € J et

tout f € A, il existe 0 > 0 tel que

lti =Bl <o=lf(t) - f(t) [I<e.

Définition 1.4.8
Soit A une application de C(J,R), A est uniformément bornée s’il existe une constante k > 0

telle que :|| f(x) ||[< k, pour tout x € ] et tout f € A.

il Théorémes du point fixe

Les théorémes de point sont les outils mathématiques de base qui aident a établir I'exis-
tence de solutions de divers genres d’équations. En effet, ces théorémes accordent des condi-
tions suffisantes pour assurer I'existence d’un point fixe pour une fonctions donnée. Les points
fixes du probleme transformé est considéré soit comme une solution unique pour le probléme,
soit I'une de ses solutions.

Dans cette section nous reppelons les théoremes célebres du point fixe que nous allons utili-

ser pour obtenir des résultats d’existence variés .

Théoréme du point fixe de Banach

Soit X un espace de Banach et A : X — X un opérateur contractant.

Alors A admet un point fixe unique, c’est-a-dire d!x € X tel que Ax=x.




IR Théoreme du point fixe de Shaefer

Soit X un espace de Banach et A: X — X un opérateur completement continue,
si

w={xeX:x=1Ax,Y1€]0,1[}

est borné alors, A admet au moins un poit fixe .

IBE Théoréeme de Arzela-Ascoli

Soit A une application de C(J,R), A est relativement compact dans C(J,R) si et seulement
si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. A est uniformément borné.
2. A est équicontinue.

3. Pour tout x € ] 'ensemble {f(x), f € A} C E est relativement compact.

Lalternative non linéare de Leray-Schauder

Soit A un opérateur completement continue, et e(A) ={x € E : x = AA(x),0 < A < 1} ensemble

non borné alors, 'opérateur A admet au moins un point fixe.




Chapitre

Equation différentielle g-fractionnaire avec trois
dérivées g-fractionnaire au sens de Caputo

@ns ce chapitre, on intéresse a '’étude d’'un probleme défférentiel q-fractionnaire .
Dans la premiére section, on montre a 'aide du principe de contraction de Banach, I'existence
et 'unicité de solution pour notre probléme .

Dans la deuxiéme section, on utilise le théoreme classique de Scheaffer pour montrer I'exis-
tence d’une solution au moins du méme probleme. On termine ce chapitre par I'étude de

stabilité au sense d’Ulam-Hyers[6], [11], [12].

Présentation de probléme

On considere le probleme suivant :

D¢ [DF[D)x(1)]] = f (t.x(1), € [0,1],

x(0) =g (x), D) x(0) = , Dj [D) x(1)] = 5, (2.1)

0<g<1,0<apB,7<1, u9eR

ou D% 7 € {a,B,y}, est la dérivée g—fractionnaire au sens de Caputo, f : [0,1] xR — R et

¢:C([0,1],R) > R*.

16



Solution Intéarale

Lemme 3

Soit h(t) € C([0,1],R), alors la solution du probleme g-fractionnaire suivant :

D [DF [D] x(1)]] = h(1),t € [0,1],
x(0) :g(x),D;/x(O) = y,Df [D;/x(l)] =9,

0<g<1, 0<a,B,y<1, udeclR

est donnée par :

1 t
*t) = L(a+p+y) L (t—qs)* P h(s)d,s
q
- 1 “lp(s)d
_rq(ﬁ+7/+1)rq(a)J; (1—gs)™ h(s)dgs (2.2)
tﬁ+7 t)/

T L@ eyt

Preuve
Soit ’équation :

D¢ [DF[D)x(1)]] = k),
En appliquant I'intégrale q-fractionnaire de R-L d’ordre a > 0, on obtient :
12 [Dg D [DY x(1)]]] = I [h(t)],
par le lemme (1.2), on trouve :
Dy [DY'x(t)]+ co = I¢ [h(1)],

alors

Dy [DY'x(t)] = I¢ [h(1)] - co.

Maintenant en appliquant l'intégrale g-fractionnaire de R-L d’ordre g > 0, on obtient :

15 [Df [D]x(1)]] = 17 [15 h(#)] = <o,




par le lemme (1.2), on trouve :

D} [x()] = Iy P [n(t)] - 1} [co] - 1,
en utilisant I'intégrale I , on obtient :
17 (D) x(0)] = 1 [15 P (0] - 1f [co] - 1],

de lemme (1.2), il vient :

1By 4
C_
B+y+1) " T(y+1)

_; ' _ a+p+y-1 _
x(t)_I‘q(a+[)’+7/)Jo(t qs)* P h(s)d,s T

c1 —Cs. (23)

Maintenant pour déterminer les constantes ¢y, c; et c,, on utilise les conditions du probleme
(2.1).
D’aprés la condition x(0)=g(x) et DZI/ x(0) = p, on obtient :

¢y =—g(x), c1 =—p.

Par la troisiéme condition D‘f [D;’ x(l)] = 9§, on trouve :

Dy D) x(1)] = I¢ (1)~ co,

ce qui donne

1 1
—_— 1-gs)* ' h(s)d. s—cy =9,
e J, (99 s e
d’ou
1 1
CHg= —— 1—gs)* 'h(s)d s 9.
=g Jy 19" oy

Substituant ¢ , ¢; et ¢, dans (2.3) on obtient la solution (2.2).

pAY Existence et Unicité de solutions du probléme g-fractionnaire (2.1)

On introduit 'espace de Banach noté par X telque :

X ={x,x e C([0,1],R)},




muni de la norme :

I x]l= sup |x(t)l.
te[0,1]

D’aprés (2.2), on défini I'opérateur :

A: X —->X
x(t) — Ax(t),
tel que, VYt €[0,1], ona :

t
Ax(t) = mﬁ) (£—qs)* P71 f(s,x(s))dgs
q
1By
_I“q(/j+y+1
tB+y 4
LBy L@ Lot

! -1
) Jo (907 (0

Unicité de la solution

Théoreme 2.3.1

Soient f : [0,1]xR — R et g: C([0,1],R) — R* sont des fonctions continues. On suppose
que :

(H;) : Il existe deux constantes k,M positives telles que :
|f(t,x)—f(t,y)|§k|x—y| Vte[0,1] et Vx,yeR.

|g(x) - g()| < M|x -9 Vx,y € ([0,1]R).

(Hy): ku+M <1 ,ouu estun constant définies par :

1 1
u:I‘q(a+ﬁ+y+1)+1“q(a+/3+1)1“q(0c+1)'

Alors le probléme (2.1) admet une solution unique sur [0,1].

"




Preuve
Pour montrer que A admet un point fixe unique, il suffit de montrer que A est une contraction.

On a
Ay(t) = S f(t —qs)* P £ (s,9(s))dys
rq(a + /3 + 7/) 0 1
tBty

L(B+y+1Ta)

1
L (1-45)27 £ (5, 9(s))ds

thty 5 4 )
+ + +g(p).
LB+y+ (@)  Ly+n! 38V

Pour toutx,yeRette[0,1],ona:

t

(t=qs) P77 f (s,x(5))ds

|Ax(t)—Ay(t)| = 'Fq g

1
(01+/5+7/)J;)

tﬁﬂ/ 1 a-1
_Tq(ﬁ+7/+1)rq(a)Jo (1—-gs)*"" f(s,x(5))dys
tB+y 0

By e Ty ekt

_; t _ a+p+y-1
Tq(a +B+7) -[0 (t—gs) 4 f(s,y(s))dqs

tB+y
Tty + L)

1
jo (1—45)% £ (5, (), s

th+y ty

L(B+y+ 1)Fq(a)‘9‘ o OH 8wl

<1
Lla+p+y)
atd

+
L(p+y+1

t
fo (= g5)™ B £ (5,x(5)) — £(5,0(5))| s

T Llu = 45) £ (5,%(5) = £ (5,9()] dgs

+|g(x) - g(v)|

< su {;J‘t(t— $)TFY L (s,x(5)) = f(5,9(5))| dgs
< sup o S ) ,(s))|d,

te[0,1] a+p+y)




|1P+7 |
+I“q(/3+7/+1
+|g(x) - g(v)|}-

En passant a la norme et en utilisant ’hypothese (H;), on trouve :

1
_ a-1 _
)L, (a) fo (1) |f(5,x(5) = f (5,9(5))| dys

k
Ax—-Av ||<
I Y lI< T

ap g e 1 M e

ce qui donne

1 1
HAx - Ay li< kllx -l l“q(oz+ﬁ+y+l)+I“q(ﬁ+y+1)l“q(a+1) FMix=yll
alors
| Ax = Ay |I< (ku + M) [[x - p |
telle que
. 1 . 1
" L(a+B+y+1) LB+y+1I(a+1)

d’apres (Hy), ku + M < 1.

Donc l'opérateur A est contractant, par conséquent le probléeme (2.1) admet une solution

unique.

yIIA Existence de la solution

Théoréme 2.3.2

que (H,) et I'hypothese suivante sont satisfaites :

(H3) : 1l existe deux constantes LN >0, telles que :

If (t,x(t)| <L, VxeR te[0,1].

lg(x)|<N, VxeR te[0,1],

alors le probleme (2.1) admet au moins une solution sur [0,1] .

Soit f : [0.1] xR — R et g: C([0.1],R) — R* sont des fonctions continues, on suppose

B |




Preuve

On va utiliser le théoreme du point fixe de scheafer pour montrer I'existence d’une solution

pour le probleme (2.1), et pour cela on passera par 4 étapes .

Etape 1 : Montrons que A est continue :

Soit (x,,),eny C X une suite telle que : x,, — x( lim || x,—x]||= 0), il faut montrer que
n—+00

lim || Ax, — Ax||=0.
n—+o00

Ona
Ax, (t 1 t # a+p+y-1 J
it Lla+p+y) Jo (= 4s) f(s,%(5))dgs
tﬁﬂ/ ! a—1
_rq(ﬁ +y + 1) (@) J; (1—gs)"" f(s,x,(s))dys
tﬁ+7/ t)/

Pour tout xe R et t €[0,1], ona :

1 t
- = _ a+p+y-1
|Ax,(t) — Ax(t)| = rq(a+ﬁ+)/) J; (t 6]5) Y f(S,xn(S))dqs
tﬂﬂ/ : a-1
Tyla+p+ 1) (a) Jo (1=4s)™f (5, xu(s))dgs
tlg"'?/ t)/

+l“q(/3+7/+1)‘9+ Fq(y+1)”+g(x”)

Fq(a+ﬂ+7)L(t qs)* "V f (s, x(s))dgs
tB+y 1 L
+Fq(/5+y+1)rq(a)J; (1-gs)* f(s,x(5))dgs

tB+y %

_Fq(ﬁ+7/+1)8_ rq(y+1)"_g(x)|’

ce qui donne

1

|Ax,(t) — Ax(1)] < m

fo (= 45) B V£ (5, 2(5)) — £ (5, x()] dy




By

1
a—1
+rq(/3+7/+ 1)I~q(a)L (1 —qS) |f(5,xn(5)—f(S,X(S))|qu|

+g(x,) — g(x),

Par conséquent, on trouve :

1 1
I“q(a+/3+7/+1)+I“q(/3+7/+1)1“q(a+1)

| Ax, — Ax[|< ] | f(s,xu(s)) = f(s,x(s)) |l
+11 g(x,) = g(x) |l-
Puisque f et g sont continues, on a lirp || Ax,, — Ax ||= 0.
n—-+o0o0

(Ax,(t) — Ax(t)), d’olu A est continue.

Etape 2 : Montrons que A est borné :
On définit 'ensemble

Br={x €X,|lxllx< r},
ou r >0 pour x € Br, ona :

1

O g

f(t—qs)“*ﬁ”‘lf(s,x(s))dqs
0

By 1 ol
_Tq(ﬁ+7/+1)rq(a)£)(l_qs> f(s,x(s))dgs
+ v 9+ i U+g

LB+y+1) Li(y+1)

()]

1

t
_ a+p+y—
= L(a+B+y) Jo (8= )P (s, x(s))] dgs

By

1
a—-1
+I‘q(/3+y+1)rq(a)J; (1_q5) |f(5'x(5))|dq5

e 17 4
LB+y+1) L+

en utilisant I’hypotheése (Hj), on obtient :

+1g(x)l,

L t
||Ax||g—f £ gs)@ P14
L(a+B+7y) 0( ) 1




L Jl(l )l
+ —ds S
LBry+@) 1 %

sefr e
Lp+y+1) L(y+1)

L L R L
) LB+y+DL(a+1) LB+y+1) L(y+1)

+N

I Ax [|<

N
T L(a+pry+1 i

] ] 19] ||

<L )+Fq([j’+7/+1)l“q(a+1) +Fq(ﬁ+y+1)+1“q(y+1)

+N =W,
Fq(a+ﬁ+7/+1

avec W > 0,
ce qui implique

|| Ax ||< W.

D’ou A est borné.

Etape 3 : On montre que A est équicontinue :

SoitxeR, te€[0,1] avec t; <t,,ona:

1 tr
B “\F7 — a+p+y-1
|Ax(t;) — Ax(ty)| = I“q(a+/3+7/)J0 (t2—gs) 4 f(s,x(s))dys
B+y 1
t .
_Tq(/ﬁ+y+1)rq(a)Jo(1—q5) f(s,x(s))d,s
t§+7 )

+I‘q(/5+7/+1)‘9+ Fq(y+1)ﬂ+g(x)

1
Ta+p+y)
ot

L(B+y+ 1) ()

tfﬂ/ t)/

— 9_ 1
I“q(ﬁ+y+1) I“q(y—i-l

Jtl(fl —qs)* P f (s, x(s))dys
0

1
J; (1-gs5)*7Lf(s, x(s))dys

)ﬂ—g(x)l

1 h
— - = _ a+p+y-1
Axtt) Al = s | g™ s x(dys
1 & +B+y—
T, o e




ce qui donne

51
|AX(t2) —AX(tl)l < mﬁ [(t2 — qs)a+ﬁ+7—1 ( qs a+lS+)/ 1]|f S, X |d S

1 2 _ a+p+y-1
Ty, T s s

B+y Bty
‘tl - t2

)J;l(l qs)% £ (s, x(s)) )l dgs

I“q(ﬁ +y+ 1)Fq(a
‘tﬁﬂ/—tﬁﬂ/ | y |

9|+ L2 ,
Eepey ) Lo M

en utilisant (H3), on trouve :

L i
Ax(ty) — Ax(t S—j ty —qs) BTVl (1 — gs)@ TP g s
Axttz) = Ax(t)l < gy | {209 1= qs)" P4,

L f? 4

b | (ta—gs)* P lds

Ta+p+y) )y 21 7
L'tf” B+y

—t 1

(1- qs)“‘ldqs

rq(ﬁ+7+ 1) q(a) 0

‘tﬁ+7-—tﬂ+7 7
|8|+|2 HM
LB+y+1) L(y +
ce qui donne
L
|Ax(ty) — Ax(t;)| < [(t2 — o)A 4 t§+/3+7/ B tf+l3+7/]

Lla+B+y+1)




L(tz_tl)a+ﬁ+y N L(t1ﬁ+7_t§’+7’)
Lla+B+y+1) L(f+y+1)(a+1)

(tgﬂ/—tl)ﬁﬂ/ 9] (t?_té/” |
+ +
I‘q(/)’+y+1) l“q(y+l) #
L
Ax(ty) — Ax(t;)] < Dty — t)OHBY 4 2BV gt PEY
[Ax(t2) = Axlt)| < e [Pt =)™ 7T =]
L7 -6) (TP ()

Sit; —t,, alors :

L(B+y+ L (a+1) T(B+y+1)

|Ax(ty) — Ax(t1)] — O.

(¥ +1)

|

|’

Donc A est equicontinue. D’aprés 'étapes (2) et (3) , A est compléetement continue.

Etape 4 :Montrons que ’ensemble

w={xeX,x=1Ax,0< A< 1}

est borné :
= AR = | [ g7 s
e, 0 e
+I‘q([;\iﬁ;y+ nor rq();ti it Asl
alors

AL f -
Ax(t)| € ————— t—gs)®BHr14 s
A< s | (=) ;
ALtP+Y Jl
+ 1-gs)*d,s
LB+ y+ D@ Jo T %
B+y 4
+ At | 9] + At |y|+/\N,
L(a+p+1) Ly+1)
ce qui donne
AL AL 19 Aly|
AAx(t)| < + +
| ) Lla+B+y+1) L+y+D(a+1) Lla+p+1) L(y+1)

+ AN




1 1

<AL I‘q(a+ﬁ+7/+1)+Fq(ﬁ+7/+1)1“q(a+1)

9] i ,
A + +N|=M.
[Tq(a+[5’+1) L(y+1)

Donc

Ixll<M <o

L’ensemble w est borné.
D’ou d’aprés le théoreme de scheafer 'opérateur A admet au moins un point fixe, par consé-

quent le probleme (2.1) admet au moins une solution .

orempic 5

On consideére le probléme g-fractionnaire suivant :

cos x(t)

4 1 2
DS[D7[D5 t H: ,telfo,1],
e R 2.4
X(0) = 553 D} (x(0) =9, D] [Df (x(1)| =
20 7 2 2
4 1 2 1
Avec : a—g, /3—5, 7/_5, q_z, u=9,39=e,
et
_ cosx(t)
f(t’x(t)) et+3
1
g(x) EX-

Soientx,ypeRette[0,1],0na

COSX  COSY
ef+3 el +3

[f(e0)- f(t.9)]=|

Aussi

Alors (H,) est satisfaite avec ku + M = 0.4965,

anssi




1

<
8001 < 55,

donc (Hj3) est satisfaite, par conséquent le probleme (2.4) possede au moins une solu-

tion.

Stabilité de la solutions du probleme g-fractionnaire 2.1

Stabilité au sens d’Ulam-Hyers

Définition 2.4.1 h
Le probleme (2.1) est stable au sens d’'Ulam-Hyers s’il existe un nombre réel 7q, > 0, tel
que pour tout ¢ > 0 et pour chaque solution y € X de l'inégalité
D¢ [Df [D]y ()] —f(t,y(t))‘ <o, te[0,1], (2.5)
il existe une solution x € X de I'’équation (2.1) vérifiant :
lv(t) - x(t)| < 7,0, t€[0,1].
. 4
Remarque

Une fonction y € X est dite solution de I'inégalité (2.5) si et seulement s’il existe une fonction

v:[0,1] — R vérifiant :

1. ()| <o,te0,1].

2. Dg[DE[DYy (1] = f Ly (e)+v(0), te(o,1]

pX:WA Etude de stabilité

Théoréme 2.4.3
Soient f : [0,1]xR — R et g: C([0.1],R) — R*) sont des fonctions continues, on suppose
que (H,) est satisfaite .
Si
k<Ty(a+p+y+1)

alors le probleme (2.1) est stable au sens d’'Ulam-Hyers.

B |




Preuve
Soit y € X une solution de l'inégalité (2.5), et soit x € X l'unique solution du probleme

suivant :
D2 [Df [D)x(0]]=v(tx(t),te0,1],

x(0) =(0), D} x(0) = D)y (0), D} [DJ x(1)] = Df [D) v (1),

0<gq<1,0<aqpB,y<1.

Par le lemme (3), on trouve :

() = — f(t B ()dos— — o P .
Tia+p+y) o | T By ) O T+
Anssi ona
1 ' taty th
= | (t=gs)* PV (5)d s — by — by —b,,
y(t) l"q(oc+ﬁ+7/)J;( 9s) 3’(5) q° Fq(ﬁ+7/+1 0 l“q(y+1) 172

tel que : ¢y = bo,Cl = bl et Cr = bz.

Par g-intégration de I'inégalité (2.5), on trouve :

taty b th
+
B+y+1) ° L(y+1)

t
J (t—qs)* P hy(s)dys + = b, +b,
0 q

; 1
A Py

o
Sl“q(a+[3’+7/+1)'

Pour tout ¢ € [0,1], ona :

t(l+)/ tll

by + bi+b
B+y+1) O L+ 2

t
J; (t— qs)“*ﬁ”’_lh},(s)dqs + T

() -x(0] <y

a+p+y)
t0(+)/ t‘l/l
Gy T
Y th
Co +
B+y+1) " L(y+1)

1
e gy

1
L(a+p+y)

t
f (t— qs)“ﬁ*”_lhy(s)dqs -
0 rq

t
J (t—qs)“+ﬁ+7—1hx(s)dqs+ T €+ ¢y
0 q




9 1 ' _ a+p+y-1 _
SI‘q(a+ﬁ+7/+1)+[‘q(a+ﬁ+y)J;(t qs) Y1 |y (s) = hy(s)| s

o k

SI‘q(a+ﬁ+7/+1)+rq(a+ﬂ+y+1) ly—x|.

D’ou
ly—x1I{1- ¢ < .
Y La+p+y+1)] " T(a+p+y+1)

Alors pour chaque t € [0,1]

1
|y(t)—x(t)| = Igla+p+y+ 1)—k6

—T(pG.

Donc le probléme (2.1) est stable au sens d’'Ulam-Hyers.

brempic 1 N

On considere le probléme g-fractionnaire suivant :

1[ A1 e i
D (D [Df(x(t))] __sinxll) | ctan(t+1) e e[0,1],
3 3 3 32(€2+2) (26)
e 7 5 e In(3) ’
- 6 — 5 6 —
X(0) = 55 D (x(0)) = 17, D, [Dé(x(l))] =
1 \5 e 1 7 In(3)
A : == = > == =5 =T = J)
vec: a=g,p=45 r=g 473 k=77 973
et
f(t,x(t) = % +arctan(t+ 1),
1
g(x)_z_Sx
Soientx,ypeRette[0,1],ona

| sinx siny
|f (%)= f(t,9)| = '32(62 +2) 32(e2+ 2)'

< 1
= mh—})'




Aussi

1 1
|8(0) =g@)| = | 5%~ 559
< 1
= 2—5|X—y|

_ 1 m=L i =1.993444079,
32(e2 +2) 25

alors ku + M = 0.04663486583, donc ku + M < 1.

Alors (H;) est satisfaite et k =

D’ou toutes les hypotheses du théoréme (2.3.1) sont satisfaits, par conséquent le pro-
bleme (2.6) possede une solution unique, et par le théoreme de stabilité, le probleme

(2.6) est stable au sense d’'Ulam-Hyers.




Chapitre

Systeme différentielle g-fractionnaire

%bjective de ce chapitre est d’étudier le probleme g-fractionnaire suivant :

RLpt [CDg [CDy" x (1)]] = £ (£,x(8), 9 (1)), t € [0,1],
ayx(1) = Byx(wi) = by (x),€ Dy x(0) = 0,,€ D! [CDsl (m)]=o,
RLpt2 [ijz [CDquy(t)]] = g (t,x(t),p(t),t€[0,1], (3.1)

a2y (1) = Bay (w2) = 1 (y),€ Dy?p (0) = 0,€ Dy [€Dyp (1)] = 0,

0<A;,6;,9<1, 0<wj<l,a;pjeR"a;=p;,j=1,2.

ou KDL e {/\j} et DV | { ],8]} sont les dérivées g—fractionnaire au sens de Riemann-
SN ) 2 ) _

Liouville et Caputo respectivement, f,g:[0,1] xR — R et h]- :C([0,1],R) > R,j =1,2 sont

des fonctions continues.

En utilisant le principe de contraction de Banach et I'alternative non linéaire de Leray Shauder

pour montrer 'unicité et 'éxistence de la solution .

De plus, on va étudier la stabilité au sens d’'Ulam-Hyers de solution[1],[2],[5],[7].
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Solution intéarale

Lemme 4

Soit u,w € C([0,1],R), le probleme g-fractionnaire suivant :

RLpM [CDjl [CD,?lx(t)” = u(t),te[0,1],
ayx(1) = prx(wy) = hy (x),€ Dg*x(0) = 0,6 g [° Dy x (1)] = 0,
RLpy? [CDg? [CDyx (1)]] =w(t),t € [0,1], (3.2)

a2 (1) = By (@2) = b (9),€ Dy?p (0) = 0, D [€Dy?p (1)] = 0,

0<A;,0;,9 <1, 0<w;<l,a;,pieRY,a;=#p;,j=1,2
admet une solution intégrale s’écrivant comme suit :

1 (t

) = _ /\]+61+S]—1
x(0 1“11(/\1+51+‘91)q0(t ) (s)dqs

t/\1+51 +91 r1

P
- 5 s)d,s
I11(/\1+51+\91)q0( s/t ()

1 -
(B —ak (a)\ll+51+91)f (1-qs)"1 1 u(s)dys (3.3)

/31 “ A+01+91-1
(Pr—an)L, (A1+51+31)J (w1 —gs) u(s)dgs

(/51 /\1+(§1+191 —a )

1
Al B 1
(B1 - ) (A1+61+91)J (1—gs)" ™ u(s)dys —(ﬁl_al)hl(x).

_l_

1 t 1ois
- _ 2+bz+\92—1
v [,(A2+ 02+ 9,) Jo (= 49) wls)dys

t/\2+52+\92 1 et
- 1—gs)* 2" w(s)d,s
rq()\2+52+92)f0( qs)"2 " w(s)d




+ %2
(B2 — a2)y(Az + 02+ 9

ﬁ2 sz Ay+0y+9,-1
) - d
(ﬂ2 - a2)r (/\2 + 52 + \92) 0 (a)2 qs) UJ(S) qs

1
) J (1- qs)/\2+52+‘92_1w(s)dqs (3.4)
0

N (ﬁz /\2+02+\92 a2)
(B2— az)rq(/\z +02+ 9,

1
)J;u 49" w(s)d,s - hy(y).

Preuve :

Soit 'équation :

RLDé\l [CDgl [CDc}glx(t)” — u(t),

en appliquant I'intégrale g-fractionnaire de R-L d’ordre A; > 0, on obtient :
[0 [ D o] = 1 e,
par le lemme (1.1), on trouve :
CDgl [CD,';lx(t)] +othl = I;l [u(t)],

alors

“Df [“Dgtx (0] = I [u(n)] -t (3.5)

maintenant en appliquant I'intégrale g-fractionnaire de R-L d’ordre 6; > 0 pour (3.5), on

obtient :
1 [0 [ Dfteal] = 1 e -]

par le lemme (1.1), on trouve :
€D x(t) = 19 [u()] - 1 [er tM 7 | - o, (3.6)
par l'intégrale g-fractionnaire de R-L d’ordre 9; > 0 pour (3.7), on obtient :
1[0y x (0] = 13" [17 0 [u(e)] - 19" [er M7 ] = o]

par le lemme (1.1), on trouve :

x(t) = 1 ()] - 10 et - 1 o) - o5,




ce qui donne

1 ! \vs
f— 1+bl+81—1 d
Fq(/ll + 51 + 81) J:) ( qS) u(S) 9°

x(t) =

I‘q(/\l)t/\1+(51+\91—1 tsl

ci — Cy —C3. (3.7)
LA +6+8)) ' L& +1) > 7

Maintenant pour déterminer les constantes cy, c, et c3, on utilise les conditions du probleme
(2.5).

D’aprés la condition CD;)lx(O) =0et CD,?l [CD,}glx(l)] = 0, on obtient

=0, ¢ :I{;\1 [u(1)].

Par la premiere condition aqx(1)— fyx(w;) = h; (x), on trouve :

r1
a1 A+01+91-1
Cy = 1—gs)"1T1™¥17 y(s)d, s
T (B, g(A1+01+9) J o( ) (5)4q
ﬁl (1 A+61+9-1
w1 —gs)M T y(s)d s
(ﬁl a) (A +01 +91) Jo (@1~4) (5)4,

A1+01+9
(Brwy T —ay)

Al 1
(,Bl ) (/\1 +51 + ‘91),]. (1 qS) M(S)dqs-l— (ﬁl _al)hl(x)-

substituant ¢y, ¢, et c3 dans (3.7), on obtient la solution la solution (3.3)

De maniere similaire, on obtient la solution (3.4).
WA Existence et Unicité de solutions du probléme q-fractionnaire (3.1)

On introduit les espace de Banach suivantes :

X ={x,x € C([0,1],R)},
muni de la norme :

I xll= sup [x(t)],
t€[0,1]




et

Y = {y,y € C([0,1],R)},

I'espace de Banach muni de la norme :

lvll= sup |y(t)l.

te[0,1]

L’éspace produit (X x Y, || . ||) est aussi un espace de Banach muni de la norme :

) I=lx i+ 1wl

On introduit 'opérateur A définie par
A: XXY > XxY

(%,9) = A(x,9) = (A1x, Agy),
tel que, VYt €[0,1], ona :

1 (!
Al(x;y)(t) - I‘q(,\l + 01+ ‘91) J

(t—qs)M1+Or 7L £ (s, x(5), 9(5))dys

0
t/\1+61+91 r1 -
LA 481 +9) Jo (1=q3)77 1 (5, x(5). p(s)))gs
q J
a1 : A 46,491
Jr(ﬁ1—0(1)1‘q(/\1+61+81)JO (1 —gs)™ 7 f (s, x(5), p(s))dgs

ﬁl o A1+01+91—
(- a)T (A + 01+ 9) L (@1 -4°) Hf(s,x(s), 9(5))dgs

A1+01+9
([316‘)11 e —ap)

el
(B1—a1)l(A1 + 01 +\91)J:) (L= as) 7 f o xlshyls)dgs + (B1—ai)
et

t
As 90 = g | 9 gl (0, 96
vl

t/\2+62+\92 1 P
1—gs)*2 " a(s,x(s),v(s))d,s
T 779 Jy (9 803050,




a2
B2 — a2)Ig(Az+ 02 +97)
B2

“ Ay+07+9,-1
(B - )T, (A, + 0, + 9,) fo (w2 =) 8(5,x(s),9(s))dys

1 -
. L (1 — g9 21+%2 (s x(s), p(s))ds

/\2+52+92 _

_ (Bow) @) ! RS
(ﬁz_az)rq(/\2+52+82)fo (1-gs) g(s,x(S),y(S))qu(ﬂz_a2)h2(y).

Unicité de la solution

Théoréme 3.2.1

Soient f,g:[0,1]x R? — R et hy,h, : C([0,1],R) — R sont des fonctions continues. On
suppose que :

(Hy) : 1ls existent M,k,M’ et k’ >0 telles que :

|f(t,x,y)—f(t,x1,y1)| SM[|x—x1|+ |y—y1|] Vte[0,1] et Vx,9,x1,9;1 €R.

|g(t,x,y)—g(t,x1,y1)|SM’[|x—x1|+|y—y1” Vte[0,1] et Vx,9,x1,91 €R.

|7y (x) = by (1) < Kk lx = x| Vx,x1 € ([0,1], R).

2(v) = ha ()| <K [y -1 ¥y,91 € ([0, 1], R).

(Hy): wM + —— +w' M + :

k
— <1,
|/31—0¢1| |/32—0¢2|

Alors le probléme (3.1) admet une solution unique sur [0,1].

Preuve

ona
1

I'q(/\l + 61 + \91)

t
Ayl )1 = fo (£ g9 o0 £ (s x (5), 91 (), s

t/\1+61+191

1
(A 40 +9) fo (1=gs)" 7" F(s,%1(5),91(5))dys

ay
B1—a)(A1 + 61 +9)

1
+( J; (1 _ qs)/\1+61+91_1f(5, X (S), v (S))dqs




_ A1
(B1—a)j(Ar +01+9

) jo wr — s/ (s x(5), 91 (5))d s

A 9
(ﬁ1w11+7/1+ 1_a1) 1

1
-
C(Br-a)ly(h +6; +91>L (1=as) 17 f (5,215 91 (Ddgs + s ()

Soit (x,v),(x1,y1) € X x Y, et pour chaque t € [0,1],on a:

1
Fq(/\l + 61 + \91

t
) fo (= gsy 7 £ (s x(s), p(s))ds

| A1 (2, 9)(8) = Ay (x1,91)(8)] =

t/\1+61+81 1
T (A +0,+9) J; (L5 £ (5,x(), p()ys
q

' a J (1= g (s (), (o))
(B1— ) (Ar +01+91) Jo i
ﬁl “1 A1+01+91—
_(ﬁl - al)rq(/h +01+9) J;) (1= 4) 1f(S;X(S);3/(S))qu
(Brag " - ay) ! po 1
(- ) (A +01 +9) J;) (1490771 (5, 9 SDdgs + (B1— Ofl)hl(x)

1
I'q(/\l + 51 + \91

)L (= gs) 1O £ (s x (5), 91 (),

t/\1+51+\91

1
A-1
L +or+9)) fo (1= g5y £(5,x1(5), 91 (5)))dgs

(B1—a)g(Ar+01+9

N B1
(1 —a)l(Ar +01 + 9

1
>L (1= gs V9301 £ (5,2, (5), 1 (5)) s

)L (w1 — g9 £(s, 2, (5), 91 (5))d s

A +y1+9
1t 1—&)

(ﬁl 1 /\1 1
(B - a1>ru1+51+sl>f“ ) 531 (991 (90gs = s (x)1

< 1
- I'q(/\l + 61 + 191

t -
) J; (£ = gs) O £ (5,x(5),(5)) = £ (5,21 (5), 91 (5))] dgs

|tA1+61+\91 |

1
A-1 ~
+1"q(/\1 +61+9) JO (1-¢s) |f(S,X(S),y(S)) f(s,x1(s), 11 (S))|)dqs

1 -
e )jo (1= gs)M 7 £ (s,x(5), 9(5)) = £ (5, %1 (5), 91(5))] s

+
|(ﬁ1 - 061)|rq(/\1 +01+ 9



/51 (! w1 — A+01+9-1 _
NS AN B [£(5,2(5),9(5)) = £ (5,51 (5),91.())] dgs

‘(/51 ?ﬁylwl al)' ~1

_ A-1 _
B L eorson Jo 179 £ (5, x(5),9(5) = f 5,31 (5),91.()| dys

+|(ﬁ1 a1)| ey () =P Ge )

1 t Nors
< su t —gs)MTO1TNL £(5 x(s),v(s)) = F(s,x dgs
|t/\1+(51+191|

1
A- B
L (A + 6, +\91)J; (1=45)" 7 £ (5,x(9), 9(5)) = s 21() 91(9) s

+

r1
(pr-a IralA oo ), e [f (5:x(5),9() = f (5,21 (5),91(5) | dgs
1~ 1 1 1 1

+|(ﬁ - )|r/3;1/\ el 1(w1 _qs)/\1+51+81—1 |f(s,x(s),y(8))—f(s,x1( ), v1(s ))'d s
1= a1)14g\ M 1 1) J

Ay 49
|(ﬁ1“)11+7/1+ 1_a1)| !

+| (B1 — a1 T, (Ay +8; +91) Jo (L= s |20, (5)) = £ (5,31 (3), 91 (5))| s
1~ l 1 1 1) J

hy (x9)I]}-

R
|

[1h1
(/31 )|
En passant a la norme et en utilisant (H;) , on trouve :

M

I 41009) = Aro ) I s gy = ey =3l

* 7 [ =21 [+ 1] I
Aqu(/\l +01+9) 1 y=h

alM
|(ﬁl ap)| Ty (Ay + 8 + 81 +1)

[Tx=xi I+ 11y =1 1l]

MPB1@w, 4y, +9,
|(ﬁl 0(1 |r /\1+51+\91 )

lx—=x [[+ 1y =1 Il]

M '(ﬁlwi\1+7/1+\91 —a
+

Mx=xi 1+ 1v-vill]
A |(Br = an )Ty (Ar + 8, + 9)

k

x|l
|B1 —a|




ce qui implique

1 1 aq

<M + - +
LAy +01+91+1)  AILL(A; +61 +9) |([j’1 —al)ifq(/ll +01+9+1)

A1+01+9
a)ll 1+

Br |
(B1 = a1)|Ty(Ay + 61 +81)

N

llx=xi [+ lly=p1 I+ —— I x—x ||
|B1 —a|
On pose
1 1 aq
w = + +
LA +01+91+1) AL (Ar+61+9) |(ﬁ1 —a1)|Fq(/\1 +6;+9,+1)
. ﬁla)i\1+6l+81 ]
|(ﬁ1 —0(1)|rq(/\1 +01+91)

on trouve :

| A1(x,9) = Ar(xpp) ISwMIl x—xi ([ + |y —y1 I+ —— | x = x1 ||
|B1 —a|
< [wM+—][||x—xl I+ 1y =1 ll]- (3.8)
|B1 —
D’une maniere similaire, on trouve :
1 A2(x,9) = Ax(x1,91) I (w M + —] [lx=xi [[+ 11y —-p1 Il (3.9)
B2 - |

D’apré (3.8) et (3.9), on conclue que

7

k , k
| A(x,v) = A(x1, 1) |I< [wM+— +w M+ —][II x=xi|[+llv=v1l].
|B1 — B2~ as)|

D’aprés (H,),

k

wM+L+w/M+—<1,
|/51 —a1| 'ﬁz—a2|

donc l'opérateur A est contractant, par conséquent le probleme (3.1) admet une solution

unique.




R WA Existence de la solution

Théoreme 3.2.2
Soit f,g:[0.1] x R? — R sont des fonctions continues, on a :

(H3) : Il existe kg > 0,]o >0, et k;,J; >0 (i =1,2) telles que :

(& x(), 9(1)| < ko + kg x| + k2 [y

, Yx,yeR te]0,1]

|g(t, (x(1), ()] < Jo+T1 Ixl+ T2 Jv], Yx,yeR tefo,1],

(Hy) : hy,h2 : C([0,1],R) — R, il existe k; > 0,]; > 0, telles que :
()| <klx|l, YxeR

@) <yl VyeR

Alors le probléme (3.1), admet au moins une solution sur [0,1].

4

Preuve :

Premierement, on montre que 'opérateur A : X x Y — X x Y est completement continue. Il

est claire de voir que A est continu puisque f, g, h; et h, sont continues.

Soit Q) bornée, alors il existe des constantes positives L, L',N, N, telles que :
|f(tx(t),p(1)| <L, VxyeQ tel0,1].

|g(t, (x(1), ()| <L, Yx,yeQ te[o,1],
|hi(x)| <N, VxeC([0,1,R) >R
|h2(v)| <N, VyeC([0,1,R) >R

Pour tout (x,y) € (), ona:

t
|A1(x,y)(t)| = ‘1" (/\1 +161 " 81) J;) (t_qs)/\1+51+‘91_1f(5,X(S),y(S))qu
q

t/\1+61+191 1 o
_rq(/\1+61+91)_£) (1=gs)™ 7" f (s, x(s), 9(s)))dys

+ aq J\l(l ~ S),\1+51+91—1f(5 x(5),9(s))d, s
(ﬁl_al)rq(/\1+61+\91) 0 1 ’ 'Y q




A “ AL +8,+9,-1
(Br—a)T, (A + 01 +9y) L S f(s,x(s),y(s))dys

“ ﬁl(f - ?r:;i;fi)sl) Jolu ~45) (5,309 60y + ()
T +151 5 fotu = qs)" I £ (s, x(s), p(5))| dgs

. rq(tj:;li |91> folu ~ g5/ (5,x(5), 9(5)))| dys

e a1>|r:;1Al 31 5) f:(l =) | (5,2(5),p(6))]| dys
T a1>|r§31 S [ @i a9t et s a0, p06 s

- |(/31‘(£31:j|1;:(1:1 +(:1+)'81) Ll(l —qs)M1 7 | (s,x(5), p(s))| dys + ) ( /;1”_(’21) ,

en passant a la norme, On obtient :

L ‘ ,
A X, < t—ags /\1+51+\91—1d s
141 e J, (99 :

L |t/\1 +51+\91 | 1 /\ .
+ 1—gs)" "d_s
rq(/\1+51+91)£( 9s)"t g

Lal

1
+ J (1 _qs)/\1+61+91—1dq5
|(B1 = a1)|Ty( A1 + 8, +81) Jo

L @1
+ ﬁl j (Cl)l _qs)/\1+51+81—1dq5
|(B1 = a)| T, (A + 81 +81) o

Ap+6,+9
e I
+ J;(l—qs)1 dgs +

|(B1 = a)| Ty (A + 81 +8y) |(B1 —a1)]
L L La,
< + +
LAr+o1+91+1) AL (A1 +01+91)  |(Br—ay)|T, (A + 01+ 8 +1)
L/jlw/\1+51+91 L‘(ﬁla)i\l+61+81 —al)‘ N
+ + + ,
(Br—a)| LA +01+ 91 +1) A |(Br—an)|L (A +81+81)  [(Br1—ar)
' q q




ce qui implique

1 1 aq
+ +
LA +01+91+1) AT (A +61+9) |(/31—a1)|Tq(/\1+61+81+1)

A1+01+9
ﬂlw/\1+61+81 |(/31(1)11 ! l_al)'

+ + )+ N =z
(B —a)| Ty (A +81 + 8 +1) - A|(Br—an)| T (A +8+80) ) [(Br—ar)|

De méme, on peut obtenir que

1 1 (2%

| As(x,p) lI< L + +
2(%) L(Aa+02+9+1)  AL(A+62+9)) |(ﬁ2—a2)|1“q(/\2+62+82+1)

Ap+0,+9
/))Zw/\2+52+\92 '([)}20)22 2 2 0(2)‘

+ + )+ N —7
[(Bo— )| LA+ 8+ 8, +1)  Aa|(Ba— )| Ty(Aa+ 82+ 92) | |(Bo—ad)|

tel que z,z > 0,
donc

| A(x,p)|I<z+ 2"

D’ou A est uniformément borné.
On montre ensuite que A est équicontinu
Soit0<t; <t;<1l,ona

|41 (5, 9)(82) - A; (x,9)(1)] = 1

I‘q(/ll + 61 + 191

) fo (1 — )OI £ (s, x(s), p(s)) s

/\1+(3] +\91
t
Fq(/\l + 61 + \91

1
)jo (1—q5)/\1 1f(5'x(5):y(5)))dqs

43!
(ﬁl a)L, (/\1 +01+ 91

1
>J (L= g5/ 7 £ (s, x(5), p(s))ds

(ﬁl ap)l (/3/\11 +0;+9) f 1(Cl)1 _qS)/\1+51+91_1f(5:x(s),y(S))qu

A+01+9
1101 1—0(1) 1

(B1—aq)

(1]
(ﬁl ) (/\1 +01+ 9

1
)f (1= g5 (5, x(5), p(s))dgs + Ty (x)

1 . A1+01+91-1
LA 40 +91)j0 (t1 —qs) 771 f (s, x(5), 9(s))dgs




t/\1+61+\91 1
+ L f 1—gs)M 7 (s, x(s),v(s)))d.s
I‘q(/\1+51+91) 0( q) f( ()y()))q

- 1 f(l —gs) MO £ (s, x(5), 9(s))dgs
(B1—a)(Ar +01+91) Jo 1
B “! Ay +84+9 -1
ST il MECREY F(5,(5) 9(5))dgs
A+61+9

(Bre) ai) -l 1
+(ﬁ1 o WS +91)L (L—qs5)" 7" f(s,x(s),p(s))dgs 0 _al)hl(x)|

1 & A1+01+9-1
(A1 + 6 +S1)J; (2 = gs) T2 f (5, x(s), p () s

t;1+61+91 1 -
LA 6+ 8) L (1 =)™ f(s,x(s), 9(s)))dgs

L ! A1+01+91-1
_rq(/\l +07 + Sl)L (ty —qs) 7110 f (s, x(5), 9(s))dgs

/\1+61+\91
tl

1
A-
+rq(/\1 +6, +91)J; (1—gs)" 7" £(s,x(s), 9(5))d,s|

1 g A1+01+91-1
Tq(/\1+51+\91)J; (12 = gs) T f (5, x(5), 9 (5))dgs

1 t2 I
+ t —gs 1+bl+\91—1 S,X S, S d S
fq(A1+61+81>L(2 ) fls xts), y(s)dy

t/\1+51+\91 ~1
_ 2 a1
I’q(/\1+51+91)do(1 98)"1 7 (5, x(s),9(5)))dgs
S (" (= s #2595, x(5), p(5))d,
L(Ar+61+381) Jo 1 XY q
/\1+61+\91 1
- [ (1= )M F5,x(5), 9(5)dgs|
L(A1+61+31) Jo 1 HSHY 1

1 n A1+01+91-1 A1+01+91-1
: rq(k\1+61+91)J; [(tz_qs) S Ul U ]|f(5’x(5)’3’(5))|d615




t 5 _
+1"q(,\1+151+91) le(tZ - qs)/\1+bl+sl ! |f(5y X(S),y(s))i dqs

|t/\1+61+\91 /\1+61+\91 |
1 —

t)

e L Xy dgs

par '’hypothese, on trouve :

L rh . )
A1 (x,9)(t2) = A1 (%, 9)(1)] < Eh e, [(tz_qs)/\ﬁbﬁsl L (#) — gs)hrrore9 1]dqs

L i
+
Fq(/\l + 51 + \91) J

A+01+9-1
(b= gs) 17011 d s
f

1
(1-gs)"17"d,s,

Ay+01+9 A1+01+9
Ltll 1 1—t21 1+v1

+

Tq(/\1+61+81) 0

ce qui donne

L
(A +01+9)

S A1+01+9 A1+61+9
|A1(x;}))(t2)_Al(x;y)(t1)| < T [(tZ_ tl)/\]+ol+sl + t21+ 1+ _ t11+ ¥ 1]
q

/\1+51+\91 f
1 —

- /\1+61+\91
L(tz_tl)/\1+bl+sl L‘t 2

+ ’
Fq(/\1+61+81+1) Aqu(/\1+51+\91)

ce qui implique

L
Tq(/\l + 61 + 191)

Ay+61+8) A+8,+8
A1 (%, 9)(t2) = AL (x,p) ()] < [2(t2—t1)/\1+51+‘91 +y TN ot 1]

/\1+61+81 /\1+51+91
1 )

L(t2 _ tl)/\1+61+\91 L ‘t t
L +0 48 +1)  AT,(A +06+9)

Sit; —t,, alors:

|A1(x,9)(2) = Ay (x,9)(1)] > 0
De maniere analogue, on peut obtenir

7

L > Ap+0+9 Ar+0+9
Ar(x,9)(t2) = Ax(x,9)(f1)| < 2ty — ty)t2tortda  2TO2RY Ot
| | Tq(/\2+62+82)[ 2 ! ]
. Ar+0y+9 Ar+0r+9
L’(tz—tl)/\2+b2+82 L’ t12 2 2_t22 21v)

+
(A +0,+ 9, +1) AT (Ay+ 6, +9,)




Dong, si t, — t; alors |A2(x,y)(t2) —A2(x,y)(t2)| — 0.

Par conséquent, 'opérateur A(x,y)(t) est équicontinu.

D’aprés les arguments précédents, A est completement continue par le théoréme de Ascoli-

Arzela.

A la fin, on vérifiera que I'ensemble

est borné.

Soit (x,) € €, alors (x,p)

Alors

x(t)] <

e={(x,y)eXxY|(x,p)=

x(t) = AA1 (%, p)(t),

A

y(t) =

(D] = [AA1(x,p)(t)| = }

t/\1+61+81

(/\1 +61 +\91

AA(x,9),0< A< 1}

= AA(x,p). Pour tout t € [0.1], ona

/\AZ('X’ V)(t);

1
A1
_/\rq(/ll +01+9) L (1-4gs) f(S,X(S),y(s)))qu

A 1
(ﬁl ap)l(Ay +61+91) Jo
~ /\/31 (W1
(B1—a)(A+01+91) Jo

MBS gy
(B - ) (A1 +01+91) Jo

(ko +ky x|+ k2 [y])
Fq(/ll + 51 + 191)

A (ko + Ky [x] + kp [p] ) | 11+0r+on

(1

(1—gs)M7 £ (s,x(5), p(s))dgs + (

I'(/\1+51+\91

(ko +ky [x + k2 [y])

'/31 —a1|Fq(/\1 +51 +\91) J

) (ko + Ky x| + k2 [v]) By

|/31 —a1|I‘q(/\1 +51 +191) J

S

o

S

[«

1

-4gs)

,\1+51+Sr1f(5,x(S),y(S))qu

w1 = gs) ML £ (5, x(5), 9(5))dgs

1 -

t
L (t _ qs)/\1+(51+81—1dq5

|J qs”\l 1ds

A+01+9-1
(1—gs)" ™11 s

wq

wi —4qs)

/\1+bl+\91—1 dqs

ay)

t
J (£ =) O £ (5, x(5), p(5)dgs

= m(x)|




/\1+51+191 _
+/\(k0+k1 |x|+k2|y|)'/31w1 a1'J~1(1_qS),\1—1qu
0

|(B1 = a1)| Ty(Ay + 01 +9y)

Ak |x|
[B1 e

+

</\(k0+k1|x|+k2|y|) (ko +ky x|+ k2 [3])
- Fq(/\1+51+\91+1) /\qu(/\1+61+81)

/\(ko + kl |X| + kz |y|)al /\(ko + kl |x| + k2 |y|)ﬁ1wi\1+51+31

|ﬁ1—a1|rq(/\1+61+\91+1) |,81—a1|rq(/\1+61+91+1)

ko +ki [+ Ko [p)[pro} ™ | ey
+
Ap |1 —an|Ty(Ay +61 + %) |B1 —a

4

ce qui implique

1 1
N+o 48 +1) T, (A;+6;+9)

()] < A (Ko + ky [x] + Ky |y|)(r (
q

B /\1+61+Sl
al ﬁla)/\]+bl+\9] ﬁlwl _al

+ + + )
|/>’1—0(1|Fq(/\1+61+81+1) |[3’1—a1|Fq(/\1+61+81+1) /\1|[)’1—a1|Fq()\1+51+81)

Ak |x|
[Br—an|

+

Donc
1 1

(A +01 48 +1) T A T,(A; +6;+9)

Fxll< Ak + Ky llx Ml +ka Nl 9 1D
q

A+01+9
a)ll 1+

a /310)/\1+51+91 ‘ﬁl _al‘

+ + + )
|ﬁ1—a1|rq(/\1+61+\91+1) |ﬁ1—a1|Fq(/\1+61+91+1) /\1|ﬁ1—a1|Fq(/\1+61+\91)

En prenant

1 1 aq
+ +
LA +01+91+1) AL (A +61+9) |/31—a1|rq(/\1+61+81+1)

V1:

; Aj+01+9
ﬁlwi\1+ol+\91 ‘/g’la)ll 1y

|
+ + ,
|ﬁ1—a1|Fq(A1+61+81+1) /\1|ﬁl—a1|Tq(/\1+61+81)




on obtient

| x [[< AkgVy + Ak Vo [ x || + AV |9 | +—— [ x I
|B1 -
De maniere similaire, on peut avoir
AJ
Iy IS AVo+ ALV [ x| +AL Vo |y [ 47— Il x || .
|B1 — |
Donc
x|+l v I< AkoVy +JoVa) + Ak Vi + 1 Vo) [ x || +A (k2 Vi + 12 Vo) (v I,
=[x ||+ [y I AkoV1 +ToV2) + (A1 Vi + 1 Vo) + Ak, Vi + LVo) [l x [ + [ 9 [l]
en prenant
M = /\(kOV1 +]0V2),
et
M’ = Mky Vi +J1V2) + Ak Vi +],V5)
on obtient

1o p) | =M | (x,) lI< M

I )l (1-M) <M

M
1-M"

() i<

Ce qui preuve que € est borné.Ainsi 'opérateur A posseéde au moins un point fixe.D’ou le

probléme (3.1) a au moins une solution.

RIY Etude de la Stabilité

Définition 3.3.1

Le system (3.1) est stable au sense d’'Ulam-Hyers si on peut trouver un nombre réel

7, > 0, tel que pour chaque solution (x,v') € X x Y de I'inégalité
A 0; 9 r7
‘Dq (D3 [y (1)]] = Brg (% v )(t))| <o, te[0,1], (3.10)

il existe une solution (x,y) € X x Y de systeme (3.1)vérifiant :

’ ’
lx —x,y -y |I<7y0.




Théoréme 3.3.1

suppose que (H;) est satisfaite si :
M <Fq(/\1 +61 +191 + 1),

et

M’ <I“q(/\2+62+\92+ 1),

alors le prpbleme (3.1) est stable au sens d’'Ulam-Hyers.

Soient f,g:[0,1] % R? > R et hy,h, : C([0,1],R) — R sont des fonctions continues. On

N\

Preuve

Soit x' € X une solution de I'inégalité suivante :
A B 9
‘RLDql €D [€D3" x (1)]] - £ (1, x (1), 9 (1)] < 0,1 € [0,11,
et soit x € X 'unique solution du probléme suivant :

Dy [DF [y x (1)]] = v (t,x (1), p (1), t € [0,1],

Par le lemme (3), on obtien :

1 t 1

t) = t— 1+51+\91—1 d

x() rquﬁéﬁsl)fo (t-gs) e(s)dgs
_rq(/\l)t/\1+61+81—1c ~ tsl e
LA +61+9) ' L& +1) 72 7
ainssi ona :

7 1 T A S

t — t_ l+bl+‘91_1 , d

_I‘q(/\l)t/\1+51+\91—1b ~ tsl
LA +6,+9) | LS +1)

by — b3,

tel que ¢ = bl,Cz = bz,C3 = b3.

(3.11)

a1x(1) = Brx(wy) = ayx (1) = B1x (w1),€ Dy x(0) =€ Dy’ (0),€ D' [€Dyx(1)] =€ D" [° Dy (1),




Par g-intégration de (3.11), on trouve

, 1

/\1+61+191—1 S
X (t) - rq(/\l)t V1
I‘q(/ll + 61 + 81)

by - by —bs|
LA +01+9) © L(&+1)° 7

T -
I (t— qs)/\ﬁb”sl_luxf(s)dqﬁ
0

o
< .
- Fq(/\1+51+91+1)

Pour tout t € [0,1], 0on a:

: : 1 ! Lvs
t _ t < t _ t_ 1+bl+91—1 , d
<0 =x0] < | 0~ g | 9 e (g
I‘q(/\l)t/\1+61+\91—1 tsl
+ - by — =—5—b2 — b3
Fq(/\1+bl+81) Tq(91+1)
1 ! A+, +9-1
t— 1t01+v1— (s)d
' rq(/\l +01+9) J;)( ) (o) 7
_r‘f(/\l)thwﬁsrlb + i br+b
LA +01+9) | L8 +1)° 7
1 ' A +6+8,-1
_ f— 1101tV — d
rq()\1+51+91)J0( 9s) x(s)dgs
+1“q(/\1)t/\1+51+\91—1c ~ tsl e |
LA +6,+9) L& +1) 7 7
o 1

t
< t— /\1+51+91—1 , N d
_Tq(/\1+51+\91)+Fq(/\1+51+91)J0( 4s) 4, (5) = 10y(5)] g

o M

< n
_rq(/\1+51+91+1)+rq(/\1+51+\91+1)”x X”
D’ou
Ix = x|l{1- M - o
Fq(/\1+61+81+1) _rq(/\1+51+\91+1)'

Alors pour chaque t € [0,1]

< ! 0.
FQ(/\l +61 +81 +1)—M

|x'(t) - x(1)|

De méme on a

7

1
/\2+62+82+1)—M,0

[y -v() <




Donc on a

X (t) = x(1),y (1) - y(t)] < ! + ! o =1T,0.
- Tq(/\1+61+81+1)—M I'q(/\2+52+92+1)—M’ 4

Donc le systeme (3.1) est stable au sens d’Ulam-Hyers.

Chcempics

On considere le systéeme g-fractionnaire suivant :

3 5 3 2
RLp: |cni [cp7 _costx(t) 1
D [ Dﬁl Dﬁx(t)”_e+—(e_t+2)2+—20y(t),te[0,1],

3 5 3
x,“D7;x(0)=0,° DY chfﬁx(l)] =0,
2 2

V7
Lu6) v 48 = 1 x(t) ot (3.12)
RLny 2 [Ch7Z |Cpho _ )
Dg [ D‘?[ D\gy(r)”_Wsmt+25+t3+t+50,t€[0,1],
3\ 3 8 V3
y(l)—5y(g)=Ey,CDjiy(O)=0,,CD2 lCD9 (1 )l 0,
2 2

On commance par I'existence

il est clair que

1
[t x(t) p()] < e+ 5 1l + 55 o]
|g(t x(t) y(t)| < l+—|x|+i|3,)
S ~2 25 50 "V
V7
I (x)] < =1,
et
3
|ha(y)| < > 9]
Doncko=e, k=4, ky=5, Jo=3, =2, =2, k=Y, 7=3,1=1,

et M' = 0.989175.
Alors le systéme (3.12) admet au moins une solution .
Maintenant on passe a l'unicité et la stabilité :

Ona:
[f(txv) = Flt,v)| < s [l—xl+ |y -] Veelo1] et Vxp,x,p k.
180

|(t,%,9) g (t,x1,91)| —[Ix xl+ly-n|]  Veelo1] et Vxyx,peR




|f1 (x) = hy (x1)] < g |x —x1] Vx,x1 € ([0, 1] R).
[hato) - haton| <3 [y -0 V9,31 € (01, R).
Par calcul simple, on trouve y = 0.757,
donc < 1.
Aussion a

7

|x' (1) = x(1), p(t) - v (1)| < 0.6220.

Alors (H;) est satisfaite, d’ou toutes les hypotheses du théoréme (3.2.1) sont satisfaites,
par conséquent le systeme (3.12) possede une solution unique, et par le théoréme de

stabilité, le systeme (3.12) est stable au sense d’Ulam-Hyers.
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