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0.1 Introduction

Les problémes réels peuvent étre modélisés a 1’aide d’équations différentielles ( équations
différentielles ordinaires EDO, équations aux dérivées partielles EDP ), mais la difficulté est
d’obtenir la solution exacte des problémes. Donc nous essayons de trouver des solutions ap-
proximative.

Des méthodes numériques approximatives sont utilisées pour trouver la solution appro-
chée de ces problémes comme par exemple la méthode de calcule direct, la méthode de résolution
en série, la méthode d’Itération Variationnelle (VIM), la méthode de perturbation d’homotopie

.. ((elles sont toutes des méthodes numériques), et aussi la méthode de décomposition d’Ado-
mian. Cette derniére proposée par le professeur G.Adomian au début des années 80 [7]. La
convergence de cette méthode a été étudiée par le professeur Y.Cherrault [2]| [3]. Sous sa
direction et a ’aide de ses collaborateurs du laboratoire MEDIMAT de I'université Pierre et
Maire Curie de Pris VI. En 1995 I'un de ses nombreux disciples K.Abbaoui a présenté sa thése
de doctorat ou il a développé les fondements mathématiques de cette méthode. La méthode de
décomposition d’Adomian est une méthode semi-analytique pour la résolution des problémes
différentielles et intégrales linéaire ou non linéaire de différents types.

L’idée de base de cette méthode est la décomposition de l'opérateur différentiel en trois
parties : partie linéaire facilement inversible, partie non linéaire et reste de la partie linéaire.
Le terme non linéaire est écrit sous forme d’une somme infinie de polyndémes spéciaux appelés
polynomes d’Adomian [7]. La méthode de décomposition d’Adomian donne la solution sous
forme d’une série infinie [2| qui converge vers la solution du probléme.

Dans ce travail, nous allons présenter la méthode de décomposition d’Adomian et on va la
comparer entre quelques d’autres méthodes numériques pour la résolution des équations diffé-
rentielles. En effet ces méthode sont : deux méthodes traditionnelles représenté dans la méthode
de calcul direct et la méthode de résolution en série, la méthode d’itération variationnelle(VIM),
la méthode de perturbation d’homotopie(HPM).Le but de la comparaison de notre étude et de
savoir quelle est la méthode la plus efficace et la plus pratique.

Ce mémoire comprend une introduction et quatre chapitre. Dans le premier chapitre on a
présenté les notions de base de la méthode de décomposition d’Adomian et la méthode pratique
pour calculer les polynomes d’Adomian, on a aussi présenté des applications. Le deuxiéme
chapitre est consacré a la comparaison entre la méthode de décomposition d’Adomian et les
méthodes traditionnelles. Quant au troisiéme chapitre, il est I'objet de la comparaison entre la
méthode de décomposition d’Adomian et la méthode d’itération variationnelle. Dans le dernier
chapitre nous présenterons une comparaison entre la méthode d’Adomian et la méthode de
perturbation d’homotopie.



Chapitre

La méthode de décomposition d’Adomian

Le but de ce chapitre est de présenter les grands principes de la méthode de décomposition
d’Adomian et la méthode pratique pour calculer les polynémes d’Adomian, ainsi que la conver-
gence de la méthode, des applications sera donnée pour bien expliquer les techniques de cette
méthode.

1.1 Description générale de la méthode

Nous allons d’abord décrire la méthode sous la forme initiale présentée par G.Adomian [6].
Soit I’équation non linéaire :

Au = f. (1.1)

Ou A représente un opérateur différentiel non linéaire (contenant des termes linéaires et des
termes non linéaires).

f une fonction analytique connue.

Le terme linéaire de I'opérateur A est décomposé en L + R ou L est un opérateur linéaire
inversible et R est le reste de 'opérateur linéaire.

N est un terme non linéaire.

On peut écrire I’équation (1.1) sous la forme :

L(u) + N(u) + R(u) = f. (1.2)

On applique l'opérateur L étant inversible, on noté L~! son inverse, sur I’équation (1.2) on
obtient :

L'L(u) =L 'L(f) — L"'R(u) — L' N(u).
D’ou, I'expression équivalente :
u=co+ L (f)— L7'N(u) — L7 'R(u). (1.3)

Ot ¢g est la constante de I'intégration.
La méthode d’Adomian consiste a chercher la solution u sous la forme d’une série :

+oo
n=0



On remplace (1.4)en (1.3), on obtient :

+oo +oo +o0
dup=co+L'f~L'R (Zun> —L7'N (Zun> : (1.5)
n=0 n=0 n=0
On décompose 'opérateur non-linéaire N en série 2] :
400
N(u)=> A, (1.6)
n=0

Ou les A,, sont des polynémes d’Adomian qui dépendent de ug, uq, ug -« - , Uy, et sont obtenus
a partir de la relation suivante :

“+oo +0o0
N(u(\) =N (Z Au) => X4, (1.7)
n=0 n=0
Ou
+00 '
u(A) = Z Ny = ug + Mg + Nug + - - - (1.8)
n=0
et A est un paramétre introduit par convenance.
D’ou
1] a
A, = — | —N(u(\
= )|

En remplagant (1.6) dans (1.5) on trouve :

—+oo —+oo —+o00
dup=co+L'f~L'R (Zun> — Lt (ZAn> .
n=0 n=0 n=0

On peut écrire les relations récursives suivantes :

(wo = co+ LLf.

Uy = —L_lRUO - L_le.

Ug = —LilRul — LilAl.

| tns1 = L' Ru, — LA,

Ainsi, la solution de (1.2) est déterminée.



1.2 Les polynémes d’Adomian

Définition 1.1 :

Les polyndémes d’Adomian sont définis par :

Ao(uo) = N (uo),

Ap(ug, ur, ug, - uy) = Tl d [N (Z)\Zuz>] .
' 0 A=0

Ou
Ao (up) = N (up),
Aq(ug, uq) = uy N (ug),
A2(ug, uy, us) = us N (ug) + %U%N”(“O)a

A3<U0, Uy, U2, Ug) = U3N/<U0) + U1U2N”<U0) + %U?N”/(U(}%

Cette formule s’écrit sous la forme :

o0
A, = Zc(v,n)N(”)(uo),n > 1. (1.10)
v=0
Ou ¢(v,n) représente la somme de tous les produits (divisé par m!) des v termes wu; dont la
somme des indices 7 est égale a n.
m : étant le nombre de répétitions des mémes termes dans le produit.
La relation (1.10) permet de trouver les polynémes A,, mais en pratique, il est difficile de les
déterminer quand n devient grand (n > 5 ).
On va calculer les polynémes d’Adomian de quelques opérateurs non linéaires.

Exemple 1.1
Soit I'opérateur non linéaire définit par :

N(u) = cos u.



Par définition, on a :

A(](Uo) = N(Uo) = COS Uy,
0 .
A1 (ug, ur) = ul% CoS Uy = —uq Sin ug,
0
1, 0 - 1
As(ug, ut, us) = Up—— COS Uy + —U] = COS Uy = —Us SIN Uy — — U7 COS U,
dug 20 0u 2!
0 0? 1,0
A3(U07U1, U2,U3)

= U3—=—— COS U + U U3=—5 + —U] ==
Dug ou 3! 1 oud’

—Us3 SIN Uy — U7 U3 COS Ug + —|u:{’ sin uy,

Exemple 1.2

On définie I'opérateur non linéaire comme suivant :

N(u) = sinu.
Par définition, on a :
Ap(up) = N(ug) = sin uy,
Tl
Aq(ug,uy) —— sin(ug + Auq) =y [cos(ug + Aug]y_o = w1 cos ug,
11 oA A=
Ay ) 1_2'(+A + Nauy) 18(( + 2Aug) cos(ug + Aug + Auy))
Ug, U, U = — | =——=sin(u u u =—|—((u Us) cos(u u u
2(Uo, U1, Uz 2 | 0 1 2 2| 1 2 0 1 2 .
1 .
=5 [2u2 cos(ug + Ay + Nug) — (ug + 2 ug)? sin(ug + Auy + )\2u2)} \—o
1
= Uy COS Uy — — U1 SiN Uy,
2!
As(ug, ut, ug, uz) = 31 o sin(ug + Aug + Aug + A7) = U3 COS Uy + Eul COS Uy — U7 Usg SIN Ug,
: A=0

1.3 Convergence de la méthode d’Adomian
Soit ’équation différentielle [3] :

u— Nu=f,

(1.11)
qu’on l'appelle la forme canonique ou u est la solution recherchée et N est 'opérateur non
linéaire qui est défini par une série infinie et f est une fonction donnée.

La méthode de décomposition consiste a écrire la solution sous forme d’une série :

—+00
n=0
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On décompose le terme non linéaire sous la forme d’une série :

+o0o
N(u) = ZA”'

Alors 'équation (1.11) s’écrit comme :

+oo +oo
Zun =f+ ZA”'
n=0 n=0

Ou )
ug = f
uy = AO
Q ug = Ay
Un+1 = An
Théoréme 1.1
+00 +oo
Si la série ZA” converge, alors la série Zun converge et la réciproque est vraie.
n=0 n=0

Les premiéres preuves de convergence ont été précisées par la professeur Yves Cherruault [3].Elle
sont basées sur la méthode du point fixe.
Notons d’abord que la méthode appliqué a (1.11) se raméne & la recherche d’une suite définit par

So=0

Sp=ur+uz+ - +uy,

Et vérifiant la relation récurrence suivant :

SOZO

UO:f
Spi1 = N(up + S,),n=0,1,2,...

D’ou théoréme suivant.

10



Théoréme 1.2

Si lopérateur N est une application contractante(||N|| < § < 1), alors la suite (s,), est
telle que

So=10
Sn+1:N(UO+Sn>,n:O,1,2,... ’

et converge vers S ot S est la solution de ’équation S, 1 = N(ug + S,)

Preuve

On a:

Si1 —Su = N(ug+ Sy) — N(ug + S)

[Sn+1 = Sull = [N (uo + Sp) — N(uo + )| < [[N]|[|Sn = S
<3|1S, — S|
< 820y — S|

< 0|82 = S|

< o™|S1 =9
Dot la convergence de la suite (S,,),.

corollaire 1.1

400
Si N est une contraction alors les séries des u,, et des A, sont convergentes. De plus E Uy,

n=0
est la solution de I’équation canonique.

11



1.4 Exemples

Exemple 1.4.1

Soit le probléme suivant :

on pose :

(Lu = " (x)
Ru = u(z)
Nu=20
:
=450
L= / ' / “[Jduds
\ 0 JO

Alors I’équation devient :

Lu=u+1.

On applique L~! on trouve :

L' Lu= L 'u+ L7Y(1)

/Ox/Ox[Lu}dxdxz/Ox/:[u]dxda;+/:/0x[1]dmx

ule) = o' (0) —u(0) = L7 'u+

2

uw(z) =x+ L7 u + %

On cherche la solution sous forme d’une série donnée par :

12



n=0
+0o0
Zun(x =+ L‘lzun
n=0
La relation récurrence :
22
Ug = T + ?
Un4+1 = L_lun
Par identification :
22
Ug = T -+ ?
A
L=t ldede = — + — = — + —
e e //x+ rar = 6+24 TR
x° x® 5 x5
Lt d dr= — 4+ — = — 4+ —
e =L = // =TT 70 T 5 Tl

La solution est donnée sous forme série suivant :

[ s S /I A
u()—x+?+§+z+g+a

Ce qui donnée sous forme série :

u(x) = exp(x) — 1

Exemple 1.4.2

Considérons le probléme

(0%u  O*u
e 1,t> 1
Erchale Y O<z<1,t>0 (1)
u(z,0) =2z +1

Ou(x,t)
\ Ot

— COS T

13



On pose

( 82

Leal) = 32
82

Ltt(-) - @

I'équation (1) s’écrit alors
Lzz (U) = Ltt(U)

En appliquant 1'opérateur inverse L', on trouve

L;tlex (U) = L;lLtt<U>

Ou

Ju(x,0)
ox

L' Ly (u) = u(z,t) — u(z,0) — 2

On cherche la solution sous la forme d’une série

u(z,t) = Zun(:c, t)

+o00
S 1) = a0 + 220 4 L2 e, 0)
n=0

Ju(x,0)

up(z,t) = u(z,0) +

ox

Upt1(z, 1) = L#Lm(un(x, t)) n>0

14



On sait que

(uo(x,t) =(2r+1)+tcosz

) t t 82 t3
uy(z,t) = L, Ly(uo(x,t)) = /0 [/0 @(UQ(ﬁ,t))dt] dt = —3y 08T
. t [ prt 82 t5
s (1) = Lt Loy (2, 1)) = /0 /0 - Cun(r, 1)t dt = b cos
. tr pt 62 t7
ug(z,t) = Ly Lyx(ug(z,t)) = /0 _/0 @(Ug(l',t))dt dt = — iy COST
. tr rt 82 t9
ug(x,t) = Ly Log(us(z,t)) = /0 _/0 @(ui»,(x,t))dt dt = g1 8%

+o00 E
t t t
u(a:,t):;)un(x,t):@x—i-l)—i— (1€—§—|-a_ﬁ_|_a

+oo £2n+1
U([E, t) = (QZE + 1) + COSIZ(—l)nm
n=0 ’

+oo £2n+1

E (—=1)"——— =sint
|

— (2n + 1)!

Alors la solution de ce probléeme est

u(z,t) = (22 + 1) + cosxsint

Exemple 1.4.3

Considérons le probléme

15



On a

Ly =y

Ry=20

Ny =y
Avec L = %()

L~ représente une simple intégration de 0 a t.
On trouve :

+o00 +oo
y=> tn=y0)+ LY A,
n=0 n=0
La relation itérative du probléme est :

yo =1

Yn+1 = L_lAn

Les polynémes d’Adomian sont :

As = yi + 2oy

As = 2yoy3 + 2192

Par conséquent on a :

D’ou

yt) =1+t ++t7+---

16



La solution donnée par :

Exemple 1.4.4

Soit I’équation intégrale de Volterra suivante :

ou f(z) =1, \=—1,et K(x,y) =1,

alors la solution s’écrit comme suit :

+00 z +00
Zun =1- / Zundt
n=0 0 n=0

le premier terme est ug(z) = 1 et 1 relation :
Up+1 = —/ uk(t)dt, k 2 0
0

donc :

u(z) = e*
Exemple 1.4.5
Considérons 1’équation suivante :
( Z% +sinu =0
u(0) =
(u'(0) =0




On a:

d2
T e
N(u) =sinu
Donc
Lu+ Nu=0

On cherche la solution w sous la forme suivante :

+oo
=3
n=0
En appliquant une double intégration entre 0 et t de I’équation ci-dessous on obtient :

u=p3—L"1'N(u),

avec .
N(u) =) A,
n=0
Les polyndémes d’Adomian sont :
Ay = sinuyg

Aq = uq cosuyg

Ay = uy cosug — o sin ugAs = us cos ug — ujUs Sin on COS Uy
Le schéma récursif suivant :
Ug = 6
t2
U3 = —— sin
4
Uy = Zsinﬁ cos f3

t6
us = ~al (sinﬁcos2 S — 3sin® 6)

Conclusion

La méthode de décomposition d’Adomian donne la solution des problémes différentiel de
défirent types sous la forme d’une série convergente vers la solution exacte.
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Chapitre 2

Comparaison entre la méthode de décomposition
d’Adomain modifiée et les méthodes
traditionnelles

Dans ce chapitre, nous menons une étude comparative entre la méthode de décomposition
d’Adomian modifiée et deux méthodes traditionnelles représenté dans la méthode de calcul di-
rect et la méthode de résolution en série, pour la résolution les équations intégrales non linéaires
et les équation intégrales différentielles non linéaires. Les équations intégrales différentielles non
linéaire de Fredholm sont donnés par :

1
u™ = f(z) +/ K(x,t) {R(u(t)) + N(u(®))} dt,u® (z) = b, 0 <k < (n—1),n>0; (2.1)
0
et les équations intégrales différentielles non linéaire de Volterra sont donnés par :
u™ = f(x) +/ K(x,t) {R(u(t)) + N(u(t)} dt,u®(z) = b, 0 < k< (n—1),n>0. (2.2)
0
Ot u™(z) est la niéme dérivée de la fonction u(z) qui sera déterminée et K(z,t) est une le
noyau de l’équation intégrale, f(z) est une fonction analytique.

R(u) est une fonction linéaire de u.
N(u) est une fonction non linéaire de u.

2.1 Application de la méthode ADM

On considérons les équations intégrales différentielle de Volterra (2.2).
u™ = f(z) +/ K(z,t) {R(u(t)) + N(u(®))} dt,u® (z) = b, 0 <k < (n—1),n>0. (2.3)
0

Ot u™(x) est la niéme dérivée de la fonction u(x) et by, sont les conditions initiales. En intégrant
les deux cotés de 1'équation (2.3) n fois. On obtient :

u(z) = Z%bkuk + L7 f(x))+ L7 (/OxK(x, ) {R(u(t)) + N(u(t))} dt) : (2.4)

Ou L est supposé inversible.
Et L™! est un opérateur intégrale nfois.
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La méthode d’Adomian standard définit la solution u(x) sont la forme d’une série :

+o0

Ou les composants ug, U1, ug, . . . sont généralement déterminés de maniére récursive en utilisant
la relation suivant :

wo = 3 b+ L7 (F(2))
k=0

Uk+1 = L*I(Ruk) + L*I(Nuk), k>0

2.2 La méthode de décomposition d’Adomian modifiée

La méthode de décomposition d’Adomian modifiée a été développée par Wazwaz [11] [12], ot
de nombreux travaux ont montré que cette modification est efficace et réduit la taille du compte
si elle n’est pas comparée a la méthode d’Adomian standard, pour I’appliquer, on suppose que
la fonction peut étre divisée f en la somme de deux parties a savoir fy et fi

f=Jo+ h (2.6)

Nous supposons que la partie fy soit affectée au composantuy, tandis que la partie restante
f1 soit combinée avec les autres termes donnée dans I’équation. (2.5) pour définir u; alors les
relation d’itération s’écrit comme :

(
ug = fo.

Uy = f1 + L_l(Ruo) + L_1<NU()>. (27)

(| Uk+2 = L‘l(RukH) + L‘l(NukH), k> 0.

La comparaison du schéma récursif (2.5) de la méthode de la méthode de décomposition d’Ado-
main standard avec le schéma récursif (2.7) de la technique modifiée conduit a la conclusion
que dans (2.5) la composante ug définie par la fonction f, alors que dans (2.7), la composante
ug définie par une partie fy de f. La partie f; de est ajoutée a la définition du composant u;
dans (2.5).

Remarque 2.1

Le succes de cette méthode dépend principalement du bon choix des parties fy et fi. Il
n’y a pas de critéres pour juger quelles formes de fy et f; peuvent étre supposées produire
I’accélération demandée. Il semble que les essais soient les seuls critéres pouvant étre appliqués
jusqu’a présent.

20



2.3 La méthode de résolution en série

Cette méthode une méthode traditionnelle qui dépend principalement des séries de Taylor
et a également été utilisée dans les équations différentielles et intégrales. cependant, la méthode
est principalement utilisée pour les équations de Volterra. Dans ce qui suit, nous présentons une
bréve idée de la méthode ot les détails peuvent étre trouvés dans de nombreuses références telle
que [9] [13]. En supposant que u(x) est une fonction analytique, elle peut donc étre représentée
par une série donnée par :

u(z) = Zakazk. (2.8)

k=0
Ou ay, sont des constantes qui seront déterminées récursivement les conditions initiales prescrites
ol nous utilisons

(a = u(0).
A= 10 .
ag = EU”(O) .

On remplace (2.8) dans (2.3) et on supposant que le noyau K () est séparable comme K (z,t) =
g(x)h(z) on trouve :

(iakxk> = f(z) + g(m)/ogch(t) {R (f@ktk) + N (faktk> } dt. (2.10)

k=0
Notez qu’en utilisant cette méthode, nous avons abordé le probléme de maniére simple bien
que nous puissions intégrer les deux cotés de I’équation (2.3). En utilisant la série de Taylor
pour f(x), g(x) et h(x) et en égalisant les coefficients de puissances similaires des deux coté de
I’équation résultante, nous pouvons facilement déterminer les coefficients ay, £ > 0.

2.4 La méthode de calcul direct

Cette méthode est une méthode traditionnelle couramment utilisée pour traiter de nom-
breuses équation de Fredholm. sans perte de généralité, on considére les équations intégrales
différentielles non linéaires de Fredholm

u™ = f(z) + /01 Kz, t) {R(u(t)) + N(u(t)}ydt,u® () = b, 0 <k < (n—1),n>0. (2.11)

O u™(x) est la niéme dérivée de la fonction u(z) et by sont les conditions initiales. On décom-
pose l'intégrale du coté droit est égale & une constante,

o= /0 h(t) {R(u(t)) + N(u(t))} dt. (2.12)

Et donc (2.10) devient
u™ = f(z) + ag(z). (2.13)

On intégrant les cotés de I’équation (2.3) n fois et en utilisant les conditions initiales on obtient :

u(z) = q(z, a) (2.14)
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2.5 Applications

Exemple 2.5.1

Considérons 1’équation intégrale non linéaire de Fredholm
! v T
u(m)—cos(2 )+2—/0 <1+§[005<§t>81n(2)+u()Ddt.

L’utilisation de la ADM modifiée donne :

Zun = cos( ) +2-— /01 (1 + g [cos <gt> sing(gt) + N(u(t))D dt.

Ou N(u) = u.

On divise f en deux parties définies par :

fol) = cos(5a),

En utilisant le schéma récursif (2.7) on obtient :

up(z) = cos(%x).

<
=
|
\}
|
o\
o
/N
—_
+
[
|l
Q
QS
&
~
|

t) st(gt) + cosg(gt)D dt,

up =2— /01 <1 +g [cos (gt) <sin2(gt) + cos%%t))]) dt,
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Compte tenu de (2.17), la solution exacte est donnée par

u(z) = cos(%x).
L’utilisation de la méthode de calcul direct donne :

u(z) = cos(gzz) + (2 — ). (2.18)

a= [ (145 [eos (r) w50+ 0] ) 2,19

En remplace (2.19) dans (2.18) on trouve :

a= /01 (1 + gcos <gt> sin? (gt> + g <cos(gt) (2 a))g) dt,

™ ™

o= /01 (1 + gcos (gt) sinz(it) ) (cos(gt) +(2— a)) <c032(gt) +(2—a)?+ 2cos(gt)(2 — a))) dt
- /Olldt + g/olcos <gt> sin ( t)dt + 2/01008 (2 )dt + 37(2 —a) /Olcos <gt> dt

3m ! 'n 3
—l—7(2—a)/0 cos <§ )dt+/0 5(2—04) dt.
Alors :

27 11
a:—ga3+3(7r+1)a2— (12+T7T)OZ+ (14—{—771-)

o= (a—2) <—ga2+(27r—|—3)oz— (7+ %w)) |
Done

5 87T+12:|:22\4/67T2+87T— _ /oL
T

L’utilisation de valeurs réelle de @ = 2 dans (2.19) conduit a la solution exacte obtenue ci-
dessus en utilisant la méthode modifiée. Deux solutions plus complexes peuvent étre obtenues.
L’existence de solutions multiples est des équations non linéaires normales. il convient de noter
que la méthode de décomposition modifiée ne donne qu’une seule solution. Cela ne signifie pas
que les équation non linéaires ont une solution unique. C’est la caractéristique de la méthode.

a =
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Exemple 2.5.2

Considérons maintenant 1’équation intégrale non linéaire de Volterra

( )—tn 1 in 2 1 —i—/w 1 dt
f— __1 —_— —_— .
u(x anx 4s T 2:E T

L’utilisation de la ADM modifiée donne :

fO(l’) = tanx,
1 1
filz) = 2 sin 2z — 7%

En utilisant le schéma récursif (2.7) on obtient :

up(xr)  =tanuwz.
1 . 1 v 1
u(z) = 7 5in 2 — 5% —|—/0 [m} dt,
1 1 ’
= —sin2z — —z + / [cos® t]dt,
4 2" )y

41 e ; /I : (1 2t)
in +
sin 2x 2:17 2 cos 2t),

=0.

upso(z) =0.

La solution exacte est donnée par

u(z) = tan x.
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L’utilisation de la méthode de résolution en série donne :

1 2 1 1 1 a?
a1+ axr® + azrd +art +aza® +. o= a4 st 4 — st o — et —
1 2 3 ayx asx X 3x 15x 21" Sx—i— —|—2x 3x
= 4
2a1a2x —+ ...,
Alors
2 3 4 5 L1 2.3 1 4 1oy 2
ar1r + asr? + azx® + ayxt + asx +~~':x+§+§(2—a1)x — gzt —i-g(al—aZ—alag—i—
Da® 4 ---.
Correspondant nous trouvons :
a1—1
GQ—O
1
a3*3' (2.21)
CL4—O
2
as = —.
T 15

La substitution des résultats de (2.21) dans (2.8) donnée la solution en série

Lg, 25
u(x)—x+3x +15x + -

u(z) = tanx.

Exemple 2.5.3

Considérons 1’ équation intégrale différentielle non linéaire de Fredholm
1
u'(r) =sinhx +x — / x(cosh? t — u?(t))dt, u(0) = 0,4/ (0) = 1. (2.22)
0
Intégrer les deux cotés deux fois de 0 & x donne :

u(z) = sinh z + éﬁ e ( /0 (cosh® 1t uQ(t))dt) | (2.23)

Ot L=! est un opérateur intégral double.
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L’utilisation de la ADM modifiée donne :

400 1 +00 2

1
E Un(x) = sinhw + —2* — L™ x/ cosh?t — g un(t) dt
n=0 6 0 n=0

Nous décomposons f(x) en deux parties comme suit
fo =sinhz,

fi= e

Alors on a la relation récursive

ug = sinh z.

) 1
U = 6953 — L' (x/ (cosh®t — (UO(t))2dt> 7
0

L 5 ~1 '
u = - — L x| 1dt),
6 0
1 3 T x
U = —x° — rdzrdr,
6 0 Jo

2.24)
1 1 (
u = -z — / —2dz,
6 0 2
1 1
u = - — —a’,
U = 0.

Uk+2 = 07]{: 2 0.

Compte tenu de (2.24), la solution exacte est donnée par

u(z) = sinh z.
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L’utilisation de la méthode de calcul direct donne :
, 1
u(x) = sinhz + 6(1 —a)x’. (2.25)

Ou:

a= /l(cosh2t — (u(t))*dt. (2.26)

En remplace (2.26) dans (2.27) donne

1 1 2
a= / (Cosh2 t— (Sinht + 6(1 — a)t3)) dt,
0

! 1 1
a= /0 (1 - %(1 —a)*t’ — 3 sinh (1 — a)t?’) dt,

1 2 1-—
g1 L o a (-0

252 252 126 3

coshl+ (1 —a)sinh1l —2(1 — a)cosh1+ 2(1 — «)sinh 1,

Q o? 7 251
=Y Y L 3GnhI(l—a)— ~cosh1(l — iy
@ =56+ g5y F3sinh 11 —a) = geosh1(1 —a) + 50

De sorte que

a=1,
o = —251 4+ 588 cosh 1 — 756 sinh 1.

Le dernier résultat donne les deux solutions exactes

u(z) = sinh z.

Et
u(z) = sinhz + (42 — 98 cosh 1 + 126 sinh 1)

Il est clair que deux solutions exactes sont obtenues en utilisant la méthode traditionnelle ot la
premiére solution est la seule solution exacte obtenue par la méthode de décomposition d’Ado-
mian modifiée
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Exemple 2.5.4

En considérant I’équation intégrale différentielle non linéaire de Volterra

14 1 1 v
u'(z) =14 cosz + gxd tort 2sinz — 2x cosx — 5 sinx cosx — / [u?(x)]dt, u(0) = 0.
0

En intégrant les deux cotés de 0 & x,nous trouvons

1, 1 1 '
uw(x) =z +sinz+4+ Ex4 + sz —4cosx —2xsins — Zsin2x - L </ [ﬁ(t)]dt) :
0

L’utilisation de la ADM modifiée donne :
fo(z) =z +sinz,

1 1
filz) =4+ Ex4+ sz —4cosx — 2wsinx — - sin® 7.

Alors on a la relation récursive
up(z) = = + sinx.

1 1 1 v
ur(z) =4+ —a* + —2* —4cosx — 2rsinw — 1 sinz — L1 (/ [ug(t)]dt) :
0

12 4
Loy, 1o - L. B . :
ul(:z:)zél—i-ﬁx +ZI —4COSJZ—2$SIHJI—ZSIH T — ] (2 + sin’ z + 2z sinz) dzdz,

(2.27)
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Comme

/ / (mQ +sin? x + 2z sin a;) dxdx
o Jo

A | 1 . .
= —2° + —x — —sinxcosx — 2xcosx + 2sinzx | dx
0 3 2 2

= —x" + -z ——<—sin2x) —2xsina:—i—/ 2sinxdr + 2cosx + 2
0

1, n
=—1" + -
12 4

1
2 _4cosx —2xsinx — Zsin2x+4.

On a vu que la solution exacte

u(r) = x + sinz.

L’utilisation de la méthode de résolution en série donne :

+o0

u(z) = Zakxk. (2.28)

k=1
Alors
a1z + asx? + asz® + auxt + asx® + ...
1 1 a? 1 aa 1 ajas a2
=2z — -3 - — L) ————= 2 ) 5
g 3x+(3 12)m+(5! 10)‘/’“”r 515 30)" "

L’équation des coefficients de puissances similaires de = des deux cotés donne

(I1:2.
GQIO.
1
a3—§.
a4:0.
a5:a.
a6:0.

La solution sous forme de série est donnée par

1 1
u(:c):x—i—(:v—i—l—gf—i—...).

Donc
u(z) = x +sinzx.
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons mené une étude comparative entre la méthode de décomposi-
tion modifiée et les méthodes traditionnelles : calcul direct et résolution en série. La méthode
de décomposition d’Adomian modifiée est mise oeuvre de maniére simple et accélére la conver-
gence rapide de la solution de décomposition en série. La solution exacte est obtenue en deux
itérations seulement pour tous les modeéles examinés. De plus, les polynémes d’Adomian, qui en-
traineraient une intégration et une multiplication difficiles des termes dans un schéma Adomian,
n’ont pas été utilisés, ce qui donne a la méthode de décomposition modifiée un avantage par rap-
port & la méthode d’Adomian standard. cependant, la méthode de décomposition modifiée ne
fournit qu’une seule solution méme si les modéles étudiés sont non linéaires. Les deux méthodes
traditionnelles souffrent du dur labeur des calculs. cependant, les méthodes traditionnelles ont
pu fournir plus d’une solution, qui est la théorie des équations non linéaires. D’autres méthodes
traditionnelles, qui sont généralement utilisées pour résoudre analytiquement et numériquement
des équations intégrales, ne sont pas examinées dans ce travail, en raison de I’énorme volume de
calculs requis par ces méthodes. En général, les méthodes modifiées sont fiables et plus efficaces
par rapport aux autres techniques.
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Chapitre 3

Comparaison entre la méthode de décomposition
d’Adomian et de la méthode d’itération

variationnelle

Dans ce chapitre, nous visons & mener une étude comparative entre la méthode de ADM et
VIM pour résoudre les équations de Lane-Emden de premiére et deuxiéme espéce.

3.1 Analyse des méthodes

3.1.1 Meéthode de décomposition d’Adomian :

Nous écrivons d’abord ’équation de Lane-Emden générale comme :

Nous réécrivons Lane-Emden généralisé dans la théorie des opérateur Adomian [13]

Ou

Ly+ Ny =0.

B d*y  ady
dx?  xdx’
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Pour surmonter le comportement singulier lorsque x = 0, on réécrit 'opérateur différentiel
linéaire L

Le coeflicient linéaire inverse est

T t
L :/ ta/ s*(.)dsdt.
0 0

On réécrit une équation Lane-Emden

En appliquant le coefficient linéaire inverse des deux coté, nous obtenons

L™ 'Ly =L 'Ny.

Pour déterminer le coté gauche, nous avons
L'Ly=y— .

LP = 0.

Et @ : est la constante de 'intégration.
Cela donne

y=®— L 'Ny.
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En notant L~!Ly on trouve que

L='Ly :/ / v+ y dsdt
0
/t O‘/ (s*y" + as®y') dsdt
0
t
/ta<ta/ al/dS—l—/ al/dS)d
0 0
[ v

= y(x) —y(0)

=y(z) - F.
Ou l'intégration par parties a été utilisée pour s*y”.
L’ ADM admet 'utilisation de la série de décomposition infinie

Pour résoudre y(z), et la série infinie des polynémes

[e=]

el

“+oo
== ZAn(y(]ayla'“ 7yn) (33)
n=0

Pour le terme non linéaire g(y), ou les composantes y,, de la solution y seront déterminées
récursivement et les A, sont les polynémes d’Adomian [1][4][9]
En remplace (3.2) et (3.3) dans (3.1) on obtient

+00 +oo
Zyn = 5 - Lil <2An(y07y17 e ,yn>> .
n=0 n=0

Le schéma récursif

yo(z) = f
; (3.4)
Y1 () = —L7H(A).
ou équivalent
yo(x) = B.
(3.5)

x t
Yrt1(x) = —/ t_o‘/ s*Ardsdt.
0 0
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Nous observons que L’ADM nécessite le calcul des polynémes d’Adomian appropriés & la non-
linéarité spécifique du systéme, ce qui peut devenir quelque peu fastidieux pour les composants
de solution d’ordre supérieur. cependant, plusieurs nouveaux algorithme et sous-programmes
efficace peuvent atténuer cet effet en générant automatiquement les polynéomes d’Adomian ra-
pidement et & des ordres élevés lors du calcul des approximations de la solution. Lorsqu’il est
correctement appliqué, nous avons observé que L’ADM conduit & des séries faciles & intégrer
et donc & une programmation pratique pour la résolution d’équations différentielles non li-
néaires. Nous avons présenté un nouvel algorithme de solution pour I’équation de Lane-Emden
généralisée pour toute non-linéarité de systéme analytique et pour toute géométrie de modeéle
caractérisée par toutes les valeurs réelles positives possibles du coefficient de systéme «.

3.2 La VIM et les multiplicateurs de Lagrange

Dans cette section, nous allons présenter les étapes essentielles pour 1'utilisation du VIM et
la détermination des multiplicateurs de Lagrange pour différentes valeurs de a.
Considérons I’équation différentielle :

Ly+ Ny = g(t), (3.6)

ot L et N sont opérateurs linéaires et non linéaire, respectivement, et g(t) le terme source est-il.
Pour utiliser la VIM, une fonctionnelle de correction pour ’équation (3.6) doit étre utilisé sous
la forme : .
sa(2) = () + | ALunl€) + N (€)de.
0

O A est un multiplicateur de Lagrange général, qui peut étre identifié de maniére optimale
via la théorie variationnelle, et y~ est une variation restreinte, ce qui signifie dy;” = 0. Pour
I'équation (3.1) la fonctionnelle de correction lit :

i) =) + | A (<yn<s>>gg ¥

«

2 n(E))e + g~<yn<s>>) de.

Ou
6(9™(ya(£))) = 0.

Pour déterminer la valeur optimal deA(¢), nous prenons la variation pour les deux cotés par
rapport a y,(z) obtenir :

Sies(s) = ()3 A (<yn<g>>gg "

«

5(%(6))5 + g”(yn(f))) de.

Ou équivalent :

«

Sinas(a) = ()6 [ X (<yn<§>>§g +5

<yn<s>>g) ¢

Ou nous avons utilisé :

69~ (yn(§)) = 0.
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L’intégration de l'intégrale du coté droit par parties donne :

5yn+1(x) - 5yn(x) <1 — /\,(1’> + %)\(ZL‘)) +6)\(‘T)(yn)§(l‘)+5/oxyn ()\//<§) . ag/\/(g)fz_ )‘(6)) df

Cela détermine & son tour les condition stationnaire

EN — A

T2

Me=2)=0, N|ezw=1, N —« =0. (3.7)

Déterminer A, Trois cas importants seront examinés :
a) Pour le probléme cylindrique, nous avons o = 1. Dans ce cas, la résolution de I’équation

(3.7) donne :
AE) = €In (g) |

b) Pour les problémes sphériques, on a o« = 2, ce qui est le cas pour 'équation singulaire
standard d’Emden-Fowler. Dans ce cas, résoudre I’équation (3.7), donne le multiplicateur de
Lagrange A\ comme :

c)Pour le cas général, o o > 1, résoudre I’équation (3.7) rendements :

et —an 1)

(v — 1)zt

A(E) =

Les approximations successives ¥, 11, pour n > 0, de la solution y(z) sera facilement obtenu en
utilisant n’importe quelle fonction sélective yo(x). Par conséquent, la solution :

y(r) = lim y,(z).

n—-~o0

Autrement dit, la fonction de correction (équation (3.7)) donnera plusieurs approximations, et
donc la solution exacte est obtenue dans la limite des approximations successives résultantes.

3.3 Exemples
Exemple 3.3.1

Considérons 1’équation de Emden-Fowler homogéne non linéaire avec o = 2

)
y//+_y/+6y:O

X
y(0) =0, ¢'(0)=0

(3.8)
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Utilisation de la VIM donne

La fonction de correction pour I’équation (3.8) s’écrit :

=t [ (1004 2t + en ) ae 3.9)

A(E) = . (3.10)

En considérant les valeurs initiales données, on peut sélectionner yo(x) = 0 utilisation de cette
sélection dans I’équation (3.9) on obtient les approximations successives suivantes :

B 1 53 T 52 T
w1 |5, - 15,
() :—%x2-
(3.11)
(z) __1 2+/$M 14+ _égz d¢
yalx) = 63: ; - e )
1
_ e lel [F6E,
Ya(z) Gx + =z +/0 e £,
1o
Y2 () _—%€6x

Il est évident que les calculs deviennent plus lourds et ne peuvent conduire a des résultats exacts
pour les autres approximations.

Utilisation de la ADM

Pour résoudre I'équation de Lane-Emden (3.8)
En utilisant le ADM, on utilise le schéma récursif

yo(x) = 0. t
Yrt1(x) = —/0 t_2/0 82(Ak)dsdt. : (3.12)
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Comme présenté précédemment les polynémes d’Adomian A, pour £ > 0, pour le terme non

linéaire e¥ sont donnés par :

AO = e¥0,

Ay = yre?.
1
A2 - (5
1
Ag - (5

1
Ui + = (yiyeys) + y1ys + y4) evo.

yf + yg) e¥o.

Y+ Y1y + yz) e,

2!

Qui sont obtenus & partir de la formule définitionnelle [1]

1
"opld\

Utiliser I’équation (3.12), on obtient 1’approximation suivante :

La solution en série est donnée par

1
y(z) = =2 + =2t +

3! 5!

yo(x) = 0.
yi(z) = %ﬁ-
Yo(z) = %:UA‘.
val) = 3 f?!xﬁ‘
o) = 5o
§ 122 . 5032
sx7” Toxo’ Txin”
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Il est intéressant de notre que nous avons résolu I’équation de Lane-Emden généralisée

(0%
y' + ;y'Jrey = 0.

Avec les conditions initiales

Pour les cas ot a = 1 et a = 3 en plus du cas standard ot a = 2.

o 1 2 1 4 1 6 1 8
y(@) = =37+ o7 7™ Yt T

1, 1, 1 4, 1

T — — 2 — — 8 .« o o
y(@) = =57+ 557 ~ Taoo” T+ Te32060° T
et
o ]' 2 ]‘ 4 ]‘ 6 ]' 8
y(r) = =37+ 1557~ mam® a0t
Respectivement

On peut facilement observer que les approximations en série de puissances sont les mémes
concernant les exposants de x,mais ne différent que par la grandeur de leurs coefficients.

Exemple 3.3.2

Considérons I’équation de type Lane-Emden avec une non-linéarité logarithmique de seconde
espéce avec o = 2 :

2
y'+ Y (e +y) =0y(0) =0, y'(0)=0 (3.14)

Utilisation de la VIM donne

La fonctionnelle de correction pour ’équation (3.14) se lit :

men =t [ D (04 20t e+ ni0)) de, nzo 313

§€— 1)

initiales données, nous pouvons choisir yo(x) = 0 en utilisant cette sélection dans 1’équation

Ou nous avons utilisé \(§) = comme indiqué ci-dessus. Compte tenu des valeurs
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(3.15), on obtient les approximations successives suivants :

yo(x) =0
o) = [
yi(w) = —é$2

yo(z) = —éﬁ + /Og (—1 +1In (e — éé)) d¢

/xf(—f + 2)(1 +1n6 — In(6e — £2))

1
ya(x) = —63;2 + 20 .

Les calculs redeviennent de plus en plus lourds, et ne peuvent conduire a des résultats exacts
pour les autres approximations

utilisation de la ADM

Pour résoudre I'équation de type Lane-Emden de ’équation de deuxiéme espéce (3.14) en
utilisant ’ADM, nous utilisons le schéma récursif :

yo(z) =0 t
Yrt1(x) = —/0 t_2/0 32(Ak)d8dt (3.16)

Comme présenté précédemment Les polynomes d’Adomian Ay, k& > 0, pour le terme non li-
néaire dans In(e + y) sont donnés par :

Ag=1
A =2

€

2
A=A 2

e (&
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Obtenu a partir de la formule définitionnelle (3.13). En utilisant ’équation (3.16), nous ob-
tenons les composants de solution suivants :

yo(x) =0
1
n(r) = -z’
_ 1 -1 4
pa(r) = 550 7
. ]' -2 _6
ys() = Zee€ 7
_ 1 -3 8
va(®) = 3565920°
La solution en série est donc donnée par :
. ]‘ 2 ]‘ -1 _4 —2 6 ]' —-3_.8
Y@ = =67 et T e T T 365020° ¢

Il est intéressant de notre que nous avons résolu I’équation de Lane-Emden généralisée :
! Q / —
vty +1In(e+y) =0.

Avec les conditions initiales :

Pour les cas ot a = 1 et a = 3 outre le cas ot a = 2, Dans ce qui suit :

o 1 2 1 4 1 6
y(@) = =377+ e = gy T

_ 1 2 1 4 1 6
y(@) = =57+ 0% ~Tme0” T

et

_ ]‘ 2 1 4 ]' 6
y(@) = =g+ 1557 ~ Tgaza® T

Respectivement. Comme conclu précédemment, les approximations de série de puissance ob-

tenues sont les mémes concernant les exposants de x mais ne différent que par 'amplitude de
leurs coefficients respectifs.
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Exemple 3.3.3

Considérons I’équation de Lane-Emden de premiére espéce, on d’indice m, se lit :

9
Y+ Ey’ +y™, y(0)=1, ¥(0)=0. (3.17)

utilisation de la ADM

En [13], La solution en série a été obtenue en utilisant ADM sous la forme :

1 5, m, m@Bm—=>5) ¢ m(70—183m + 122m?)
37 TEY T Taxm U 9 x 9 v

m(3150 — 1080m + 12642m? — 5032m3) 10
T+
45 x 11!

Ol les polynémes d’Adomian ont été dérivés pour le terme non linéaire y™. Pour plus de détails,
[13]. Les solutions exactes suivantes :

Y) =1 b2y = ST y<x>:(1+%2)_1/2.

Sont obtenus pour m = 0,1 et 5, respectivement.

utilisation de la VIM

Ot nous avons choisi le cas pour m = 5, et nous utiliserons les cas a = 1,2, 3, 4.
Casl:a=1
Nous étudions d’abord le type non homogéne de Lane-Emden avec o = 1 donné par :

1
Y+ + ¥y’ =0, y0)=1, %(0)=0
La fonctionnelle de correction se lit :
(¢ —u 1
Ynt1l = Yn +/ (T) yn (&) + gy;(é*) +yn(€) ) d¢
0

Ou
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On obtient les approximations successives suivantes :

Yo(z) =1

yi(z) =1 iaﬂ

92(35)—1—%962—1—6%3:4—% 6-1-%9584_...
ys(z) =1— i:{;Q + 6%:1: 26350541:6 + 32224:178 4.

@ =1 Lo 5o 6% 5 1585 o
=1- 24+ — x x
Ya® 17 T 61" T 2304 147456

Et ainsi de suite, cela donne & son tour la solution en série :

1.5 655 1585
— 1 = e 4 6 8
y(@) =1- 78"+ 10" — e @+ Tmamg® t

Cas 2 : @ = 2 Nous étudions ensuite ’équation standard de Lane-Emden avec o = 2 donné
par :

2
v+ -y +y =0, y(0) =1, y(0)=0

La fonctionnelle de correction on obtient :

o xé(é B ZE) " 2 /
Ynt1 = Yn +/0 — (yn(ﬁ) + gyn(é) + yi(é‘)) U3
Ou

On obtient les approximations successives suivantes :

yo(z) =1

yl(x)—l—éxQ

yo(x) = 1—%x2+i —%6+%x8+...
y3()—1—%x2+ix4—%64—1;%5584_...
y4()—1—1$2+i:v4—i +i8_|_...

6 24 432 10368
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Et ainsi de suite, cela donne & son tour la solution en série :

1.1 5 35
— 1 T2 4 Y 6 v .8 .
y() 67 Toa" T ax” Tiozest T

On calcule les autres cas @ = 3,4 et les solution séries :

1 5 55
-1 = 2 Y 4 YT 6 .
y(z) sV T 1927 T o267 T

Et

1 1 53
_ T S S A
y(@) = y() 0% T56% T 1s120° T

Sont facilement obtenus, respectivement Deux remarques peuvent étre faites ici. premiérement,
les quatre solutions en séries résultantes ont le méme x termes mais avec des coefficients diffé-
rents. Deuxiémement, le VIM peut etre utilisé dans un maniére directe pour une classe limitée
de problémes sans recourir aux polynémes d’Adomian requis par ’ADM .

Conclusion

Dans ce travail, nous avons examiné les équations de Lane-Emden de premier et du deuxiéme
type en utilisant ’ADM et le VIM. nous avons montré que le VIM souffre lorsqu’il est appliqué
au second type. La méthode d’Adomian fonctionne efficacement dans ce cas, et pour ’équation
de Lane-Emden du premier type pour y™ également sans recourir aux multiplicateurs de La-
grange qui sont requis par le VIM, cependant, pour I’équation de Lane-Emden du premier type
pour les valeurs entiéres de m, le VIM peut étre utilisé de maniére directe sans avoir besoin des
polynémes d’Adomian qui sont nécessaires pour les problémes non linéaires tels que résolus par

I’ADM.

43



Chapitre

Comparaison entre la méthode d’Adomian et la
méthode de perturbation d’homotopie

La méthode de perturbation d’homotopie [5][10] et la méthode de décomposition d’Adomian
ont recu beaucoup d’attention ces derniére années en mathématiques appliquées en général, en
particulier dans le cas des problémes ot on cherche des solutions sous forme d’une série.

4.1 La méthode de perturbation d’homotopie

Considérons un équation différentiel non linéaire :

N(u) = f. (4.1)

Ou N est un opérateur différentiel général et f est une fonction analytique connue sur un espace
de Hilbert.
Nous pouvons définir un homotopie H (u,p) par

H(u,0) = L(u) — L(v) =0,
H(u,1) = N(u) — f =0.

Ou L(u) est un opérateur fonctionnel de solution connue vy, qui peut étre obtenu facilement,
on peut choisir une homotopie convexe par comment

H(u,p) = (1 = p)L(u) + p[N(u) — f] = 0. (4.2)

Et tracer en continu une découpe implicitement définie & partir d'un point de départ H (v, 0)
jusqu’a une fonction de solution H (0, 1) ou g est une solution de (4.1). Le paramétre d'intégra-
tion p change de maniére monotone de zéro a 'unité lorsque le probléme trivial L(u) — L(v)
est déformé en continu vers le probléme d’origine. Si le paramétre d’intégration d est considéré
comme un petit parameétre, en appliquant la technique de perturbation classique, on peut sup-
poser que la solution de ( 4.2), peut étre donnée par une série de puissances en p c’est-a-dire

v = vy +pu + PPy + ... (4.3)

Et le réglage p = 1 donne la solution approximative de (4.1 ) comme

u=limv=vg+v;+vs+... (4.4)

p—>1

Mais, pour plusieurs formes de non linéaire et en utilisant le développement de Taylor pour ob-
tenir la composition de récurrence dans la série de solutions. A savoir, pour obtenir sa solution
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approchée de (4.2), nous développons d’abord f en une série de Taylor

f(w) = fuo) + f'(wo)(pus + pPug +...) + %f”(uo)(pul +pus .. ) + .

Et remplace dans equation (4.2) avec une série de solutions supposées ( 4.3 )et égalant les
coefficients de puissances similaires de p. On obtient une série d’équation différentielles linéaires

non homogeénes a résoudre. C’est-a-dire
p°: L(ug) — L(vg) =0
p': L(uy) + L(vg) + N(ug) — f =0

p*: L(ug) + N(up) =0

Par conséquent, la solution approximative peut étre facilement obtenue comme dans I’équa-
tion( 4.4 ). Dans ce cas, la méthode de perturbation d’homotopie se réduit théoriquement a la
méthode de décomposition d’Adomian et chaque partie non homogéne de cas équations diffé-
rentielles linéaires donne respectivement des polynémes d’Adomian. Parce que la méthode de
décomposition d’Adomian pour le probléme (4.1) suppose une solution en série pour un donné

par

+oo
u:Zun:u0+u1+u2+...

n=0

Et 'opérateur non linéaire peut étre décomposé en
+o00

N(u) =) A,
n=0

Ot lesA,, sont les polynéomes d’Adomian de ug, uy, . .., u, donné par

1 d" gy
An = EN [N (%)\Z’ui>]/\0 n = O, 1,2,. ..

Substitution d’éq(4.5)et( 4.6 )dans ’équation fonctionnelle(4.1 )donne

“+o0o “+oo
D S
n=0 n=0
Si la série dans ( 4.8)est convergente, alors (4.8 ) est vraie
ug = f
Uy = A()(uO)

Ug = Al(uo,ul)

Uy = An71<u07 e 7un71)
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Dans cette, chaque terme de la série (4.5 ) peut étre déterminé récursivement. Maintenant, nous
supposons que l'opérateur non linéaire N (u) est une fonction non linéaire de u, c’est-a-dire g(u)
et son développement de Taylor autour de ug est

) = (o) + (o) (1 — 00) + " (o) — p)” - (4.9

En substituant la différence (u — ug) de 'eq (4.5) en (4.9 ), on obtient :

g(u) = gluo) + g'(uo)(ug —ug +---) + %9"(“0)(% — Uy )P4

Ou
1

g(u) = g(ug) + g'(uo)(ur —ug +---) + Eg”(uo)(uf + 2uyug + 2uruz + u% + 2uguz + Ug +--0)

1

+§g’”(u0)(u? + 3ujug + 3uius + 3uruz + 3ugui + -+ ) + -

Les polynomes d’Adomian peuvent étre obtenus en réordonnant et en réarrangeant les termes
donnés dans I’équation ( 4.10), et Ay dépend uniquement sur wug, A; ne dépend que de wuy,
Ay ne dépend que ug, u; et uy ainsi de suite. Par conséquent, en réorganisant les termes de
I’équation(4.10) d’expansion selon l'ordre, les A,, seront donnés comme :

Ay = g(uo)

A = Ulgl(uo)

Ay = uag' (uo) + 579" (uo) (4.10)

2
u
Az = uzg'(uo) + uruzg” (uo) + 2%9"'(“())

Les expressions (4.10) et (4.11) confirment le fait que la série dans A,,, polynomes est une série
de Taylor autour d’une fonction uget non about d’un point comme on l'utilise habituellement.
Par conséquent, la méthode d’Adomian décompose I'inconnue v en une série de composantes
u, et N(u) en une série de composantes A,, Aussi, il est facile de montrer que lorsque N (u)
est g(u), les polynomes d’Adomian donnés en (4.6) donnent les mémes résultats qu’en (4.11).
Récemment, de nombreux chercheurs [12] [8] utilisent ce fait et montrent que la somme des
indices des composantes u dans chaque terme du polynéme A, est égale & n. Ceci suggére que
I'on peut remplacer u par une somme des composantes u,, n > 0 telles que définies par la
méthode de décomposition. Comme on le voit. Ag est toujours déterminé indépendamment des
autres polynéomes A,,, n > 1. par conséquent, on peut d’abord séparer Ay = g(ug) pour chaque
terme non linéaire g(u), puis les composantes restantes de peuvent étre développées par n’im-
porte quel moyen. par conséquent, la collecte de tous les termes du développement obtenu tels
que la somme des indices des composantes © dans chaque terme soit la méme compléte le calcul
les polynéomes d’Adomian. Une fois que A,, sont déterminés par(4.11 ), on peut déterminer a
plusieurs reprises le terme u,,, de la série et par conséquent la solution w.

D’autre part, Ghorrani et Saberi-Nadjafi [8] ont calculé les polynomes d’Adomian en utilisant la
méthode de perturbation d’homotopie pour certains polynémes non linéaires et non linéarités
dérivées. Par conséquent, 1'utilisation de I’expansion de la série de Taylor dans la méthode de
perturbation d’homotopie comme décrit ci-dessus apporte une certain réduction sur la méthode
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et elle coincide avec la méthode de décomposition d’Adomian, et on peut facilement démontrer
que les polynomes d’Adomian obtenus comme ci-dessus correspondent aux parties non homo-
génes de la série d’équations différentielles linéaires non homogeénes obtenues par la méthode
de perturbation d’homotopie modifiée. Dans la section suivante, nous appliquons le cas décrit
ci-dessus a quelques exemples.

Exemple 4.1 :(probléme de valeur limite de Bratu )

On considére le probléme aux limites

u” + Xe* =0
(4.11)
u(0) =0, u(l)=0
utilisation de la méthode de perturbation d’homotopie
Réécrire (4.11) sous la forme
u” 4+ XeP* =0
(4.12)

Ou p € [0,1] et est un paramétre d’intégration. Comme dans la méthode de perturbation
d’homotopie, il évident que lorsque, (4.5) devient une équation linéaire ; quand p = 1, il devient
celui non linéaire d’origine. Du fait que p € [0, 1], donc le paramétre d’encastrement peut étre
considéré comme un petit parameétre. En appliquant la technique de perturbation, nous pouvons
supposer que la solution de ( 4.5 ) peut étre exprimée comme une série de puissances en p

u = ug + pug + pPus + pPus + - - . (4.13)

En fixant p = 1, on obtient la solution approximative du probléme :

u* = lim u=wug+uy +us +ug+---.
p—>1

Pour obtenir sa solution approchée de (4.4), on développe e’* en série de Taylor

202 .33 44
p’u®  pu®  ptu

pu

e 1+ pu+ ST + o + m +- (4.14)

En substituant (4.13) et ( 4.14 ) dans ( 4.12)et en mettant en équation les coefficients de méme
puissances de p, on obtient des séries d’équations différentielles linéaires non homogénes a ré-
soudre. c’est a dire

2

(u0+pu1+p2u2+-~)”—|—)\ 1+p(u0+pu1+~~)+%(uo—l—pu1+p2u2—|—~~-)2—|—~- = 0.
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Alors

UQ(O) = O,Ug(l) =0

ulf = — Mg — Muguy — ~up

6

2. {U’z’ = —Aus — %uﬁ (4.15)

U3(O) = O,Ug(l) =0

Ainsi, en résolvant les équations ci-dessus, on obtient :

1

Uy = —5)\1’2
1
Uy = ﬂ/\2ﬂf4
1
— __/\3 6

utilisation de la ADM

On peut étre écrit I'équation (4.12 ) sous la forme d’un opérateur

Lu = \e*
{u(()) =u(l)=0 (4.16)

Ou lopérateur différentiel L est
82
"~ 92
En appliquant 'opérateur inverse de part et d’autre de (4.17) et en utilisant la condition initiale

u(0) = 0, on trouve
u(z) = —AL (")

La solution u(z) est représentée par la série comme dans (4.5) ug.
Non linéarité e* peut étre étendue en utilisant 1'équation (4.6)et(4.7)

+o0
eu:ZAi:AO+A1+A2+"'
=0
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De la série de Taylor de € & ug (qui est nul dans notre cas )

1 1
e —1—|—u+—u + —u® + -

3!
On trouve

Ag=1
A =wy

1
A = Uy + — 2'
Ag = Uz + U1U2—u?

3!
1 1

A4 = Uy + UrU3 + = 2' + 2'u1u2+

Et peu de termes de la solution peuvent étre trouvés

ug =0

u; = —%)\xz

Uy = 2—14)\2w4+
Uz = —%OA?’:UG

Qui est exactement la méme que la solution de perturbation d’homotopie.

Exemple 4.2 :(probléme de la valeur initiale de Bratu )
On considére le probléme de la valeur initiale

u" —2e"=0, O<z<l1

(4.17)
u(0) =u/(0) =0
utilisation de la méthode de perturbation d’homotopie
Réécrire (5.18) sous la forme
2 =0, 0<z<l
(4.18)



En substituant (4.14 ) et (4.15 ) dans (4.19 )et en égalisant les coefficients de méme puissances

de p, on obtient des séries d’équations différentielles linéaires non homogénes a résoudre.
C’est a dire

[=]

ur =2
r u(D—O%—O

= 2U0
0) = 0,%,(0) = 0

2 —2u1+u0
) =0,u5(0) =0
{ 3

= 2U2 + 2U0U1 — %

0) = 0,u4(0) =0

A partir des équations ci-dessus, on peut obtenir

2

Ug =T
.1’4
uy = E
- 226
2= 75
B 1728
U3 = 1260
62210
u =
Y 14175
69112
u =
> T 467775

Et

(2) = 2% 1 xt N 225 N 1728 N 62210 N 69212 N
u(x =
6 45 1260 14175 467775

utilisation de la ADM donne

(4.19)



Ou lopérateur différentiel L est
82
T 0x?

L’opérateur inverse L est supposé étre un opérateur intégral double donné par

() = /Ox/ox(.)dx.

En appliquant I'opérateur inverse L~! de part et d’autre de (4.20 ), on trouve
u(z) = 2L (e"). (4.20)

La substitution de (4.5) et (4.6), dans la fonctionnelle (4.21) donne

Zun(x) =2L7! (ZA”>

Ou A, sont des polynémes d’Adomian du terme non linéaire e et peu de la solution peuvent
se retrouver comme

Uy = 0
up = a2
2
Uo = E
225
Uy = ——
T
178
Uy =
1260
B 62210
=TT
69122
Ug =
467775

Ce qui donne a nouveau la solution

4.2 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons révélé que la forme modifiée la méthode de perturbation
de 'homotopie correspond a la méthode de décomposition d’Adomian pour certaines classes
d’équations différentielles non linéaires. La confirmation est faite par les problémes de type
Bratu, a savoir les problémes impliquant uniquement la non linéarité exponentielle.
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