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Notations

N, ensemble des entiers naturels (N* désigne les entiers naturels non nuls).

7., est 'ensemble des entiers relatifs.

Z>1, est I'ensemble des entiers relatifs supérieur ou égale a 1.

Le mot " entier " (sans précision supplémentaire) désigne un entier naturel non nul.
R, 'ensemble des nombres réels.

C, ’'ensemble des nombres complexes.

|| , désigne I'unique entier k tel que k <z < k+ 1 (la partie entiére de z)

{z}, désigne la partie fractionnaire du réel x.

ged(a, b) = (a,b), désigne le plus grand commun diviseur de a et b.

ppem(a, b), désigne le plus petit commun multiple de a et b.

m | n, signifie m divise n, p* || n signifie p* | n et p®*™ { n.

. ]I, le produit étendu & tous les nombres premiers.

p

>, représente une somme étendus & tous les entiers n € [1, z] .
n<x

f = g, désigne le produit de convolution de deux fonctions f et g.

=, relation de congruence modulo un entier.

w (n), représente le “nombre de facteurs premiers distincts de n'.

Q(n), représente le “nombre de diviseurs premiers distincts de n', définie par

Q(n): :Za.

p*|n
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Résumé

L’une des fonctions arithmétiques les plus intéressantes qui présente une propriété
importante sur les entiers positifs dont nous nous somme inspirés dans notre traval est la

fonction somme—pgced, appelée aussi fonction de Pillai, qui est définie par
n
P(n) =) ged(i,n).
i=1

L’intérét de ce mémoire est d’étudier certaines fonctions arithmétiques liées a la fonc-
tion PGCD. 1l s’agit d’utiliser des outils de combinatoire (certaines propriétés sur la
divisibilité, nombre premier, nombre composé,. . . ), et d’arithmétique (Les fonctions

arithmétiques usuelles, produit de convolution, . . . ).




Summary

One of the most interesting arithmetic functions that has an important property on
positive integers that we have been inspired by in our work is the sum-ged function, also

called Pillai’s function which is defined by

n

P(n) = _ged(i,n).

i=1

The interest of this Master’s thesis is to study some arithmetic functions related to
the ged function. It is to use tools of combinatorics (some properties on divisibility, prime
number, composed number,. . . . ), and arithmetic (usual arithmetic functions, convolution

product, . . . ).




Table des matiéres

Introduction 7
1 Notions sur la divisibilité et les fonctions arithmétiques 9
1.1 Divisibilité . . . . . . . . e 9
1.1.1  Certaines propriétés sur la divisibilité . . . . . . .. ... ... ... 10

1.1.2  Nombre premier, nombre composé . . . . . ... .. ... ...... 11

1.1.3 Division euclidienne . . . . . . . . . .. ... ... L. 12

1.2 Plus grand commun diviseur de deux entiers (pgcd ou ged) . . . . . . . . . 13
1.3 Le plus petit multiple commun (ppem) . . . . . .. ... 14
1.4 Fonctions arithmétiques . . . . . . . . . . ... .. ... ... 15
1.4.1 Fonction arithmétique multiplicative . . . . .. .. ... ... ... 16

1.4.2  Fonction arithmétique additive . . . . .. .. ... .. ... .... 17

1.4.3 Produit de convolution de deux fonctions arithmétiques . . . . . . . 19

2 Sur une fonction arithmétique additive relative a la fonction PGCD 24
2.1 Imtroduction . . . . . . . . . .. 24
2.2 Définitions et propriétés préliminaires . . . . . . . . . ... ... L. 25
2.3 Principaux résultats . . . . . ... Lo 26

3 Sur une fonction arithmétique multiplivative relative a la fonction PGCD 31

3.1 Définitions et propriétés préliminaires . . . . . . . . ... 32
3.2 Principaux résultats . . . . . ..o 33
Bibliographie 39


LENOVO
Zone de texte


Introduction

En discipline mathématiques on trouve la brance théorie des nombres qui s’occupe
des propriétés des nombres entiers (qu’ils soient entiers naturels ou entiers relatifs). Plus
généralement, le champ d’étude de cette théorie concerne une large classe de probléemes
qui proviennent naturellement de I’étude des entiers. La théorie des nombres occupe une
place particuliére en mathématiques, a la fois par ses connexions avec de nombreux autres
domaines, et par la fascination qu’exercent ses théorémes et ses problémes ouverts, dont
les énoncés sont souvent faciles & comprendre et méme s’occupe parmi les disciplines
mathématiques une position idéalisée analogue & celle qu’occupent les mathématiques
elles-mémes parmi les autres sciences. La théorie des nombres est divisée en plusieurs
champs d’étude en fonction des méthodes utilisées et des questions traitées. Parmi les
diverses branches de la théorie des nombres est : Théorie analytique des nombres ; Théorie
élémentaire des nombres.

L’étude des fonctions arithmétiques est un théme central en théorie analytique des
nombres. Une fonction arithmétique est une application de N* dans C. On peut la consi-
dérer comme une suite complexe définie sur N*. Une catégorie particuliére de ces fonctions
est intensément étudiée. Il s’agit des fonctions arithmétiques multiplicatives. Une fonction
arithmétique f est dite multiplicative si l'on a f (1) =1 et f(nm) = f(n)f(m) dés que n
et m sont premiers entre eux dans N*.

Le plus grand commun diviseur de nombres entiers différents de zéro (pged) est, parmi
les diviseurs communs & ces entiers, le plus grand d’entre eux. Par exemple, les diviseurs
positifs de 24 sont, dans 'ordre : 1,2,3,4,6,12 et 24. Ceux de 18 sont 1,2,3,6,9 et 18.
Les diviseurs communs de 24 et 18 étant 1,2,3 et 6, leur pged est 6. Ce qui se note :
pged(24,18) = 6. Les diviseurs communs a plusieurs entiers sont les diviseurs de leur
pgcd. Connaitre le pged de deux nombres entiers non nuls a et b permet de simplifier la
fraction %. Il est possible de le déterminer par divers raisonnements, dont 1’algorithme
d’Euclide.

L’une des fonctions arithmétiques les plus intéressantes qui présente une propriété



importante sur les entiers positifs est la fonction somme—pged, appelée aussi fonction de

Pillai qui est définie par
P(n) = ged(i,n)
i=1

Les propriétés de la fonction P, qui découlent de la représentation de la fontion elle
méme, ainsi que diverses généralisations et analogues de celle-ci ont été étudiées par
plusieurs auteurs. Il n’est peut-étre pas surprenant que certains de ces résultats aient été
redécouverts & maintes reprises. La fonction de Pillai montre vraiment son importance en
raison du grand intéret qu’elle a suscité de la part de nombreux chercheurs ces dernieres
années, par exemples ([13], [10], [11], [12],[21], [29], ....)

L’intérét de ce mémoire est d’étudier certaines fonctions arithmétiques liées a la fonc-
tion PGCD. 1l s’agit d’utiliser des outils de combinatoire (certaines propriétés sur la
divisibilité, nombre premier, nombre composé,. . . ), et d’arithmétique (Les fonctions
arithmétiques usuelles, produit de convolution, . . . ).

Le mémoire est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, on rappelle les principales définitions et notations nécessaires
et certains théorémes importants sur les fonctions arithmétiques ainsi que les propriétés
sur la divisibilité et les nombres. Ces deux notions sont utiles aux chapitres suivants.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la définition d’une nouvelle fonction arithmétique
additive relative & entier fixe ainsi qu’a I’étude de certaines de ses propriétés de base
et nous utilisons les notions de nombres parfaits. Les resultats fournis tout au long du
deuxiéme chapitre font 'objet d’un article [11].

Le troisiéme chapitre est consacré a la définition d’une nouvelle fonction arithmétique
multiplicative relative & entier fixe ainsi qu’a 1’étude de certaines de ses propriétés de base
et nous utilisons les notions de nombres parfaits. Les resultats fournis tout au long du

deuxiéme chapitre font 'objet d’un article [22].




Chapitre 1

Notions sur la divisibilité et les

fonctions arithmétiques

1.1 Divisibilité

Définition 1.1 Soient a, b € Z. On dit que a divise b, ou que a est un diviseur de b, ou
que b est divisible par a, ou que b est un multiple de a, s’il existe un entier k € Z pour
lequel b = ak. Cette relation se note a | b. Pour tout a € Z, l’ensemble des multiples de
a n'est autre que l’ensemble aZ = {ak | k € Z}. On note D (a) l'ensemble des diviseurs

de a.

Exemple 1.1

D(0) = Z,D(15) ={+1, +3, +£5, +15},
D(32) = {1, £2, +4, +8, +£16, +32}.

Définition 1.2 Les diviseurs communs & deux entiers a et b sont les entiers relatifs

quidivisent a la fois a et b. On note D (a,b) l’ensemble de ces diviseurs communs.
Exemple 1.2 D (24,52) = {£+1, +2, +4}

Remarque 1.1

1.VYa € Z, D(a) = D(|a|) et pour a a # 0 on a maxD (a) = |a .

2. Ya,b € Z, il est clair qu'on a : D (a,b) =D (a)ND(b), D(a,b) =D (b,a), D(a,a)=
D (a,0) =D (a).

3. Soit d non nul, d divise a, si, et seulement si, D (a,d) =D (d) .
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1.1.1 Certaines propriétés sur la divisibilité

Soient a, b, ¢, d € Z. La relation divisibilité vérifie les relations suivantes :
(). La relation de divisibilité | est une relation d’ordre sur N, mais elle est seulement
réflexive

et transitive sur Z car : a | bet b | a < |a| = |b| <= a =bou a = —b.
ii). Sid|aetd]|b,alors d | (aa+ Bb) pour tous «, 8 € Z.

iii). Sia|betc|d, alors ac | bd, et en particulier a* | b* pour tout k € N.

(
(
(iv) . Pour m # 0 on a ma | mb si et seulement si a | b.
(iv). D (a,b) = D (a — kb, b) pour tout entier k.

(vi). Si b est non nul, D (a,b) = D (r,b) ou r est le reste de la division euclidienne de a

par b.

Démonstration
(i). Faisons ’hypothése que a | b et b | a. Ainsi b = ak et a = bk’ pour certains k, k' € Z,
donc b = bEE'.

- Si b =0, alors a = bk’ = 0, donc |a| = |b|.

- Si au cas contraire b # 0, alors kk' = 1, donc soit k = k' = 1, soit k = k' = —1.
Ainsi a = b ou a = —b, i.e. |a| = |b].
(ii). Par hypothese a = dk et b = dk’ pour certains k, k' € Z, donc aa+ b = d (ak + SE')
avec ak + Sk’ € Z pour

tous «, 5 € Z, donc d | (aa + b).

(iii) . Par hypothese b = ak et d = ck’ pour certains k, k' € Z, donc bd = (ac) (kk') avec
kk' € Z, donc ac | bd. Pour montrer que a* | b* pour tout k € N, revenons & ce que nous
avons vu maintenant et posons ¢ = a, d = b, cela vient immédiatement a? | b?, puis on
termine par récurrence.
(iv) . Facile & montrer
(v). Soit d € D(a,b), donc d | a et d | b. D’aprés (ii) on obtient d | a — kb pour tout
entier k et ce la montre que d € D (a — kb, b) c-a-d D (a,b) C D (a — kb,b) . En revanche,
posons d € D (a — kb, b) et on applique a nouveau (ii), il vient que d | a et d | b c-a-d
D (a — kb,b) C D (a,b).
(vi). Soient a et b deux entiers non nuls tel que b = ak + r, ou k,r € Z. En utilisant (iv)

et nous montrons que D (a,b) = D (r,b) .
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1.1.2 Nombre premier, nombre composé

Définition 1.3 Soit p € N. On dit que p est premier si p # 1 et si les seuls diviseurs
positifs de p sont 1 et p. On dit que p est composé si p # 1 et si p n'est pas premier.

L’ensemble des nombres premiers est souvent noté P.
Exemple 1.3 Les suivants sont des nombres premiers :2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,41/

La liste de tous les premiers inférieur ou égale un entier N se calcule par un procédé

appelé la crible d’Eratosthéne!.

Théoréme 1.1 (Existence de la factorisation premiére) Tout entier n > 2 est un

produit de nombres premiers. De plus, l’écriture n = [[p; comme un produit de nombres
. ‘ i=1
premiers est unique & l’ordre des facteurs prés.

Preuve. La preuve du théoréme se fait en deux étapes : I'unicité et I’existence.

Existence. On utilise une récurrence forte. Le cas initial est n = 2, qui est un nombre
premier, et est le produit de un seul nombre premier 2. Maintenant considérons n > 3, et
supposons que tout k avec 2 < k < n — 2 est un produit de nombres premiers. Alors n est
soit premier soit composé. Si n est premier, il est le produit de un seul nombre premier
n. Si n est composé, alors n = al:ﬂ avec 2 < a sg n—2et 2 <b<n-—2. Par 'hypothese de

récurrence, on peut écrire a = [[p; et b = [[¢; comme des produits de premiers. Alors
i=1 j=1

T S
n = [[p; X [[¢; est aussi un produit de premiers. Donc que n soit premier ou composé,
i=1 j=1
il est un produit de premiers.

T S

Unicité. Supposons qu’on a deux écritures n = [[p; et n = [[¢; d’'un nombre comme
i=1 j=1

produits de nombres premiers. On montre par récurrence simple sur » > 1 que les deux

écritures sont les mémes a ordre preés.
Dans le cas initial » = 1, le nombre n = p; est premier, mais il s’écrit aussi n =

S

[[¢;- Comme un nombre premier n’est pas un produit de deux entiers (ou plus) qui sont
j=1
supérieur ou égale a 2, dongc, il faut que n = ¢;. Ainsi p; = ¢, i.e, les écritures sont les

meémes.

'
Maintenant considérons n = [[p; avec r > 2 et supposant le cas r — 1 > 1. En
i=1

' S
supposant qu’on a deux factorisation pour l'entier n c’est & dire n = [[p; = []¢;. Alors

=1 7=1

Tl s’agit de supprimer d’une table des entiers de 2 & N tous les multiples d'un entier (autres que

lui-méme).
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p1 est premier et p; | [[¢;. On déduit alors que p; divise un des gj, ou 1 < jo < s. Or les

j=1

seuls diviseurs positifs du premier ¢; sont 1 et g; , et ¢;, # 1 car il est premier. Donc on
n T jo_l S

apr=gj,-Deplusona — = [[p;et —= [] ¢ x [] ¢ d'un méme nombre comme un
P1 =2 b j=1 Jo—1

produit de (r — 1) et (s — 1) premiers. Par I’hypothése de récurrence, les deux écritures

n . , . r
pour — sont les mémes a l'ordre des facteurs prés. On déduit que les écritures n = [[p;
p1 i=1
.j()*l S S
etn= [[gxpx [[g =
j=1 Jo—1 Jj=1

q; sont les mémes a ’ordre des facteurs pres. m

1.1.3 Division euclidienne

Théoréme 1.2 (Théoréme de la division euclidienne) Soient a € Z et b € N*. I]
existe un et un seul couple (q,r) € Z x N pour lequel : a = bqg+r et 0 < r < b. On appelle
a le dividende de la division euclidienne de a par b, b son diwviseur, q son quotient et r

son reste. Par ailleurs : ¢ = L%J et a = [b] (Relation de congruence modulo un entier®).

Preuve.

Ezxistence. L’idée de la preuve est simple. Si a est positif, on lui retranche b une fois,
deux fois, trois fois...jusqu’a ce que a ait presque complétement fondu, c’est-a-dire jusqu’au
moment ou le résultat est compris entre 0 et b — 1. Si a est négatif, on fait pareil mais en
ajoutant b au lieu de le retrancher. L’ensemble I = (a + bZ) NN,? est une partie non vide
de N car il contient a +bx0sia>0eta—0bxasia<0.Cet ensemble possede ainsi un
plus petit élément r, et par définition de ID : a = bg + r pour un certain q € Z. Se peut-il
qu’on ait r > b7 Si c’était le cas, a — b(q + 1) = r — b serait un élément de D strictement
plus petit que 7 = min (D) qu’est impossible.

Conclusion : 0 < r < b.

Unicité. Soient (q,7) et (¢', ") deux couples de division euclidienne de a par b. Aussitot
|r — r'| < b, mais par ailleurs b(q—¢') = r — ', donc b x |[¢ — ¢'| < b, d’ou |qg—¢| < 1.
Comme (g — ¢') est un entier, cela veut dire que ¢ = ¢/, et en retour r = a—bg = a—bq' =
T’

Pourﬁnir:0§a—bq<b,done%—1<q§%,donceneffetq: {%J [

Proposition 1.1 Un entier a est divisible par un autre entier b non nul st et seulement

si le reste de la division euclidienne de a par b est nul.

2Soient a,b,r € Z. On dit que a est congru & r modulo b si r | (a — b), i.e. 8’il existe un entier g € Z

pour lequel a = ¢q.b + r. Cette relation se note a = r [b].
3Notons que : a +bZ ={a+bqg|q€Z}
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Preuve. Introduisons (g, r) les quotient et reste de la division euclidienne de a par b,
c’est-a-dire a = bg + r avec 0 < r < [b].

Si r = 0 alors a = bq ou encore b | a. Réciproquement si b | a alors il existe ¢ € Z
tel que a = bqg’. En remplacant dans le premiére égalité on obtient bg’ = bq + r ou encore

b(q — ¢') = r ou encore b | r. Comme |b| > |r|, il en découle que r =0. =

1.2 Plus grand commun diviseur de deux entiers (pgcd
ou gcd)

Définition 1.4

e Sia et b sont deux entiers relatifs non tous les deux nuls, [’ensemble des diviseurs
communs & a et b admet un plus grand élément. On Uappelle “plus grand commun diviseur
de a et b” et on le note pgcd(a,b) (ou parfois ged(a,b)).

e Soient ay,...,a, € Z. Le plus grand commun diviseur (ou ged) de aq, . .., a, tout entier

naturel d pour lequel :

D(ay) N...ND(a,) = D(ay,...,a) = D(d).

e Deux entiers sont premiers entre eux si leur ged vaut 1.

Exemple 1.4
1. On a D (24,52) = {£1, +2, +£4} =D(4), ainsi, gcd(24,52) = 4.
2. On a D(15,22) = {£1}, ainsi, ged(15,22) = 1 (15 et 22 sont sont premiers entre

euz).

Propriétés du GCD

Soient a et b deux entiers relatifs non tous les deux nuls.
1. Le ged (a,b) est égal au produit des facteurs premiers communs aux deux nombres,
chacun étant affecté du plus petit exposant avec lequel il figure dans leur d “ecomposition.
2. Pour tout entier k € Z :

ged (a,b) = ged (a — kb, b)

en particulier,

ged (a,b) = ged (r,0) ,
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ou r est le reste de la division euclidienne de a par b.

3. tout diviseur commun & a et b divise d (d’ | a et d’ | b implique d’ | d).

4. propriété caractéristique : Si d = ged (a,b), alors il existe ', b’ € Z tels que a = dd/,
b=db et ged (o', V) = 1.

5. lemme de Bezout? : Si d = ged (a, b) , alors il existe des entiers u et v avec ua + vb = d.
6. homogeénéité : Pour tout k € N*| ged (ka, kb) = k ged (a, b) .

Proposition 1.2 Tout systéme fini d’entiers aq,...,a, a un ged, qui est unique, et il
vérifie

ged(ay, ..., a,) = ged (a1, ged(ag, - .., a,)) .

1.3 Le plus petit multiple commun (ppcm)

Définition 1.5 On appelle plus petit commun multiple (ou ppem) de aq, ..., ax, k € Zq
tout entier naturel m pour lequel :
- m est un multiple commun de aq, ..., a.

- m divise tout multiple commun de aq, ..., ay.

Comme le ged, le ppem de plusieurs entiers se calcule itérativement parce qu’on a

ppem (ai, ..., a) = ppem (ppem (ay, az) , as . . ., a) -

Théoréme 1.3 Pour des entiersa > 1 etb> 1, on a

a.b

ppcm ((I, b) = m

a b
Preuve. Soit d = ged (a,b) et notons @’ = p et b = 7 Remarquons que a' et b’ sont

premiers entre eux par la propriété 4(voir propriétés ged). Alors %b = a'b'd est bien un
multiple commun de a et a car il s’écrit a'b'd = ab’ = a’b. Un multiple commun général
m = ak = bl s’écrit m = da’k = db’¢. On a alors o'k = b'/. Comme a’' et b’ sont premiers
entre eux, et b’ | a’k on a ¥/ | k. Donc il y a un entier s avec k = sb', et on a m = da'l’s.
Donc tout multiple commun m de a et b est un multiple de a’b’d. Ainsi a/b'd = %b vérifie

la définition du ppcm de a et b. =

4Etienne Bézout est né le 31 Mars 1730 a Nemours, France et mort le 27 Septembre 1783 & Basses-

Loges, France.
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Exemple 1.5

21.28 588

21,28) = = 2% gy

prem(2L,28) = o128 ~ 7 ’
4147 x 10672

ppem(4147,10672) = ——— == = 1526096.

1.4 Fonctions arithmétiques

Il y a deux types de fonctions arithmétiques, les fonctions arithmétiques additives et les
fonctions arithmétiques multiplicatives. Dans cette partie, on donne quelques propriétés

de ces fonctions et on donne les outils nécessaires pour les chapitres qui suivent.

Définition 1.6 Une fonction arithmétique est une application de N* dans C. On désigne

par A l’ensemble des fonctions arithmétiques.

Exemple 1.6 Nous énumérons les principales fonctions arithmétiques que le lecteur peut
rencontrer dans ses études en théorie analytique des nombres.
1, stn =1
0, sin > 2.
2. La fonction constante 1 définie par 1 (n) = 1 et la fonction Id définie par Id(n) = n

1. La fonction indicatrice 6 définie par § (n) =

pour tout n € N.
3. La fonction w définie par w (1) = 0, et pour tout n > 2, w (n) est le nombre de facteurs

premiers distincts de n.

n 7112|126 | 630 | 1890 | 2214
wmn)|[1] 2] 3 4 3 3

4. La fonction Q définie par Q (1) = 0 et pour tout n > 2, par

Q(n):Za.

p*||n

no | 712126 | 630 | 1890 | 2214
Q) |13 | 4| 5 | 6 4

5. La fonction de Mobius v définie par (1) = 1, et pour tout n > 2,

(n) { 0, st n est divisible par un carré parfait
/1/ =

(=1)“™ | sinon.
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n 7 |12 ] 111 | 630 | 1890 | 13547
pw(n) | —1]0 | 1 0 0 -1

6. La fonction de Liouville A définie par \ (n) = (—1)%™.

no | 7 | 121|126 630 | 1890 | 2214
An) | =1 =1 1 | =1] 1 1

7. La fonction des diviseurs de Piltz dy, définie par dy = 1, et pour tout n > 1,2 % 3 x 31

dy(n) =d(n) = 1etdp(n) = di(d), (k>2).

dln dln

n | 7(8]12|130 186 | 1183
dn) |14 6| 8 | 8 | 4

8. La fonction ¢ est lindicatrice d’Euler définie par :

o(n) = card {m € N* | m < n et m premier avec n} .

Par exemple :

- p(8) = 4 car parmi les nombres de 1 a 8, seuls les quatre nombres 1,3,5 et 7 sont
premiers avec 8.

- p(12) = 4 car parmi les nombres de 1 a 12, seuls les quatre nombres 1,5,7 et 11 sont
premiers avec 12.

- un entier p > 1 est premier si et seulement si tous les nombres de 1 a p—1 sont premiers
avec p, c.-a-d. si et seulement si p(p) =p — 1.

9. La Fonction somme des diviseurs est parfois notée o. On a

o(n)=> d.

dln

n o |1/2|3]4]18]36
on) [1]3]4]733]|091

1.4.1 Fonction arithmétique multiplicative

Définition 1.7 On dit qu’une fonction arithmétique f est multiplicative si f(1) = 1
et f(nm) = f(n)f(m) lorsque (n,m) = 1. On désigne par M [’ensemble des fonctions
multiplicatives. Une fonction arithmétique f est dite complétement multiplicative si f(1) =

1 et f(nm) = f(n)f(m) pour tous entiers n et m.
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Exemple 1.7 Les fonctions d, X et p sont multiplicatives.

Remarque 1.2 On note que si la fonction [ est multiplicative, alors pour tout entier

n = H p¢ on aura

p*||n

fn) =11 £

pe|n
Proposition 1.3 Si f et g sont deux fonctions arithmétiques multiplicatives, alors il en

est de méme pour les fonctions fg et i, (g#0).
g

Théoréme 1.4 Soit f une fonction multiplicative. La fonction F définie par

F(n) = Zf(d) pour tout n > 1,
dln

est multiplicative.

Preuve. Soient n et m deux entiers positifs tel que (n,m) = 1. On pose d = dyds o di|n

et dg|m. Dans ce cas on aura (dj, ds) = 1. Par conséquent

Flnm)=> f(d)= Y fldds)= > fldrdy).
dlnm didz|nm di|n, d2|m
Comme (dy,ds) =1 on obtient

Flnm)= > fld)f(d) =Y > f(d)f(de) = f(dr) Y f(ds) = F(n)F(m).

di|n, d2lm di|n d2|m diln da|m

1.4.2 Fonction arithmétique additive

Définition 1.8 Une fonction arithmétique f est dite additive si, pour tous entiers positifs

m et n tel que (m,n) =1, on a

f(mn) = f(m) + f(n).

La fonction f est complétement (strictement) additive si la condition f(mn) = f(m)+f(n)
est vérifiée pour tous les entiers positifs m et n.
La fonction f est dite fortement additive si f est additive et si f(p*) = f(p), quels que

sotent p premier et k entier > 1.
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Exemple 1.8 les fonctions w et ) sont additives, la premiére est fortement additive, la

seconde est complétement additive.

Dans [9] on trouves une nouvelle fonction arithmétique additive notée A (n) et definie

comme suit : A (1) =0 et
ou

Notons que la fonction A (n) est édentique a la fonction w(n) = > 1, pour des cas

plln
particuliers a I'entier n.

En effet, soit n = [] pi". Si a; = 1 pour tout (1 <i<r). On a
i=1

qu, sa décomposition canonique. Si
j=1
(m,n) =1 (ie., gj #pipour tous 1 <i<retl<j<s), ainsi

Alnm)= > H(e) =Y Hla)+> H(B)=An)+A@m).

po piln lm

Soit m un nombre entier positif tel que m =

S

D’autre part, si p1, ps et p3 sont trois nombres entiers premiers, il en result que

7
A (p1p§p3) = B%
alors que

A(pip2) + A(pops) =1+1+1+1=4.

Par conséquent, on peut montrer que la fonction A est additive mais pas complétement
additive.
En continuant a donner plus de détails sur cette nouvelle fonction, nous savons que
pour tout ; (1 <i<r)ona
1 <H () <

ce qui implique que
1<) Ha) < a
piln piln piln
ie.,
w(n) < A(n) <Q(n) pour tout n > 1.
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1.4.3 Produit de convolution de deux fonctions arithmétiques

Définition 1.9 Soient f et g deux fonctions arithmétiques. Le produit de convolution de
f et g est la fonction f * g définie par
(fg)(m) =D f(d)g (%)
dln

Remarque 1.3 Toute fonction arithmétique f vérifie [’égalité suivante :
vn e N (f+8)(n) = f(n),
ot ¢ est la fonction indicatrice.

Proposition 1.4 Soient f, g et h trois fonctions arithmétiques. Les propriétés suivantes

sont vraies

1) fxg=gx*f,

2) (f= )*h f*(g=h),

3) fx(g+h)=(fxg)+(f=h).

Preuve. 1) Soit n € N*. Pour la premiére assertion, on a
(f *9)(n Zf 9(5) =21 (5) 9@ =Y 9@ (5) = (g5 Hm).
din dn

Pour I'assertion 2), on a par définition

((F9)xh) () = 3_(F * 9)(@Dh ()
din
et comme
S (Fra)dh (5) = D (F g (@h(m) et (f +g)(d) = 3 F(R)g(0),
d|n dm=n kl=d

alors on obtient

(fxg)xh)(n) = Y > f(k)g)h(m)

= > fk)gDh(m)
= Y FR) D gh()
- %;f%ﬂg*m<g>

= (fx(gxh))(n).



20

De méme, on montre la distributivité par rapport a ’addition. En effet, on a

=l =35 (3 () +1(3))

et comme la somme est finie on a

(f * (g +h))(n)

S @y (5) + X sn (%)

dn

= (fxg)(n)+ (fh)(n).

Théoréme 1.5 Si f et g sont deux fonctions arithmétiques multiplicatives, alors la fonc-

tion arithmétique f * g est multiplicative.

Preuve. Remarquons tout d’abord que (f * ¢)(1) = f(1)g(1) = 1. Soit maintenant deux

entiers m et n premiers entre eux, par définition on a

(f xg)nm) = >~ F(@d)g (=) -
djnm

comme (n,m) = 1, alors entier d est un diviseur de nm, si et seleument si, il existe deux

entiers dyet dy tels que d = dyds avec dq|n et da|m et (di, ds) = 1, cela nous donne

(fxg)(nm) = Z f(dida)g (%) avec (dy,ds) =1

= (fxg))(f *g)(m).

|
Les fonctions arithmétiques d (n), o (n), p(n) et ¢ (n) sont multiplicatives, en effet :
— Pour la fonction d (n) on a d = 1 %1 et comme la fonction constante 1 est multipli-
cative alors d (n) est multiplicative.
— La fonction o0 = Id*1 et comme les deux fonctions Id et 1 sont multiplicatives alors

o (n) est aussi multiplicative.
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— On a u(1) =1 et pour tout n,m € N* tels que (n,m) = 1 on a les deux cas suivants
a) n ou m a un facteur carré alors p(nm) = p(n)u(m) = 0.
b) n et m n’ont pas de facteur carré, on a alors n = p; -+ pp et m = ¢y - - - ¢, et comme

n et m sont premiers entre eux, alors les p; et les ¢; sont tous distincts, donc

plnm) = (=1)"" et p(n)u(m) = (=1)*(=1)" = (=1)**".

— Pour la fonction indicatrice d’Euler ¢ (n) on a

p(n) = (uxId)(n) = pu(d)-

dln

et comme la fonction p est multiplicative donc la fonction ¢ (n) est multiplicative.

Théoréme 1.6 Une fonction arithmétique f est inversible pour le produit de convolution,
si et seulement si, f(1) # 0.

Preuve. On suppose que la fonction f est inversible, c’est-a-dire, il existe g € A tel que
f*xg=20.

Cette derniére condition donne immédiatement f(1) # 0, en effet, on a

(fxg)(1) =4o(1) =1

et d’autre part on a

(Fro)@ =3 F(d) ( ) (g,
dj1
donc f(1)g(1) = 1.
Réciproquement, on suppose f(1) # 0 et on cherche une fonction arithmétique g qui
vérifie f x g = 0, donc elle satisfait f(1)g(1) =1 et (f * g)( Zf = 0 pour
tout n > 2. o

On va construire g par récurrence. Pour n = 1 on a g(1) = +4

7 et pour n > 2, on définit

0= f(Wgm)+ Y fdg(5)-.

l<d<n
d|n

o) =~y 2 S (3)-

1<d<n
din

la fonction ¢ par

donc on a
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Théoréme 1.7 (Formule d’inversion de M&bius) Soit f une fonction arithmétique.

Pour toutn > 1, on a

F(n) = Z f(d) si et seulement si, f(n) = Z F(g)u(d),

dln din

ot 1 est la fonction de Mobius.

Preuve. On pose ' = fx1, ot 1 est la fonction constante que 1’on a défini précédemment,

donc on a
fro=f*x(ux1)=(f*x1)*xpu=Fxpu.

Réciproquement, on pose f = F * u, donc on obtient
fxl1=(Fxp)x1=Fx(ux1)=Fx%x0=F.
et comme on a p* 1 =4, [23, Théoréme 6.13] on arrive a I'égalité
fx1=Fxj=F.
n

Remarque 1.4 L’ensemble M des fonctions arithmétiques multiplicatives muni de ’ad-

dition et de la convolution de Dirichlet forme un anneau commutatif.
En 1985, E. Cesaro [15] & prouvé la propriété suivante :

Lemme 1.1 Pour tout entier positif n et f une fonction arithmétique, on a

Z f(ged(i,n)) = (f * o) (n).

Cela découle de

i=1 din, k<%
gcd(l@%):l
= > f@ > 1
dln k<%
ged k,%):l
= ) f(d)y (%)
dln
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Le lemme 1 a de nombreuses applications intéressantes.
(a). Pour f = Id on obtient

n

S ged(iyn) = (Id* @) (n),

=1

qui est la fonction de Pillai® [27] ou la fonction somme-ged. Cette fonction arithmétique
multiplicative a été introduite par Pillai en 1933.

(b). Pour f =d, en utilisant d x p = &

Zd(gcd(z‘,n)) =0 (n).

’Subbayya Sivasankaranarayana Pillai (1901-1950) est un mathématicien indien spécialisé en théorie

des nombres.



Chapitre 2

Sur une fonction arithmétique
additive relative a la fonction PGCD

2.1 Introduction

Rappelons que pour tous les entiers a, b > 1, on désigne par ged(a,b) = (a,b) le plus

grand diviseur commun des entiers a et b. Soit

|
oG
1=1

la, décomposition en facteurs premiers pour 'entier n > 1. Dans [2] Atanassov a défini et

étudié la fonction suivante :
mult (n) = Hpi, mult (1) =1,
i=1

et dans [28], Andrei V. Shubin a défini les deux fonctions arithmétiques additives suivantes

Q(k,n) = Za and w (k,n) = Zl. (2.1)
p*ln p*[In
a<k a>k
Les deux fonctions Q(k,n) et w(k,n) sont des généralisations de fonctions bien connues
Q(n) et w(n) qui sont respectivement le nombre de facteurs premiers, comptés avec leurs
multiplicités et le nombre de diviseurs premiers distincts de n( Voir le premier chapitre,
partie fonction Arithmétiques).

Dans ce chapitre, nous allons définir une nouvelle fonction arithmétique additive et

certaines de ses propriétés de base seront étudiées.

24
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2.2 Définitions et propriétés préliminaires

Soit k un entier positif. Nous définissons f; comme étant la fonction arithmétique telle
que fi (1) =0 et

fi(n) = (ka).

p*n
On note que la fonction fi (n) est égale a la fonction w (n) ou & la fonction € (n) pour

certains cas particuliers de 'entier k.

.
En effet, soit n = [ pi. Si k = 1, alors (k, a;) = 1 pour tous (1 < i < r). Par conséquent,
i=1

fi(n) = Z (1, ) = Z 1 =w(n), pour tout n,

piln piln

et si; > 2 pourtous1 <7 <7 ona

filn) = 1=w(l,n).

piln
a;>1
Si k = ppem (g, g, . .., ;) , s’ensuit que (k, ;) = a; pour tous (1 < i < r). Ainsi
fen) => (k) =Y a;=Q(n),
piln piln

et on peut aussi remarquer que «; < k, alors

fr(n) = Zai =Q(k,n).
piln
a; <k

Le tableau suivant montre quelques valeurs pour la fonction fj :

n o fon) fs(n)|n  foln) fs(n)|n fa(n) f3(n)
1 0 0 11 1 1 21 2 2
2 1 1 12 3 2 22 2 2
3 1 1 13 1 1 23 1 1
4 2 1 14 2 2 24 2 4
5 1 1 15 2 2 25 2 1
6 2 2 16 2 1 26 3 3
7 1 1 17 1 1 27 1 3
8 1 3 18 3 2 28 3 2
9 2 1 19 1 1 29 1 1
10 2 2 20 3 2 30 3 3
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Soit m un entier positif tel que m = [] qf", sa décomposition canonique. Si(m,n) = 1
j=1
(i.e., q¢; # p; pour tous 1 <i<retl<j<s), alors pour tous k € Z>;

foltnm) =" (ki) + > (k,B;) = fe (n) + fr (m).

piln q;|m

D’autre part, si py, po et ps sont des nombres premiers différents, on obtient pour tout
k € Zzl .
fr (plpléﬂpg) = (k1) + (k,k+1) + (k1) =3,

bien que
fr (p105) + fu (paps) = (k, 1) + (k. k) + (k, 1) + (k, 1) = k + 3.

Par conséquent, on peut remarquer que la fonction f; est additive mais pas complétement
additive.

On sait que pour tout a; (1 <i <r) et pour tout k& € Z>4, la relation suivante est
vérifie

1< (k,a;) < ay,

et ce qui implique

Zl gZ(k:,ai) SZO@,

piln piln pi|n
ie.,
w(n) < fr(n) <Q(n) pour tout n > 1. (2.2)

2.3 Principaux résultats

Théoréme 2.1 Pour tout entier k € Zsi, fr(n) = w(n) si et seulement si n est un

entier positif sans facteur carré' (square-free ou quadratfrei).

'En arithmétique, un entier sans facteur carré (souvent appelé, par tradition ou commodité quadratfrei
ou squarefree) est un entier relatif qui n’est divisible par aucun carré parfait, excepté 1. Par exemple, 10
est sans facteur carré mais 18 ne 'est pas, puisqu’il est divisible par 9 = 32. Les dix plus petits nombres
positifs sans facteur carré sont 1,2,3,5,6,7,10,11,13,14.

L’entier n est sans facteur carré si et seulement si dans la décomposition en facteurs premiers de n,
aucun nombre premier n’apparait plus d’'une fois. Un autre point de vue équivalent est que pour chaque
diviseur premier p de n, le nombre premier p ne divise pas ﬂ Une autre formulation est la suivante :
n est sans facteur carré si et seulement si dans chaque décomposition n = ab, les facteurs a et b sont

pr()micrs entre eux.
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Preuve. Clairement, si n is a square-free est un entier positif square-free, nous avons

n = Hpi, ie.,a; =ay=---=a, = 1. Donc pour k € Z>4, il vient que
i=1
frln) =) (k1) =) 1=w(n).
piln piln

Réciproquement, si n est un entier positif tel que
Vk € Zz1, fr(n)=w(n),

alors (k,;) = 1 pour tout k € Zs, et cela vrai si a; = 1 pour tous 1 < i < r, ie.,
seulement si n est un entier square-free positif. m

Pour un entier fixe k € Z>; il existe une infinité d’entiers positifs n pour lesquels
fr (n) = w(n). Par exemple si k un entier impair, alors tous les n = f[ pit avec «a; sont

=1
pairs pour tous 1 < i < r la propriété est vraie.

Corollaire 2.1 Pour tout entier k € Z>;, et pour tout entier n > 1, on a
fr (mult (n)) = w(n).

Théoréme 2.2 Pour tout entiern = [[ pj, tel que ¢ = ppem (o, ag, ..., ), la fonction
i=1
frx (n) du variable k est {—périodique. Autrement dit

frre(n) = fi (n), pour tout k € Z>,.

Preuve. Soit ¢ = ppcm (ag, g, . .., ) . Alors pour tout «; (1 <1 < r) il existe un entier

positif \;, tel que £ = \;«;. 11 s’ensuit que
(i k+0) = (i, b+ Ney) = (o, k) (1<i<r),

par cette derniére propriété nous obtenons
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Théoréme 2.3 Pour tout entier n = [] pi", tel que k = ged (a1, g, ..., ), on a
i=1
Ji (n)
=w(n
W
Preuve. D’abord, comme on a k = ged (o, ag, . . ., ) il existe r entiers positifs (0/1, o, ... ,oz;)

tel que o = ka; (1 <4 < 7). Cela montre que
(k) =k (1<i<r),
a partir de laquelle, on a pour tout entier n > 1

Fr(n) =" (ko) = >k =kw(n).

piln piln

Théoréme 2.4 Soient ky et ko des entiers positifs tels que ki est un multiple de ky. Pour

. _ r ; k _ .
tout entier n = i];[lpi tel que (k—;,cn) =1(1<i<r).Ona

fkl (TL) = sz (n) :

Preuve. Puisque k; est un multiple de ko, on a ky = dky ot d > 1. Si <’Z—;, ozi) =1 ce qui

revient a dire (d, ;) = 1 pour tous 1 < i < r, il en vient que
(b1, i) = (dkg, o) = (ka, i) .
En conséquence

fro () = > (k1,0)

pi|n

= > (ko)

pi|n

sz (n) :


LENOVO
Zone de texte
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De nombreux mathématiciens ont étudié les nombres parfaits et leurs généralisations
a l'aide de diverses fonctions arithmétiques (voir par exemple [14], [16], [24]). Dans [25] et
[26], certaines fonctions arithmétiques sont utilisées pour caractériser les nombres premiers
de Mersenne généralisés?.

Le théoréme suivant donne les valeurs de f; pour les nombres parfaits.

Théoréme 2.5 Soit k > 1 un nombre entier. Si k est impair, alors pour tout nombre
parfait pair® n, on a

Jr(n) =2,
et si k est pair, alors pour tout nombre parfait impair* n (s’il existe), il existe un entier

m tel que

Ji (n) = frj2(m) = 1.

Preuve. On sait que tout nombre parfait pair n est de la forme 2P~ (22 — 1) ou (2F — 1)
est un nombre de Mersenne premier ( Donc p est premier). Ainsi, pour un nombre premier

p tel que n = 2P~1 (2P — 1) est parfait, on a
fuln) = fi(271(2" - 1))

= R+ - 1)
= (k,p—1)+1.

2Un nombre de Mersenne est un nombre de la forme (2" — 1)(souvent noté M, ), ot n est un entier
naturel non nul ; un nombre de Mersenne premier (ou nombre premier de Mersenne) est donc un nombre
premier de cette forme. Si le nombre de Mersenne (2" — 1) est premier, alors n est premier.

Marin Mersenne (1588 — 1648), connu également sous son patronyme latinisé Marinus Mersenius, est
un religieux francais de 'ordre des Minimes, érudit, physicien, mathématicien et philosophe.

3En arithmétique, un nombre parfait est un entier naturel égal a la moitié¢ de la somme de ses diviseurs
ou encore a la somme de ses diviseurs stricts. Plus formellement, un nombre parfait n est un entier tel
que o(n) = 2n. Ainsi 6 est un nombre parfait car ses diviseurs entiers sont 1,2, 3 et 6, et il vérifie bien
2x6=12=14+24+3+6.

Euclide, au III¢ siécle, a démontré que si M = 2P — 1 est premier, alors M (M +1)/2 = 2P=1 (2P — 1)
est parfait. Par ailleurs, Leonhard Euler, au xviii® siécle, a démontré que tout nombre parfait pair est de

la forme proposée par Euclide
4Un nombre parfait impair N doit remplir les conditions suivantes :

- N > 101°00,
28, 2 2
- N est de la forme N = qo“plﬁlpf2 .. -pk’B’“
ol : ¢,pi,...,pk sont des nombres premiers distincts (Euler) ;
- ¢ =a = 1(mod4) (Euler)
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Le résultat est direct si k est impair.

Si n est un nombre parfait impair, alors

- p4Q+1m2

ol p est un nombre premier tel que p = 1 (mod4) et ne divise pas (). Alors

fi(n) = fiu (p*9"'m?)
= e (") + fi (m?)
= (4Q+ 1K)+ > (k2a).

p|m
Donc, si k est pair, il vient que

fuln) = 142 (k/2,0)

p*[Im

= 142 (m).



Chapitre 3

Sur une fonction arithmétique

multiplivative relative a la fonction
PGCD

D’aprés ce que nous avons abordé dans les deux chapitres précédents, il semble bien
que les fonctions arithmétiques sont d’une grande importance et font I’objet de beaucoup
de soins de la part de nombreux chercheurs spécialisés dans ce domaine, notamment dans
la définition de nouvelles fonctions arithmétiques (voir par exemple, [2-5]).

Nous allons donc consacrer ce chapitre a 1’étude d’une nouvelle fonction arithmétique
multiplicative qui est directement liée a la fonction pged, cette fonction faisant 'objet de
article [22], et ce en lui présentant plusieurs propriétés. On peut dire que cette étude peut
étre considérée comme une généralisation de la fonction d’Atanassov. Pour commencer,
rappelons que pour tous les entiers a, b > 1, on désigne par ged(a, b) = (a,b) le plus grand

diviseur commun des entiers a et b, ainsi

T
G
1=1

représente la décomposition en facteurs premiers pour I'entier n > 1, et notons que la

fonction d’Atanassov est définie par :

31
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3.1 Définitions et propriétés préliminaires

Soit k un entier positif. Nous définissons f; comme étant la fonction arithmétique telle
que fr (1) =1 et

n) = [[2™",
=1

On note que la fonction f; est égale a la fonction I; ou a la fonction mult pour certains

cas particuliers de l’entier k.

En effet, soit n = H pit. Sik =1, alors (k, ;) = 1 pour tous (1 < i < r). Par conséquent,
1=1

= szl = Hpi = mult (n), pour tout n.

Si k est un multiple de «; pour tous 1 < i <r, c-a-d Vi € {1,...,n}, Im; € Z> tels que

k = a;m;, s’ensuit que (k, ;) = a4, par conséquent,

Hp(o” Hp =n = Iy(n).

Le tableau suivant montre quelques valeurs pour la fonction fj :

n  fa(n) fa(n) | n fa(n) fi(n) || n  fa(n) faln) | n fa(n) fa(n)
1 1 1 11 11 11 21 21 21 31 31 31
2 2 2 12 12 (1] 22 22 22 32 2 2
3 3 3 13 13 13 23 23 23 33 33 33
i | 2 14 14 14 24 i 24 34 34 34
) 5 5 15 15 15 25 25 5 35 35 35
f §] [§] 16 4 2 26 206 26 36 36 6
i T 7 17 17 17 27 3 27 37 37 e i
8 2 bS] 18 1% (¥ 28 28 14 E) 38 38
0 9 3 19 19 19 29 29 249 39 39 39

10) 110 10 20 20 10 30 3 30 40) 10) 40

D’apres ce dernier tableau montrant quelques valeurs de la fonction fi,on peut déduire

une des propriétés de la fonction, qui est :

fr (p) = p pour tout nombre premier p.
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Soit m un entier positif tel que m = [] qu , sa décomposition canonique. Si (m,n) = 1
j=1
(i.e., q¢; # p; pour tous 1 <i<retl<j<s), alors pour tous k € Z>;

T

i tom) =TT TLa"™ = i) £ ).

i=1 j=1
D’autre part, si p;, po et p3 sont des nombres premiers différents, on obtient pour tout
k S Zzl .

k1) (k2) (k1 k.2
( )p( ) (k1) p(2 )

fr (pip3p3) =1 oy s = pipy 7 ps,

bien que
fe (P1p2) - fr (Paps) = ng’l)pgk’l)-ng’l)p:(gk’l) = P1Dps.
Par conséquent, on peut remarquer que la fonction f; est multiplicative mais pas comple-
tement multiplicative.
On sait que pour tout a; (1 <i <r) et pour tout k& € Z>;, la relation suivante est
vérifie
1< (K q) < oy,

et ce qui implique

T T

( iﬂk) [

1< []pi™" < I]»
=1 =1

autrement dit
1< fr(n) <n, pour toutn > 1.

)

T
, . . . K
Nous pouvons également remarquer que puisque (k, «;) divise oy, alors ] pgal est un

=1
.
diviseur pour [] p;", d’ou
i=1
fr(n) | n pour tout n > 1.

3.2 Principaux résultats

Théoréme 3.1 Pour tout entier k € Z>1, fr(n) = n si et seulement si n est un entier

positif sans facteur carré (square-free).

Preuve. Clairement, si n is a square-free est un entier square-free positif, nous avons

,
n = Hpi, ie., a0 =ay=---=a, = 1. Donc pour k € Z>4, il vient que
i=1

frm) =T]p"" =] pi =n.
=1 =1
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Réciproquement, si n est un entier positif tel que
Vk € ZZI; fk (n) =n,

alors . .
Hp@(ai’k) = H pi
i=1 i=1

pour tout k € Z>1, et cela vrai si o; = 1 pour tous 1 < ¢ < r, par conséquant, seulement
si n est un entier square-free positif. m

Pour un entier fixe kK € Z> il existe une infinité d’entiers positifs n pour lesquels

-
fr (n) = n. Par exemple si k un entier impair, alors tous les n = [[ pj" avec «; sont pairs
i=1

T

pour tous 1 < i < r la propriété est vraie. Il en est de méme si k est pair n = [ p;"* avec
i=1

a; sont impairs pour tous 1 <7 < 7.

Corollaire 3.1 Pour tout entier k € Z>1, et pour tout entier n > 1, on a

Preuve. On a

et ce 1a implique que mult (n) est un entier positif sans facteur carré. Il découle immédia-

tement du théoréme 3.1 que
fr (mult (n)) = mult (n) .

Théoréme 3.2 Pour tout entiern = [[ pi*, tel que ¢ = ppem (aq, g, ..., a;), la fonction
i=1
fr (n) du variable k est {—périodique. Autrement dit

frve(n) = fr(n), pour tout k € Z>,.

Preuve. Soit ¢ = ppcm (o, @, . . ., ;) . Alors pour tout «; (1 < i <) il existe un entier

positif \;, tel que ¢ = \;a;. Il s’ensuit que

(i, k+0) = (i, bk + New) = (i, k) (1<i<r),
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par cette derniére propriété nous obtenons

Lo
frre(n) = JIpo
i=1
ko
= J»"
i=1
= fr(n).
[ ]
Théoréme 3.3 Pour tout entier n = [] p;*, tel que k = ged (a1, g, ..., ), on a
i=1
fx <n%) = mult (n).
Preuve. D’abord, comme on a k = ged (o, g, . . ., .. il existe 7 entiers positifs (a/l, a;, e

tel que a; = ka; (1 <i<r). Cela montre que

(k,a;) =k (1<i<r) et nk = Hp?i,
i=1
a partir de laquelle, on a pour tout entier n > 1
() = 10
i=1
i=1

= mult (n).

Théoréme 3.4 Soient ki et ko des entiers positifs. Alors pour tout n :

fkl (fk2 (n)) = f(khkz) (n) :

En particulier, si (ki,ks) =1, alors
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Théoréme 3.5 Soient ky et ky des entiers positifs tels que ki est un multiple de ky. Pour

tout entier n = [ p;* tel que (Z—;,cn) =1(1<i<r).Ona
=1

frr (n) = fi, (n) .

Preuve. Puisque k; est un multiple de ks, on a ky = dky ou d > 1. Si (%, ozi) =1 ce qui

revient a dire (d, ;) = 1 pour tous 1 < i < r, il en vient que
(klaai) = (dkz,%’) = (/@, Oéz')-

En conséquence

k,ai
fin () = [p"™
=1

ko,a;
i=1
= sz (TL) :
|
Théoréme 3.6 Soit n > 6 un nombre parfait. Alors, on a
f2(n) = 4m sin = 2" m est un nombre parfait pair,

et

2

fo(n) = p. (mult (m))°. sin = p*m? est un nombre parfait impair.

Preuve. Soit n = 2°~Ym un nombre parfait pair. Alors m = 2 — 1 est un nombre premier
de Mersenne. Mais, pour que m soit un nombre premier, il faut que p soit lui-méme un

nombre premier. Notons que si m premier il découle que

(p—1,2) =2et fo(m)=m.
Maintenat, puisque n > 6, et la fonction fy est multiplicative, on a
f2 (2p71m) = f2 (2p71) f2 (m)
2(P=1.2)

= 4m.
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Soit n = p*m? un nombre parfait impair. Alors (p,m) = 1l et p =« = 1(mod4). Il
découle que
(a,2) = 1.

r

En revanche, si m = [] p{, alors m? = H P et (20, 2) = 2 pour tout (1 < i < r). Cela
i=1 i=1
signifie que

fa (p*m®) = fa(p”) f2 (m?)
— p(oz,Q)]f[pl(?ai,Q)
i=1

'
= p][»
=1

= p. (mult (m))*.

A partir de ce que nous avons présenté dans ce chapitre, nous pouvons avoir 1’idée de
définir une autre nouvelle fonction en remplagant la fonction pged par la fonction ppem.
Plus précisément, soit k un entier positif. Nous définissons g comme étant la fonction

arithmétique telle que g (1) = 1 et

T

g (n) = [T,

i=1

On note que g;, (n) est égale a I; (n) ou (mult (n))" pour certains cas particuliers de Pentier
k.

En effet, soit n = ﬁ pit. Si k = ged(aq,...,q,), alors ppem (a;, k) = a; pour tous
(1<i<r). Par consgiquent,

T

O (n> _ H ppcm(al, Hp

i=1
Si k est un multiple de «; pour tous 1 <i <7, c-a-d Vi € {1,...,n}, Im; € Z> tels que
k = a;m;, s’ensuit que ppem (o, k) = k, par conséquent,

T

gr (n) = [ PP = le (mult (n))* .

=1

Il est facile de voir que g est une fonction multiplicative pour tout , puisque

gr (nm) = g (n) gx (m), lorsque (m,n)=1.
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La fonction g, elle n’est pas complétement multiplicative, car pour un nombre premier p

on a :

9 p?* . si k est impair
9k (p ) =

pF,  sik est pair
alors que

91 (p) gi (p) = p*.p* = p** pour tout k € Li>.
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