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Introduction

Le calcul fractionnaire est une branche mathématique qui étudie la généralisation des notions

de dérivation et d’intégration à des ordres arbitraires (réels ou complexes)...

La résolution des problèmes d’ordre non entier est un domaine de recherche en constante évolution.

Les équations différentielles d’ordre non entier sont utilisée dans de nombreux domaines, notamment en

physique, en ingénierie et en finance. Cependant, la résolution de ces équations est souvent difficile car

les méthodes tradictionnelles ne s’appliquent pas aux ordres non entier.

Le sujet principal de ce mémoire est l’étude d’existence , d’unicité et la stabilité du problème d’ordre

non entier au sens de Caputo-Katugampola avec des conditions initiales, et cela en utilisant des

différentes techniques du point fixe.

Nous allons expliquer les concepts des base et les technique utilisées pour résoudre ce problème.

On étudie aussi l’existence, l’unicité et la stabilité des solutions pour un problème posé.

Ce mémoire est composé de deux chapitres organisés comme suit :

Le premier chapitre sera consacré aux notions de base, un rappel et quelques concepts préliminaires

seront introduits comme la fonction Gamma, la fonction Bêta et les définitions de la dérivation et

l’intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, Hadamard, Caputo, Katugampola et Caputo-

Katugampola avec leur propriétés. On définit aussi les théorèmes du point fixe, les théorème d’existence

et d’unicité de solution et quelques notions du la stabilité.

L’objet du deuxième chapitre est l’étude de l’existence, l’unicité et la stabilité des solutions du problème

fractionnaire suivant :

(P ) :


CKDα;p

a+ x(t) = λf(t, x(t)), t ∈ J et f ∈ C(J,R),
x(a) + x(b) = 0,

x
′
(a) + x

′
(b) = 0.

Où CKDα;p
a+ la dérivée partielle fractionnaire de Caputo-Katugampola et f(t,x(t)) une fonction donnée.

Avec 1 < α < 2, p > 0 et λ ∈ R∗.
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

1.1 Fonctions Spéciales

Dans ce paragraphe, on présente les fonctions qui sont très utilisées dans la théorie du calcul

fractionnaire. Il s’agit de la fonction Gamma, la fonction Bêta et de la fonction Mittag-Leffler.

1.1.1 Fonction Gamma d’Euler

La fonction Gamma est une fonction du calcul fractionnaire qui généralise "la fonction" factorielle.

Elle est donnée par la définition suivante :

Définition. 1: [10]

La fonction Gamma noté Γ est définie par l’intégrale suivante :

Γ(α) =

∫ +∞

0

xα−1e−xdx, α ∈ C (1.1)

avec tα−1 = e(α−1) ln t.

Exemple 1.1.1

1. Γ(1) =

∫ +∞

0

e−tdt = 1

2. Γ
(
1
2

)
=

∫ +∞

0

t
1
2
−1e−tdt =

∫ +∞

0

t
−1
2 e−tdt = 2

∫ +∞

0

e2τ
2

dτ =
√
π. (posons t = τ 2).
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Propriété 1.1 [10]

On a les propriétés suivantes :

1. Γ(α + 1) = αΓ(α), Re(α) ≥ 0.

2. Γ(1) = Γ(2) = 1 et Γ(−m) = +∞ pour tout m ∈ N.

3. Γ

(
1

2

)
=

√
π, Γ

(
n+

1

2

)
=

2n!
√
π

4nn!
.

4. Γ(n+ 1) = n!, ∀n ∈ N.

Le graphe de la fonction Gamma :

;
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1.1.2 La fonction Bêta

Elle fait partie des fonctions de base du calcul fractionnaire. Cette fonction donnée par la définition

suivante :

Définition. 2: [10]

On appelle la fonction Bêta la fonction définie par :

β (p, q) =

∫ 1

0

tp−1 (1− t)q−1 dt, p, q ∈ C Re(p) > 0, Re(q) > 0. (1.2)

Lemme 1.1.2 [10]

La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma par la relation suivante :

pour tout p, qC avec Re(p) > 0, Re(q) > 0 on a :

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p) + Γ(q)
.

1.1.3 La fonction Mittag-Leffler

La fonction Mittag-Leffler à un seul paramètre qui été introduit dans la définition suivante :

Définition. 3: [10]

La fonction Mittag-Leffler est définie par :

Eα(x) =
+∞∑
i=0

xi

Γ(αi+ 1)
, α > 0 et x ∈ C. (1.3)

Exemple 1.1.3

1. E1(x) = E1(x) =
+∞∑
i=0

xi

Γ(i+ 1)
=

+∞∑
i=0

xi

i!
= ex.

2. E2(x) = E2,1(x) =
+∞∑
i=0

xi

Γ(2i+ 1)
=

+∞∑
i=0

xi

2i!
= cosh

√
x.

7



1.2 Intégration Fractionnaire

L’intégration d’ordre fractionnaire est une généralisation de la notion de l’intégration d’ordre entier.

1.2.1 Intégration Fractionnaire au sens Riemann-Liouville

Les intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville sont résumées dans la définition

suivante :

Définition. 4: [10]

Les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville à gauche et à droite respectivement d’ordre

α ≥ 0, pour une fonction f ∈ C([a; b]) sont données par :

∀t ∈ [a, b], RLIαa f(t) =


1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds, α > 0

f(t), α = 0,

et

∀t ∈ [a, b], RLIαb−f(t) =


1

Γ(α)

∫ b

t

(t− s)α−1f(s)ds, α > 0

f(t), α = 0.

Remarque 1.2.1[10]

Si f ∈ L1([a, b]), alors RLIαa+f(t) existe pour tout α > 0 et RLIαa+f(t) ∈ L1([a, b]).

Théorème

Pour f ∈ C[a, b], l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville possède la propriété de semi-groupe

suivant :
RLIαa+

(
RLIβa+f

)
(t) =RL Iα+β

a+ f(t),

pour α > 0 et β > 0.
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Démonstration

Soient f ∈ [a, b], α > 0 et β > 0 alors :

RLIαa+
(
RLIβa+f

)
(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1
(
RLIβa+f

)
(τ)dτ

=
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1

[
1

Γ(β)

∫ τ

a

(τ − s)β−1f(s)ds

]
dτ

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

(t− τ)α−1

[∫ τ

a

(τ − s)β−1f(s)ds

]
dτ.

D’après la formule de Dirichlet, on trouve :

RLIαa+
(
RLIβa+f

)
(t) =

B(β, α)

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

(t− s)α+β−1f(s)ds

=
Γ(β)Γ(α)

Γ(α + β)Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

(t− s)α+β−1f(s)ds

=
1

Γ(α + β)

∫ t

a

(t− s)α+β−1f(s)ds

= RLIα+β
a+ f(t).

Proposition 1.2.1

L’opérateur l’intégrale RLIαa+ est linéaire.

En effet, si f et g sont deux fonctions telles que RLIαa+f et RLIαa+g existent. Alors pour A,B ∈ R,

on aura :

RLIαa+(Af +Bg)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1 (Af +Bg) (τ)dτ

=
A

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτ +
B

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1g(τ)dτ

= A RLIαa+f(t) +B RLIαa+g(t).
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1.2.2 Intégration Fractionnaire au sens de Hadamard

Dans ce paragraphe, on a présenté la définition et quelques propriétés de l’intégrale fractionnaire

de type Hadamard.

Définition. 5: [10]

Soit f une fonction continue sur [a, b] à valeur dans R, avec 0 < a ≤ b ≤ +∞ et α > 0 .

Les intégrales fractionnaires à gauche et à droite respectivement d’ordre α au sens de Hadamard

de f sont données par :

(
HIαa+f

)
(t) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x

t

)α−1 f(t)

t
dt, a < x < b, (1.4)

et (
HIαb−f

)
(t) =

1

Γ(α)

∫ b

x

(
log

x

t

)α−1 f(t)

t
dt, a < x < b, (1.5)

Où : Γ est la fonction Gamma d’Euler.

Quelques Propriétés

Proposition 1.2.1

La linéarité
Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] à valeurs dans R,

∀λ ∈ R,∀α > 0 on a :H Iαa+ (λ f(x) + g(x)) = λ HIαa+f(x) +
H Iαa+g(x),

Démonstration

Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] à valeurs dans R, et pour tout λ ∈ R, ∀α > 0,

alors :
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HIαa+(λf(x) + g(x)) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x

t

)α−1 (λf(x) + g(x))

t
dt

=
1

Γ(α)

[∫ x

a

(
log

x

t

)α−1 λf(x)

t
+
(
log

x

t

)α−1 g(x)

t

]
dt

=
1

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x

t

)α−1 λf(x)

t
dt+

1

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x

t

)α−1 g(x)

t
dt

=
λ

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x

t

)α−1 f(x)

t
dt+

1

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x

t

)α−1 g(x)

t
dt

= λ HIαa+f(x) +
H Iαa+g(x).

Proposition 1.2.2

Propriété de semi groupe

Soit f : [a, b] −→ R une fonction continue,

f ∈ Lp([a, b]) ∀α, β ∈ R∗
+;

HIαa
HIβa f(x) = HIα+β

a f(x)

= HIβa
HIαa f(x).

(1.6)

Démonstration

∀α, β ∈ R∗
+ on a :

HIαa
HIβa f(x) =

1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

∫ t

a

(
log

x

t

)α−1
(
log

t

s

)β−1

f(s)
ds

s

dt

t
, (1.7)

on remarque que : a ≤ t ≤ x et a ≤ s ≤ t donc on prend s ≤ t ≤ x. Puis on pose le changement de

variable :

y =
log

t

s

log
x

t

. (1.8)

On obtient alors :

HIαa
HIβa f(x) =

1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

[∫ t

a

(
log

x

t

)α−1
(
log

t

s

)β−1

f(s)
dt

t

]
ds

s
. (1.9)
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On remplace (1.7) dans (1.8), on obtient :∫ x

a

[∫ t

a

(
log

x

t

)α−1
(
log

t

s

)β−1

f(s)
dt

t

]
=

∫ 1

0

[
log x− y log

x

s
− log s

]α−1 [
log

x

s
+ log s− log s

]β−1

log
(x
s

)
dy

=

∫ 1

0

(
(1− y)α−1yβ−1

(
log

x

s

)α+β−1
)
dy

= B(α, β)
(
log

x

s

)α+β−1

=
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)

(
log

x

s

)α+β−1

Egalité (1.7) devient :

HIαa
HIβa f(x) =

B(α, β)

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

(
log

x

s

)α+β−1 f(s)

s

ds

s

=
1

Γ(α + β)

∫ x

a

(
log

x

s

)α+β−1 f(s)

s

ds

s

= HIα+β
a f(x).

De la même manière, on trouve :
HIαa

HIβa f(x) =
H Iα+β

a f(x).

D’où la résultat.

Exemple 1.2.1

Calculer Γ

(
1

2

)

Soit α > 0, β > 0 et f(t) =
[
log

(
t

a

)]β−1

Iαa f(t) =
Γ(β)

Γ(α + β)

[
log

(
t

a

)]α+β−1

(1.10)

en effet,

Iαa

(
log

(
t

a

))β−1

=
1

Γ(α)

∫ a

t

(
log

(
t

s

))α−1 (
log

(s
a

))β−1 ds

s
. (1.11)

Effectuant le changement de variable

u =

(
log

s

a

)
(
log

t

a

) . (1.12)
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Alors (1.11) devient :

HIαa

(
log

(
t

a

))β−1

=

(
log

(
t
a

))α+β−1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− u)α−1uβ−1. (1.13)

En utilisant la définition 5 et la propriété (1.1) on aboutit à :

HIαa f(t) =
B(α, β)

Γ(α)

(
log

(
t

a

))α+β−1

=
Γ(β)

Γ(α + β)

(
log

(
t

a

))α+β−1

.

(1.14)

1.2.3 Intégrale Fractionnaire généralisé de Katugampola

L’espace Xp
c (a, b) (c ∈< p < +∞) est l’ensemble des fonctions mesurables à valeurs complexes

f sur [a, b] telles que ∥ f ∥Xp
c (a,b)<∞, avec :

∥ f ∥Xp
c (a,b)=

(∫ b

a

| tcf(t) |p dt
t

) 1
p

, (1 ≤ p <∞).

Pour p = ∞,
∥ f ∥Xp

c
= ess sup

a≤t≤b
| tcf(t) | .

Cas particulier : si c =
1

p
, l’espace Xp

c (a, b) coincide avec l’espace Lp(a, b) et on a Xp
1
p

(a, b) = Lp(a, b).

L’opérateur intégrale Fractionnaire au sens de Katugampola est donnée par :

Définition. 6:

Soit −∞ < a < b < +∞. Les intégrales fractionnaires de Katugampola à gauche et à droite

respectivement d’ordre α > 0 de f ∈ Xp
c ([a, b]) sont définies par :

∀t ∈ [a, b] ,
(
Iα,ρa+

)
(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(
tρ − τ ρ

ρ

)α−1

f(τ)τ ρ−1dτ, (1.15)

et

∀t ∈ [a, b] ,
(
Iα,ρb−

)
(t) =

1

Γ(α)

∫ b

t

(
τ ρ − tρ

ρ

)α−1

f(τ)τ ρ−1dτ. (1.16)
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L’intégrale fractionnaire de Katugampola est une généralisation de l’intégrale fractionnaire de Rieman-

Liouville et l’intégrale fractionnaire de Hadamard de la manière suivante :

Théorème 1.2.1

Soient α ≥ 0 et 1 ≤ ρ <∞, alors :

lim
ρ−→1

(
Iα;ρa+

)
(t) =

(
RLIαa+f

)
(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1 f(τ)dτ. (1.17)

lim
ρ−→0+

(
Iα;ρ0+

)
(t) =

(
HIαa+f

)
(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(ln t− ln τ)α−1 f(τ)dτ.

Et

lim
ρ−→1

(
Iα;ρb−

)
(t) =

(
RLIαb−f

)
(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1 f(τ)

dτ
. (1.18)

lim
ρ−→0+

(
Iα;ρb−

)
(t) =

(
HIαa+f

)
(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(ln t− ln τ)α−1 f(τ)

dτ
.

Démonstration

1. Pour ρ = 1, on remplace dans les relations (1.15) et (1.16), on obtient les intégrales fractionnaires

de Riemann-Liouville (resp dérivation) définition 4.

2. Si ρ −→ 0+, on utilise la régle de L’hôspitale de l’intégrale fractionnaire de Katugampola, on

obtient :

lim
ρ−→0+

KIα;ρa+ = lim
ρ−→0+

ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

τα−1x(τ)

(tρ − τ ρ)1−α
dτ

=
1

Γ(α)

∫ t

a

lim
ρ−→0+

(
tρ − τ ρ

ρ

)α−1

τ ρ−1x(τ)dτ

=
1

Γ(α)

∫ t

a

(
log

t

τ

)α−1
x(τ)

τ
dτ.

Et

lim
ρ−→0+

KIα;ρb− = lim
ρ−→0+

ρ1−α

Γ(α)

∫ b

t

τα−1x(τ)

(tρ − τ ρ)1−α
dτ

=
1

Γ(α)

∫ b

t

lim
ρ−→0+

(
tρ − τ ρ

ρ

)α−1

τ ρ−1x(τ)dτ

=
1

Γ(α)

∫ b

t

(
log

t

τ

)α−1
x(τ)

τ
dτ.

sont des intégrales fractionnaires aux sens de Hadamard (1.4) et (1.5).
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1.3 Dérivation Fractionnaire
Il existe plusieurs définitions de la dérivation fractionnaire. Dans cette section, on présente

les définitions et quelques propriétés qui sont les plus utilisées .

1.3.1 Dérivées Fractionnaires au sens de Caputo

Les dérivées fractionnaires au sens de Caputo sont résumées dans la définition suivante :

Définition. 7: [10]

Soient α > 0 et n = [α] + 1. Les dérivées fractionnaires de caputo à gauche et à droite

respectivement d’ordre α de f sont données par :

∀t ∈ [a, b],
(
CDα

a+f
)
(t) =

(
In−α
a+ f (n)

)
(t)

=
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ,
(1.19)

et
∀t ∈ [a, b],

(
CDα

b−f
)
(t) =

(
In−α
b− f (n)

)
(t)

=
(−1)n

Γ(n− α)

∫ b

t

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ,
(1.20)

Exemple 1.3.1

La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction constante f(t) = C est nulle,

autrement dit : CDα
aC = 0.

La dérivée de f(t) = (t− a)β au sens de Caputo.

Soit n un entier et 0 ≤ n− 1 < n avec α > n− 1 et β > n− 1, alors on a :

f (n)(τ) =
Γ(β + 1)

Γ(β − n+ 1)
(τ − a)β−n,

d’où
CDα(t− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(n− 1)Γ(β − n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1(τ − a)β−ndτ,

en effectuant le changement de variable τ = a+ s(t− a), on obtient :

CDα(t− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(n− 1)Γ(β − n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1(τ − a)β−ndτ,
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=
Γ(β + 1)

Γ(n− 1)Γ(β − n+ 1)
(t− a)β−α

∫ 1

0

(1− s)n−α−1sβ−nds

=
Γ(β + 1)Γ(n− α, β − n+ 1)

Γ(n− 1)Γ(β − n+ 1)
(t− a)β−α

=
Γ(β + 1)Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)

Γ(n− 1)Γ(β − n+ 1)Γ(β − α + 1)
(t− a)β−α

=
Γ(β + 1)

Γ(β − n+ 1)
(t− a)β−α.

lemme 1.3.1 [7]

Soient α ∈ R+ et n = [α] + 1. Si f ∈ ACn ([a, b]) , alors :

lim
α−→n

Dα
a+f(t) = fn(t) (1.21)

lim
α−→n

Dα
b−f(t) = (−1)nfn(t). (1.22)

Proposition 1.3.1

Pour β > α > 0 on a :

1.
(
CDα

a+ (t− a)β−1
)
(t) =

Γ(β)

Γ(β − α)
(t− a)β−α−1, β>α.

2.
(
CDα

b− (b− t)β−1
)
(t) =

Γ(β)

Γ(β − α)
(b− t)β−α−1, β>α.

Démonstration

Pour β > α > 0,

1. Posons f(t) = (t− a)β−1 , d’après la définition (1.19), on a :

(
CDα

a+f
)
(t) = In−α

a+ f (n)(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ.

et (
d

dt

)n

(t− a)β−1 = (β − 1)(β − 2)...(β − 1− (n− 1))(t− a)β−1−n,

= (β − 1)(β − 2)...(β − n)(t− a)β−1−n,

D’où

(
CDn

a+f
)
(t) =

(β − 1)(β − 2)...(β − n)

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1(τ − a)β−n−1.
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Par le changement de variable suivant : τ − a = s(t− a), on peut écrire :(
CDα

a+f
)
(t) =

(β − 1)(β − 2)...(β − n)

Γ(n− α)
(t− a)β−1−n

∫ 1

0

(1− s)n−α−1sβ−n−1ds

=
(β − 1)(β − 2)...(β − n)

Γ(n− α)
(t− a)β−1−nB(n− α, β − n)

=
(β − 1)(β − 2)...(β − n)Γ(n− α)Γ(β − n)

Γ(n− α)Γ(β − n)
(t− a)β−1−n

=

∣∣∣∣B(n− α, β − n) =
Γ(n− α)Γ(β − n)

Γ(β − α)

∣∣∣∣
=

Γ(β)

Γ(β − α)
(t− a)β−1−n.

2. De la même manière, on peut déduire l’égalité (2).

1.3.2 Dérivées Fractionnaires au sens de Hadamard

Soient [a, b] un intervalle de R, f ∈ ACn
δ [a, b] −→ R et δ = t

d

dt
où :

ACn
δ [a, b] =

{
f : [a, b] −→ C : δn−1f(t) ∈ AC[a, b], δ = t

d

dt

}
.

Définition. 8: [7]

Soient α > 0 et n = [α] + 1. Les dérives fractionnaires de Hadamard à gauche et à droite

respectivement d’ordre de f sont données par :

(
HDα

a+f
)
(t) = (δ)n

(
In−α
a+ f

)
(t)

=

(
t
d

dt

)n
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(
log

τ

t

)n−α+1 f(τ)

τ
dτ, (t > a),

(1.23)

et (
HDα

b−f
)
(t) = (−δ)n

(
In−α
b− f

)
(t)

=

(
−t d
dt

)n
1

Γ(n− α)

∫ b

t

(
log

τ

t

)n−α+1 f(τ)

τ
dτ, (t < a).

(1.24)

Proposition 1.3.2

Soient α > 0 et 1 ≤ p ≤ ∞. Si f ∈ Lp(a, b) alors on a :

HDα
a+I

α
a+f = f.

HDα
b−I

α
b−f = f.
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1.3.3 Dérivées Fractionnaires au sens de Caputo-Hadamard

On définie les modifications du type Caputo des dérivées fractionnaires de Hadamard comme suite :

Définition. 9: [10]

Soient α ≥ 0 et n = [α] + 1. Si f ∈ ACm
δ . Les dérivées fractionnaires de Caputo-Hadamard à

gauche et à droite respectivement d’ordre α de f sont définies par :(
CHDα

a+

)
(t) = In−α

a+ δnf(t)

=
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(
log

t

τ

)n−α+1(
τ
d

dτ

)n

f(τ)
dτ

τ
, (t > a),

(1.25)

tel que δ = t
d

dt
et δ0f(t) = f(t), et(

CHDα
b−

)
(t) = (−1)nIn−α

b− δnf(t)

=
(−1)n

Γ(n− α)

∫ b

t

(
log

t

τ

)n−α+1 (
τ
d

dτ

)n

f(τ)
dτ

τ
, (t < b),

(1.26)

si α ∈ N, alors :

(
CHDα

a+f
)
(t) = δnf(t) et

(
CHDα

b−f
)
(t) = (−1)nδnf(t).

Exemple 1.3.2

On considère la fonction f définie par :f : t −→
(
log t

a

)β
. On a alors,

CHDα
a

(
log

t

a

)β

=
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(
log

t

a

)n−α−1

δn
(
log

s

a

)β ds

s
.

Si on prend β =
3

2
, α =

1

2
et n = 1 alors,

δn
(
log

s

a

)β

= δ1
(
log

s

a

) 3
2
=

3

2

(
log

s

a

) 1
2
,

et

CHD
1
2
a

(
log

t

a

) 3
2

=
3
2

Γ(1
2
)

∫ t

a

(
log

t

a

)1− 1
2
−1 (

log
s

a

) 1
2 ds

s
.
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Par changement de variable v =
log

s

a

log
t

a

, on obtient :

CHD
1
2
a

(
log

t

a

)3

2 =
3
2

(
log t

a

)
Γ(1

2
)

∫ 1

1

v
3
2 (1− v)

1
2dv

=

3
2
Γ(2)

(
log

t

a

)
Γ

(
3

2

) =
3
√
π

4

(
log

t

a

)
.

(1.27)

Dans la suite , on donne une relation reliant la dérivée de Hadamard à celle de Caputo-Hadamard.

Théorème 1.3.1[7]

Soient α ≥ 0 et n = [α] + 1. Si f ∈ ACm
δ , alors :

(
CHDα

a+f
)
(t) =H Dα

a+

[
f(t)−

n−1∑
k=0

δkf(a)

k!

(
log

t

a

)]k

(t),

et

(
CHDα

b−f
)
(t) =H Dα

b−

[
f(t)−

n−1∑
k=0

(−1)kδkf(b)

k!

(
log

b

t

)]k

(t),

En particulier, si 0 < α < 1, on a :(
CDα

a+f
)
(t) = HDα

a+ [f(t)− f(a)] (t)

(
CDα

b−f
)
(t) =H Dα

b− [f(t)− f(b)] (t).
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1.3.4 Dérivées Fractionnaires généralisé de Katugampola

La dérivée fractionnaire au sens de Katugampola est résumée dans la définition suivante :

Définition. 10: [6]

Soit α > 0 , n = [α] + 1 et −∞ < a < b < +∞ . Les dérivées fractionnaires de Katugampola à

gauche et à droite respectivement d’ordre α de f ∈ Xp
c ([a, b]) sont définies par :

KDα;ρ
a+ f(t) =

(
t1−ρ d

dt

)n

◦
(
In−α,ρ
a+ f(t)

)
=

1

Γ(n− α)

(
t1−ρ d

dt

)n ∫ t

a

(
tρ − τ ρ

ρ

)n−α−1

f(τ)
dτ

τ 1−ρ
,

(1.28)

et

KDα;ρ
b− f(t) =

(
−t1−ρ d

dt

)n

◦
(
In−α,ρ
b− f(t)

)
=

1

Γ(n− α)

(
−t1−ρ d

dt

)n ∫ b

t

(
τ ρ − tρ

ρ

)n−α−1

f(τ)
dτ

τ 1−ρ
.

(1.29)

lemme 1.3.5[9]
KIα;ρa+ ,

CKDα;ρ
a+ sont des opérateurs bornés de C[a, b] vers C[a, b].

Théorème 1.3.2[1]

Soient α ≥ 0 et ρ > 0. Alors on a :

lim
ρ−→1

(
KDα;ρ

a+ f
)
(t) =

(
RLDα;ρ

a+ f
)
(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f(τ)dτ,

lim
ρ−→0+

(
KDα;ρ

a+ f
)
(t) =

(
HDα;ρ

a+ f
)
(t) =

1

Γ(n− α)

(
t
d

dt

)n ∫ t

a

(ln t− ln τ)n−α−1f(τ)dτ.
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1.3.5 Dérivées Fractionnaires au sens de Caputo-Katugampola

On définie les modifications du type Caputo des dérivées fractionnaires de Katugampola comme
suite :

Définition. 11:

Soient α > 0 , n=[α] + 1 et −∞ < a < +∞. Les dérivée fractionnaire généralisé de Caputo-

Katugampola à gauche et à droite respectivement d’ordre α de f ∈ Xp
c ([a, b]) sont définies par :

∀t ∈ [a, b] , CKDα,ρ
a+ f(t) =

(
In−α,ρ
a+

)
◦ (γ)n f(t)

=
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(
tρ − τ ρ

ρ

)n−α−1

(γ)nf(τ)
dτ

τ 1−ρ
,

(1.30)

et
∀t ∈ [a, b] , CKDα,ρ

b− f(t) =
(
In−α,ρ
b−

)
◦ (γ)n f(t)

=
1

Γ(n− α)

∫ b

t

(
τ ρ − tρ

ρ

)n−α−1

(γ)nf(τ)
dτ

τ 1−ρ
,

(1.31)

avec γ = t1−ρ d

dt

Lemme 1.3.7

Soit α, ρ > 0 et t ∈ C(J,R) ∩ C1(J,R). alors,

1. L’équation différential fractionnaire e type Caputo-Katugampola

CKDα;ρ
a+ x(t) = 0,

a une solution

x(t) = c0 + c1

(
tρ − aρ

ρ

)
+ c2

(
tρ − aρ

ρ

)2

+ ...+ cn−1

(
tρ − aρ

ρ

)n−1

,

Où ci ∈ R, i = 0, 1, 2, ..., n− 1 et n = [α] + 1.

2. Si x et CKDα,ρ
a+ x ∈ C(J,R), alors,

CKIα,ρa+
CKDα,ρ

a+ x (t) = x(t) + c0 + c1

(
tρ − aρ

ρ

)
+ c2

(
tρ − aρ

ρ

)2

+ ...+ cn−1

(
tρ − aρ

ρ

)n−1

.

Où ci ∈ R, i = 0, 1, 2, ..., n− 1 et n = [α] + 1.
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Démonstration

1. Soient α, ρ > 0, on a le première partie :

CKDα;ρ
a+

(
tρ − aρ

ρ

)m

= 0, pour tout m = 0, 1, 2, ..., n− 1.

Alors l’équation fractionnaire CKDα;ρ
a+ x(t) = 0, admet une solution particulière, comme suit :

x(t) =CK Dα;ρ
a+

(
tρ − aρ

ρ

)m

, cm ∈ R, pour tout m = 0, 1, 2, ..., n− 1. (1.32)

Ainsi, la solution générale donnée CKDα;ρ
a+ x(t) = 0, est une somme de solutions particulières,

c’est-à-dire :

x(t) = c0+ c1

(
tρ − aρ

ρ

)
+ c2

(
tρ − aρ

ρ

)2

+ ...+ cn

(
tρ − aρ

ρ

)n

, cm ∈ R, (m = 0, 1, 2, ..., n− 1).

2. Soient CKDα;ρ
a+ x ∈ C[a, b] les dérivées fractionnaires d’ordre 0 < α ≤ 1. Si on applique

l’opérateur CKDα;ρ
a+ à CKIα;ρa+

CKDα;ρ
a+ x(t)− x(t), donc on a :

CKDα;ρ
a+

[
CKIα;ρa+

CKDα;ρ
a+ x(t)− x(t)

]
= CKDα;ρ

a+
CKIα;ρa+

CKDα;ρ
a+ x(t)−

CK Dα;ρ
a+ x(t)

= CKDα;ρ
a+ x(t)−

CK Dα;ρ
a+ x(t)

= 0.

Aprés l’étape (i) on en déduit qu’il existe c ∈ R, tel que :

CKDα;ρ
a+

CKIα;ρa+ x(t)− x(t) = c

(
tρ − aρ

ρ

)m

,

ce qui implique la loi de composition 2 .
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Lemme 1.3.8 [13]

Soient α >, x, y sont deux fonctions intégrables et z un fonction continue, avec le domaine [a, b].

Supposons que x et y soient non négatifs et que z non négatif et non décroissant. Si

x(t) ≤ y(t) + z(t)ρ1−α

∫ t

a

(tρ − τ ρ)α−1τ ρ−1x(τ)dτ, t ∈ [a, b],

alors

x(t) ≤ y(t) +

∫ t

a

[
∞∑
i=1

ρ1−iα(z(t)Γ(α))i

Γ(iα)
(tρ − τ ρ)iα−1τ ρ−1y(τ)

]
dτ, t ∈ [a, b].

Remarque 1.3.1

En particulier, si y(t) est une fonction non décroissante sur J . Alors on obtient :

x(t) ≤ y(t)Eα

[
f(t)Γ(α)

(
tρ − aρ

ρ

)α]
où Eα(.) la fonction Mittag-Leffler qui est définie dans (1.3).

Lemme 1.3.9 [8],[9]

Soient t > a, α, σ ∈ (0,∞) et Iα;ρa+
CKDα;ρ

a+ sont selon les définitions 6, 10 et 11 respectivement.

On obtient alors :

Iα;ρa+ (tρ − aρ)σ−1 =
ρ−αΓ(α)

Γ(α + σ)
(tρ − aρ)α+σ−1,

CKDα;ρ
a+ (tρ − aρ)σ−1 =

ρ−αΓ(α)

Γ(σ − α)
(tρ − aρ)α−σ−1,

et

CKDα;ρ
a+ (tρ − aρ)k = 0, α ≥ 0, k = 0, 1, ..., n− 1.

En particulier, CKDα;ρ
a+ (1)=0.

Théorème 1.3.3 :(propriété inverse)

Soient 0 < α < 1 et f ∈ Xp
c (a, b), a > 0. et ρ > 0. Alors on a :

CKDα;ρ
a+ Iα;ρa+ f(t) = f(t). (1.33)
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Démonstration

On utilise le théorème de Fubini et Dirichlet, après l’intégration direct on trouve :

CKDα;ρ
a+ Iα;ρa+ f(t) =

ρα

Γ(1− α)

(
t1−ρ d

dt

)∫ t

a

τ ρ−1

(tρ − τ ρ)α
.
ρ1−α

Γ(α)

∫ τ

a

sρ−1f(τ)

(τ ρ − sρ)1−α
dsdτ

=
ρ

Γ(1− α)Γ(α)

(
t1−ρ d

dt

)∫ t

a

f(s)sρ−1

∫ t

a

(τ ρ − sρ)1−α

(tρ − τ ρ)α
τ ρ−1dτds

=
ρ

Γ(1− α)Γ(α)

(
t1−ρ d

dt

)∫ t

a

f(s)sρ−1ds
Γ(1− α)Γ(α)

ρ
,

= f(t).

On remarque ici que l’intégrale intérieure est évaluée par le changement de variable,
τ ρ − sρ

xρ − sρ
.

Et on utilise la fonction Bêta qui définie en (1.2), et le fait que B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
.

Théorème 1.3.4 :(Théorème de l’indice)[8]

Soient α, β ∈ R et ρ > 0. Si 0 < a < b < +∞ et 1 ≤ p ≤ ∞, alors,

pour tout f ∈ Xp
c [0, b] et ρ > 0, on a :

Iα;ρa+ Iβ;ρa+ f = Iα+β;ρ
a+ f et CKDα;ρ

a+
CKDβ;ρ

a+ f =CK Dα+β;ρ
a+ f (pour tout 0 < α, β < 1).

Théorème 1.3.5 :(Composition)[8]

Soient α, β ∈ R et ρ > 0. Si 0 < a < b < +∞ et 1 ≤ p ≤ ∞, alors,

pour tout f ∈ Lp(a, b),

CKDα;ρ
a+ Iβ;ρa+ f = Iβ−α;ρ

a+ f et CKDα;ρ
b− Iβ;ρb− f = Iβ−α;ρ

b− f.

Preuve

On utilise les propriétés du la fonction Gamma Γ(x+ 1) = xΓ(x).

Théorème 1.3.6 :(propriété Linéaire )[8]

Soient α ∈ (0, 1), et ρ > 0. Alors pour tout x, y ∈ C[a, b], on a :

Iα;ρa+ (x+ y)(t) = Iα;ρa+ x(t) + Iα;ρa+ y(t). (1.34)

et
Dα;ρ

a+ (x+ y)(t) = Dα;ρ
a+ x(t) +Dα;ρ

a+ y(t), (1.35)

Preuve

Les résultats suivantes sont découlent de l’intégration directe.
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1.4 Les théorèmes du point fixe
Les équations différentielles fractionnaires sont considérées comme des équations différentielles

non-linéaires,alors plusieurs théorèmes ont été utilisés pour résoudre ce type d’équations.

L’une des méthodes les plus utilisées : les théorèmes du point fixe.

Définitions

Dans cette section, nous présentons les définitions et quelques propriétés préliminaires qui sont

utilisées dans ce mémoire.

Soit J = [1, T ], T > 1, notons C(J,R) l’espace de Banach des fonction continues définies de J dans R,

muni de la norme :

∥ y ∥∞= sup {| y(t) | ; t ∈ J }.

Définition. 12: [4]

On appelle boule fermée de centre a et de Rayon r ,l’ensemble noté B̄(a, r) telle que,

B̄(a, r) = x ∈ E; ∥ x− a ∥≤ r.

Définition. 13: [5]

On dit qu’une espace vectoriel normé (E, ∥ . ∥E) est complet, ou que c’est

un espace de Banach, si toute suite de Cauchy dans E est convergente.

Définition. 14: [7]

Une partie A de (E, ∥ . ∥E) est dite relativement compact si son adhérence est compact.

Définition. 15:

Soit E et F deux espaces de Banach, et A : E −→ F une application linéaire.On dit que A est

bornée si elle envoie les parties bornées de E sur les parties bornées de F.
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Définition. 16: [7]

Soit A un sous ensemble de C(J,R), A est uniformément borné.

s’il existe une constante k > 0 telle que : ∥ f(x) ∥≤ k pour tout x ∈ J et tout f ∈ A.

Définition. 17: [7]

Soient E et F deux espaces de Banach. on appelle opérateur borné toute application linéaire

continue de E dans F .

Définition. 18: [10]

Soit A une sous ensemble de C(J,R), L’ensemble A est équicontinue.

i.e ; pour tout ε > 0, pour tout t1, t2 ∈ J et tout f ∈ A, il existe δ > 0 tel que

| t1 − t2 |< δ ⇒∥ f(t1)− f(t2) ∥∞≤ ε.

Définition. 19: [7]

Soient E et F deux espaces de Banach et f une application définie de E à valeurs dans F.

On dit que f est complètement continue si elle est continue et transforme tout borné de E en une

ensemble relativement compact dans F. f est dit compact si f(E) est relativement compact dans
F.

Définition. 20: [5]

Soit (X, ∥ . ∥) un espace vectorielle normé, une application T : X −→ X est dit contractante,

s’il existe un nombre positif k ∈ [0.1[ telle que ∀x ∈ X, y ∈ X, on a :

∥ Tx− Ty ∥∞≤ k ∥ x− y ∥∞ .

Définition. 21: [5]

Soit (X, ∥ . ∥) un espace vectorielle normé, A : X −→ X une application.

On appelle point fixe de A tout point x ∈ X telle que : Ax = x.
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1.4.1 Théorèmes d’existence et d’unicité des solutions

Théorème de point fixe de Banach [7]

Soit X un espace de Banach et T : X −→ X un opérateur contractant. Alors T admet un point fixe

unique, c’est-à-dire :
∃ !x ∈ X tell que Tx = x.

Théorème de point fixe de Schaefer [5]

Soit X un espace de Banach et T : X −→ X un opérateur complètement continu. Si

Ω = x ∈ X, x = λTx, ∀λ ∈]0, 1] ,

. est borné, alors T possède au moins une point fixe.

Théorème de point fixe de Arzela-Ascoli [5]

Soit T un sous ensemble de C(J,R), T est relativement compact dans C(J,R) si et seulement si

les conditions suivantes sont vérifiées :

1. L’ensemble T est uniformément borné.

2. L’ensemble T est équicontinu.

3. Pour tout x ∈ J l’ensemble {f(x), f ∈ T} ∈ E est relativement compact.

Théorème de point fixe de Krasnoselskii [13]

Soient X un espace de Banach et f un sous-ensemble fermé, borné et convexe de X. On suppose que

les opérateurs R et T vérifiant :

1. Rx+ Ty ∈ F

2. R est continu et compact.

3. T est contractant, alors il existe au moins un point fixe z, tel que Rz + Tz = z.
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1.5 Stabilité des solution
On définit le problème fractionnaire (P ) suivant :

(P ) :


CKDα;ρ

a+ x (t) = λf (t, x (t)) , t ∈ J et f ∈ C (J,R) .

x (a) + x (b) = 0,

x′ (a) + x′ (b) = 0.

Où 1 < α < 2, ρ > 0 et λ ∈ R∗

1.5.1 Définitions

Définition. 22: [11]

le problème est stable d’Ulam-Hyers, s’il existe un nombre réel Lf > 0, tell que pour chaque

ε > 0 et pour chaque solution x̃ ∈ C(J,R) de l’inégalité :∣∣CKDα;ρ
a+ x̃(t)− λf(t, x̃(t))

∣∣ ≤ ε, t ∈ J, (1.37)

il existe une solution x ∈ C(J,R) pour le problème (P ) tell que :

| x̃(t)− x(t) |≤ Lfε, t ∈ J.

Définition. 23: [11]

le problème (P ) est Ulam-Hyers stable généralisé s’il existe ψ ∈ C([0,+∞), [0,+∞)), avec

ψ(0) = 0, pour chaque solution x̃ ∈ C(J,R) de l’inégalité :∣∣CKDα;ρ
a+ x̃(t)− λf(t, x̃(t))

∣∣ ≤ ε, t ∈ J, (1.38)

il existe une solution x ∈ C(J,R) pour le problème (P ) tell que

| x̃(t)− x(t) |≤ ψ(ε), t ∈ J.

Remarque

Soient α, ρ > 0. La fonction x̃ ∈ C(J,R) une est une solution de l’inégalité si est seulement

s’il existe une fonction hx̃ ∈ C(J,R) telle que :

1. | hx̃(t) | pour tout t ∈ J,

2. Dα,ρ
a+ x(t) = (t, x̃(t)) + hx̃(t), t ∈ J.
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CHAPITRE 2

EXISTENCE UNICITÉ ET STABILITÉ DES SOLUTIONS

Dans ce chapitre, on s’intéresse par l’étudier d’existence et d’unicité des solutions pour le problème

fractionnaire suivant :

(P ) :


CKDα;ρ

a+ x (t) = λf (t, x (t)) , t ∈ J et f ∈ C (J,R) .

x (a) + x (b) = 0,

x′ (a) + x′ (b) = 0.

Où 1 < α < 2, ρ > 0 et λ ∈ R

Lemme 2.1

On suppose que f ∈ C([a, b]). Alors, le problème (P ), admet la solution suivante :

x(t) =
λρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

(tρ − τ ρ)α−1τ ρ−1f(τ)dτ − λ

2

ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−1τ ρ−1f(τ)dτ (2.2)

+
λ

bρ−1 − aρ−1

[
bρ − aρ

2ρ
− tρ − aρ

ρ

]
ρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−2τ ρ−1f(τ)dτ

Démenstration

En appliquant Iα;ρa+ aux deux côté de l’équation (P ), on trouve :

Iα;ρa+
CKDα;ρ

a+ x (t) = Iα;ρa+ λf (t, x (t)) ,

x (t) + c0 + c1

[
tρ − aρ

ρ

]
= Iα;ρa+ λf (t, x (t)) ,
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tell que n = [α] + 1 =⇒ n = 2. Donc

x (t) = Iα;ρa+ λf (t, x (t)) + c0 + c1

[
tρ − aρ

ρ

]
(2.3)

Par l’utilisation des conditions initiales on peut écrire :

1. D’après la condition x (a) + x (b) = 0, on obtient :

Iα;ρa+ f (a, x (a)) + c0 + Iα;ρa+ f (b, x (b)) + c0 + c1

[
bρ − aρ

ρ

]
= 0

Iα;ρa+ λf (a, x (a)) + Iα;ρa+ λf (b, x (b)) + 2c0 + c1

[
bρ − aρ

ρ

]
= 0

ce qui donne

−2c0 = Iα;ρa+ λf (b, x (b)) + c1

[
bρ − aρ

ρ

]
c0 =

1

2
Iα;ρa+ λf (b, x (b))−

1

2
c1

[
bρ − aρ

ρ

]

2.Et d’après la condition x′ (a) + x′ (b) = 0, on obtient :

Iα−1;ρ
a+ f (a, x (a)) + Iα−1;ρ

a+ f (b, x (b))− c1a
ρ−1 − c1b

ρ−1 = 0

λρ2−α

Γ(α)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−2 τ ρ−1f(τ)dτ − c1a
ρ−1 − c1b

ρ−1 = 0

λρ2−α

Γ(α)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−2 τ ρ−1f(τ)dτ − c1
[
aρ−1 + bρ−1

]
= 0

c1
[
aρ−1 + bρ−1

]
=
λρ2−α

Γ(α)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−2 τ ρ−1(τ)dτ
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On remplace c1 dans la formule de c0 on trouve :

c0 =
λ

2

(
1

bρ−1 + aρ−1

)[
bρ − aρ

ρ

]
ρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−2 τ ρ−1f(τ)dτ (2.4)

−1

2

λρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

(tρ − τ ρ)α−1 τ ρ−1f(τ)dτ

et

c1 = − λ

bρ−1 + aρ−1

ρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−2 τ ρ−1f(τ)dτ (2.5)

Implique la solution du problème (P ) est donnée par :

x(t) =
λρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

(tρ − τ ρ)α−1τ ρ−1f(τ)dτ − λ

2

ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−1τ ρ−1f(τ)dτ

+
1

bρ−1 − aρ−1

[
bρ − aρ

2ρ
− tρ − aρ

ρ

]
λρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−2τ ρ−1f(τ)dτ

Existence et Unicité
Dans cette partie, nous discuterons de l’existence et de l’unicité de la solution au problème (P ) par

les approches de la méthodes du point fixe.

2.1 Unicité

lemme 2.1.1

On introduit l’espace de Banach suivant :

X = {x, x ∈ C (J,R)}, J = [a, b],

muni de la norme
∥ x ∥= sup

t∈J
| x(t) |

Maintenant on définit l’opérateur T par :

T : X −→ X

x −→ Tx,
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telle que pour tout t ∈ [a, b], on a :

Tx(t) =
λρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

(tρ − τ ρ)α−1τ ρ−1f(τ, x(τ))dτ − λ

2

ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−1τ ρ−1f(τ, x(τ))dτ (2.6)

+

(
1

bρ−1 − aρ−1

)[(
bρ − aρ

2ρ

)
−

(
tρ − aρ

ρ

)]
λρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−2τ ρ−1f(τ, x(τ))dτ.

il convient de noter que le problème a des solutions si est seulement si l’opérateur T a des

points fixes.On utilise l’hypothèse (H) suivant :

Théorème 2.1.1

Soit f : J × R2 −→ R est un fonction bornée continue qui vérifié les conditions suivant :

(H) il existe un constant 0 < K < 1 tell que :

| f(t, x)− f(t, y) |≤ K | x− y |, ∀t ∈ [a, b] et x, y ∈ R.

Si
ω =

3 | λ | Kρ−α

2

[(
λ

bρ−1 − aρ−1

)
(bρ − aρ)α

Γ(α)
+

(bρ − aρ)α

Γ(α + 1)

]
(2.7)

< 1,

alors il existe un solution unique pour le problème (P ) sur J.

Démonstration

On montre d’abord que TBr ⊆ Br tell que :

T : X −→ X

x(t) −→ Tx,

et
Br = {x ∈ C(J,R, ∥ x ∥≤ r} (2.8)

On choisie :
θ

1− ω
≤ r, où ω < 1 et

θ =
3

2

| λ | µρ−2α

(bρ−1 − aρ−1)
+

(bρ − aρ)2α

Γ(α)Γ(α + 1)
,
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et sup
t∈J

| f(t, 0) |= µ <∞. Pour tout x ∈ Br, on obtient par l’hypothèse :

| Tx(t) |≤ sup
t∈J

| Tx(t) |

≤ sup
t∈J

{
| λ | ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

(tρ − τ ρ)α−1τ ρ−1(τ, x(τ)) | dτ + | λ |
2

ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−1τ ρ−1 | f(τ, x(τ)) | dτ

+

(
1

bρ−1 − aρ−1

)[
bρ − aρ

2ρ
+
tρ − aρ

ρ

]
| λ | ρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−2τ ρ−1 | f(τ, x(τ)) | dτ.}

D’aprés (H), on obtient :

| f(τ, x(τ)) | = | f(τ, x(τ))− f(τ, 0) + f(τ, 0) |

≤ | f(τ, x(τ))− f(τ, 0) | + | f(τ, 0) |

≤ K | x | +µ

= Kr + µ.

ce qui implique que :

| f(τ, x(τ)) |= Kr + µ. (2.9)

Par conséquence,

| Tx(t) |≤ sup
t∈J

{
| λ |
2

(Kr + µ)
ρ1α

Γ(α)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−1τ ρ−1dτ+ | λ | (Kr + µ)
ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

(tρ − τ ρ)α−1τ ρ−1dτ

+

(
1

bρ−1 − aλρ−1

)[(
bρ − aρ

2ρ

)
+

(
tρ − aρ

ρ

)]
(Kr + µ)

| λ | ρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−2τ ρ−1dτ

≤
(

1

bρ−1 + aρ−1

)[(
bρ − aρ

2ρ

)
+

(
bρ − aρ

ρ

)][
| λ | (Kr + µ)ρ1−α (b

ρ − aρ)α−1

Γ(α)

]

+
3

2

[
(Kr + µ) | λ | ρ−α (b

ρ − aρ)α

Γ(α + 1)

]

≤ 3 | λ | Kρ−α

2

[(
1

bρ−1 − aρ−1

)
(bρ − aρ)α

Γ(α)
+

(bρ − aρ)α

Γ(α + 1)

]
r+

3

2

| λ | µρ−2α

(bρ−1 − aρ−1)
+

(bρ − aρ)2α

Γ(α)Γ(α + 1)
,

33



= ωr + θ < r.

Donc
∥ T (x) ∥< r,

Ce qui donne Tx ∈ Br. De plus on obtient :

CKDα;ρ
a+ Tx (t) =CK Dα;ρ

a+ Iα,ρa+ f(t, x(t)) (t) = f(t, x(t)).

Puisque f(t, x(t)) est continue sur J , L’opérateur CKDα;ρ
a+ Tx (t) est continue sur J, c’est-à-dire :

TBr ⊂ Br.

Deuxièment, nous appliquons le théorème du point fixe de Banach pour montre que T a un point

fixe, En fait, il suffit de prouver que T est une contractant. Fixon x, y ∈ C(J,R) et pour tout t ∈ J

on obtient alors :

| Tx(t)−Ty(t) |≤ 3

2

(
1

bρ−1 − aρ−1

)(
bρ − aρ

2ρ

)
| λ | ρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

(bρ−τ ρ)α−2τ ρ−1 | f(τ, x(τ))−f(τ, y(τ)) | dτ

+
| λ | ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

(tρ − τ ρ)α−1τ ρ−1 | f(τ, x(τ))− f(τ, y(τ)) | dτ

+
| λ |
2

ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−1τ ρ−1 | f(τ, x(τ))− f(τ, y(τ)) | dτ

D’après (H) :

| f(τ, x(τ))− f(τ, y(τ)) |= K | x− y | (2.10)

On obtient :

| Tx(t)− Ty(t) |≤ 3

2

(
1

bρ−1 − aρ−1

)(
bρ − aρ

ρ

)
K | λ | ρ2−α

Γ(α− 1)
| x− y |

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−2τ ρ−1dτ

+
3

2

K | λ | ρ1−α

Γ(α)
| x− y |

∫ t

a

(tρ − τ ρ)α−1τ ρ−1dτ

≤ 3 | λ | Kρ−α

2

(
1

bρ−1 − aρ−1

)
(bρ − aρ)α

Γ(α)
| x− y | +3 | λ | Kρ−α

2

(bρ − aρ)α

Γ(α + 1)
| x− y |
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Ce qui implique que :

∥ Tx− Ty ∥ ≤ 3 | λ | Kρ−α

2

[(
λ

bρ−1 − aρ−1

)
(bρ − aρ)α

Γ(α)
+

(bρ − aρ)α

Γ(α + 1)

]
∥ x− y ∥

≤ ω ∥ x− y ∥ .

Comme ω < 1,

Donc l’opérateur T est contractant, alors il existe une solution unique de (P ) sur J .

2.2 Existence des solutions
Pour montrer l’existence des solutions du problème (P ) en appliquant le théorème du point fixe de

Krasnoselskii.

Théorème 2.2.1

Supposons que (H) soit valable.Si :

Ω =
3 | λ | Kρ−α

2

[(
λ

bρ−1 − aρ−1

)
(bρ − aρ)α

Γ(α)
+

(bρ − aρ)α

Γ(α + 1)

]
<

1

2
,

(2.11)

alors il existe au moins une solution du problème (P ) sur J.

Démonstration

Soit la boule : Br0 = {x ∈ C(J,R), ∥ x ∥≤ r0}., avec r0 ≥ 2µΩ, où µ est définie dans le théorème

2.2.1. De plus, nous considérons les deux opérateurs T1 et T2 définies sur Br0 par :

Tx(t) = T1x(t) + T2x(t).

Où

T1x(t) =

(
1

bρ−1 − aρ−1

)[(
bρ − aρ

2ρ

)
−
(
tρ − aρ

ρ

)]
λρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−2τ ρ−1f(τ, x(τ))dτ

−λ
2

ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−1τ ρ−1f(τ, x(τ))dτ,

et

T2x(t) =
λρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

(tρ − τ ρ)α−1τ ρ−1f(τ, x(τ))dτ .
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Pour tout x ∈ C(J,R), pour tout t ∈ J. La preuve sera divisée en plusieurs étapes comme suit :

étape 1 :

T1x+ T2y ∈ Br0 , pour tout x, y ∈ Br0 .

Pour x ∈ Br0 , on applique les même étapes du (2.9), alors nous avons :

| f(τ, x(τ)) |≤ Kr + µ.

De même, pour y ∈ Br0 , on obtient :

| f(τ, y(τ)) |≤ Kr + µ.

Maintenant, pour x, y ∈ Br0 et t ∈ J, on obtient :

| T1x(t) + T2y(t) | ≤ | T1x(t) | + | T2y(t) |

≤
(

1

bρ−1 − aρ−1

)(
3

2

bρ − aρ

ρ
−
)

| λ | ρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−2τ ρ−1 | f(τ, x(τ)) | dτ

+
| λ |
2

ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−1τ ρ−1 | f(τ, x(τ)) | dτ

+
| λ | ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

(tρ − τ ρ)α−1τ ρ−1 | f(τ, x(τ)) | dτ,

≤ 3

2

[
(Kr0 + µ) | λ | ρ−α (b

ρ − aρ)α

Γ(α + 1)

]
+

3

2

(
1

bρ−1 + aρ−1

)[(
bρ − aρ

2ρ

)
+

(
bρ − aρ

ρ

)]
[
(Kr0 + µ) | λ | ρ1−α (b

ρ − aρ)α−1

Γ(α)

]

≤ 3

2

[(
1

bρ−1 − aρ−1

) (
bρ − aρ

ρ

)
K | λ | ρ1−α (b

ρ − aρ)α−1

Γ(α)
+K | λ | ρ−α (bρ − aρ)α

Γ(α + 1)

]
r0

+
3

2

[(
1

bρ−1 − aρ−1

) (
bρ − aρ

ρ

)
µ | λ | ρ1−α (b

ρ − aρ)α−1

Γ(α)
+ µ | λ | ρ−α (bρ − aρ)α

Γ(α + 1)

]
.
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≤ 3

2

[(
1

bρ−1 − aρ−1

)
K | λ | ρ−α

Γ(α)
(bρ − aρ)α +

K | λ | ρ−α

Γ(α + 1)
(bρ − aρ)α

]
r0

+
3

2

[(
1

bρ−1 − aρ−1

)
µ | λ | ρ−α

Γ(α)
(bρ − aρ)α +

µ | λ | ρ−α

Γ(α + 1)
(bρ − aρ)α

]
.

≤ 3K | λ | ρ−α

2

[(
1

bρ−1 − aρ−1

)
(bρ − aρ)α

Γ(α)
+

(bρ − aρ)α

Γ(α + 1)

]
r0

+
3K | λ | ρ−α

2

[(
1

bρ−1 − aρ−1

)
(bρ − aρ)α

Γ(α)
+

(bρ − aρ)α

Γ(α + 1)

]
.

Ce qui implique :
∥ T1x(t) + T2y(t) ∥≤ r0. (2.12)

Ceci preuve que T1x+ T2y ∈ Br0 , pour tout x, y ∈ Br0 .

étape 2 :

T1 est contractant sur Br0 , puisque T est une contractant d’après le théorème 2.2.1.

étape 3 :

Nous allons prouver en trois étapes que l’opérateur T2 sur Br0 . est complètement continu.

Cas 1 :

L’opérateur T2 est continu car la fonction f est bornée et continue.

Cas 2 :

Il est facile de prouver que

∥ T2x ∥≤ Kr0 + µ) | λ | ρ−α

Γ(α + 1)
(bρ − aρ)α < r0,

En raison des définitions de Ω et r0, on vérité que T2 est uniformément bornée sur Br0 .
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Cas 3 :

Maintenant nous montrons que T2 transforme les ensembles bornée en ensembles équicontinues de

C(J,R), c’est-à-dire (T2Bε0) est équicontinue. Nous estimons la dérivée de T2x(t).

|(T2x)′(t)| =
∣∣∣∣ λρ1−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

(tρ − aρ)α−2τ ρ−1f(τ, x(τ))dτ

∣∣∣∣
≤ | λ | ρ1−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

(tρ − aρ)α−2τ ρ−1 | f(τ, x(τ)) | dτ

≤ (Kr0 + µ)
| λ | ρ−α

Γ(α)
(bρ − aρ)α−1 =M.

Soient t1, t2 ∈ J avec t1 < t2 et pour tout x ∈ Br0 on a alors :

|T2x(t1)− T2x(t2)| =
∫ t2

t1

| (T2x)′(τ) | dτ ≤M(t2 − t1),

lorsque t1 −→ t2, le côté droite de l’inégalité ci-dessus ne dépend pas t et tend vers 0. c’est pourquoi

| T2x(t1)− T2x(t2) |−→ 0 , implique | t2 − t1 |−→ 0 , t ∈ Br0

Donc T2 est équicontinu sur Br0 . D’après l’application du théorème d’Arzela-Ascoli montre que T2

est relativement compact sur Br0 . Par conséquent, toutes les hypothèses du théorème du point fixe de

Krasnoselskii sont satisfait.

On déduit donc que le problème a au moins une solution sur J.
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Pour montrer l’existence des solutions du problème (P ) en appliquant le théorème du point fixe de

Shaefer.

Théorème 2.2.1

Supposons que (H) soit satisfaite. Si :

ω =
3 | λ | Kρ−α

2

[(
1

bρ−1 − aρ−1

)
(bρ − aρ)α

Γ(α)
+

(bρ − aρ)α

Γ(α + 1)

]
<

1

2
,

alors il existe au moins une solution du problème (P ) sur J.

Lemme 2.2.1

Soit X un espace de Banach, supposons que T : X −→ X est un opérateur continue. Si l’ensemble

Ω = {x ∈ X, x = λTx, 0 < λ < 1},

est bornée, Alors T possédé au moins une point fixe sur X.

Démenstration

Soit xn ∈ X tell que xn −→ x, c-à-d ( lim
n−→+∞

∥ xn − x ∥−→ 0).

étape 1 :

Il faut montre que lim
n−→+∞

∥ Txn(t)− Tx(t) ∥−→ 0, on a :

Txn(t) =
λρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

(tρ − aρ)α−1τ ρ−1f(τ, xn(τ))dτ −
λρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

(bρ − aρ)α−1τ ρ−1f(τ, xn(τ))dτ

+

(
1

bρ−1 + aρ−1

)[(
bρ − aρ

2ρ

)
−

(
tρ − aρ

ρ

)]
λρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−2τ ρ−1f(τ, xn(τ))dτ,

et

Tx(t) =
λρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

(tρ − aρ)α−1τ ρ−1f(τ, x(τ))dτ − λρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

(bρ − aρ)α−1τ ρ−1f(τ, x(τ))dτ

+

(
1

bρ−1 + aρ−1

)[(
bρ − aρ

2ρ

)
−
(
tρ − aρ

ρ

)]
λρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

(bρ−τ ρ)α−2τ ρ−1f(τ, x(τ))dτ,
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Donc on obtient :

| Txn(t)− Tx(t) |≤ | λ | ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

(tρ − aρ)α−1τ ρ−1 | f(τ, xn(τ))− f(τ, x(τ)) | dτ

−| λ |
2

ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

(bρ − aρ)α−1τ ρ−1 | f(τ, xn(τ))− f(τ, x(τ)) | dτ

+

(
1

bρ−1 + aρ−1

)[(
bρ − aρ

2ρ

)
+

(
tρ − aρ

ρ

)]
| λ | ρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−2τ ρ−1 | f(τ, xn(τ))− f(τ, x(τ)) | dτ,

≤ 3

2

[(
1

bρ−1 + aρ−1

)
(bρ − aρ)α

Γ(α)
+

(bρ − aρ)α

Γ(α + 1)

]
∥ f(τ, xn(τ))− f(τ, x(τ)) ∥ .

Comme f est une fonction bornée et continue alors ,

lim
n−→+∞

∥ Txn(t)− Tx(t) ∥−→ 0.

Donc Txn(t) −→ Tx(t) d’où T est continu.

étape 2

Soit
Br = {x ∈ C([a, b]), ∥ x ∥≤ r}

pour tout x ∈ Br et t ∈ [a, b], alors :

| Tx(t) |≤ sup
t∈J

{
| λ |
2

ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−1τ ρ−1 | f(τ, x(τ)) | dτ + | λ | ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

(tρ − τ ρ)α−1τ ρ−1 | f(τ, x(τ)) | dτ

+

(
1

bρ−1 + aρ−1

)[(
bρ − aρ

2ρ

)
+

(
tρ − aρ

ρ

)]
| λ | ρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−2τ ρ−1 | f(τ, x(τ)) | dτ}.

≤ (Kr + µ)
| λ |
2

ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−1τ ρ−1dτ + (Kr + µ)
| λ | ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

(tρ − τ ρ)α−1τ ρ−1dτ

+

(
1

bρ−1 + aρ−1

)[(
bρ − aρ

2ρ

)
+

(
tρ − aρ

ρ

)]
(Kr + µ)

| λ | ρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−2τ ρ−1dτ
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≤
(

1

bρ−1 + aρ−1

)[(
bρ − aρ

2ρ

)
+

(
tρ − aρ

ρ

)][
(Kr + µ) | λ | ρ1−α (b

ρ − aρ)α−1

Γ(α)

]

+
3

2

[
(Kε+ µ) | λ | ρ1−α (b

ρ − aρ)α

Γ(α + 1)

]

≤ 3K | λ | ρ−α

2

[(
1

bρ−1 + aρ−1

)
(bρ − aρ)α

Γ(α)
+

(bρ − aρ)α

Γ(α + 1)

]
r +

3

2

[
µ | λ | ρ−2α

bρ−1 + aρ−1

(bρ − aρ)2α

Γ(α)Γ(α + 1)

]
,

= ωr + θ < r.

Donc ∥ Tx(t) ∥< r <∞. D’où T est bornée.

étape 3

Soient t1, t2 ∈ [a, b], tell que t1 < t2 et x ∈ Br alors :

| Tx(t2)− Tx(t1) |=
∫ t2

t1

| (Tx)′(τ) | dτ ≤M(t2 − t1)

| (Tx)′(t) | =

∣∣∣∣ λρ1−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

(tρ − aρ)α−2τ ρ−1f(τ, x(τ))dτ

∣∣∣∣
≤ | λ | ρ1−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

(tρ − aρ)α−2τ ρ−1 | f(τ, x(τ)) | dτ

≤ (Kr + µ)
| λ | ρ−α

Γ(α)
(bρ − aρ)α−1 =M.

Ce qui donne

| Tx(t2)− Tx(t1) |=
∫ t2

t1

| (Tx)′(τ) | dτ ≤M(t2 − t1).

Lorsque t1 −→ t2, le côté droite de l’inégalité ci-dessus ne dépend pas t et tend vers 0.

Donc

| Tx(t1)− Tx(t2) |−→ 0 , ∀ | t2 − t1 |−→ 0, t ∈ Br

D’où T est équicontinu.
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étape 4

Ω = {x ∈ X, x = βTx, 0 < β < 1}, est bornée :

Soient x(t) ∈ Ω et t ∈ J, x(t) = βTx(t) alors,

| x(t) | = | βT (x (t)) |

≤ sup
t∈J

{| λ | βρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

(tρ − aρ)α−1τ τ−1 | f(τ, x(τ)) | dτ + | λ | βρ1−α

2Γ(α)

∫ b

a

(bρ − aρ)α−1τ τ−1 | f(τ, x(τ)) | dτ}

+

(
1

bρ−1 + aρ−1

)[(
bρ − aρ

2ρ

)
+

(
tρ − aρ

ρ

)]
βλρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−2τ ρ−1 | f(τ, x(τ)) | dτ

≤
(

1

bρ−1 + aρ−1

)[(
bρ − aρ

2ρ

)
+

(
tρ − aρ

ρ

)]
β | λ | ρ2−α

Γ(α− 1)
(Kr + µ)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−2τ ρ−1dτ

+
β | λ | ρ1−α

Γ(α)
(Kr + µ)

∫ t

a

(tρ − aρ)α−1τ τ−1dτ +
β | λ | ρ1−α

2Γ(α)
(Kr + µ)

∫ b

a

(bρ − aρ)α−1τ τ−1dτ

≤ β

(
1

bρ−1 + aρ−1

)[(
bρ − aρ

2ρ

)
+

(
tρ − aρ

ρ

)]
.

[
(Kr + µ) | λ | ρ−α (b

ρ − aρ)α−1

Γ(α)

]

+

[
3β

2
(Kr + µ) | λ | ρ−α (b

ρ − aρ)α

Γ(α + 1)

]

≤ 3βK | λ | ρ−α

2

[(
1

bρ−1 + aρ−1

)
(bρ − aρ)α

Γ(α)
+

(bρ − aρ)α

Γ(α + 1)

]
r+

[
β | λ | µρ2α

bρ−1 + aρ−1
+

(bρ − aρ)2α

Γ(α)Γ(α + 1)

]

= ωr + θ ≤ r

Donc
∥ x(t) ∥≤ r <∞.

D’aprés le théorème de Schaefer T admet au moins une point fixe. Par conséquence, le problème (P )

admet au moins une solution sur [a, b].
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2.3 Stabilité des Solutions
Dans cette section, on va étudier la stabilité des solutions du problème posé (P ) :

(P ) :


CKDα;ρ

a+ x (t) = λf (t, x (t)) , t ∈ J et f ∈ C (J,R) .

x (a) + x (b) = 0,

x′ (a) + x′ (b) = 0.

Où 1 < α < 2, ρ > 0 et λ ∈ R∗

Lemme 2.3

Soit x̃ ∈ C(J,R) est une solution de l’inégalité (1.37) . Alors x est une solution de l’équation inégalité

intégrale suivante :

∣∣∣∣x̃(t)− Zx̃ −
λρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

τ ρ−1(tρ − aρ)α−1f(t, x̃(τ))dτ

∣∣∣∣ ≤ ηε,

où
η :=

3λρ−α

2

[(
1

bρ−1 − aρ−1

)
(bρ − aρ)α

Γ(α)
+

(bρ − aρ)α

Γ(α + 1)

]
,

et

Zx̃ =

(
1

bρ−1 + aρ−1

)[(
bρ − aρ

2ρ

)
−

(
tρ − aρ

ρ

)]
λρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

τ ρ−1(bρ − aρ)α−2f(τ, x̃(τ))dτ

−1

2

λρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

τ ρ−1(bρ − aρ)α−1f(τ, x̃(τ))dτ.

Démonstration

D’après la remarque 1.4.4 et théorème 2.1.1, on obtient :

x̃(t) =

(
1

bρ−1 + aρ−1

)[(
bρ − aρ

2ρ

)
−

(
tρ − aρ

ρ

)]
λρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

τ ρ−1(bρ − aρ)α−2(f(t, x̃(τ)) + hx̃(τ))dτ

−1

2

λρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

τ ρ−1(bρ − aρ)α−1(f(τ, x̃(τ)) + hx̃(τ))dτ

+
λρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

τ ρ−1(tρ − τ ρ)α−1(f(τ, x̃(τ)) + hx̃(τ))dτ.
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il s’ensuite que : ∣∣∣∣x̃(t)− Zx̃ −
λρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

τ ρ−1(tρ − aρ)α−1f(τ, x̃(τ))dτ

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣( 1

bρ−1 + aρ−1

)[(
bρ − aρ

2ρ

)
−

(
tρ − aρ

ρ

)]
λρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

τ ρ−1(bρ − aρ)α−2(f(t, x̃(τ)) + hx̃(τ))dτ

−1

2

λρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

τ ρ−1(bρ − aρ)α−1(f(τ, x̃(τ)) + hx̃(τ))dτ+
λρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

τ ρ−1(tρ−τ ρ)α−1(f(τ, x̃(τ))+hx̃(τ))dτ.

−
(

1

bρ−1 + aρ−1

)[(
bρ − aρ

2ρ

)
−

(
tρ − aρ

ρ

)]
λρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

τ ρ−1(bρ − aρ)α−2f(τ, x̃(τ))dτ

+
1

2

λρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

τ ρ−1(bρ − aρ)α−1f(τ, x̃(τ))dτ − λρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

τ ρ−1(tρ − τ ρ)α−1(f(τ, x̃(τ)) + hx̃(τ))dτ.

≤
(

1

bρ−1 + aρ−1

)(
3

2

bρ − aρ

ρ

)
λρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

τ ρ−1(bρ − aρ)α−2 | hx̃(τ) | dτ

+
λ

2

ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

τ ρ−1(bρ − aρ)α−1 | hx̃(τ) | dτ +
λρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

τ ρ−1(tρ − τ ρ)α−1 | hx̃(τ) | dτ

≤ 3ε

2

(
1

bρ−1 + aρ−1

)(
bρ − aρ

ρ

)
λρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

τ ρ−1(bρ − aρ)α−2dτ

+
| λ | ε
2

ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

τ ρ−1(bρ − aρ)α−1dτ +
| λ | ερ1−α

Γ(α)

∫ t

a

τ ρ−1(tρ − τ ρ)α−1dτ

≤ 3

2

[(
1

bρ−1 − aρ−1

)
| λ | ρ−α

Γ(α)
(bρ − aρ)α +

| λ | ρ−α

Γ(α + 1)
(bρ − aρ)α

]
ε

≤ 3 | λ | ρ−α

2

[(
1

bρ−1 − aρ−1

)
(bρ − aρ)α

Γ(α)
+

(bρ − aρ)α

Γ(α + 1)

]
ε

≤ ηε.

Théorème 2.2.2

Supposons que les hypothèse (H) du théorème 2.1.1 sont satisfaites. Alors le problème (P )

est stable selon Ulam-Hyers.

Démonstration

Soit x̃(t) ∈ C(J,R) une fonction qui satisfait l’inégalité (1.37) , ε > 0 et x̃ ∈ C(J,R) soit l’unique

solution de l’équation différentielle fractionnaire suivante :

CKDα;ρ
a+ x(t) = λf(t, x(t)), t ∈ J, (2.14)
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avec les conditions x (a) = x̃ (a) , x (b) = x̃ (b) ,

x′ (a) = x̃′ (a) , x′ (b) = x̃′ (b) ,

où 1 < α < 2. En utilisant le lemme 2.1 nous pouvons facilement voir que x(.) satisfait à l’équation

intégrale suivante :

x(t) = Zx +
λρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

τ ρ−1(tρ − τ ρ)α−1f(τ, x(τ))dτ,

où

Zx =

(
1

bρ−1 − aρ−1

)[(
bρ − aρ

2ρ

)
−
(
tρ − aρ

ρ

)]
λρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−2τ ρ−1f(τ, x(τ))dτ

−λ
2

ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−1τ ρ−1f(τ, x(τ))dτ.

En utilisant le lemme2.3,on obtient

x̃(t)− Zx̃ −
λρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

τ ρ−1(tρ − τ ρ)α−1f(τ, x(τ))dτ ≤ ηε. (2.16)

D’après les conditions aux limites de (2.15), on voit facilement que |Zx − Zx |−→ 0 .

En effet, utilisons (H) on déduit que

| Zx̃ − Zx |=
∣∣∣∣( 1

bρ−1 − aρ−1

)[(
bρ − aρ

2ρ

)
−

(
tρ − aρ

ρ

)]
λρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−2τ ρ−1f(τ, x̃(τ))dτ

−λ
2

ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−1τ ρ−1f(τ, x̃(τ))dτ

−
(

1

bρ−1 − aρ−1

)[(
bρ − aρ

2ρ

)
−
(
tρ − aρ

ρ

)]
λρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−2τ ρ−1f(τ, x(τ))dτ

−λ
2

ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−1τ ρ−1f(τ, x(τ))dτ

≤
(

1

bρ−1 + aρ−1

)[(
bρ − aρ

2ρ

)
+

(
tρ − aρ

ρ

)]
| λ | ρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−2τ ρ−1 | f(τ, x̃(τ)) | dτ
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+
λ

2

ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−1τ ρ−1 | f(τ, x̃(τ)) | dτ + λ

2

ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−1τ ρ−1 | f(τ, x(τ)) | dτ

+

(
1

bρ−1 + aρ−1

)[(
bρ − aρ

2ρ

)
+

(
tρ − aρ

ρ

)]
| λ | ρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−2τ ρ−1 | f(τ, x(τ)) | dτ

≤
(

1

bρ−1 + aρ−1

)[(
bρ − aρ

2ρ

)
+

(
tρ − aρ

ρ

)]
| λ | ρ2−α

Γ(α− 1)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−2τ ρ−1 | f(τ, x̃(τ))− f(τ, x(τ)) | dτ

+
λ

2

ρ1−α

Γ(α)

∫ b

a

(bρ − τ ρ)α−1τ ρ−1 | f(τ, x(τ))− f(τ, x(τ)) | dτ

≤ 3

2

(
1

bρ−1 − aρ−1

)(
bρ − aρ

2ρ

)
Iα−1;ρ
a+ |f(b, x̃(b))− f(b, x(b))|+ 1

2
Iα;ρa+ |f(b, x̃(b))− f(b, x(b))| .

D’après l’inégalité suivante :

|f(b, x̃(b))− f(b, x(b))| ≤ k | x̃(b)− x(b) |, (2.17)

et (2.15), on obtient x̃(b)− x(b) = 0.

Ce qui implique que,

| Zx̃ − Zx | ≤ 3

2

(
1

bρ−1 − aρ−1

)(
bρ − aρ

2ρ

)
Iα−1;ρ
a+ |x̃(b)− x(b)|+ k

2(1− k)
Iα;ρa+ |x̃(b)− x(b)|

−→ 0.

Donc

x(t) = Zx̃ +
λρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

τ ρ−1(tρ − τ ρ)α−1f(τ, x(τ))dτ,

et d’après (2.16),(2.17) et (H), on obtient :

| x̃(t)− x(t) |≤
∣∣∣∣x̃(t)− Zx̃ −

λρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

τ ρ−1(tρ − τ ρ)α−1f(τ, x̃(τ))dτ

∣∣∣∣
+
| λ | ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

τ ρ−1(tρ − τ ρ)α−1 |f(τ, x̃(τ))− f(τ, x(τ))| dτ

≤ ηε+
K | λ | ρ1−α

Γ(α)

∫ t

a

τ ρ−1(tρ − τ ρ)α−1 |x̃(τ)− x(τ)| dτ.
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En appliquant le lemme 1.3.8 et la remarque 1.3.1, on trouve :

| x̃(t)− x(t) |≤ ηε+

∫ t

a

[
∞∑
i=1

| λ | ρ1−iα (Kρ1−α)
i

Γ(iα)
τ ρ−1(tρ − τ ρ)iα−1ηε

]
dτ

≤ 3

2

[(
1

bρ−1 + aρ−1

)(
bρ − aρ

ρ

)
λρ1−α

Γ(α)
(bρ − aρ)α−1 +

| λ | ρ−α

Γ(α + 1)
(bρ − aρ)α

]
ε

×Eα

(
K

(
bρ − aρ

ρ

)α)
.

≤ 3 | λ | ρ−α

2

[(
1

bρ−1 + aρ−1

)
(bρ − aρ)α

Γ(α)
+

(bρ − aρ)α

Γ(α + 1)

]
ε × Eα

(
K

(
bρ − aρ

ρ

)α)
.

Posons

Lf =
3 | λ | ρ−α

2

[(
1

bρ−1 + aρ−1

)
(bρ − aρ)α

Γ(α)
+

(bρ − aρ)α

Γ(α + 1)

]
× Eα

(
K

(
bρ − aρ

ρ

)α)
.

Par conséconce :
| x̃(t)− x(t) |≤ Lfε. (2.18)

Ce qui montre que le problème (P ) est Ulam-Hyres stable.

Corollaire

Si l’hypothèse du théorème 2.1.1 est verifié . Soit la fonction définie par :

φ : R+ −→ R+

tel que φ(0) = 0.

Alors le problème (P ) est stable Ulam-Hyres généralisé.

Preuve

D’après le théorème 2.2.2, on notant Lfε = φ(ε) et φ(0) = 0, on obtient :

| x̃(t)− x(t) |≤ φ(ε)
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Exemple 1

On considère le problème suivante :

(1) :


CKD

3
2
; 1
2

0+ x(t) = λ

[
1

10
e
√
t+1+3 +

1

11

4 + 3 | x(t) |
e3−t

]
, t ∈ [0, 1].

x (a) + x (b) = 0,

x′ (a) + x′ (b) = 0.

on prends f(t, x) = λ

[
1

10
e
√
t+1+3 +

1

11

4 + 3 | x(t) |
e3−t

]
, telles que t ∈ [0, 1] et x ∈ R+. Avec α =

3

2
,

ρ =
1

2
et b = 1.

Evidemment, la fonction f ∈ C([0, 1]). Pour tout x1, x2 ∈ R+ et t ∈ [0, 1]

|f(t, x1)− f(t, x2)| = | λ |
∣∣∣∣ 110e√t+1+3 +

1

11

4 + 3 | x(t) |
e3−t

− 1

10
e
√
t+1+3 − 1

11

4 + 3 | x(t) |
e3−t

∣∣∣∣
= | λ |

∣∣∣∣ 111 4 + 3 | x(t) |
e3−t

− 1

11

4 + 3 | x(t) |
e3−t

∣∣∣∣
≤ | λ | 1

11

∣∣∣∣4 + 3 | x(t) |
e3−t

− 4 + 3 | x(t) |
e3−t

∣∣∣∣
≤ 3

11e2
| λ || x1 − x2 | .

Donc l’hypothèse (H) est satisfaite avec K =
3

11e2
.

Nous pouvons vérifié que :

ω =
3 | λ | Kρ−α

2

[(
1

bρ−1 − aρ−1

)
(bρ − aρ)α

Γ(α)
+

(bρ − aρ)α

Γ(α + 1)

]

=

3 | λ | 3

11e2

(
1

2

)−3
2

2

[
1

Γ(3
2
)
+

1

Γ(3
2
+ 1)

]
< 1.

Telles que : Γ
(
3

2

)
=

√
π

2
et Γ

(
3

2
π

)
=

2√
π
,

implique :

λ <
11e2

9
× 1

1.31× 2.82
,
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pour λ ∈]− 2.4, 2.4[, alors on obtient :

ω ≈ 0.91 < 1,

et comme l’hypothèses du théorème 2.1.1 est satisfaite.

Alors, le problème (P ) a une solution unique.

Exemple 2

On considère le problème suivant :

(2) :


CKD

3
2
; 1
2

0+ x(t) = λ
1

e
√
t
| x(t) |, t ∈ [0, 1].

x (a) + x (b) = 0,

x′ (a) + x′ (b) = 0.

on prends f(t, x) = λ
1

e
√
t
| x(t) |, telles que t ∈ [0, 1] et x ∈ R+. Avec α =

3

2
, ρ =

1

2
et b = 1.

Maintenant, Pour tout x1, x2 ∈ R+ et t ∈ [0, 1], on a :

|f(t, x1)− f(t, x2)| = | λ |
∣∣∣∣ 1

e
√
t
| x1(t) | −

1

e
√
t
| x(t)2 |,

∣∣∣∣
= | λ | 1

e
√
t
| x1 − x2 |

= | λ || x1 − x2 | .

Donc l’hypothèse (H) est satisfaite avec K = 1. Nous pouvons vérifié que :

ω =
3 | λ | ρ−α

2

[(
1

bρ−1 − aρ−1

)
(bρ − aρ)α

Γ(α)
+

(bρ − aρ)α

Γ(α + 1)

]
=

3 | λ |
2

[
1

Γ(3
2
)
+

1

Γ(3
2
+ 1)

]
< 1.

Telles que : Γ
(
3

2

)
=

√
π

2
et Γ

(
3

2
π

)
=

2√
π
,

implique :

λ <
2

3× (2.82)
× 2

π
.
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Alors, pour λ ∈]− 0.15, 0.15[, on obtient :

ω ≈ 0.68 < 1.

Par le théorème 2.1.1 le problème a une solution unique.

Nous pouvons voir que l’hypothèse du théorème 2.2.2 est satisfaite.

Par conséquence, le problème proposé (2) est stable selon Ulam-Hyers, où Ulam-Hyers généralisé

D’après le théorème 2.2.2, pour ε > 0, x̃ ∈ C([0, 1],R) vérifie l’inégalité suivant :

∣∣∣∣CKD
3
2
, 1
2

0+ x(t)− λ

[
1

5
e
√
t+1+3 +

1

6

2 + 3 | x(t) |
e3−t

]∣∣∣∣ ≤ ε, t ∈ [0, 1].

Il existe une solution x ∈ C([0, 1],R) pour le problème (1) tel que

| x(t)− x(t) |≤ Lfε, t ∈ [0, 1]

où

Lf =
3 | λ | ρ−α

2

[(
1

bρ−1 + aρ−1

)
(bρ − aρ)α

Γ(α)
+

(bρ − aρ)α

Γ(α + 1)

]
× Eα

(
K

(
bρ − aρ

ρ

)α)

≤
3 | 1

4
|
(
1
2

)−3
2

2

[
1

Γ(3
2
)
+

1

Γ(3
2
+ 1)

]
× Eα

((
bρ − aρ

ρ

)α)
,

et comme

Eα

(
bρ − aρ

ρ

)α

=
+∞∑
i=0

(
(bρ−aρ

ρ

)iα

Γ(iα + 1)
=

+∞∑
i=0

2
3
2
i

Γ(3
2
i+ 1)

= E 3
2
(2)

3
2 .

Alors :

Lf =
3 | 1

4
|
(
1
2

)−3
2

2

[
1

Γ(3
2
)
+

1

Γ(3
2
+ 1)

]
× E 3

2
(2)

3
2 .

De plus, si nous mettons Lfε = φ(ε), et φ(0) = 0, alors

| x(t)− x(t) |≤ φ(ε), t ∈ [0, 1].
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