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Introduction

Le calcul fractionnaire est une branche mathématique qui étudie la généralisation des notions

de dérivation et d’intégration & des ordres arbitraires (réels ou complexes)...

La résolution des problémes d’ordre non entier est un domaine de recherche en constante évolution.
Les équations différentielles d’ordre non entier sont utilisée dans de nombreux domaines, notamment en
physique, en ingénierie et en finance. Cependant, la résolution de ces équations est souvent difficile car

les méthodes tradictionnelles ne s’appliquent pas aux ordres non entier.

Le sujet principal de ce mémoire est I'étude d’existence , d’unicité et la stabilité du probléme d’ordre
non entier au sens de Caputo-Katugampola avec des conditions initiales, et cela en utilisant des
différentes techniques du point fixe.

Nous allons expliquer les concepts des base et les technique utilisées pour résoudre ce probleme.

On étudie aussi 'existence, 'unicité et la stabilité des solutions pour un probléme posé.

Ce mémoire est composé de deux chapitres organisés comme suit :

Le premier chapitre sera consacré aux notions de base, un rappel et quelques concepts préliminaires
seront introduits comme la fonction Gamma, la fonction Béta et les définitions de la dérivation et
I'intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, Hadamard, Caputo, Katugampola et Caputo-
Katugampola avec leur propriétés. On définit aussi les théorémes du point fixe, les théoréme d’existence

et d’unicité de solution et quelques notions du la stabilité.

L’objet du deuxiéme chapitre est I’étude de I'existence, I'unicité et la stabilité des solutions du probléme

fractionnaire suivant :

CKDOC,P

(t
(P):qx(a) + (b
()—l—x(b):O.

) = Af(t,z(t), teJ et feC(JR),
)

Ou % DF la dérivée partielle fractionnaire de Caputo-Katugampola et f(t,x(t)) une fonction donnée.

Avec 1 <a <2, p>0et A € R".




CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

1.1 Fonctions Spéciales

Dans ce paragraphe, on présente les fonctions qui sont trés utilisées dans la théorie du calcul

fractionnaire. Il s’agit de la fonction Gamma, la fonction Béta et de la fonction Mittag-Leffler.

1.1.1 Fonction Gamma d’Euler
La fonction Gamma est une fonction du calcul fractionnaire qui généralise "la fonction" factorielle.

Elle est donnée par la définition suivante :

Définition. 1: [10]

La fonction Gamma noté I' est définie par I'intégrale suivante :

+oo
[Na) = / e %dz, a€C (1.1)
0

avec t* 1 = ela—DInt,

Exemple 1.1.1

+o0
1. (1) :/ e ldt =1
0

+o00 +00 +o0
2. T(3) = /0 t2le~idt = /0 t7 e tdt = 2/0 & dr = /7. (posons t=T12).



Propriété 1.1 [10]

On a les propriétés suivantes :

. MNa+1) =al(a), Re(a)>0.

2.I'(1)=T(2)=1 et I'(—m) = +oo pour tout m € N.

3.1 (%) =m T (n+1) _ VT

2 4nnl

4. T(n+1)=n!, VneN.

Le graphe de la fonction Gamma :

Fia. 1.1 — Courbe représentative de la fonction Gamuma




1.1.2 La fonction Béta
Elle fait partie des fonctions de base du calcul fractionnaire. Cette fonction donnée par la définition

suivante :

Définition. 2: [10]

On appelle la fonction Béta la fonction définie par :

1
B(p,q):/o PU(1—0 dt, pgeC  Re(p) >0, Re(q)>D0. (1.2)

Lemme 1.1.2 [10]
La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation suivante :

pour tout p, gC avec Re(p) > 0, Re(q) > 0 on a :

B(p,q) =

1.1.3 La fonction Mittag-Leffler

La fonction Mittag-Leffler & un seul paramétre qui été introduit dans la définition suivante :

Définition. 3: [10]

La fonction Mittag-Lefller est définie par :

00 i

x
= —— 0 et C. 1.3
;F(ai—i—l)’ a>0 et z€ (1.3)

Exemple 1.1.3
+o0o i +o0 ’i
1. Ey(z) = Ey(x) = Z N Z
+0o0 ’i +o0 i

2. Ey(z) = Eyq(z) = Z Ty Z ;= cosh V/z.




1.2 Intégration Fractionnaire

L’intégration d’ordre fractionnaire est une généralisation de la notion de l'intégration d’ordre entier.

1.2.1 Intégration Fractionnaire au sens Riemann-Liouville

Les intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville sont résumées dans la définition

suivante :

Définition. 4: [10]

a > 0, pour une fonction f € C([a;b]) sont données par :

1 ' a—1
Vt e [a,b), BLIof(t) = @/ﬂ (t—5)*"f(s)ds, a>0
f(t)a o= 07
et

VEE [ab],  REIZf(t) =

Les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville a gauche et a droite respectivement d’ordre

Remarque 1.2.1[10]
Si f € L*([a,b]), alors LT, f(t) existe pour tout a > 0 et #L12, f(t) € L'([a,b]).

Théoréme

Pour f € C|[a,b], I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville posséde la propriété de semi-groupe

suivant :
Repe, (BRI F) (8) =" 1P (R),

pour a > 0 et 5 > 0.




Démonstration

Soient f € [a,b], a>0et >0 alors :

wige, (RLI% £) (1) =

D’aprés la formule de Dirichlet, on trouve :

(M)W = /t—“ﬁlsm
- (a+5£8 <>/h‘ T (s)ds
= a+ﬂ /t a+/5 1f )

_ RL]oz-i-B (t)

Proposition 1.2.1

L’opérateur l'intégrale #-1, est linéaire.
En effet, si f et g sont deux fonctions telles que #-12, f et fL12, g existent. Alors pour A, B € R,

on aura :

R (Af + Bg)(t) = ﬁ/t(t—r)“‘l (Af + Bg) (7)dr
A ! a—1 i t —T a-l T)dT
_ W/ (t— 1) f<7>d7+r(a)/a(t )" g(r)d

= AR f(t) + B BRI g(t).




1.2.2 Intégration Fractionnaire au sens de Hadamard

Dans ce paragraphe, on a présenté la définition et quelques propriétés de l'intégrale fractionnaire

de type Hadamard.

Définition. 5: [10]

Soit f une fonction continue sur [a, b] & valeur dans R, avec 0 < a < b < +ooet a >0 .
Les intégrales fractionnaires a gauche et a droite respectivement d’ordre o au sens de Hadamard

de f sont données par :

(18 1) (t) = ﬁ /r <10g %)a_l %dt, a<z<b, (1.4)
et
(12 f) () = ﬁ/ (log %)a_l @dt, a<z<b (1.5)

Ou : I est la fonction Gamma d’Euler.

Quelques Propriétés

Proposition 1.2.1

La linéarité
Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] & valeurs dans R,

VAER,Ya >0 ona: 1% (N f(x)+g@)=X"I% f(x) +7 1% g(z),

Démonstration
Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] & valeurs dans R, et pour tout A € R, Va > 0,

alors :




L) +9) = s [ (o) BRI,

= i [ (o) (o) A
_ % / (10g2)" Afg%ﬁr(la) / (g %) 9<f>dt

= ﬁ/j (10g%>a1 f(tx)dtJrF(la) /am (log%)a 19(:)0{15

Proposition 1.2.2

Propriété de semi groupe

Soit f : [a,b] — R une fonction continue,

feIiat) Vo B Ry I ML) = MIE )
— I I ),

Démonstration

Va,B € R} on a:

5—1
20w = s [ (e) T (ed) a2

(1.6)

(1.7)

on remarque que : a <t <z et a<s<tdoncon prend s <t < x. Puis on pose le changement de

variable :

On obtient alors :

Hpe Hpb f(r) — m/ [/t (log %)al (log £>Blf(s)%] %.

(1.8)

(1.9)




On remplace (1.7) dans (1.8), on obtient :
T t a—1 t B-1 dt a—1 B-1
/ [/ <log f) <log —) fls)—| = / logx — ylog — —log s] [log l + log s — log s] log (f)
a a t S t ] ]
a+5—1
(e )

= B(a,p) (1og )aw 1

L)L) 1, 2y

Egalité (1.7) devient :

Hpo HIS f(z) = %/j(bg(s%w 1%5
1 x x\oth-1 f(s)ds
— m/a <10g§) s o8

= H[oHBf(g)

De la méme maniére, on trouve :

MO ML () =1 I f ().

D’ou la résultat.

Exemple 1.2.1

Calculer I’ (%)

B-1
Soit a >0, B >0cet f(t) = {log <2)}

I f(t) = % {log (é)rﬂﬂ (1.10)

en effet,

6—1 a a—1
t 1 t s\\?~1ds
o (1og (- =— [ (1g(= (1 (-)) « 1.11
‘ (Og(a)> F(a)/t <Og<8)) "\ s (1-11)
Effectuant le changement de variable

u= M. (1.12)




Alors (1.11) devient :

e (log (t))ﬁ_l _ Qe (0)™ /01(1 — ), (1.13)

a I'(a)

En utilisant la définition 5 et la propriété (1.1) on aboutit a :

o - 0 e (3)

- ()

1.2.3 Intégrale Fractionnaire généralisé de Katugampola

(1.14)

L’espace XP(a,b) (c €< p < +00) est I'ensemble des fonctions mesurables a valeurs complexes

sur |a, b| telles que P p) < 00, avec :
X¢ (a,b)

b d %
1 o= ([ s P 5) " <p<oo)

Pour p = oo,

I/

xr=-ess sup |t°f(t)].
a<t<b

1
Cas particulier : si ¢ = — | 'espace X?(a,b) coincide avec I'espace L?(a,b) et on a X% (a,b) = LP(a,b).

L’opérateur intégrale Fractionnaire au sens de Katugampola est donnée par :

Définition. 6:

Soit —o0o < a < b < +00. Les intégrales fractionnaires de Katugampola & gauche et a droite

respectivement d’ordre a > 0 de f € XP([a, b]) sont définies par :

Vielab], (I%) (t)_F(la) / (tp;Tp)a_ fF)reldr, (1.15)

et
1 TP — P

Vt € [a,b], (L,27) (t) = () /tb( p )a_l f(r)rr~tdr. (1.16)

13



L’intégrale fractionnaire de Katugampola est une généralisation de I'intégrale fractionnaire de Rieman-

Liouville et I'intégrale fractionnaire de Hadamard de la maniére suivante :

Théoréme 1.2.1

Soient @ > 0 et 1 < p < o0, alors :

tim (1) () = (“120) () = s [ (=777 (1.17)
Jim (157) () = ("I ) ()= g [ Gt =) fr)ar

Et
Jlim, (19 (1) = ("1 f) (1) ﬁ / (1nt—1m)a—1%:)

Démonstration

1. Pour p = 1, on remplace dans les relations (1.15) et (1.16), on obtient les intégrales fractionnaires

de Riemann-Liouville (resp dérivation) définition 4.

2. Si p — 07, on utilise la régle de L’hospitale de 'intégrale fractionnaire de Katugampola, on

obtient : . . .
lim 7% = lim P / ’ :1:(71)_& dr
p—0t p—0t F(Oz) a (t,D — Tp)
t a—1
_ b lim i o (r)dr
F(Oé) a P—0F P
1t t\ " a(r)
= log — —Zd
r<a>/a (Og ) T
Et 1 b 1
lim K19 = lim 2 a/ UG
p—0t b= p—0t F(Oé) t (tp — Tp)l—a

14



1.3 Dérivation Fractionnaire

Il existe plusieurs définitions de la dérivation fractionnaire. Dans cette section, on présente

les définitions et quelques propriétés qui sont les plus utilisées .

1.3.1 Dérivées Fractionnaires au sens de Caputo

Les dérivées fractionnaires au sens de Caputo sont résumées dans la définition suivante :

Définition. 7: [10]

Soient @ > 0 et n = [a] + 1. Les dérivées fractionnaires de caputo a gauche et a droite

respectivement d’ordre o de f sont données par :

veelatl, (CDNF)@®) = (I @

- - (t o T)n—a—lf(n) (T)dT, (119)

et
Vi€ [a,b], (°Def)®) = (Ir7f™) (1)
(=) P (1.20)

Exemple 1.3.1

La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction constante f(t) = C' est nulle,
autrement dit : ¢ DYC = 0.
La dérivée de f(t) = (t — a)? au sens de Caputo.

Soit n un entier et 0 <n—1<naveca>n—1et f>n—1, alorson a:

PO = g = )
d’ou
re+1)

Dt —a)’ =

t — )l — @)
F(n—l)F(ﬂ—n+1)/a(t ) —a) T,

en effectuant le changement de variable 7 = a + s(t — a), on obtient :

r'pg+1)
Fn—1I'(B—-n+1

) / (- 7y — )

DYt —a)’ =

15



_ F(6+1) —a -« ! _Snfafls —-n s
= foorG_nsnt Y /0(1 yretst
r

)
_ (ﬁ—l—l)F(n—a,B—n%—l)(t_a)Bfa
I'(n—1)I(B-n+1)

Fg+1r'n—a)l'(B—n+1)

= (t —a)’™
F'n—1I'(B—n+1)I(B—-a+1)
_ F(ﬁ + 1) —a B—a
R CETES A
lemme 1.3.1 [7]
Soient « € Rt et n = [a] + 1. Si f € AC™ ([a,b]), alors :
Tim DR (1) = (1) (121)
Jim D) = (1170 (122)

Proposition 1.3.1

Pour > a >0on a:

L (D% (-0 ) (1) = oD apet e

I8 —a)
2. (9Dg (=" () = 5= (E(f )a) (b—t)f-ot B>
Démonstration

Pour 8 > a > 0,

1. Posons f(t) = (t —a)’™", d’apres la définition (1.19), on a :

a = 1" - 1 : n—a—1 g(n
(ODE 1) (0= 157 76) = iy [ (6= e
et N
<£) (t — a)ﬁfl = B-1DpF-2)...6-1—(n-1)(t— a)ﬁ_l—”7
= (B-1)(B—-2)...(8—-n)(t—a)’ ",
D’ou

C0pf) (0 = CmRE=DEZ0 [ peir —ap o,

16



Par le changement de variable suivant : 7 — a = s(t — a), on peut écrire :

(C‘Dgz+ ) (t) _ (5 — 1)(5 — 2)(B _ n) (t . a)ﬁ—l—n /1(1 _ S)nfaflsﬂfnflds

I'(n—a)
(B-DG-2B=m), oy
I'(n—a) (t-a) B L )

I'(n—a)l'(6—n)

= |B(n—q, n) T —a)
_ F(ﬁ) —a B—1-n
G- "

2. De la méme maniére, on peut déduire I’égalité (2).

1.3.2 Dérivées Fractionnaires au sens de Hadamard

d
Soient [a,b] un intervalle de R, f € AC}[a,b] — R et § = t% ou :

ACT[a,b] = {f [a,b] — C 6" f(t) € AC[a,b], § = t%} .

Définition. 8: [7]

Soient o > 0 et n = [a] + 1. Les dérives fractionnaires de Hadamard & gauche et a droite

respectivement d’ordre de f sont données par :

("D f) (&) = @) (15 f) @)

n b, pn—atl f(r (1.23)
B <t%) F(nl—a)/a (log;) @dﬂ (t>a),
et
(DEA) B = (o (IF) (@
- () o [ ()T e e T

Proposition 1.3.2

Soient « > 0 et 1 < p < o0.Si f € LP(a,b) alors on a :

Do I f = f.
DRI f=f.

17



1.3.3 Dérivées Fractionnaires au sens de Caputo-Hadamard

On définie les modifications du type Caputo des dérivées fractionnaires de Hadamard comme suite :

Définition. 9: [10]

Soient @ > 0 et n = [o] + 1. Si f € ACY". Les dérivées fractionnaires de Caputo-Hadamard a

gauche et a droite respectivement d’ordre o de f sont définies par :

(“"Dg) (t) = LFeonf(t)

e () () o

tel que § = t% et 0°f(t) = f(t), et

(C"Dg) (1) = (-1 Lo (D)

- %/j (logé)n_a+1 (T%>nf(7)d%, (t <b), (126)

si a € N, alors :

Exemple 1.3.2

On considére la fonction f définie par :f : t — (log f—l)ﬁ On a alors,
B t n—a—1
t 1 t B8d
cipe(logl) = —— / log~ 5" <log f) .
a I'in—a) J, a a/ s

3 1
Si on prend 8 = 3 o= 3 et n = 1 alors,

et

18



log s

Par changement de variable v = —?, on obtient :
log —
a
3
1 t\ o 3 (logt) !
CH D (log _) 2 _ 2(0_{123)/ w3 (1 —v)2du
a I'(z) L

(1.27)

Dans la suite , on donne une relation reliant la dérivée de Hadamard a celle de Caputo-Hadamard.

Théoréme 1.3.1[7]
Soient « > 0 et n = [a] + 1. Si f € ACY", alors :

(“"Dzg) () =" D [f(t>— R (logﬁ)] ),

et

n—l k sk k
(D5 f) (1) =" D} [f(t)— wogf)] (),

k=

o

En particulier, si0 < a < 1, on a :

(“Dgef) (8) = "Dg [f(t) = f(a)] (t)

(“Dy-f) () =" Di- [f(t) = f(0)] (B).

19



1.3.4 Dérivées Fractionnaires généralisé de Katugampola

La dérivée fractionnaire au sens de Katugampola est résumée dans la définition suivante :

Définition. 10: [G]

Soit a >0, n=[a]+1et —0o <a<b< +oo . Les dérivées fractionnaires de Katugampola a

gauche et & droite respectivement d’ordre o de f € X? ([a, b]) sont définies par :

“DYf®) = <tlp%)no(fj+“”’ (1))
1 A\" [t/ — o\ o] i (1.28)
B m(ta) / ( ; ) F-=,
et

1 AN\ =\ dr
T Th-a) (_tl E) /( p ) Wb

lemme 1.3.5[9]

K12P, KD sont des opérateurs bornés de Cla,b] vers Cla, b).

Théoréme 1.3.2[1]

Soient a« > 0 et p > 0. Alors on a :

tim, (D) (1) = (“DCE) () = e [ (=7
plir}gﬁ (“Drf) (t) = ("DSFf) (t) = ﬁ <t%> /a (Int —In7)" "1 f(7)dr.

20



1.3.5 Dérivées Fractionnaires au sens de Caputo-Katugampola

On définie les modifications du type Caputo des dérivées fractionnaires de Katugampola comme
suite :

Définition. 11:

Soient @ > 0, n=[a]+ 1 et —0o < a < +o0. Les dérivée fractionnaire généralisé de Caputo-

Katugampola a gauche et a droite respectivement d’ordre « de f € XP? ([a, b]) sont définies par :

vt € [a,b],OKDILS(E) = (1) o ()" (1)

- s [ (D) oo, O

et
Vt € [a,b], KD f(t) = (7)o (7)" f(t)

i = o e

p TP

avec v = t! P —

dt

Lemme 1.3.7
Soit o, p > 0 et t € C(J,R) N C*(J,R). alors,

1. L’équation différential fractionnaire e type Caputo-Katugampola
OK DIPr(t) = 0,

a une solution

tP — a” P — aP\ > P —ar\" !
Jf(t):co+01< )+02( > +...+Cn_1( ) ,
P P P

OucgeR, i=0,1,2,...n—1letn=[a]+ 1.

2. Sixet CKDgfx € C(J,R), alors,

N N tP — af P — aP\? o —aP\" !
OK]afCKDa’fa:(t):$(t)+co+cl( ; )+02( P )+...+cn_1( ,0 ) .

OucgeR, i=0,1,2,...n—1letn=/[a]+ 1.
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Démonstration

1. Soient a, p > 0, on a le premiére partie :

(P —a”\"
CKD::;’)( ) =0, pour tout m=20,1,2,...n— 1.
P

Alors I’équation fractionnaire % D¥x(t) = 0, admet une solution particuliere, comme suit :

tP — a”

p

z(t) =% DY ( > . Ccm €R, pour tout m=0,1,2,....,n— 1. (1.32)

Ainsi, la solution générale donnée “¥ DPx(t) = 0, est une somme de solutions particuliéres,

c’est-a-dire :

T —— P — aP\> P — aP\"
$<t)—co+61( ? )+Cz( - ) +...+cn( ¢ ) , m €R, (m=0,1,2,....,n—1).
p p p

2. Soient “K D%’z € Cla, b] les dérivées fractionnaires d’ordre 0 < a < 1. Si on applique

Popérateur “K D% a “K 1% CKD"P(t) — 2(t), donc on a :

CKD:f [CKIST CKDZ“fx(t) _ x(t)} _ CKD(‘;“L” CK]C(ﬁp CKDz“fx(t) _CK Dgipx(t)
_ CKDS_TI‘(t) _CK ngrpx(t)
= 0.

Aprés I'étape (i) on en déduit qu’il existe ¢ € R, tel que :

. A P —aP\"™"
ED EI () - a(t) =c( a) ,
P

ce qui implique la loi de composition 2 .
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Lemme 1.3.8 [13]
Soient v >, x, y sont deux fonctions intégrables et z un fonction continue, avec le domaine |a,

Supposons que x et y soient non négatifs et que z non négatif et non décroissant. Si

x(t) < y(t) + z(t),ol_o‘/ (tF — 7P) Ll p(1)dr, t € a,b,

alors
— P (=) (@)
['(ic)

vy <y + [

(tF — T”)ialrply(T)] dr, t € la,b].

=1

Remarque 1.3.1

En particulier, si y(¢) est une fonction non décroissante sur J. Alors on obtient :

x(t) < y(t)Ea {f(t)F(OO (tp . H

p
ou E,(.) la fonction Mittag-LefHler qui est définie dans (1.3).

Lemme 1.3.9 [8],[9]
Soient t > a,a,0 € (0,00) et I7 XD’ sont selon les définitions 6, 10 et 11 respectivement.

On obtient alors :

: T
]in(tp . ap)o’—l _ P (Oé) (tp o ap)a—&—a—l’

¢ INa+ o)
CK no;p o—1 p—ar(a) a—o—1
DEP(tP — qP — *— af
at ( a ) P(O' _ Oé)< a ) 9
et
CKDEP (P — a?)F =0, a>0, k=0,1,...,n—1.

En particulier, “% D (1)=0.
Théoréme 1.3.3 :(propriété inverse)

Soient 0 < a < 1 et f € XP(a,b), a>0.et p>0. Alors on a :

CKpee 1T f(1) = f(1).
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Démonstration

On utilise le théoréme de Fubini et Dirichlet, aprés I'intégration direct on trouve :

} ] for d t 7_p—l pl—a
CK P [OP £(1)  — P tH—r / .
ot L) (1 —a) ( dt) J, (tr—7r)> T'(a)

= M=o ( >/f /(<t

= mr s () [ 19t

= f().

On remarque ici que l'intégrale intérieure est évaluée par le changement de variable,

Et on utilise la fonction Béta qui définie en (1.2), et le fait que B(p,q) =

Théoréme 1.3.4 :(Théoréme de ’indice)[8]
Soient a, fERet p>0.Si0<a<b<+ooet1l<p< oo, alors,
pour tout f € XP?[0,b] et p >0, 0on a:

Iy Ifff = Igjﬁ;pf et CKDa'” CKDﬂ o f —CK Daw P f (pour tout 0 <, <1).

Théoréme 1.3.5 :(Composition)|[8]
Soient a, B ERet p>0.Si0<a<b<+ooet1l<p< oo, alors,
pour tout f € LP(a,b),

TP () dr
[ mmead
_8p>)a 7 Ldrds
Il —ao)l'(a)
I'(p)I'(q)
Lp+q)

CKpew [Bep— [Py oy CKpee pSey_ pimeey

Preuve

On utilise les propriétés du la fonction Gamma I'(z 4 1) = ().
Théoréme 1.3.6 :(propriété Linéaire )[§]
Soient v € (0, 1), et p > 0. Alors pour tout x,y € C[a,b], on a :

12w+ y)(6) = [20(t) + IPy(0).

et
DY (w4 y)(t) = DE¥a(t) + DXLy ),

Preuve

Les résultats suivantes sont découlent de I'intégration directe.
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1.4 Les théorémes du point fixe

Les équations différentielles fractionnaires sont considérées comme des équations différentielles
non-linéaires,alors plusieurs théorémes ont été utilisés pour résoudre ce type d’équations.

L’une des méthodes les plus utilisées : les théorémes du point fixe.

Définitions

Dans cette section, nous présentons les définitions et quelques propriétés préliminaires qui sont
utilisées dans ce mémoire.
Soit J =[1,T], T > 1, notons C(J,R) I'espace de Banach des fonction continues définies de J dans R,

muni de la norme :

1y lloo=sup{| y(t) | ;L€ J}.

Définition. 12: [4]

On appelle boule fermée de centre a et de Rayon 7 ,I’ensemble noté B(a,r) telle que,

Bla,r)=z € E;||z—a|< .

Définition. 13: [5]

On dit qu’une espace vectoriel normé (F, || . |g) est complet, ou que c’est

un espace de Banach, si toute suite de Cauchy dans F est convergente.

Définition. 14: [7]

Une partie A de (E, || . ||g) est dite relativement compact si son adhérence est compact.

Définition. 15:

Soit ' et F' deux espaces de Banach, et A : E — F une application linéaire.On dit que A est

bornée si elle envoie les parties bornées de F sur les parties bornées de F.
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Définition. 16: [7]

Soit A un sous ensemble de C'(J,R), A est uniformément borné.

sl existe une constante k > 0 telle que : || f(z) ||< k pour tout = € J et tout f € A.

Définition. 17: [7]

Soient F et F' deux espaces de Banach. on appelle opérateur borné toute application linéaire

continue de F dans F'.

Définition. 18: [10]

Soit A une sous ensemble de C(J,R), L’ensemble A est équicontinue.

i.e; pour tout £ > 0, pour tout t1,t; € J et tout f € A, il existe § > 0 tel que

|t =t |[<d=| f(t1) = f(t2) < e

Définition. 19: [7]

Soient F et F deux espaces de Banach et f une application définie de E & valeurs dans F.
On dit que f est complétement continue si elle est continue et transforme tout borné de E en une

ensemble relativement compact dans F. f est dit compact si f(FE) est relativement compact dans

Définition. 20: [5]

| .ﬁj

Soit (X, || . ||) un espace vectorielle normé, une application 7' : X — X est dit contractante,

sl existe un nombre positif k£ € [0.1] telle que Vx € X, y € X, on a:

[Tz =Ty o<kl z-ylw-

Définition. 21: [5]

Soit (X, || . ||) un espace vectorielle normé, A : X — X une application.

On appelle point fixe de A tout point z € X telle que : Ax = x.
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1.4.1 Théorémes d’existence et d’unicité des solutions

Théoréme de point fixe de Banach [7]

Soit X un espace de Banach et T': X — X un opérateur contractant. Alors T" admet un point fixe

unique, c’est-a-dire :
Jlz e X tell que Tx =x.

Théoréme de point fixe de Schaefer [5]

Soit X un espace de Banach et T : X — X un opérateur complétement continu. Si
Q=ze X, x= Nz, VX €]0,1],

. est borné, alors T" posséde au moins une point fixe.

Théoréme de point fixe de Arzela-Ascoli [5]

Soit T un sous ensemble de C(J,R), T est relativement compact dans C(J,R) si et seulement si
les conditions suivantes sont vérifiées :

1. L’ensemble T" est uniformément borné.

2. L’ensemble T est équicontinu.

3. Pour tout x € J l'ensemble {f(x), f € T} € E est relativement compact.

Théoréme de point fixe de Krasnoselskii [13]

Soient X un espace de Banach et f un sous-ensemble fermé, borné et convexe de X. On suppose que
les opérateurs R et T vérifiant :

1. Re +Ty € F

2. R est continu et compact.

3. T est contractant, alors il existe au moins un point fixe z, tel que Rz + Tz = z.
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1.5 Stabilité des solution

On définit le probléme fractionnaire (P) suivant :

CKDYPx (t) = Nf (t,z (1)), teJ et feC(J,R).

(P): z(a) +z (b) =0,
z' (a) + 2" (b) = 0.

Oul<a<2 p>0et AeR"

1.5.1 Définitions

Définition. 22: [1T]

le probléme est stable d’Ulam-Hyers, s’il existe un nombre réel Ly > 0, tell que pour chaque

e > 0 et pour chaque solution € C(J,R) de I'inégalité :
|CKDXP T(t) — Af(,2()| <e, te, (1.37)
il existe une solution z € C'(J,R) pour le probléeme (P) tell que :

| Z(t) — x(t) |< Lye, te

Définition. 23: [11]

le probléme (P) est Ulam-Hyers stable généralisé s’il existe ¢ € C([0, +00), [0, +00)), avec

¥(0) = 0, pour chaque solution € C(J,R) de I'inégalité :
|“KDYP T(t) — Mf(t,T(t)| <e, te, (1.38)
il existe une solution € C(J,R) pour le probléme (P) tell que

| Z(t) — z(t) |< ¥(e), e J

Remarque
Soient o, p > 0. La fonction € C'(J,R) une est une solution de I'inégalité si est seulement

s'il existe une fonction hz € C(J,R) telle que :
L. | hz(t) | pour tout t € J,

2. D%a(t) = (£3(t) + ha(t), teJ.
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CHAPITRE 2

EXISTENCE UNICITE ET STABILITE DES SOLUTIONS

Dans ce chapitre, on s’intéresse par 1’étudier d’existence et d’unicité des solutions pour le probléme

fractionnaire suivant :

CKDYPx (t) = Nf (¢, z (1)), tedJ et feC(J,R).
(P): z(a) +z (b) =0,
z' (a) + 2" (b) = 0.

Oul<a<2 p>0etAeR

Lemme 2.1

On suppose que f € C([a,b]). Alors, le probléeme (P), admet la solution suivante :

l—a b l1—a b
x(t) = AF’)(Q) / (8 — 7)1 f(7) T—%I’j(a) / (1 — 7)1 f(r)dr

A b —a? P —af p* e b
—_ b — 7P a—2_p—1 d
T { 2p p } [(or—1) / B =)= )

Démenstration

En appliquant I7” aux deux coté de 'équation (P), on trouve :

ISOKDE (1) = ISPAf (f (1)),

tP — a”

x(t) +co+ e { } =LA (tx (1)),
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tell que n = [a] +1 = n = 2. Donc

2 (8) = XS (t, (1)) + co + 1 {tp - “p]

Par I'utilisation des conditions initiales on peut écrire :

1. D’apreés la condition = (a) + x (b) = 0, on obtient :

. : b? — a?
I"? f(a, 2 (a) +co + 17 (b,x(b))+co+cl{ p ] =0

. _ b — P
Ig‘f/\f(a,x(a))—i—Igf)\f(b,x(b))—f-Qco—l—cl[ pa] =0

ce qui donne

: b’ — a?

—2cg =LA (b,z (D) + 1 [ }
. 1 [b—a”
o = %[;’f’)\f (b, (b)) — 5C1 [ ¢ ]

2.Et d’apres la condition 2’ (a) 4+ 2’ (b) = 0, on obtient :

197 (a2 (@) + 155 F (0,2 (8) — 10! — b~ =0
)\pQ—a
INE))

)\pQ—a
(@)

b
/ (b — Tp>a_2 U (T)dT — cra? ™t — bt =0

b
/ (b — T")o‘f2 L (1)dT — ¢ [a"’_l + b"_l} =0
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On remplace ¢; dans la formule de ¢y on trouve :

w=3 ( ! ) {bp _ﬂ - (pH ; / (= ) e () (2.4)

bP—1 + ar—1 0 a—1

Lapte [ p pye—1 _p—1
=5 (o) /a (tF — ) TP f(7)dT

et

B by p2—oz
b+ ar T — 1

] /a (b° — Tp)a_Q = f(r)dr (2.5)

Ccl =

Implique la solution du probléme (P) est donnée par :

A 1-a t -« b
w(t) = —Fp(a) / (" =) f(r)dr - S = / (1 — )P f(r)dr
1 b —a?  tP—af] AP b a—2 o
+bP—1 —qrt { 2p a p 1 Na—1) /a (b =77 ()

Existence et Unicité

Dans cette partie, nous discuterons de 'existence et de 'unicité de la solution au probléme (P) par

les approches de la méthodes du point fixe.

2.1 Unicité

lemme 2.1.1

On introduit I'espace de Banach suivant :

X ={z,z € C(J,R)}, J =la, b,

muni de la norme
| @ [|=sup | x(t) |
teJ

Maintenant on définit 'opérateur 71" par :
T: X —X

r— Tz,
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telle que pour tout t € [a,b], on a :

)\pl—a
I(c)

() (55 (52 Lo

il convient de noter que le probléme a des solutions si est seulement si I'opérateur 7" a des

)\ pl—oc

/ (tr — 7P) P f (7 (7)) dT — =

Talt) = 2 T(a)

b
/ (b — )P f (7 2 (7))dr (2.6)

points fixes.On utilise ’hypothése (H) suivant :

Théoréme 2.1.1

Soit f:J x R?> — R est un fonction bornée continue qui vérifié les conditions suivant :

(H) il existe un constant 0 < K < 1 tell que :

\f(t,x)—f(t,y)|§K|x—y|, Vte[aab] et x??JER'

3| Ep A (¥ —ar)> (1 —a?)"
YT Kbp—l —aP—1> Tla) | Tatl) 27

<1,

alors il existe un solution unique pour le probléme (P) sur J.

Démonstration

On montre d’abord que T'B, C B, tell que :

T: X —X
z(t) — Tz,
et
B, ={zx e C(JR, |z |<r} (2.8)
On choisie : —— <r,onw <1 et
1—w

3 [ App (P —af)*

b= o) T T at 1)’
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et sup | f(¢,0) |= p < oo. Pour tout = € B,, on obtient par ’hypothése :
ted

| Tx(t) |< sup | Tu(?) |
teJ

<Sup{| Mo / 1o a(r)) | dr 4 2 / (0 — 702 e | f(r,a(r)) | dr

el () 2 TN

A=) [bp o L P ooyt st | dr)

D’aprés (H), on obtient :

~—

| f(rz(m) | = | f(r2(7) = f(7,0) + f(7,0) |

< | f(Tvx(T)) _f(T70) | + | f(TvO) |

< Klz|+up

= Kr+pu.
ce qui implique que :

| f(7,2(7)) |= Kr + p. (2.9)
Par conséquence,

o b —« t
| Tx(t) |< stlé? {%(KT + u)%/ﬂ (b — ) P e | XN | (K + ,u)gl(a) /a (tF — P> trPLdr

(o) [(52) - (5wl -
)5 (52 o7

l\')IOO

“K¢+uﬂk\p

MK ([ 1 N F-ar] 3 A oy
= 2 [(bf’—1 - a/’—1> I'(a) * I'a+1) ] ) (br—1 — aP—1)+F(a)F(a +1)’

33



=wr+6<r.

Donc
| T(x) ||<

Ce qui donne T'x € B,.. De plus on obtient :

CK D% T (1) =CK DX 1% F (1, 2(8)) (1) = f(t,2(0)).

Puisque f(¢,z(t)) est continue sur J, L'opérateur “¥ D Tz (¢) est continue sur J, c’est-a-dire :
TB, C B,.

Deuxiément, nous appliquons le théoréme du point fixe de Banach pour montre que 7" a un point
fixe, En fait, il suffit de prouver que T est une contractant. Fixon z,y € C(J,R) et pour tout t € J

on obtient alors :

P _ P 2—a b
(57) oy [t st frte) | ar

| 7a(0)-Ty(0) < 5 (51 -

H AL [ = roy171 | st - 1)

b —1_p—1
2 T(a) / (v = )2 | f(r, (7)) = f(ry(r) | dr
D’aprés (H) :

| f(r2(7) = f(ry(T) [= K |2~y | (2.10)
On obtient :

o __ AP 2—a b
\Tx(t)—Ty(t)lgg( ! )(b G)KIAIp !x—y\/(bﬂ—fp)a%pldf

br—1 — qr~1 p ['a—1)

BIA| Kp=@ (b — a”)”
2 (o +1)

|z —y |
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Ce qui implique que :

IN

ey < S A Y @oer oy

2 T —w1) T(a) | Taziy | 1eYI

< wlz-yl-

Comme w < 1,

Donc l'opérateur T est contractant, alors il existe une solution unique de (P) sur J .

2.2 Existence des solutions

Pour montrer 1'existence des solutions du probléme (P) en appliquant le théoréme du point fixe de

Krasnoselskii.

Théoréme 2.2.1

Supposons que (H) soit valable.Si :

_ 3[A | Kp® A (tr—a) ¥ —a)e
Q = 9 |:<bp1 _ ap1> F(a) + F(Oé = 1) (2.11)

1
2 )
alors il existe au moins une solution du probléme (P) sur J.

<

Démonstration
Soit la boule : B,, = {z € C(J,R), | z ||<r0}., avec 19 > 2uf2, ot p est définie dans le théoréme

2.2.1. De plus, nous considérons les deux opérateurs 73 et 75 définies sur B,, par :

Tx(t) = Tha(t) + Tox(t).
Ou

o= () [(55) (5 Lo

Aptme [ 0 a—1_p—1
b [ = ar
et
Tya(t) = AF;)(&) / (8 — 7)o f (7, (7)) dr
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Pour tout x € C(J,R), pour tout ¢ € J. La preuve sera divisée en plusieurs étapes comme suit :

étape 1 :

T\x + Tyy € B,,, pour tout =,y € B,,.

Pour = € B,,, on applique les méme étapes du (2.9), alors nous avons :

| f(r,2(7)) < K7+ p.

De méme, pour y € B,,, on obtient :

| f(m,y(7)) |< Kr + p.

Maintenant, pour z,y € B,, et t € J, on obtient :

| Thx(t) + Toy(t) |

<

_|_

3
2

< | Tialt) |+ | Taytr) |
< (o) (35 RIS [ = moymsoot | o)
L2 [ = ropmte st
WL o — oo sty o
< [wn b S () [(57) + (5
{(Km +p) [ A ] L ;(Z)))a_l]
(etom) (52 i i b
() (557 oo O = S|
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3 1 KlA|p™® KIA|p™®
<2 b — aP) b — aP)
—2 {(bp—l —aP—1> () ( )" + ['a+1) ( @)*| o

Ao e o)

_ 3K ; |p® [(bpl i ap1> <bpr_(;)p)a n (léia_f?ﬂ 7o

LKA K 1 )(b’)—ap)“ (bf’—a/’)“]'

> i —a 1) T(@) | Tla+l)

Ce qui implique :
| Thz(t) + Toy(t) ||< ro. (2.12)

Ceci preuve que Tz + Thy € B,,, pour tout =,y € B,,.

étape 2 :

T1 est contractant sur B,,, puisque T est une contractant d’apreés le théoréme 2.2.1.

09

étape 3 :

Nous allons prouver en trois étapes que l'opérateur 75 sur B,,. est complétement continu.

Cas1:

L’opérateur T, est continu car la fonction f est bornée et continue.

Cas 2 :

Il est facile de prouver que

—Q

| Tox |I< Ko+ 1) | M| s (¥ = o) < o,

(a+1)

En raison des définitions de €2 et 7, on vérité que 75 est uniformément bornée sur B,,.
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Cas 3 :
Maintenant nous montrons que 75 transforme les ensembles bornée en ensembles équicontinues de

C(J,R), c’est-a-dire (T5B,,) est équicontinue. Nous estimons la dérivée de Thz(t).

(Tya) (1)) = ]% [ =y s a(ear

l1—a b
= ‘p?cl—fn [ =@ )

| X p

< (Kro + p) (o)

(1 — a?)*' = M.

Soient t1,19 € J avec t; < ty et pour tout x € B,, on a alors :

|Tha(ty) — Tox(ts)| = / 2 | (Tox)'(7) | dT < M(t2 — t1),

t1
lorsque t; — t9, le coté droite de I'inégalité ci-dessus ne dépend pas t et tend vers 0. ¢’est pourquoi

| Toax(ty) — Thx(te) |—> 0, implique |ta —t; |— 0, t € B,,

Donc T est équicontinu sur B,,. D’apres 'application du théoréme d’Arzela-Ascoli montre que 715
est relativement compact sur B,,. Par conséquent, toutes les hypothéses du théoréme du point fixe de
Krasnoselskii sont satisfait.

On déduit donc que le probléme a au moins une solution sur J.
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Pour montrer 'existence des solutions du probléme (P) en appliquant le théoréme du point fixe de

Shaefer.

Théoréme 2.2.1

Supposons que (H) soit satisfaite. Si :

L o) R e

<1
27

alors il existe au moins une solution du probléme (P) sur J.

Lemme 2.2.1

Soit X un espace de Banach, supposons que T': X — X est un opérateur continue. Si I’ensemble

Q={reX, z=\Tz, 0 <)< 1},

est bornée, Alors T' possédé au moins une point fixe sur X.

Démenstration

Soit x,, € X tell que x, — z, c-a-d ( lim | =, —z ||— 0).

—+00

étape 1 :

Il faut montre que 111r£1r | Txn(t) — Tx(t) |— 0, on a :
n—--—+0oo

)\pl—a
[(c)

* (bﬂ1 %1— aPl) [(bp 2_pap> - (tp ; ap)} F?j:al) /ab(bp — 7Y 2P f (7, (7)),

b -« b
/ (87 — a?) " f(r (7)) dr — Arp(a) / (1 — a?)* 727 f (7, (r))dr

Tx,(t) =

et

Tx(t) = (o) / (t* —a?)* P f (1 (7)) dT — )%p(oz)a / (b —a”)* P f (2 (7)) dr

() [(757) - (5 s e nstoen
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Donc on obtient :
[ A pie

| T, (t) — Tx(t) |< o)

[ = ary o | f(rmlr) = Frar) | dr

| X | pt

2 T'(«a)

) [(557) + (557)

|>\|'027a bP pa—2__p—1
[(a— 1) / (b7 =) 7 | f(ry (7)) = f(7,2(7)) | dr,

/ 1 — )| f(r, (7)) — f(r.x(r)) | dr

< (o) Gl + T st - st 1

Comme f est une fonction bornée et continue alors ,

lim || Tan(t) — Tx(t) |— 0.

n—>-+4oo

Donc Tz, (t) — Tx(t) d’on T est continu.

étape 2

Soit
B, ={z € C([a,b]), || z [|< 7}

pour tout x € B, et t € [a,b], alors :

ato) < sup { LS [0 = roymtost | st L ar + L [ 0oyt (o)
() [(5) - (5] B foore i
< (Kr+ M)'%'ﬁl(oj; /ab(b” — et dr 4+ (K + p) | /\F|<Zl)a /at(tp — Pl ldr

1 b’ — a” P —a” | X e [P 9 1
K p_ L pya—2_p
+(bp‘1+ap‘1> K 2p )+( p )1( 7AJFM)F(Oé—l)/a(b Ty
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< (rras) [(557) + (555 Joerem o]

3 _
i {(Kew)mpl

pIA o (B —ar)™

G

=wr+6<r.

Donc || Tz(t) ||[< r < oco. D’ou T est bornée.
étape 3
Soient ty,ty € [a,b], tell que t; <ty et x € B, alors :

| Ta(ty) — Ta(ty) |= / N (TR)(7) | dr < Mty — 1)

t1

1—a b
[(Tay(t)| = ‘_F?—cf—l)/ (1 — @)~ f(r, o (r)dr
< el [ e et i
< (KT+M)MF|(—£)&(1)P—@P)&—1:M.

Ce qui donne

| Tx(ty) — Tx(ty) |= / 2 | (Tz) (1) | dT < M(ty — t).

t1

Lorsque t; — t5, le coté droite de I'inégalité ci-dessus ne dépend pas t et tend vers 0.

Donc

| Ta(t)) — Ta(ts) |— 0, ¥|ta—t,|— 0, te B,

D’ou T est équicontinu.
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étape 4
Q={zreX, =0Tz, 0< <1}, est bornée :
Solent z(t) € Qet t € J, x(t) = fTx(t) alors,

2(0)| = | BT (1)
| A Bpt— [ o pya—1_r-1 | A ] Bpt [° o pya—1_7—1
< sup(pbe [0 =t ) Lar e Sl [ =t fnate))

() [(55) - (SR for—ere o

1 b — a? t?—a’\1 B| N p*° ’ 02 e
< (am) ((57) + (5] T o [

ALV A (L’;M (K + ) / (0~ arp-itae  PLALET 2?1 O’j)l C(Kr ) / b — 1
et (52 (5 e
#| w3

B (Y ]

=wr+0<r

b=t 4+ ar~t " T()(a+1)

BN pup> (b —ar)™® ]

Donc
| z(t) [|[< 7 < oc.

D’aprés le théoréme de Schaefer T admet au moins une point fixe. Par conséquence, le probléme (P)

admet au moins une solution sur [a, b].
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2.3 Stabilité des Solutions

Dans cette section, on va étudier la stabilité des solutions du probléme posé (P) :

CKDYPx (t) = N (t,z (1)), teJ et feC(J,R).
(P): z(a) +z (b) =0,
2’ (a) + 2" (b) = 0.

Oul<a<2 p>0et AeR"

Lemme 2.3
Soit z € C(J,R) est une solution de 'inégalité (1.37) . Alors x est une solution de ’équation inégalité

intégrale suivante :

z(t) — Zz — % /t PNt — a?) T f (2 (T))dT| < e,
ou B 30 1 (bp . ap)a (bp _ ap)a
n= 9 {(bp—l _ap—l) [a) + Mla+1) ] ’
et
1 b —af tP — af Ao b o -
5= () [(557) - (57 | st [ 770 - vt
—a b
e [ e e
Démonstration

D’apres la remarque 1.4.4 et théoréme 2.1.1, on obtient :

70 = (i) [(555) - (o) s [ 77w = a2 ,50) + ol

_%?p(a; /a Y — a”)*H(f (7, 2(7)) + ha(r))dr
Apte t P=L(tP — PV F (1, T (T =(7))dT
s [ e = ) + et
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il s’ensuite que :
)\pl—a
INE))

ko) [(55) - (5] [ s

-«

_%Arﬂ(_a) / T’”l(b'”—ap)a1(f(7>97(7))+ha(7))d7+)£p(a) / TP (=) (f (7, E(r)+halT) ),

(o) [(59) (5 [ e s

b 11—« t
a7 - = s [ = )+ hete

0 __ AP 2—a b
(bﬂ Tar )( : a) (Ap 1)/ Y = o)  ha(r) | dr
a INa — @

) - Zs — / (10 — aP)o f(r, 3 (7)) dr

1)\p1 a

2T(a) J, ’ I'(a) Ja :
3¢ 1 b —a’\ NP [0 .
< == p p_ P\
<5 () (5 g [ e
[ A ep

+

b 11—« t
p—1lrpp _ _pya—1 | A | Ep p—=1(ap _ _pya—1
5 F(a)/a TP (b — aP) dT+—F(a) /GT (tF — ) dr

<S4 () Y )

Théoréme 2.2.2

Supposons que les hypothése (H) du théoréme 2.1.1 sont satisfaites. Alors le probléme (P)

est stable selon Ulam-Hyers.

Démonstration
Soit Z(t) € C(J,R) une fonction qui satisfait U'inégalité (1.37) , ¢ > 0 et ¥ € C'(J,R) soit 'unique

solution de I’équation différentielle fractionnaire suivante :

CKDXPa(t) = M (t, z(1)), teJ, (2.14)

44



avec les conditions

ou 1 < a < 2. En utilisant le lemme 2.1 nous pouvons facilement voir que x(.) satisfait a I’équation

intégrale suivante :
Aplfa t
x(t) = Z, + —F(a) /a 7L tP — ) f (7, (7))dT,

o ) [(5) (55 [ st

o / (0 — 1) 7P L f (7, (7))

ou

En utilisant le lemme2.3,0n obtient

)\pl—a

7t) = 25 = Fros

/ 7N tP — ) (7, 2(7))dr < e (2.16)

D’aprés les conditions aux limites de (2.15), on voit facilement que |Z, — Z, |— 0 .

En effet, utilisons (H) on déduit que

| () [(5557) - (55 [ [ - o

Aptme P pma—1_p—1 ~
_§F(a)/a(b — )P f(r, Z(T))dT

() [(5) (5 e

Apt= [? o _pya—1_p—1
—§m/a (OF — )P f(r, x(7))dT

(et [(55) (S5 25 e s
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a

1-« b b
32 [ =y ) L+ 52 [0 = 200 st

(k) (55 (SRS - oo

< (o) [ (555) + (o) L5 [0 =m0 = st

b [ = ) - fra(o) | dr

<3 (o) (7 _a>1‘””!fbx (0,20 + 122 70, 76) — S (b 2(0)]

D’apres I'inégalité suivante :
|f(b,2(b)) — f(b,x(b))| < k[ 2(b) — x(b) |, (2.17)

et (2.15), on obtient z(b) — z(b) = 0.

Ce qui implique que,

3 | Wo—ar\ . koo
- < 2 a—1;p i o;p i
1221 < 5 (et ) (Do B 10) = 0] + s 1 () — ()
— 0.
Donc
At 1
x(t) :Zg—l-m/ TP~ (tp_Tp)Oé— f(T,l'(T))dT,

et d’apres (2.16),(2.17) et (H), on obtient :

T T ~_)\p1—a tT’)_l P Pyl F(r))dr
30— 2(0) 1< [70) = Z: = s [ 770 = o) ()

(Ao t”*l p— Pyt i T (7)) = (7, x(7))| dr
*W/J (10 — ) | f(r, 7 (1)) — f(r,2(r))|d

< ne+

KMo t”_l P— PV Y () — ()| dr
< e+ St [ = i) =)
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En appliquant le lemme 1.3.8 et la remarque 1.3.1, on trouve :

[e.o]

\ | plie (K pla) '
Z | | P ( P ) Tp_l(tp . Tp)za—ln{_:] dr

30 —a(0) |< e+ [ |3 S

(675

< () U ) < (0 (57) )

Posons

=2 () Sy ) e (< (550) )

Par conséconce :

| Z(t) — x(t) |< Lye. (2.18)

Ce qui montre que le probléme (P) est Ulam-Hyres stable.

Corollaire

Si 'hypothése du théoréme 2.1.1 est verifié . Soit la fonction définie par :
¢ :RT — R
tel que p(0) = 0.

Alors le probléme (P) est stable Ulam-Hyres généralisé.

Preuve

D’apreés le théoréme 2.2.2, on notant Lyse = ¢(e) et ¢(0) = 0, on obtient :

| 2(t) = 2(t) |< p(e)
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Exemple 1

On considére le probléme suivante :

3.1 1 1443 t
CKD02+’2$(t) =\ {Ee t+1+3 ﬁ + 63’_;5( ) | ’ t e [O, 1]
@ () +(b) =0,
"(a)+ 2" (b) =0
1 14+3 t 3
on prends f(t,z) —)\{ ¢ eViriTs 4 11%} , telles que t € [0,1] et z € RT. Avec o = 2
e
1
p:§etb:1.

Evidemment, la fonction f € C([0,1]). Pour tout 1,22 € Rt et t € [0, 1]

1 14+3]2(t) ] 1 14+3 ()|
; oy _ A\ A VT L B \/?Jri’» I Bt S |
|f(t, 1) = f(E,2)] | |‘ € +11 e3—t 11 e3~t
\ 14+3|x()| 14—|—3|$ |
[ A o3t N e3—t
< |>\|_4+3|x(t)\ 4+3]:L'( ‘
11 3t e’
3
< e lrlen -2

Donc 'hypothése (H) est satisfaite avec K = e
e

Nous pouvons vérifié que :

3|A|Kp K 1 )(bﬂ—ap)a (b”—ap)a}

2 1 —ar 1) T | Ta+l)
3 /1\*
B 3IM ez (5) {1 L1 }<1
2 ré) TE+1
2
Telles que : T’ 3 :ﬁetf §7r = —,
2 2 2 NZs
implique :
11e? 1
A<

X Y
9 1.31 x 2.82
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pour A €] — 2.4,2.4], alors on obtient :

w091 < 1,

et comme ’hypothéses du théoréme 2.1.1 est satisfaite.

Alors, le probléme (P) a une solution unique.

Exemple 2

On considére le probléme suivant :

Njw

.1 1
CKDEEa(t) = A— | ()|, te01]
e

o

(2) z(a) +2(b) =0,
' (a) + 2" (b) = 0.

1

=_—etb=1.
7p 2e

DN W

1
on prends f(t,z) = )\? | z(t) |, telles que t € [0,1] et z € RT. Avec a =
e
Maintenant, Pour tout z1,25 € Rt et ¢ € [0,1], on a :

1 1
[f(t21) = ftz2)] = [A [ [ o) [ = —Z [ 2(t)2 ],

1
= |)\|m|$1—1’2|

= | Mz —a2 .

Donc I'hypothése (H) est satisfaite avec K = 1. Nous pouvons vérifié que :

() e e

3| A 1 1
- 2 g+ ] <
Telles que : T’ <§> = ﬁ et I (éw) - ij
2 2 2 NZS
implique :
A 2 X 2
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Alors, pour A €] —0.15,0.15[, on obtient :

w ~ 0.68 < 1.
Par le théoréme 2.1.1 le probléme a une solution unique.
Nous pouvons voir que ’hypothése du théoréme 2.2.2 est satisfaite.
Par conséquence, le probléme proposé (2) est stable selon Ulam-Hyers, ou Ulam-Hyers généralisé

D’aprés le théoréme 2.2.2) pour € > 0, z € C([0,1],R) vérifie I'inégalité suivant :

5 6 e3t

1 1 12+3 t
22 (t) — A —em+3+—wﬂ <e, telo,1].

Il existe une solution x € C([0, 1], R) pour le probléme (1) tel que

| 2(t) — x(t) |< Lye, t €[0,1]

ou
3| p™ 1 (b? —af)>  (b° — af)> v —a”\“”
Ly = E, (K
/ 2 Kbp1+ap1) Ta) | Tt " P
-3
31 (L)2 o _ 4P\ Y
o 3lalB) {13+ 1 ]an<(b a))
2 I'(s)  TE+1) p
et comme
00 (b2 —a? “ 00
e
“\op - & Tla+l)  Z=T(3i+1)
= E3(2)?
Alors :

De plus, si nous mettons Lre = ¢(¢), et p(0) = 0, alors

| z(t) — z(t) |< ¢(e), t € [0,1].

20



BIBLIOGRAPHIE

[1] B.Basti, Y. Arioua and N.Benhamidouche. Existence and Uniqueness of Solutions for Nonlinear
Katugampola Fractional Differential Equations , J. Math. Appl. 42 (2019), 3561.

[2] B.Basti, Y. Arioua and N. Benhamidouche. Existence results for nonlinear Katugampola fraction-
nal differential equations with an integral conition.

[3] M. Benchohra and S. Bouriah. Existence and stability results for nonlinear boundary value
problem for implicit differential equations of fractional order, Moroccan Journal of Pure and
Applied Analysis, 1(1) (2015) 22-37.

[4] M. A. Darwish and K. Sadarangani, Existence of solutions for hybrid fractional pantograph
equations, Appl. Anal. Discrete Math., 9 (2015), 150-167.

[5] A. Granas and J. Dugundji. Fixed point theory, New York. Springer-Verlag. 2003 .

[6] F.Jarada, T.Abdeljawadb. A modified Laplace transform for certain generalized fractional opera-
tors ,Nonlinear Analysis 1 (2018) No. 2, 88a€“08

[7] F. Jarad, T. Abdeljawad and D. Baleanu. Caputo-type modification of the Hadamard fractional
derivatives, Adv. Differ. Equ. 2012, 142(2012).

[8] U. N. Katugampola. A new approach to generalized fractional derivatives, Bulletin of Mathematical
Analysis and Applications, 6 (2014) 1-15.

[9] U.N. Katugampola. New approach to a generalized fractional integral, Applied Mathematics and
Computation, 218 (3) (2011) 860-865. 54

o1



[10] Kilbas, H.M. Srivastava and J.J.Trujillo. Theory and applications of fractional differential equa-
tions, North-Holland Mathematics Studies., 204. Elsevier Science B. V. Amsterdam. (2006).

[11] I.A. Rus, Ulam stabilities of ordinary differential equations in a Banach space, Carpathian Journal
of Mathematics, 26 (2010), 103-107.

[12] R. Smart. Fixed point theorems. Cambridge Uni.Press. Cambridge 1974.

[13] J.V.C. Sousa and E.C. Oliveira. A Gronwall inequality and the Cauchy-type problem by means of
-Hilfer operator, arXiv preprint arXiv :1709.03634, (2017).

02



	Préliminaires
	Fonctions Spéciales
	Fonction Gamma d'Euler
	La fonction Bêta
	La fonction Mittag-Leffler 

	Intégration Fractionnaire
	Intégration Fractionnaire au sens Riemann-Liouville
	Intégration Fractionnaire au sens de Hadamard
	Intégrale Fractionnaire généralisé de Katugampola

	Dérivation Fractionnaire 
	Dérivées Fractionnaires au sens de Caputo 
	Dérivées Fractionnaires au sens de Hadamard 
	Dérivées Fractionnaires au sens de Caputo-Hadamard
	 Dérivées Fractionnaires généralisé de Katugampola
	Dérivées Fractionnaires au sens de Caputo-Katugampola

	Les théorèmes du point fixe
	Théorèmes d'existence et d'unicité des solutions

	Stabilité des solution
	Définitions


	existence unicité et Stabilité des solutions
	Unicité 
	Existence des solutions
	Stabilité des Solutions


