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Resumé

Dans ce travail, nous étudions la stabilité de la solution d’un systeme de von Kéarman, nous étudions
également l'existance et 1'unicité de la solution en utilisant la théorie des semi-groupes, et pour sa
stabilité nous utilisons la technique de multiplicateur avec la méthode de 1’énergie.

mots-clé : Systeme de Von Karman, décoissance exponentielle, effet thermique, semi-groupes.

Abstract

In this work, we study the stability of the solution of a Von Karman system, we establish the existence
and the uniqueness of the solution by using the semigroups theory, and for its stability we use the
technique of multiplier with the energy method.

keywords : Von Karman system, exponential decay, thermal effect, semi-groups.
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Notations

Q := Un ouvert de R".

K := Le corps des nombres réels ot complexes.

R := L’ensemble des nombres réels.

LP(2) := L’espace de Lebesgue, 1 < p < oo.

CH(Q) := Fonctions k fois dérivable et la dérivé d’ordre k est continue.
Wm™P(Q) := L’espace de Sobolev, 1 < p < oo.

Wy"P(Q) := La fermeture de C2°(Q2) dans W™P(Q), 1 < p < o0.

H™(£2) = W™(Q).

D(A) := Domaine de l'opérateur A.

H := L’espace de Hilbert.

(0,00 := Le produit scalaire.

111l := Norme.

D% := La dérivée partielle par rapport au multi-indice a.

Uy = (?‘9_; La dérivée de u par rapport a t.

Uy = a—tl; La dérivée d’ordre 2 de u par rapport a t.

Uy = 8_; La dérivée de u par rapport a x.

Uy = g—J; La dérivée d’ordre 2 de u par rapport a x.

Uy = % La dérivée d’ordre 2 de u par rapport a x par rapport a t.
D(2) := l'espace des fonctions indéfiniment différentiables avec support

compact contenu dans €2; muni de la topologie de limite inductive de L. Schwartz.

L>(Q) := l'espace des(classes) fonctions essentiellement bornées.

r := la frontiere de 'ouvert €2 supposée réguliere.

Ypr =Ix]0,T[ := la frontiere du cylindre ouvert Qr = 2x]0, T

', u” := les dérivations premiere et seconde de u par rapport au temps.
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Introduction Z o

L’analyse qualitative des systemes dynamiques introduite par H. Poincaré a la fin du dix-neuvieme
siecle [8] a donné naissance au domaine fructueux de la théorie des systémes dynamiques.avec toutes
les implications et applications profondes que nous avons aujourd’hui, y compris, entre autres, la
théorie des systemes et du controle. Avant Poincaré, les équations différentielles étaient principale-
ment considérées comme des équations a résoudre, au meme titre que les équations algébriques et la
théorie du controle. Poincaré a eu la brillante idée d’essayer d’étudier des équations différentielles de
maniere qualitative, ce qui signifie essentiellement que trouver des solutions n’est pas 1'objectif plus,
mais a la place, nous nous concentrons sur 1’établissement de certaines propriétés des solutions. Ce
point de vue est particulierement pertinent car de nombreuses équations différentielles n’admettent
pas de solutions de forme fermée et ne peuvent étre résolues que numériquement. Dans la méme
veine que les idées de Poincaré, A.M. Lyapounov a développé la théorie de la stabilité des systemes
dynamiques au cours de sa these de doctorat [5], sous la direction de P. Chebyshev, la stabilité
est une propriété fondamentale des systemes dynamiques ayant des conséquences profondes dans les
sciences et l'ingénierie . La stabilité signifie essentiellement que solutions d'un systeme dynamique
commengant pres d'un point d’équilibre (qui est un point de repos du systeéme), restent proches
de ce point d’équilibre. Un exemple typique est celui du pendule exemple. Les pendules a tige ri-
gide admettent deux points d’équilibre, I'un lorsque la tige est verticale et la masse en bas, I'autre
lorsque la masse est en haut. Considérons le premier point d’équilibre et supposons qu’il n’y a pas de
frottement. Une petite poussée a partir de cette position de repos entrainera des oscillations soute-
nues d’amplitude limitée autour du point d’équilibre. Ce point d’équilibre est donc stable. Un point
d’équilibre est d’ailleurs dit asymptotiquement stable s’il est stable et si les trajectoires commencant
a proximité de ce point convergent vers lui.

En reprenant I'exemple du pendule et en ajoutant le frottement au probleme, on obtient des
oscillations amorties autour du point d’équilibre. Finalement, le pendule cessera d’osciller et reviendra
a sa position de repos. Ce point d’équilibre est donc asymptotiquement stable. Par opposition aux
points d’équilibre stables, instables sont des positions de repos a partir desquelles des perturbations
arbitrairement petites seront amplifiées, poussant ainsi le systeme dynamique a s’en éloigner. Une
caractéristique fondamentale et attrayante des résultats de Lyapunov est que, dans le méme esprit que
les idées de Poincaré, les propriétés des trajectoires dans le voisinage d’un point d’équilibre peuvent
étre évaluées sans méme calculer les solutions de I’équation du systeme dynamique. Cette opération

peut étre réalisée a ’aide de fonctions potentielles, aujourd’hui appelées fonctions de Lyapunov. Ces
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fonctions constituent les pierres angulaires de la puissante théorie de la stabilité, également appelée
théorie de la stabilité de Lyapounov ou encore théorie de Lyapounov.

Cette théorie a été largement acceptée par les théoriciens des systemes et du controle comme
un point de départ fondamental pour I'analyse et le controle des systemes dynamiques. Chaque fois
que Les systemes de controle sont concernés, la stabilité est I'une des propriétés les plus importantes
qu'un systeme de controle devrait avoir posséder. Pour assurer la stabilité asymptotique du systeme
en boucle fermée est un moyen efficace d’évaluer que le processus controlé se comporte de la maniere
souhaitée, par exemple, qu’il converge vers un point d’équilibre souhaité. Un autre point frappant
est la polyvalence de I'approche qui a été adaptée, depuis lors, a une immense variété de systemes
tels que les systemes variables dans le temps, les systemes a temps discret, les systemes hybrides
et les systemes a dimensions infinies. Les systemes dynamiques qui nous intéressent dans ce travail
n’échappent pas a cette regle. et nous montrerons que la théorie de Lyapunov est un outil adéquat
pour traiter les systemes a retard temporel et les systemes linéaires a variation de parametres.

Considérant que les systemes a retardement peuvent étre abordés comme un probleme purement
mathématique découlant d'un domaine scientifique tel que la biologie, 1’écologie ou la physique. les
systemes a variation de parametres proviennent essentiellement de problemes d’ingénierie tels que le
filtrage et le controle.

Le shéma suivant représente la déformation d’une poutre non linéaire :

Avec wu(z,t) = loscillation transversale.

et o(z,t) = angle de rotation de la poutre.

7
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Fig. 0.0.1 : Déformation d'une poutre non linéaire
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Nous vous présentons brievement le contenu de notre mémoire. Il se compose de deux chapitres.

Le premier chapitre, Nous rappelons de quelques notions de base qui nous seront utilisons dans

la suite.

Le deuxieme chapitre, est consacré a utiliser les théoremes de semi-groupes pour étudier 'existence

et I'unicité de la solution et la méthode de Lyapunov pour montrer la stabilité d’'un systeme de von

Karman suivant :

.

\

w — di [(ug + 3 (w,)?) Wa] |+ doWagaa + p1wy + powy(z,t —7) = 0
Uy — dy [(um + % (wm)z)h +00, =0

0 + gz + 6wy =0

@ +vq+0, =0

sur 2 x (0,00), ou Q = [0, L] et dy, ds, d, 1 et v sont un constantes positives et, 11, 12 sont des nombres

réels positifs. On compléte le systéme (I1.1) avec des conditions aux limites

u=(0,t) =u(L,t) =w=(0,t) = w(L,t) = 0 pour tout ¢t > 0
w, = (0,t) = wy(L,t) = 0,(0,t) = 0,(L,t) = 0 pour tout ¢t > 0

et les données initiales

u(0,.) = ug, us(0,.) = up, w(0,.) = wp, w(0,.) = w,
0(0,.) = 6, 6,(0,.) =6, (3)
wy(x,t —7) = folz,t — 1) sur (0,L) x (0, 7).




|Chapitre I

Notions de Base

I.1 Quelques espaces fractionnels

I.1.1 Espace de Banach

Définition: I.1.1 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet pour la distance

mduite par la norme.

I.1.1 Les espaces L”

Définition: 1.1.2 Soit Q) un ouvert quelconque non vide de R" et 1< p < 400, on définit l’espace

LP(Q2) comme suit :

LP(Q) ={f : Q@ — R, mesurables telles que

/ |f(z)]Pde < 0o.si 1 < p <400
Q

sup | f(x)] < +00,si p=+00}

Théoréme: 1.1.1 Les espaces LP(§), munis denormes suivantes :

£l = ( / If(w)lpdxy, pour 1< p < o0,

et

7 = sup [f(2)], pour p = +o0

sont des espaces de Banach.
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fonction mesurable : Soient (X, A) et (Y, B) sont des espaces mesurables, on dit que

f: X =Y est mesurable si pour tout ouvert O € B,on af '(0) € A.

I.1.1 Espace de Hilbert

Définition: 1.1.3 [2] Un espace de Hilbert H est un espace préhilbertien comlpet,c’est-a-dire un

espace de banach dont la forme découle d’un produit scalaire ou hermitien par la forme :

lullar = (u, )2

1.2 Espaces de Sobolev

Soient Q) un ouvert quelconque de R" , m un entier naturel et un réel p 1 < p < oo, l’espaces de

Sobolev W™ (Q) est défini par :
WmP(Q) ={u e LP() Va tel que |af <m,D% € LP(Q)}

ot a est un multi—indice. D est une dérivée partielle de u au sens faible (au sens distributions).

Ici D*p est définit comme suivant :

ol

D% = ————T—
4 0x{t...0z8n

avec |al =a; + ...+ ay,

On munit cet espace vectoriel w™? de la norme suivants

1
P
> A{|Dullf, si 1< p< +oo.
[lfwne =4\ jam : (L.1)
max { | Dul| st p = +00

laf<m

ot ||.||Lp désigne la norme des espaces de Lebesgue.
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Définition: I.2.1 Soient Q C RNun ouvertu,v € Lt ().

loc

1.0n dit que v est la dérivée partielle fqible de u par raport a x;, st

/ vpdr = — / u0;pdx VYo € D(Q)
Q Q

Autrement dit,si v = 07T, € L (Q). Sil ny a pas de confusion, on écrira

partial;u au liew de v ou O;T,.

2.Pour oo € NV on dit que v est la dérivée faible de w d’ordre o si

/ wpdz = (—1)1 / uD%pdz Vo € D(Q)
Q Q

Autrement dit,si v = DT, € Lljoc(2).La méme chose, on écrira D*u au bien de DT, = v
On pose
H™(Q) = W™*(Q),

1.2.2 Espace de Sobolev W7 (Q)

Définition: 1.2.2 [2] Soient Q un ouvert quelconque de R" et P € R avec 1 < P < oo,
lespaces de Sobolev WT'(Q) est défini par

WP (Q) = {u € LP(Q) il existe w™(Q) est un ensemble

| u@p@ide == [ gayole)dn)

On pose

I.2.2 Espace de Sobolev Wol’P(Q)

Définition: 1.2.3 [2] Etant donné le réel p, 1 < p < oo on appelle espace de Sobolev, et on
note Wy (Q), Uadhérence de D(Q) dans WP (Q)

10
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Définition: 1.2.4 [2] Soit Q wun ouvert de R"™ et soit m € N . L’espace
H™ muni du produit scalaire est un espace de Hilbert séparable.

On introduit sur H" le produit scalaire

(U, VY = Z (0%u, 0%v)

la|<m

et la norme associée ||u||gm = /{u, v)m

Dans le cas m = 1 ; en utilisant la densité de C=°(Q2) dans H(2), on définit I'espace de Sobolev

H}(Q) = {f € H(Q) tel que f =0 sur 90}

1.3 Rappel de quelques inégalités
Lemme: 1.3.1 (inégalité de Hdolder) [2] Soient p et q deux nombres réels conjugués c’est
1 1
a dire .= + = = 1. Alors, pour tous f € LP(Q) et g € LIQ),on a fg € L'(Q)

p q
En particulier, on a

a)Si p,q €]1; 00|

[1s@stonar < ( [ ir@pa)’ ([ o)’

b) Sip=1,q=+oc0

[ 1f@gde < ( [ 17)ds) lgheio

Lemme: 1.3.2 (inégalité de Young) [1] Soient p et q deux nombres conjugués dans

/1, +ool., pour tout a et B € R on a :

1 1
af < ﬁ@p I+ &ﬁq

En particulier p = ¢ = 2 on a

1
ozﬁggoﬂ—l—%@ﬂ. Ve >0

11
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Lemme: 1.3.3 (Inégalité de Poincaré) [3] Supposons que I soit un intervalle borné. Alors il

existe un constant C' (dépendant de |u| < co) tel que

lellwrniry < Cllel|Lr(ry pour tout u € wy(I)

I.4 Semi-groupes des opérateurs fortement continues

Définition: 1.4.1 Un opérateur linéaire est une fonction entre deux espaces vectoriels qui est

linéaire sur son domaine de définition.

Définition: 1.4.2 [10] Soit X un espace de banach, soit L(X) [lensemble de tous les
opérateurs linéaires bornés de X a X, une famille (S(t)),t > 0 dans L(X) est un semi-groupes
d’opérateur linéaire borné sur X si

1)(S(0)) = I,VS € L(X) (I est l'opérateur d’identité sur x).

2)(S(t1 +t2)) = S(t1)S(t2)Vt1,t2 > 0 (la propriété semi-groupe ).

3) pour chaque x € X, (S(t))z est continue sur [0,00).

Définition: 1.4.3 [10] un semi-groupe (S(t)),0 < t < oo d’opérateurs linéaire borné sur X

est un semi-groupe fotement continu d’opérateurs linéaires bornés si, PH&(S (t))z = x pour tout
=

x € X.Un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires bornés sur X sera appelé un

semi-groupe de classe Cy ou simplement un Cy semi — groupe.

Définition: 1.4.4 [10]
Le générateur infinitésimal, ou générateur du semi-groupe d’opérateurs linéaires S(t),t > 0.

c’est L'opérateur A : D(A) C X — X défini par

D(A) = {:L‘ € X: limw exz'ste} ;

t—0

et

A — i S HE =2
t—0

pour x € D(A).

De maniére équivalente, on dit que A engendre {S(t),t > 0}.

12
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Définition: 1.4.5 [2] Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur non borné sur H de

domaine D(A). On dit que A est monotone (ou accrétif) si
(Av,v) >0 ,Yv e D(A)

A est dissipatif si
(Au,u) <0 ,Vu € D(A)

on dit que A est maximal monotone si de plus R(Id + A) = H, i.e

Vf e H Jue D(A) tel que u+ Au= f.

1.5 Existence et unicité de la solution

Nous considérons un espace de Hilbert E et nous donnerons deuz résultats importants pour les

formes bi-linéaires sur les espaces de Hilbert.

Définition: 1.5.1 E est un espace vectoriel sur un corps K. un application b :E xE — K

est appelée une forme bilinéaire quand
Vri, 10 € E VA eK b(z1 + Axa,y) = b(x1,y) + \b(x9,y)
Yy, € E VA e K b(z,y1 + Ay2) = b(z, y1) + Ab(z, y2)

Définition: 1.5.2 [2] soit a(.,.) : E x E — R une forme bi-linéaire. On dit qu’elle est

(i) continue s’il existe une constante C' > 0 telle que
la(z, y)| < Clizllllyll v,y € E
(1) coercive s’il existe une constante o > 0 telle que
a(z,z) > af|z|? Vr € E
Fonction véctorielle On appelle fonction véctorielle toute application

?:SCR—HRN

13



Chapitre 1 Notions de Base

Ees £ = (A1) £a(1))

ou S est un sous-ensemble de R .

Définition: 1.5.3 Soit I une partie de R, f: I — R etk >0 . On dit que f est

lipschitzienne si pour tout x,y € I,

|[f(z) = F(y)] < klz =yl

Théoréme: 1.5.1 (lax-Milgram)[2] Supposons que a(.,.) : E X E — R est une forme bi-
linéaire continue et coercitive. Pour toute forme linéaire L € E', il existe un unique x € E tel
que :

a(z,y) = L(y),Vy € E
De plus, si a(.,.) est symétrique, alors x € E est caractérisé par :

1

Sa(e,2) - L(z) = min(5a(s, ) — L))

Théoréme: 1.5.2 [Lumer-phillips][7] Soit A un opérateur linéaire avec un domaine dense
D(A) dans un espace de Banach X

(1) Si A est dissipatif et qu’il existe un Ao > 0 tel que R(Al — A) = X, alors A est le
générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe de contractions sur X.

(17) Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions sur X alors

R(M — A) = X pour tout A > 0 et A est dissipatif.

Etant donné, le probleme de caushy suivant :

Dt Au =0 sur(0, +o00]

u(0) = ug (donnée initiale).

14
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Théoréme: 1.5.3 (Hille-Yosida)[1] Soit A un opérateur mazimal monotone dans un es-

pace de Hilbert H, alors pour tout ug € D(A) il existe une unique fonction
u € C' ([0, 400, H) N C ([0, +oo[, D(A))

solution du (1.2).

De plus on a

i—ﬁ(t)\ _ | Au(t)] < |Aug| 'Vt > 0.

()] < luo| et

1.6 Conceptes de stabilité

Présentons d’abord les concepts de base de stabilité

Définition: 1.6.1 [6](Systéme autonomes et non autonomes) Le systéme non linéaire
& = f(x,t) est dit autonome si f ne dépend pas explicitement du temps, c’est-a-dire si l’équation

d’état du systéme peut s’écrire x = f(x) sinon , le systéeme est appelé non autonome.

Définition: 1.6.2 (Point équilibre) [6] Un état x* est un état d’équilibre (ou point
d’équilibre) du systéme si une fois que z(t) est égal a x*, il reste a x* pour tout le temps fu-
ture. Mathématiquement, cela signifie que le vecteur constant x* satisfait f(z*) = 0 les points
d’équilibre peuvent étre trouvés en résolvant les équations algébriques non linéaires. Un systéme

linéaire invariable dans le temps v = Ax

Définition: 1.6.3 [9] Un point d’équilibre 0 est asymptotiquement stable s’il est stable, et si

il existe un certain r > 0 tel que ||z(0)| < r implique que x(t) — 0 comme t — oo.

Définition: 1.6.4 (Stabilité exponentiel) [6] Un point d’équilibre O est exponentiellement

stable s’il existe deux nombres strictement positifs o et \ tel que
vE>0, [z@)] < allz(0)]le™.

Remarque : Notez que la stabilité exponentielle implique une stabilité asymptotique. Mais la

stabilité asymptotique ne garantit pas une stabilité exponentielle.

15
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[.6.6 La stabilité au sens de Lyaponov

Définition: 1.6.5 [0] Une fonction continue scalaire v(x) est dite localement définie positive

si v(0) = 0 et dans une boule B,
x#0=v(z) >0,

si v(0) = 0 et que la propriété ci-dessus s’applique a tout l'espace d’état, alors v(x) est dit

globalement défini positif .

Définition: 1.6.6 [9] V(z) est semi-défini négatif si —V (x) est semi-défini positif. Le préfize
"semi” est utilisé pour refiéter la possibilité que V soit égal a zéro pour x # 0. Ces concepts
peuvent avoir une signification géométrique, similaire a celles données pour les fonctions

définies positives

Théoréme: 1.6.1 [6] (Stabilité locale) Si, dans une boule Bg,, .il existe une fonction
scalaire V(x) avec des dérivées premieres partielles continues telles que

o V(z) est définie positive (localement dans Bg,).

o V(z) est semi — défini négatif (localement dans Bg,).

alors le point d'équilibre 0 est stable. Si, en ef fet, la dérivée est localement dé finie négative

dans B, alors la stabilité est asymptotique.

Théoréme: 1.6.2 (Stabilité globale)[9] Supposons qu’il existe une fonction scalaire V de
la état x, de premier ordre continu. dérivés tels que

o V(x) est définie positive

o p(z) est défini négatif

o V(z) — oo si |z|| - o0

alors l’équilibre a l’origine est globalement asymptotiquement stable.

16
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[.6.6 Fonction de Lyapunov
Définition: 1.6.7 [9] Si, dans une boule B, la fonction V (x) est définie positive et a dérivées
partielles continues, et si sa dérivée temporelle le long de toute trajectoire d’état de
systeme 1.0.1 est semi-défini négatif, i.e
V(z) <0

alors V() est dite une fonction de Lyapunov pour le systéme (1.6.1).
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ovae L1

Stabilité exponentielle d’une poutre de von

Karman avec retard

II.1 Préliminaires

Soit le systeme de von Kraman suivant :

( Wy — dl [(Uz + % (wr>2) w:p]m + d2wzmrx + pw + /ngt(I,t - T) =0
9t+qx+5utx =0

(IL1)

| @ +7¢+0:=0
sur (0,00) X , ot Q = [0, L] et dy,ds,d,1 et v sont des constants positifs et, u1, pa sont des nombres

réels positifs. On complete ce systeme avec les conditions aux limites

(IT.2)
w, = (0,t) = wy(L,t) = 0,(0,t) = 0,(L,t) = 0 pour tout t > 0

{ u=1(0,t) =u(L,t) =w=(0,t) = w(L,t) = 0 pour tout t >0
et les données initiales

u(0,.) = ug, u(0,.) = uy, w(0,.) = wp, wy(0,.) = w,
6(0,.) = 6y, 6,(0,.) =04, (IL.3)
wi(z,t — 1) = folx,t — 1) sur (0,L) x (0,7).

Supposons d’abord les hypothéses suivantes :

2| < [p1] (IT.4)

18
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et nous prouverons que le systeme (11.1)-(11.9) est bien posé en utilisant la théorie des semi-groupes

en introduisant la nouvelle variable suivante [10]

z(x, p,t) = w(x,t —71p),x € (0,L),p € (0,1),£>0 (IL.5)
ensuite nous avons,

Tz(, p,t) + 2,(z, p,t) = 0 sur(0, L) x (0,1) x (0, 00) (IL.6)
Le probléme (11.1) et (I1.6) dans le systeme (11.7) prend donc la forme

( Wy — dy [(um + % (wz)Q) wmh + doWypar + priwy(x,t) + poz(z, 1,t) =0,
Ut — dl [(ua: + % (wx>2>}x + 59:8 = 07

(IL.7)
et +q; + 5utx = 07
| @ +7q+0:.=0,
avec les conditions aux limites
u=(0,t) =u(L,t) =w=(0,t) =w(L,t) =0 pour tout t >0 (L8)

wy = (0,t) = wy(L,t) = 0,(0,t) = 0,(L,t) = 0 pour tout t > 0
et les données initiales

u(0,.) = ug, us(0,.) = uy, w(0,.) = wp, w(0,.) = w,
6(0,.) = 6y, 6,(0,.) =04, (I1.9)
wy(x,t — 1) = folz,t — 1) sur (0,L) x (0, 7).

Soit maintenant & une constante positive telle que :

T lpe| <& <7 (2 — [p2]) (11.10)

- T T . . .
et soit U = (w,wy,u,ug,0,q,2)" , alors Uy = (wy, Wy, ug, Uy, 04, qi, 2¢)" - introduisant la fonction

véctorielle ¢ = wy, et ¥ = uy, le systeme (11.1)-(11.9) peut étre écrit comme

U, =AU+Z (U)
U(0) = (wo, w1, uo, u1, 8o, qo, fo)

(IL.11)
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et lopérateur linéaire A est défini par :

©
—dyWaggz — 1 — p2z(; 1)
(G
AU = dytiy, — 60, (IL12)
—Qz — 0y
¢ — 0,
—%
et
0 wo
dy [(te + 1 (w02)) w,], w,
4 (w,)? Uo
F(U) = 0 U= wy | (I1.13)
0 0o
0 do
0 fo

avec domaine

(w, p,u,,0,q,2)" € [H*0,L) N HZ(0,L)] x H}(0,L)
D(A) = x[H?0,L)N HZ0,L)] x H}(0,L) x L*(0, L) x L*(0, L) (I1.14)
xL2((0,L), H}(0,1)),0 = 2(.,0) in (0, L)

Notons H [’espace de Hilbert

H:={Hj(0,L) x L*(0,L) x Hy(0,L) x L*(0,L) x L*(0,L) x L*(0,L)}.

Nous allons montrer que A engendre un Cy semi-groupe sur H. Définissons sur l’espace de Hilbert

H le produit scalaire, pour U = (w, @, u,v,0,q,2)", U= (w, @, u, QZ, 5, 3,2)"
_ L L L _ L L
(U,U) :/ ¢&dx+/ ¢dx+/ 99dx+/ chdx+d2/ Wy Wy AT
0 0 0 0 0

L L 1
+d1/ u$ﬂ$dx+/ C/ zzdpdz.
0 0 0
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I11.2 L’existence et 'unicité de la solution

On étudions l'existence et 'unicité de la solution avec la méthode de semi-groupes.
Proposition: I1.2.1 Soit (w, @, u,v,0,q, z)T € H. Pour toute donnée initiale Uy € H existe une
solution unique U € C([0,00), H) pour le problemé (II.11). De plus, si Uy € D(&7), alors

U € C([0, 50), D(/)) N C([0, 00), H)

Preuve. Nous montrons que [’'opérateur A engendre un Cosemi—groupe dans H.Dans cette étape, nous

prouvons que l'opérateur A est dissipatif. Soit U = (w, ,u,1,0,q,2)"

2 w
_d2wrxmc — H1p — II’L2Z(" 1) 2
(0 u
(AU,U) = < diUpy — 00, | >
—qr — 5#’&5 0
1
% z

L L L
=— I / gdex — dg/ PWapredT + dy / YUy dr
0 0 0

L L L L
— 5/ VO, dr — / q.0dx — 5/ O, dr — 7/ ¢dx
0 0 0

L L
—/ q0.dx + dg/ Wz Predx + dy wxuxd:c
0

L
—,ug/ gpledx——// xpszp)dpda:
0

Par intégration par parties, on obtient

(1L.15)

L L L
(AU, U) = — ,ul/ ©idr — 6 VO, dr — / q-0dx
0 0 0

L L L
—5/ O dr — / 2d:)s—/ q0.dx
0 0
L
—Mg/ wz(z, 1) x——// (x, p)zp(z, p)dpdx
0
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ainst,

L L L
(AU U) = —m/ 902dx—u2/ soz(fc’,l)dx—v/ ¢ dx
X o 0 0
— —/ / 2(x, p)z,(z, p)dpdz.
T Jo Jo

Maintenant, grice a l'inégalité de Young,(11.6) et (I1.10) , on obtient

L L
(AU, U) = — (ul—%—@>/ <,02d:1:—'y/ ¢ dx
0 0 (I11.17)

(11.16)

Par conséquent, l'opérateur A est dissipatif. Maintenant, nous allons prouver que l'opérateur A\I — A

est surjectif pour A > 0. A cet effet, soit

(Fis fos f3s fas oo for fr)T € H

nous cherchons

U = (w7 SO’U7 /I7Z)7 07 q? Z>T E D(d)

solution du systeme d’équations suivant

p

Aw— = fi

AP + dyWagaq + 1 + p122(., 1) = fo,

A+ iz,=fs

No— = f, (IL.18)
A — dyuyy + 00, = f5

A+ qp + 0, = fs

AN +vq+0, = fr

\

Supposons que nous ayons trouvé w,w. Par conséquent, la premiére et la troisiéme équation de (11.18)

donnent

o= — fi
V=AM~ f3

(11.19)

On ap e Hy(0,L) et € Hy(0,L). plus, par (I1.19) on peut trouver z(z,0) = ¢(z) pour x € (0, L).
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En suivant la méme approche que dans [10], en utilisant les équations pour z dans (I11.18), et on a
1
A2(x,p) + —zp(x,p) = falz,p)  pour x€[0,L] , pel0,1]. (11.20)
alors
p
2(z, p) = (x)e P + Te_Mp/ fa(x, 8)e Pds (I1.21)
0
De (11.19) nous obtenons
p
2(z,p) = Mw(x)e NP — fre NP 4 Te_’\Tp/ fa(x, 8)e Pds
0
En utilisant (11.18) et (I11.19) les fonctions w et u vérifiant le systéme suivant,

)\2’(1] + dwamzx + Hie + /’L2Z(‘7 1) = )‘fl + f27
N — dytgy + 60, = Nfs + fu,

Résoudre le systeme (11.18) revient a trouver

(w,u) € [H*(0,L) N H§(0,L)] x [H*(0,L) N Hg (0, L)]

tel que,
L L
/ (Nwn + pron + doweanes + poz(. / (M1 + fo) ndx
0 . . (I1.22)
| 02uc = i +006) o = [ 0yt 10
0 0
pour tout (n,¢) € Hy(0,L) x Hy(0,L). De IL.5, on a :
1
2(z,1) = w(z)e ™ — fre ™ + ’\T/ fa(w, s)e’ds
0
Par conséquent, le probleme (11.22) est équivalent au probléme
a((w,w), (n,¢)) = L(n, () (11.23)

ot la forme bilinéaire

a: [H2(0,L) x HY0,L)]* = R
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et la forme linéaire

L:H2(0,L) x HX(0,L) > R

sont définis par

a((w,u), (n,¢)) :/ (N (w + pap + p2z(-, 1)) w + dowynyy ) d ( |
0 11.24

L
+ / (/\2UC + (00 — dyuy) Cx) dx
0

et

L L
MmOzALm+ﬁMM+ALm+hMM

On peut vérifier que a est continu et coercitif, et que L est continu. Donc en appliquant le théoréme
de Laz-Milgram, on en déduit que pour tout (n,¢) € Hy(0,L) x Hy(0, L) le probléeme (I1.23) admet
une unique solution (w,u) € H?*(0,L) x Hy(0,L). En appliquant la régularité elliptique classique,
il découle de (11.22) que (w,u) € H*(0,L)x HZ(0,L). Par conséquent, l'opérateur (\I — /) est
surjectif pour tout A > 0. Maintenant, nous prouvons que l'opérateur F' est localement Lipschitz dans

H. En fait, si U = (w, p,u,v,0,q,2)", U= (w, @, u, @Z, 5,@“,Z)T appartiennent a H, on a

L7 (U)=F (U) |}k = dy (| [(uo + 302) wo — (G + 332) @], 1>+ |3 (w2 — @2), [*)=dy (|h]? + |g]?)
(11.25)

1 ~ 1 5\ - 1 ~
ot h = [(ux + iwf:) Wy — (uw + éw?c) wx} et g = 5 (wi — wi)x Ajoutant et soustrayant le

terme (um + 5103,) W, a lintérieur de la norme |h|, on obtient

- 1 . -
|h| < flwe — wwHLOO(O,L) Uy + §w92c + waHLOO(O,L) Uy — Uy (11.26)
. b ) .
+ ) ”wx”LOO(O,L) |wa + Wal [lwz — wwHLOO(O,L) :
En utilisant le plongement de H*(0, L) dans L>(0,L) on a de I1.26 que
B <k (10 1T ) 10 = Tl (11.27)
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En utilisant a nouveau le plongement de H'(0, L) dans L™(0, L), on voit aussi que
91 < (101, T e ) N0 = Tl (11.28)

En combinant (11.25), (11.27) et (11.28), il s’ensuit que F(U) est localement continue de Lipschitz
dans H.

Par conséquent, le résultat d’existence et d’unicité du théoréme découle du théoréeme de Hille-

Yosida.

I1.3 Décroissance exponentielle

Dans cette partie nous étudions la stabilité de la solution avec la méthode de L’énergie. L’énergie

associée de ce systeme est définie par :

1 [t 1 2
E(t):—/ {wf+uf+02+q2+d2w§x+d1 (ux+§(wx)2> }d:v

2 Jo
é- L 1

+—/ /zQ(x,p,t)dpda:.
2Jo Jo

Lemme: I1.3.1 Soit (w,u,0,q,z) la solution de (I1.7)-(I1.8). Alors la fonctionnelle

(11.29)

énergétique E(t), définie par
E(t) < aE(0)e™”, pour tout t >0

satisfait

d g £ lml\ [*
—E(t) < — 2dr — S B 2
o (t) < 7/0 q“dx (,ul o 5 >/o wydx

L
— <% - @) /0 2(x,1,t)dx

pour prouvons notre résultat principal on a besion des lemmes suivants :

(I1.30)

Preuve. Nous multiplions la premiére a quatre équations dans (I1.7) par ug,wy, 0, q respective-

ment, en intégrant sur (0, L), et I"équation (11.6) par éz sur (0, L) x [0, 1], en utilisant l'intégration
T
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par parties avec les conditions aux limites I1.8, on obtient.

d L L 1 N d L )
o i widr — d1/0 {(um + 3 (wy) ) wa wedx + dgﬁ (Wee)” dx

L L
+ ,ul/ wfdx + [1,2/ 2(x, 1, )wdr = 0,
0 0

d [, L 1 , L
— udm—d/ [(ugg%——waC >] udx+5/ O, urdx = 0,
2t J, "o 5 (s) o o

d

. J . (I1.31)
— 0%dx + / qz0dxr — 6 uf,dr = 0,
0 0 0

2dt

d [t L L
¢d ¢d —/ 0q.dx =
2 ; x—|—7/ T q.dx = 0,

d
th/o / (x,p,t dpdx—i——/ (2,1, —z(th))d =0,

avec

¢ E (" 2
// 2(z, p,t d,odx—QT/O (z%(z,1,t) — 2*(,0,t))dx

En résumé, on obtient

L d L d L
a a a a 2
YT dx—i—Qd dx+d22d (Wer) dx—i—th/ 0°dx

d 2
+% dl’—l—fﬁ/ / l‘ , 0,0 dpdl‘

L 1 1
+d;y / (ux + = 5 (wy) ) Ugedx + dy / (um + 3 (wx)2> WyWardT
0 0

L L
+ ’y/ ¢dr + m/ wide + py int§z(z, 1, t)wdr

/ *(z,1,t) — 2%(2,0,t)) dz = 0.

Maintenant, en utilisant le fait que

dd/L +1( ) 2d —d/L +1( )*Vuged
2dt10 Uy 2w:c l‘_lo Uy 2wac Ugt AT
L 1
+ dl / (ua: + 5 (wz)Q) wmthdl‘
0

L

nous arrivons a

1 2
w4+ 12 + dy (wey)® + 62 + > + dy (uz + 5 (ww)Q) :

2dt
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1 L L
+§/ 2(z, p, t)dp] +*y/ qu:ch/u/ w?réX
0 i 2 i 0
+ Mz/ z(x, 1, t)wde + 2—/ (z%(z,1,t) — 2*(,0,t)) dz = 0.
0 T Jo

Ainsi,

L L L
E'(t) = —7/ ¢*dr — ,ul/ widr — ug/ z(x, 1, t)wdx
0 0 0

L
_ %/0 (2%(z,1,t) — 2°(2,0,t))dz

Enfin, en utilisant l'inégalité de Young, la relation (I1.10) et (11.7), on obtient

/ § |12 /LQ 3 |12 /L 2 /LQ
EFt)y<—=>-—-12= 1.t) — - = dr — d
(t) < (27_ 5 i 2¥(x, 1,t) I o 5 i wydr — 7y i q-dx

Lemme: I1.3.2 Soit (u,w,0,q,z) une solution de (I1.7)-(I1.8). Et soit

L az
fi(t) :=/ /q(t,y)dy Odx, t>0 (I1.32)
0 \o
et soit pour tout e3 > 0,alors on a,
1 L L L
At <~ / 0z + e / w2dz + Ch (e3) / Fdz.t > 0 (11.33)
0 0 0

i 52 2
ou, 01(53): (1—{-4—83—’—%) .

Preuve. En exploitant (11.53) et en intégrant par parties, on a

%f ! (t); /o: ¢ = /oL (/0” qjt’ y)dy) it (IL.34)
— 7/0 (/o q(t,y)dy) Odx — /0 fdz.

En utilisant les inégalités de Young et de Poincaré, on obtient

L x 1 L 72 L
—7/ (/ q(t,y)dy) Odx < 5/ 0%dx + ?/ ¢dx (I1.35)
0 0 0 0
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L T L 52 L
—0 / ( / q(t, y)dy> U dr < 3 / wlde +-— [ ¢Pdr. (11.36)
0 0 0 des Jo

En substituant (11.35) et (11.36) dans (11.34), on obtient immédiatement (11.33).

Afin d’éliminer le terme frontiére dans 11.51, nous introduisons la fonction suivante

4
m(z)=2— 7% T€ 0, L]

Lemme: I1.3.3 Soit (u,w,0,q,z) une solution de (I1.7)-(11.8).et soit

L L L
fa(t) = / uymudr + / wymw,dr — / (0 + duy,) mgdz,t > 0. (I1.37)
0 0 0

On a alors estimation suivante

d L ~26? i o L
_ < 2 N 2 “ 2
dtfg(t)_7/0 0dx—l—(’y+ 1 )/0 qu—l—L/O uydx

_dy [u2(L) +2(0)] + (1 + 20 /0 W2de

9 L L
4+ (— 4 ,ul) / w?dx + ,ul/ wdx (I1.38)
L 0 0

8dy [* 1 L\’ 6dy [F
+T ; (ux+§(wx)> dﬂf—i—f ; wmd:v

L L
+ Mg/ 22(z,1,t)dx + ug/ w2dz.
0 0

Preuve : La différenciation directe, utilisant la deuziéme équation de (11.7) et l'intégration par

parties, conduit a

d [t L 1 L
_/ muguydr = dy / {(uw + = (wm)2)} mugdr — 5/ 0, mu,dx
L

+ / U MU dX
0

L L L
=d / UpgMULTET + dy / WpWgpMUydr — 5/ O, mudx
0 0 0

L
+ / UM U AT
0
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dl z=L dl L L
=5 [mui}xzo -5 meuidz + d1/0 Wy Wy MU AT
L 1 L
—(5/ O, mudr — —/ mxu?da:
0 2 Jo
_ 2 2 2d, (¥,
= —d; [uZ(L) +u(0)] + A uzdr
0

L L 9 [L
+ dy / WyWypy MU AT — 5/ 0, mu,dr + — / u?dx,
0 0 L Jy

alors

d L L L
7 wmudr = d; / Uy MULAT + dy / Wy Wy MU, AT
0 0 0

L L
-0 / 0, mu,dr + / U MU AT
0 0

d (* dy o gre=r  dy [T, L
— WMl dr = — [mux] E— myusdr — 0 0,mu,dz
dt 0 2 =0 2 0 0

I - (11.39)
+d1/ Wy WapMULAT — —/ mxufdx
0 2 Jo
d [* 2d, [* 2 [
i J, wpmugdr < —dy [u2(L) +u2(0)] + Tl/o uZdz + Z/o uldx
L L
+ dl/ WypWape MU AT — 5/ 0,.mu,dz
0 0
De méme, en utilisant la premiére équation de (11.7), nous avons
d L L 1 )
— wymw,dr = +d; Uy + = (w)" | wy | mw,dx
dt J, 0 2 .
L L
— iy / Wmw,dr — do / Wappe MWy AT
L ’ LO
+/ Wymwydr — ug/ z(x, 1, t)mw,dx
0 . : 0
= —d, / ((ux + 5 (wx)z) ww) (mpw, + mwy,) dx
LO L
— Iy / wymw,dx + db / Wage (MpWy + MWy, d (I1.40)
0 0

1 (L
~ 3 / mxwfda: — ,ugmwxz(x, 1,t)dx
0
4d, [* 1 L
— 4t Uy + = (wm)2 widr — dy / Wy Wy MUL AT
L 2 ;

0

L dl L ) 4d2 L
— Iy / wymwdr — — / WL W, MWy dT — —— Wagp W AT
0 2 Jo L Jy

L o L L
+ dg/ WypeMWyedr + — / widxr — ug/ mw,z(z, 1,t)dx
0 L Jo 0
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4d, [* 1, 2\ L
=4 — Uy + = (wy)” | wide — dy Wy Wy MULAT
L Jy 2 0

L dy [* 2
—ul/ wymwydr — —/ w?q ((wx) ) dx
0 4 Jo *

ddy [* 5 5 2d, >
L J, L Jy
2 L L
+Z/ w?dx — ,ug/ mw,z(x, 1,t)dz (11.41)
0 0

L L
4d 1
— / wemaw,dr + — / <uz + = (wx)Q) widz
0 0 2
L L
—dl/ Wy Wi MUy, x——/ wid +—/ w2, dv + — / widx
0 0

L
—l—,ug/ zQ(x,l,t)da:+—/ (mw,)? dz,
0 4 Jo

en utilisant [inégalité de Young, on trouve

d [t 9 L , L ,
— wimwdr < | — + iy wydr + iy widx
dt Jo L 0 0

8d, [t 1 2 L
+ 24 (ugc + = (w$)2> dx — dl/ Wy Wy MULAT
L Jy 2 0

6dy [ o p2 [* 2
+— widr + ps 2%(x, 1, t)dx + = (mw,)” dz.
L J 0 4 Jo
Finallement,
d [t L L
- (0 + duy) mgdx = — / (0; + duy,) mgdx — / (0 + du,) mapdx
0 0 0

L L
= / qemqdxr — / (0 + duy) m (—yq — 0,) dz
0 0

L L L
= / gzmqdx + ’y/ Omqdx +/ Omo,dx
0 0 0

L L
+ 70 / gmugdx + 0 / O, mudz
0 0

1 L L 1 L
= —/ meqide + 7/ Omqdx + —/ mg0°dx
2 Jo 0 2 Jo

L L
+ 50 / gmugdxr + 0 / O, muzdz
0 0
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2 L, L 2 L,
= —— qdas+’y/ qudx——/ 0°dx
L/o 0 L Jy

L L
+ 75/ gmudx + 5/ 0. mu,dx (I1.42)
0 0

L L L
< 7/ Omqdx + 75/ gmuzdr + 5/ 0, mu dzx,
0 0 0

en utilisant l'inégalité de Young, nous trouvons

d L L 7262 L
- (0 + du,) mgdr < / uldr + <7 + ) / ¢ dx
0 0 0

4
L L
+ 7/ 0%dx + 5/ 0, mu,dx
0 0

En additionnant (11.59),( 11.41) et (11.42), on conclut

d L ~25? L o (L
— (1) < 6%d L 2d —/ 2d
dth()_fy/O x+<7—|— 1 )/0 q m+L i uydx

dy [2(L) + 2(0)] + (1 + 2%) /O C2de

2 L L
+ <— + ,u1> / wfdx + / widx
L 0 0

8d; [* 1 L 6dy [*
+Tl i <ux—|—§(wx)2) dx—i—TQ/O w?, dw

L L
+ ug/ 22(z,1,t)dx + ,ug/ wdx.
0 0

(11.43)

Lemme: I1.3.4 Soit (u,w,0,q,z) une solution de (11.7)-(11.8).et soit

L 1
0

Alors on a, pour tout e; > 0,

if(t)<—d /L(u +1(w )2>2da;—@ L(w )? da
dt 3 = 1 o a 9 ay 4 0 Tx

L 52 L L
+ 1 / uide + — / 6% dx + / urde (I1.45)
0 de1 Jo 0

2.2 oL L
HaC 1
-I-W;/O zz(a:,l,t)dm+§/0 w?dr,

pour tout t > 0

Preuve. En différenciant la fonctionnelle I1(t) et en utilisant la premiere et la seconde équation
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de (11.7), on obtient

d L 1 L L
—f3(t) = — d, / <um + - (wx)2) uzdr — 6/ Ou,dx + / uidzx
dt 0 2 0 0

dl L 1 2 d2 L 1 L
- (u + = (we) ) w2dr — —/ w? dr — m—/ 2(z, 1, H)wdz (11.46)
2 /o 2 2 /o 2 /o
1 L
0

En utilisant les inégalités de Young et de Poincaré, on obtient
— o3 fOL z(z, 1, t)wdr < %fo w? dr + M;d OL 22(z,1,t)dx (I1.47)

et
—(5f0 Oudr < e, fo uldr + & fo 0%dx (I1.48)

En insérant (11.]7) et (11.48) dans (11.]6), alors, on obtient (11./5).

d L L L]
— f3(t) :/ urde +/ {dl ( Uy (wz)2> — 59m] udx
1 [F 1 po [*
+ = / ldl [(uy + = (wy) )wx]m — doWypgs — ,ugwt} wdx + = / wywdx
2 Jo 2 2 Jy

g u
+/ (2,1, t)dx + 82 w2da:.
0 0 (I1.49)

L L 1 L
:/ ufdx—dl/ (um—i- (wz)2> umdx+5/ Ou,dx
0 2 0
1
L o)
2 Jo

_ b (wm) dr + 12 2 2z, 1,t)dr + == o

wzdx.
2 0 0 0

En utilisant les inégalités de Young et Poincaré nous donne :

if(t)<—d /L u +1(w ) 2d _® (w )? da
dt 3 -~ 1 o x 9 x A o T
L L 52 L
—|—€1/ uid:c—l—/ u?dw+—/ 0*dx
0 0 de1 Jo
L
d
0

2.2 L

HaCp 2 1/ 2
1, t)dx + =

—|—2d2/oz(x,,):c+2 w

+ AT,

d’ou le resultat désiré.
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Lemme: I1.3.5 uu Soit (u,w,0,q,z) une solution de (I11.7)-(11.8). pour tout €5 > 0,et soit

fa(t) = /O ) < /0 me(t, y)dy) wdz, t>0 (11.50)

Alors on a,

d 5 [t L 1 L)\’
S < —— =
dtf4(t) < 2/0 utdx-l—sg/o (ux-i- 5 (wy) ) dx

. (I1.51)
1 L
+C (52)/ 0%dx + equ? (L) + —/ ¢dr, t>0,
0 20 Jo
d2

ou, C (g9) = [4_512(1 + L)+ (5} .
Preuve. Une différentiation de (11.50) et avec les conditions aux limites donne

d L L L

Eﬂl(t) = +(5/ 92dx—/ quidr — 5/ urde

0 0 0 (I1.52)

—d /OL <u + % (wwf) Odx + d, (/UL de) uy(L).

En rappelant 'inégalité de Young pour le dernier terme de (11.52), on obtient pour tout e9 > 0,

L dZL L
dy (/ 9dx) U (L) < equ?(L) + 1—/ 0*dzx
0 0

482

et notre conclusion suit.

Lemme: I1.3.6 La fonctionnelle I5(t)

L
fs(t) = /0 /01 e_Qszz(x,p, t)dpdx (I11.53)

satisfait ’estimation pour une constante positive mq

my

d c 1 [
— (1) < —=I:(t) — — 2(2,1,t)dx + — 2 . 11.54
dth( ) < —1I5(¢) > /0 2%(x, 1, t)dx + 27_/0 wy (z,t)dz ( )

Preuve : En différenciant I5(t), et en utilisant l’équation (11.6), on obtient

d L 1 1 L 1
— (/ / e 2P (2, p, t)dpdx) = ——/ / e " z2,(z, p, t)dpdx
dt \.Jo Jo T Jo Jo
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L 1
= —/ / e 2% (x, p, t)dpdx
o Jo
e
- — — (e7*P2%(x, p, 1)) dpdzx.
T Jo Jo dp( ( ))

L’estimation ci-dessus implique qu’il existe une constante positive my telle que (11.54) est vérifiée.

Maintenant, on pose et on montre le deuxieme résultat prinsipal.D’abord,nous introduisons la

fonctionnelle
L(t)=NE({t) + Nifi +e2fo+ 0% fs + difa + f5 (I1.55)

Théoréme: I1.3.1 Supposons que les données initiales soient données en H. Alors, [’énergie
E(t) décroit exponentiellement, c’est-a-dire qu’il existe deuz constantes positives « et [3

indépendantes des données initiales telles que

E(t) < aE(0)e ", pour toutt > 0 (I1.56)

Preuve on utilise (11.50), (11.45), (11.51), (11.33), (11.38), (11.5}) et les relations :

L L 1 1 L
/ uidr < 2/ Uy + = (wi) dz + —/ w2dx
0 0 2 2 Jo
L 1 L L
§2/O (um—i-é(wi))dx—kz/o wdx

on trouve

d ’72(52 L
Z'(t) < — ny———C’l (e3) Ny —ex [ v+ / ¢*dx
25 4 ;
[ § |M2| ody 2 1 /L 2
_N(’“‘l or 2 s —elptm) g ) wid

(v (& Il _ ddis m] ",
_N (27 9 84, H2g2 + o | ), 2%(x, 1,t)dx

[0d? 8eadi  de1dy 2d, '

— 7—52d1_T_T_2 (1+T>:|/ ( ) *
[Sdydy  6eads  Coderds  LenC 2d ’

o Ty e Tl gjlp( Tl>_€2c ”lﬂw]/ wee)
i 0
M1 53d t

— _§N1 ~ 16 1 —C(e2)dy —752} /0 0*dz
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Ainsi

L L L
Z'(t) < —171/ ¢ dx — 772/ w?dr — 773/ 2(z,1,t)dx
0 0 0

L 1 2 L L
— 774/ (uw + 3 (wx)z) dx — n5/ w? dr — 776/ 6 dx (I1.57)
0 0 0

L
—777/ U?dl'—fg)(t),
0

ou

d 252
m = [VN—2—(15—01(53)N1—€2 (7‘*‘74 )]

N = :N(m—%—@) —%—52 (%—Fm) —%}
o-[o(5-1) B

Ny = -%‘l?—@dl—g%dl_%_g@ <1+2%11)1’

= i&?ﬁs@ - 6€Zd2 B Cpi&gdl - Lgfp (1 * 2%) — €20y (1 + uz)] ,
Ne = % — (15:;2 —C (g9)dy — 752}

N7 = :%—53]\[1 —%} )

D’abord, choisissons €1 et €5 assez petit

€1 < min éﬂ
1 874Cp )

8dyds ddi L ody Sdyds §dy Sd?
16C, (L + 2dy)’ 384 " 16 ' 64C, (111 + 1) 128L° 32 (L + 2d,) |’

g9 < min{

et, nous choisissons Ny

[& 83d,

_ _ di —
5 162, C(&TQ) 1 ’782:| > ()

Ensuite, nous choisissons €3 si petit que,

< —_
%S 3N,

Enfin, nous choisissons N assez grand pour que,

d 252
’)/N—2—(15—01(83)N1—€2 (’Y‘FVT) >O,

Nlpw-=>—-=2)_2 (2 -
(’“ or 2 s el\ptr) 70
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et

my
— >0
2T

N (i _ |M2|> _ Sdipzey

o7 2 sq, e

Donc, ce qui implique par (11.57), qu’il existe aussi ne > 0, tel que
LL(t) < —mpE(t), VE>0 (I1.58)
pour quelques ny positifs. D’autre part, il est facile de vérifier que

BE(t) < Z(t) < B1E(1),Vt >0 (11.59)

pour certaines constantes positives 51 et Bo. En combinant (11.58) et le membre de droite de (11.59),

on conclut que

LL(t) < —AL(t),Vt >0 (I1.60)
pour A > 0. Une simple intégration de (I11.60) conduit a

L) < ZL0)e ™, V>0 (I11.61)

Encore une fois, lutilisation de (I1.58) et (I1.60) donne le résultat souhaité. Ceci achéve la preuve

du théoréme 1.1.1
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