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Spécialité : Analyse Mathématique et Applications

Thème
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Resumé

Dans ce travail, nous étudions la stabilité de la solution d’un système de von Kármán, nous étudions

également l’existance et l’unicité de la solution en utilisant la théorie des semi-groupes, et pour sa

stabilité nous utilisons la technique de multiplicateur avec la méthode de l’énergie.

mots-clé : Système de Von Kármán, décoissance exponentielle, effet thermique, semi-groupes.

Abstract

In this work, we study the stability of the solution of a Von Karmàn system, we establish the existence

and the uniqueness of the solution by using the semigroups theory, and for its stability we use the

technique of multiplier with the energy method.

keywords : Von Kármán system, exponential decay, thermal effect, semi-groups.
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Notations

Ω := Un ouvert de Rn.

K := Le corps des nombres réels où complexes.

R := L’ensemble des nombres réels.

Lp(Ω) := L’espace de Lebesgue, 1 ⩽ p ⩽ ∞.

Ck(Ω) := Fonctions k fois dérivable et la dérivé d’ordre k est continue.

Wm,p(Ω) := L’espace de Sobolev, 1 ⩽ p ⩽ ∞.

Wm,p
0 (Ω) := La fermeture de C∞

c (Ω) dans Wm,p(Ω), 1 ⩽ p ⩽ ∞.

Hm(Ω) := Wm,2(Ω).

D(A) := Domaine de l’opérateur A.

H := L’espace de Hilbert.

⟨., .⟩ , (., .) := Le produit scalaire.

∥.∥ := Norme.

Dαφ := La dérivée partielle par rapport au multi-indice α.

ut :=
∂u

∂t
La dérivée de u par rapport à t.

utt :=
∂2u

∂t2
La dérivée d’ordre 2 de u par rapport à t.

ux :=
∂u

∂x
La dérivée de u par rapport à x.

uxx :=
∂2u

∂x2
La dérivée d’ordre 2 de u par rapport à x.

uxt :=
∂2u

∂x∂t
La dérivée d’ordre 2 de u par rapport à x par rapport à t.

D(Ω) := l’espace des fonctions indéfiniment différentiables avec support

compact contenu dans Ω; muni de la topologie de limite inductive de L. Schwartz.

L∞(Ω) := l’espace des(classes) fonctions essentiellement bornées.

Γ := la frontière de l’ouvert Ω supposée régulière.

ΣT = Γ×]0, T [ := la frontière du cylindre ouvert QT = Ω×]0, T [

u′, u′′ := les dérivations première et seconde de u par rapport au temps.
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Introduction i.
L’analyse qualitative des systèmes dynamiques introduite par H. Poincaré à la fin du dix-neuvième

siècle [8] a donné naissance au domaine fructueux de la théorie des systèmes dynamiques.avec toutes

les implications et applications profondes que nous avons aujourd’hui, y compris, entre autres, la

théorie des systèmes et du contrôle. Avant Poincaré, les équations différentielles étaient principale-

ment considérées comme des équations à résoudre, au même titre que les équations algébriques et la

théorie du contrôle. Poincaré a eu la brillante idée d’essayer d’étudier des équations différentielles de

manière qualitative, ce qui signifie essentiellement que trouver des solutions n’est pas l’objectif plus,

mais à la place, nous nous concentrons sur l’établissement de certaines propriétés des solutions. Ce

point de vue est particulièrement pertinent car de nombreuses équations différentielles n’admettent

pas de solutions de forme fermée et ne peuvent être résolues que numériquement. Dans la même

veine que les idées de Poincaré, A.M. Lyapounov a développé la théorie de la stabilité des systèmes

dynamiques au cours de sa thèse de doctorat [5], sous la direction de P. Chebyshev, la stabilité

est une propriété fondamentale des systèmes dynamiques ayant des conséquences profondes dans les

sciences et l’ingénierie . La stabilité signifie essentiellement que solutions d’un système dynamique

commençant près d’un point d’équilibre (qui est un point de repos du système), restent proches

de ce point d’équilibre. Un exemple typique est celui du pendule exemple. Les pendules à tige ri-

gide admettent deux points d’équilibre, l’un lorsque la tige est verticale et la masse en bas, l’autre

lorsque la masse est en haut. Considérons le premier point d’équilibre et supposons qu’il n’y a pas de

frottement. Une petite poussée à partir de cette position de repos entrâınera des oscillations soute-

nues d’amplitude limitée autour du point d’équilibre. Ce point d’équilibre est donc stable. Un point

d’équilibre est d’ailleurs dit asymptotiquement stable s’il est stable et si les trajectoires commençant

à proximité de ce point convergent vers lui.

En reprenant l’exemple du pendule et en ajoutant le frottement au problème, on obtient des

oscillations amorties autour du point d’équilibre. Finalement, le pendule cessera d’osciller et reviendra

à sa position de repos. Ce point d’équilibre est donc asymptotiquement stable. Par opposition aux

points d’équilibre stables, instables sont des positions de repos à partir desquelles des perturbations

arbitrairement petites seront amplifiées, poussant ainsi le système dynamique à s’en éloigner. Une

caractéristique fondamentale et attrayante des résultats de Lyapunov est que, dans le même esprit que

les idées de Poincaré, les propriétés des trajectoires dans le voisinage d’un point d’équilibre peuvent

être évaluées sans même calculer les solutions de l’équation du système dynamique. Cette opération

peut être réalisée à l’aide de fonctions potentielles, aujourd’hui appelées fonctions de Lyapunov. Ces
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fonctions constituent les pierres angulaires de la puissante théorie de la stabilité, également appelée

théorie de la stabilité de Lyapounov ou encore théorie de Lyapounov.

Cette théorie a été largement acceptée par les théoriciens des systèmes et du contrôle comme

un point de départ fondamental pour l’analyse et le contrôle des systèmes dynamiques. Chaque fois

que Les systèmes de contrôle sont concernés, la stabilité est l’une des propriétés les plus importantes

qu’un système de contrôle devrait avoir posséder. Pour assurer la stabilité asymptotique du système

en boucle fermée est un moyen efficace d’évaluer que le processus contrôlé se comporte de la manière

souhaitée, par exemple, qu’il converge vers un point d’équilibre souhaité. Un autre point frappant

est la polyvalence de l’approche qui a été adaptée, depuis lors, à une immense variété de systèmes

tels que les systèmes variables dans le temps, les systèmes à temps discret, les systèmes hybrides

et les systèmes à dimensions infinies. Les systèmes dynamiques qui nous intéressent dans ce travail

n’échappent pas à cette règle. et nous montrerons que la théorie de Lyapunov est un outil adéquat

pour traiter les systèmes à retard temporel et les systèmes linéaires à variation de paramètres.

Considérant que les systèmes à retardement peuvent être abordés comme un problème purement

mathématique découlant d’un domaine scientifique tel que la biologie, l’écologie ou la physique. les

systèmes à variation de paramètres proviennent essentiellement de problèmes d’ingénierie tels que le

filtrage et le contrôle.

Le shéma suivant représente la déformation d’une poutre non linéaire :

Avec u(x, t) = l’oscillation transversale.

et φ(x, t) = angle de rotation de la poutre.
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Nous vous présentons brièvement le contenu de notre mémoire. Il se compose de deux chapitres.

Le premier chapitre, Nous rappelons de quelques notions de base qui nous seront utilisons dans

la suite.

Le deuxième chapitre, est consacré à utiliser les théorèmes de semi-groupes pour étudier l’existence

et l’unicité de la solution et la méthode de Lyapunov pour montrer la stabilité d’un système de von

Karman suivant :

wtt − d1
[(
ux +

1
2
(wx)

2)wx

]
x
+ d2wxxxx + µ1wt + µ2wt(x, t− τ) = 0

utt − d1
[(
ux +

1
2
(wx)

2)]
x
+ δθx = 0

θt + qx + δutx = 0

qt + γq + θx = 0

(1)

sur Ω×(0,∞), où Ω = [0, L] et d1, d2, δ, l et γ sont un constantes positives et, µ1, µ2 sont des nombres

réels positifs. On complète le système (II.1) avec des conditions aux limites u = (0, t) = u(L, t) = w = (0, t) = w(L, t) = 0 pour tout t > 0

wx = (0, t) = wx(L, t) = θx(0, t) = θx(L, t) = 0 pour tout t > 0
(2)

et les données initiales
u(0, .) = u0, ut(0, .) = u1, w(0, .) = w0, wt(0, .) = w1,

θ(0, .) = θ0, θt(0, .) = θ1,

wt(x, t− τ) = f0(x, t− τ) sur (0, L)× (0, τ).

(3)
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Chapitre I
Notions de Base

I.1 Quelques espaces fractionnels

I.1.1 Espace de Banach

Définition: I.1.1 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet pour la distance

induite par la norme.

I.1.1 Les espaces Lp

Définition: I.1.2 Soit Ω un ouvert quelconque non vide de Rn et 1⩽ p < +∞, on définit l’espace

Lp(Ω) comme suit :

Lp(Ω) = {f : Ω → R,mesurables telles que

∫
Ω

|f(x)|pdx <∞.si 1 ⩽ p < +∞

sup |f(x)| < +∞, si p = +∞}

Théorème: I.1.1 Les espaces Lp(Ω), munis denormes suivantes :

∥f∥p =
(∫

Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

, pour 1 ≤ p <∞,

et

∥f∥∞L = sup |f(x)|, pour p = +∞

sont des espaces de Banach.
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fonction mesurable : Soient (X,A) et (Y,B) sont des espaces mesurables, on dit que

f : X → Y est mesurable si pour tout ouvert O ∈ B, on af−1(O) ∈ A.

I.1.1 Espace de Hilbert

Définition: I.1.3 [2] Un espace de Hilbert H est un espace préhilbertien comlpet,c’est-à-dire un

espace de banach dont la forme découle d’un produit scalaire ou hermitien par la forme :

∥u∥H = ⟨u, u⟩
1
2

I.2 Espaces de Sobolev

Soient Ω un ouvert quelconque de Rn , m un entier naturel et un réel p 1 ≤ p ≤ ∞, l’espaces de

Sobolev Wm,P (Ω) est défini par :

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) ∀α tel que |α| ≤ m,Dαu ∈ Lp(Ω)}

où α est un multi−indice. Dα est une dérivée partielle de u au sens faible (au sens distributions).

Ici Dαφ est définit comme suivant :

Dαφ =
∂|α|φ

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

avec |α| = α1 + ...+ αn

On munit cet espace vectoriel wm,p de la norme suivants

∥u∥wm,p =



 ∑
|α|≤m

{|Dαu∥pLp

 1
p

si 1 ⩽ p ⩽ +∞.

max
|α|≤m

{|Dαu∥L∞ si p = +∞

. (I.1)

où ∥.∥LP désigne la norme des espaces de Lebesgue.
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Définition: I.2.1 Soient Ω ⊂ RNun ouvert u, v ∈ Li
loc(Ω).

1.On dit que v est la dérivée partielle fqible de u par raport à xi, si

∫
Ω

vφdx = −
∫
Ω

u∂iφdx ∀φ ∈ D(Ω)

Autrement dit,si v = ∂iTu ∈ Li
loc(Ω). S’il n’y a pas de confusion, on écrira

partialiu au lieu de v ou ∂iTu.

2.Pour α ∈ NN on dit que v est la dérivée faible de u d’ordre α si

∫
Ω

uφdx = (−1)|α|
∫
Ω

uDαφdx ∀φ ∈ D(Ω)

Autrement dit,si v = DαTu ∈ Llloc(Ω).La même chose, on écrira Dαu au bien de DαTu = v

On pose

Hm(Ω) = Wm,2(Ω),

I.2.2 Espace de Sobolev W 1,P (Ω)

Définition: I.2.2 [2] Soient Ω un ouvert quelconque de Rn et P ∈ R avec 1 ≤ P ≤ ∞,

l’espaces de Sobolev W 1,P (Ω) est défini par

W 1,P (Ω) =
{
u ∈ LP (Ω) il existe wm,p(Ω) est un ensemble

∫
Ω

u(x)φ′(x)dx = −
∫
Ω

g(x)φ(x)dx }

On pose

H1(Ω) = W 1,2(Ω).

I.2.2 Espace de Sobolev W 1,P
0 (Ω)

Définition: I.2.3 [2] Étant donné le réel p, 1 ≤ p ≤ ∞ on appelle espace de Sobolev, et on

note W 1,p
0 (Ω), l’adhérence de D(Ω) dans W 1,p(Ω)

10
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Définition: I.2.4 [2] Soit Ω un ouvert de Rn et soit m ∈ N . L’espace

Hm muni du produit scalaire est un espace de Hilbert séparable.

On introduit sur Hm le produit scalaire

⟨u, v⟩m =
∑
|α|≤m

⟨∂αu, ∂αv⟩

et la norme associée ∥u∥Hm =
√

⟨u, v⟩m
Dans le cas m = 1 ; en utilisant la densité de C∞

c (Ω) dans H1(Ω), on définit l’espace de Sobolev

H1
0 (Ω) = {f ∈ H1(Ω) tel que f = 0 sur ∂Ω}

I.3 Rappel de quelques inégalités

Lemme: I.3.1 (inégalité de Hölder) [2] Soient p et q deux nombres réels conjugués c’est

à dire :
1

p
+

1

q
= 1. Alors, pour tous f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω), on a f.g ∈ L1(Ω) :

En particulier, on a

a)Si p, q ∈]1; +∞[

∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ⩽

(∫
Ω

|f(x)|pdx
) 1

p
(∫

Ω

|f(x)|qdx
) 1

q

b) Si p = 1, q = +∞

∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ⩽

(∫
Ω

|f(x)|dx
)
∥g∥L∞(Ω)

Lemme: I.3.2 (inégalité de Young) [1] Soient p et q deux nombres conjugués dans

]1, +∞[., pour tout α et β ∈ R+ on a :

αβ ≤ 1

P
αp +

1

q
βq

En particulier p = q = 2 on a

αβ ≤ εα2 +
1

2ε
β2. ∀ε > 0

11



Chapitre I Notions de Base

Lemme: I.3.3 (Inégalité de Poincaré) [3] Supposons que I soit un intervalle borné. Alors il

existe un constant C (dépendant de |u| <∞) tel que

∥u∥w1,p(I) ⩽ C∥u′∥LP (I) pour tout u ∈ w1,p
0 (I)

I.4 Semi-groupes des opérateurs fortement continues

Définition: I.4.1 Un opérateur linéaire est une fonction entre deux espaces vectoriels qui est

linéaire sur son domaine de définition.

Définition: I.4.2 [10] Soit X un espace de banach, soit L(X) l’ensemble de tous les

opérateurs linéaires bornés de X à X, une famille (S(t)), t ≥ 0 dans L(X) est un semi-groupes

d’opérateur linéaire borné sur X si

1)(S(0)) = I,∀S ∈ L(X) ( I est l’opérateur d’identité sur x).

2)(S(t1 + t2)) = S(t1)S(t2)∀t1, t2 ≥ 0 (la propriété semi-groupe ).

3) pour chaque x ∈ X, (S(t))x est continue sur [0,∞).

Définition: I.4.3 [10] un semi-groupe (S(t)),0 ≤ t < ∞ d’opérateurs linéaire borné sur X

est un semi-groupe fotement continu d’opérateurs linéaires bornés si, lim
t→0

(S(t))x = x pour tout

x ∈ X.Un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires bornés sur X sera appelé un

semi-groupe de classe C0 ou simplement un C0 semi− groupe.

Définition: I.4.4 [10]

Le générateur infinitésimal, où générateur du semi-groupe d’opérateurs linéaires S(t), t ⩾ 0.

c’est L’opérateur A : D(A) ⊆ X → X défini par

D(A) =

{
x ∈ X : lim

t→0

S(t)x− x

t
existe

}
,

et

Ax = lim
t→0

S(t)x− x

t
pour x ∈ D(A).

De manière équivalente, on dit que A engendre {S(t), t ≥ 0}.

12



Chapitre I Notions de Base

Définition: I.4.5 [2] Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur non borné sur H de

domaine D(A). On dit que A est monotone (ou accrétif) si

⟨Av, v⟩ ≥ 0 ,∀v ∈ D(A)

A est dissipatif si

⟨Au, u⟩ ≤ 0 ,∀u ∈ D(A)

on dit que A est maximal monotone si de plus R(Id + A) = H, i.e

∀f ∈ H,∃u ∈ D(A) tel que u+ Au = f.

I.5 Existence et unicité de la solution

Nous considérons un espace de Hilbert E et nous donnerons deux résultats importants pour les

formes bi-linéaires sur les espaces de Hilbert.

Définition: I.5.1 E est un espace vectoriel sur un corps K. un application b :E ×E → K

est appelée une forme bilinéaire quand

∀x1, x2 ∈ E ∀λ ∈ K b(x1 + λx2, y) = b(x1, y) + λb(x2, y)

∀y1, y2 ∈ E ∀λ ∈ K b(x, y1 + λy2) = b(x, y1) + λb(x, y2)

Définition: I.5.2 [2] soit a(., .) : E × E → R une forme bi-linéaire. On dit qu’elle est

(i) continue s’il existe une constante C > 0 telle que

|a(x, y)| ≤ C∥x∥∥y∥ ∀x, y ∈ E

(ii) coercive s’il existe une constante α > 0 telle que

a(x, x) ≥ α∥x∥2, ∀x ∈ E

Fonction véctorielle On appelle fonction véctorielle toute application

−→
f : S ⊂ R → RN

13



Chapitre I Notions de Base

t 7→
−−→
f(t) = (f1(t)...fn(t))

où S est un sous-ensemble de R .

Définition: I.5.3 Soit I une partie de R, f : I → R et k > 0 . On dit que f est

lipschitzienne si pour tout x,y ∈ I,

|f(x)− f(y)| ⩽ k|x− y|

Théorème: I.5.1 (lax-Milgram)[2] Supposons que a(., .) : E × E → R est une forme bi-

linéaire continue et coercitive. Pour toute forme linéaire L ∈ E ′, il existe un unique x ∈ E tel

que :

a(x, y) = L(y),∀y ∈ E

De plus, si a(., .) est symétrique, alors x ∈ E est caractérisé par :

1

2
a(x, x)− L(x) = min

y∈E
(
1

2
a(y, y)− L(y)).

Théorème: I.5.2 [Lumer-phillips][7] Soit A un opérateur linéaire avec un domaine dense

D(A) dans un espace de Banach X

(i) Si A est dissipatif et qu’il existe un λ0 > 0 tel que R(λ0I − A) = X, alors A est le

générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contractions sur X.

(ii) Si A est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contractions sur X alors

R(λI − A) = X pour tout λ > 0 et A est dissipatif.

Etant donné, le problème de caushy suivant : du
dt

+ Au = 0 sur[0,+∞[

u(0) = u0 (donnée initiale).
(I.2)
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Théorème: I.5.3 (Hille-Yosida)[1] Soit A un opérateur maximal monotone dans un es-

pace de Hilbert H, alors pour tout u0 ∈ D(A) il existe une unique fonction

u ∈ C1 ([0,+∞[, H) ∩C ([0,+∞[, D(A))

solution du (I.2).

De plus on a

|u(t)| ≤ |u0| et

∣∣∣∣dudt (t)
∣∣∣∣ = |Au(t)| ≤ |Au0| ∀t ≥ 0.

I.6 Conceptes de stabilité

Présentons d’abord les concepts de base de stabilité

Définition: I.6.1 [6](Système autonomes et non autonomes) Le système non linéaire

ẋ = f(x, t) est dit autonome si f ne dépend pas explicitement du temps, c’est-à-dire si l’équation

d’état du système peut s’écrire x = f(x) sinon , le système est appelé non autonome.

Définition: I.6.2 (Point équilibre) [6] Un état x∗ est un état d’équilibre (ou point

d’équilibre) du système si une fois que x(t) est égal à x∗, il reste à x∗ pour tout le temps fu-

ture. Mathématiquement, cela signifie que le vecteur constant x∗ satisfait f(x∗) = 0 les points

d’équilibre peuvent être trouvés en résolvant les équations algébriques non linéaires. Un système

linéaire invariable dans le temps x = Ax

Définition: I.6.3 [9] Un point d’équilibre 0 est asymptotiquement stable s’il est stable, et si

il existe un certain r > 0 tel que ∥x(0)∥ < r implique que x(t) → 0 comme t→ ∞.

Définition: I.6.4 (Stabilité exponentiel) [6] Un point d’équilibre 0 est exponentiellement

stable s’il existe deux nombres strictement positifs α et λ tel que

∀t > 0, ∥x(t)∥ ≤ α∥x(0)∥e−λt.

Remarque : Notez que la stabilité exponentielle implique une stabilité asymptotique. Mais la

stabilité asymptotique ne garantit pas une stabilité exponentielle.
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I.6.6 La stabilité au sens de Lyaponov

Définition: I.6.5 [6] Une fonction continue scalaire v(x) est dite localement définie positive

si v(0) = 0 et dans une boule BR0

x ̸= 0 ⇒ v(x) > 0,

si v(0) = 0 et que la propriété ci-dessus s’applique à tout l’espace d’état, alors v(x) est dit

globalement défini positif .

Définition: I.6.6 [9] V(x) est semi-défini négatif si −V (x) est semi-défini positif. Le préfixe

”semi” est utilisé pour refléter la possibilité que V soit égal à zéro pour x ̸= 0. Ces concepts

peuvent avoir une signification géométrique, similaire à celles données pour les fonctions

définies positives

Théorème: I.6.1 [6] (Stabilité locale) Si, dans une boule BR0 , .il existe une fonction

scalaire V (x) avec des dérivées premières partielles continues telles que

• V (x) est définie positive (localement dans BR0).

• V̇ (x) est semi− défini négatif (localement dans BR0).

alors le point d′équilibre 0 est stable. Si, en effet, la dérivée est localement définie négative

dans B, alors la stabilité est asymptotique.

Théorème: I.6.2 (Stabilité globale)[9] Supposons qu’il existe une fonction scalaire V de

la état x, de premier ordre continu. dérivés tels que

• V (x) est définie positive

• p(x) est défini négatif

• V (x) → ∞ si ∥x∥ → ∞

alors l’équilibre à l’origine est globalement asymptotiquement stable.
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I.6.6 Fonction de Lyapunov

Définition: I.6.7 [9] Si, dans une boule Br la fonction V (x) est définie positive et a dérivées

partielles continues, et si sa dérivée temporelle le long de toute trajectoire d’état de

système I.6.1 est semi-défini négatif, i.e

V̇ (x) ⩽ 0

alors V(x) est dite une fonction de Lyapunov pour le système (I.6.1).

17



Chapitre II
Stabilité exponentielle d’une poutre de von

Kármán avec retard

II.1 Préliminaires

Soit le système de von Kraman suivant :

wtt − d1
[(
ux +

1
2
(wx)

2)wx

]
x
+ d2wxxxx + µ1wt + µ2wt(x, t− τ) = 0

utt − d1
[(
ux +

1
2
(wx)

2)]
x
+ δθx = 0

θt + qx + δutx = 0

qt + γq + θx = 0

(II.1)

sur (0,∞)×Ω, où Ω = [0, L] et d1, d2, δ, l et γ sont des constants positifs et, µ1, µ2 sont des nombres

réels positifs. On complète ce système avec les conditions aux limites u = (0, t) = u(L, t) = w = (0, t) = w(L, t) = 0 pour tout t > 0

wx = (0, t) = wx(L, t) = θx(0, t) = θx(L, t) = 0 pour tout t > 0
(II.2)

et les données initiales
u(0, .) = u0, ut(0, .) = u1, w(0, .) = w0, wt(0, .) = w1,

θ(0, .) = θ0, θt(0, .) = θ1,

wt(x, t− τ) = f0(x, t− τ) sur (0, L)× (0, τ).

(II.3)

Supposons d’abord les hypothèses suivantes :

|µ2| < |µ1| (II.4)
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et nous prouverons que le système (II.1)-(II.9) est bien posé en utilisant la théorie des semi-groupes

en introduisant la nouvelle variable suivante [10]

z(x, ρ, t) = wt(x, t− τρ), x ∈ (0, L), ρ ∈ (0, 1), t > 0 (II.5)

ensuite nous avons,

τzt(x, ρ, t) + zρ(x, ρ, t) = 0 sur(0, L)× (0, 1)× (0,∞) (II.6)

Le problème (II.1) et (II.6) dans le système (II.7) prend donc la forme

wtt − d1
[(
ux +

1
2
(wx)

2)wx

]
x
+ d2wxxxx + µ1wt(x, t) + µ2z(x, 1, t) = 0,

utt − d1
[(
ux +

1
2
(wx)

2)]
x
+ δθx = 0,

θt + qx + δutx = 0,

qt + γq + θx = 0,

(II.7)

avec les conditions aux limites

 u = (0, t) = u(L, t) = w = (0, t) = w(L, t) = 0 pour tout t > 0

wx = (0, t) = wx(L, t) = θx(0, t) = θx(L, t) = 0 pour tout t > 0
(II.8)

et les données initiales
u(0, .) = u0, ut(0, .) = u1, w(0, .) = w0, wt(0, .) = w1,

θ(0, .) = θ0, θt(0, .) = θ1,

wt(x, t− τ) = f0(x, t− τ) sur (0, L)× (0, τ).

(II.9)

Soit maintenant ξ une constante positive telle que :

τ |µ2| < ξ < τ (2µ1 − |µ2|) (II.10)

et soit U = (w,wt, u, ut, θ, q, z)
T , alors Ut = (wt, wtt, ut, utt, θt, qt, zt)

T . introduisant la fonction

véctorielle φ = wt, et ψ = ut, le système (II.1)-(II.9) peut être écrit comme Ut =AU+F (U)

U(0) = (w0, w1, u0, u1, θ0, q0, f0)
(II.11)

19
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et l’opérateur linéaire A est défini par :

A U =



φ

−d2wxxxx − µ1φ− µ2z(., 1)

ψ

d1uxx − δθx

−qx − δψx

−γq − θx

− 1
τ
zρ


(II.12)

et

F (U) =



0

d1
[(
ux +

1
2
(wx)

2)wx

]
x

d1
2
(wx)

2
x

0

0

0

0


, U0 =



w0

w1

u0

u1

θ0

q0

f0


, (II.13)

avec domaine

D(A) =


(w,φ, u, ψ, θ, q, z)T ∈ [H4(0, L) ∩H2

0 (0, L)]×H1
0 (0, L)

× [H2(0, L) ∩H2
0 (0, L)]×H1

0 (0, L)× L2(0, L)× L2(0, L)

×L2 ((0, L), H1
0 (0, 1)) , φ = z(., 0) in (0, L)

 (II.14)

Notons H l’espace de Hilbert

H : =
{
H2

0 (0, L)× L2(0, L)×H1
0 (0, L)× L2(0, L)× L2(0, L)× L2(0, L)

}
.

Nous allons montrer que A engendre un C0 semi-groupe sur H. Définissons sur l’espace de Hilbert

H le produit scalaire, pour U = (w,φ, u, ψ, θ, q, z)T , Ũ = (w̃, φ̃, ũ, ψ̃, θ̃, q̃, z̃)T

⟨U, Ũ⟩ =
∫ L

0

φφ̃dx+

∫ L

0

ψd̃x+

∫ L

0

θθ̃dx+

∫ L

0

qq̃dx+ d2

∫ L

0

wxxw̃xxdx

+ d1

∫ L

0

uxũxdx+

∫ L

0

ζ

∫ 1

0

zz̃dρdx.
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II.2 L’existence et l’unicité de la solution

On étudions l’existence et l’unicité de la solution avec la méthode de semi-groupes.

Proposition: II.2.1 Soit (w,φ, u, ψ, θ, q, z)T ∈ H. Pour toute donnée initiale U0 ∈ H existe une

solution unique U ∈ C([0,∞), H) pour le problemé (II.11). De plus, si U0 ∈ D(A ), alors

U ∈ C([0,∞), D(A )) ∩ C1([0,∞), H)

Preuve. Nous montrons que l’opérateur A engendre un C0semi−groupe dans H.Dans cette étape, nous

prouvons que l’opérateur A est dissipatif. Soit U = (w,φ, u, ψ, θ, q, z)T

⟨AU,U⟩ =

〈



φ

−d2wxxxx − µ1φ− µ2z(., 1)

ψ

d1uxx − δθx

−qx − δψx

−γq − θx

−1

τ
zρ


,



w

φ

u

ψ

θ

q

z



〉

=− µ1

∫ L

0

φ2dx− d2

∫ L

0

φwxxxxdx+ d1

∫ L

0

ψuxxdx

− δ

∫ L

0

ψθxdx−
∫ L

0

qxθdx− δ

∫ L

0

θψxdx− γ

∫ L

0

q2dx

−
∫ L

0

qθxdx+ d2

∫ L

0

wxxφxxdx+ d1

∫ L

0

ψxuxdx

− µ2

∫ L

0

φz(x, 1)dx− ζ

τ

∫ L

0

∫ 1

0

z(x, ρ)zρ(x, ρ)dρdx

(II.15)

Par intégration par parties, on obtient

⟨AU,U⟩ = − µ1

∫ L

0

φ2dx− δ

∫ L

0

ψθxdx−
∫ L

0

qxθdx

− δ

∫ L

0

θψxdx− γ

∫ L

0

q2dx−
∫ L

0

qθxdx

− µ2

∫ L

0

φz(x, 1)dx− ζ

τ

∫ L

0

∫ 1

0

z(x, ρ)zρ(x, ρ)dρdx
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ainsi,

⟨AU,U⟩ = − µ1

∫ L

0

φ2dx− µ2

∫ L

0

φz(x, 1)dx− γ

∫ L

0

q2dx

− ζ

τ

∫ L

0

∫ 1

0

z(x, ρ)zρ(x, ρ)dρdx.

(II.16)

Maintenant, grâce à l’inégalité de Young,(II.6) et (II.10) , on obtient

⟨AU,U⟩ = −
(
µ1 −

ζ

2τ
− |µ2|

2

)∫ L

0

φ2dx− γ

∫ L

0

q2dx

−
(
ζ

2τ
− |µ2|

2

)∫ L

0

z2(x, 1)dx ≤ 0.

(II.17)

Par conséquent, l’opérateur A est dissipatif. Maintenant, nous allons prouver que l’opérateur λI −A

est surjectif pour λ > 0. A cet effet, soit

(f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7)
T ∈ H

nous cherchons

U = (w,φ, u, ψ, θ, q, z)T ∈ D(A )

solution du système d’équations suivant

λw − φ = f1

λφ+ d2wxxxx + µ1φ+ µ2z(., 1) = f2,

λz + 1
τ
zρ = f3

λu− ψ = f4

λψ − d1uxx + δθx = f5

λθ + qx + δψx = f6

λq + γq + θx = f7

(II.18)

Supposons que nous ayons trouvé w, u. Par conséquent, la première et la troisième équation de (II.18)

donnent φ = λw − f1

ψ = λu− f3
(II.19)

On a φ ∈ H1
0 (0, L) et ψ ∈ H1

0 (0, L). plus, par (II.19) on peut trouver z(x, 0) = φ(x) pour x ∈ (0, L).
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En suivant la même approche que dans [10], en utilisant les équations pour z dans (II.18), et on a

λz(x, ρ) +
1

τ
zρ(x, ρ) = f3(x, ρ) pour x ∈ [0, L] , ρ ∈ [0, 1]. (II.20)

alors

z(x, ρ) = φ(x)e−λτρ + τe−λτρ

∫ ρ

0

f3(x, s)e
λτρds (II.21)

De (II.19) nous obtenons

z(x, ρ) = λw(x)e−λτρ − f1e
−λτρ + τe−λτρ

∫ ρ

0

f3(x, s)e
λτρds

En utilisant (II.18) et (II.19) les fonctions w et u vérifiant le système suivant, λ2w + d2wxxxx + µ1φ+ µ2z(., 1) = λf1 + f2,

λ2u− d1uxx + δθx = λf3 + f4,

Résoudre le système (II.18) revient à trouver

(w, u) ∈
[
H4(0, L) ∩H2

0 (0, L)
]
×
[
H2(0, L) ∩H2

0 (0, L)]

tel que,


∫ L

0

(
λ2wη + µ1φη + d2wxxηxx + µ2z(., 1)η

)
dx =

∫ L

0

(λf1 + f2) ηdx∫ L

0

(
λ2uζ − d1uxζx + δθζx

)
dx =

∫ L

0

(λf3 + f4) ζdx

(II.22)

pour tout (η, ζ) ∈ H1
0 (0, L)×H1

0 (0, L). De II.5, on a :

z(x, 1) = λw(x)e−λτ − f1e
−λτ + τe−λτ

∫ 1

0

f3(x, s)e
λτds

Par conséquent, le problème (II.22) est équivalent au problème

a((w, u), (η, ζ)) = L(η, ζ) (II.23)

où la forme bilinéaire

a :
[
H2

0 (0, L)×H1
0 (0, L)

]2 → R
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et la forme linéaire

L : H2
0 (0, L)×H1

0 (0, L) → R

sont définis par

a((w, u), (η, ζ)) =

∫ L

0

(
λ2 (w + µ1φ+ µ2z(., 1))w + d2wxxηxx

)
dx

+

∫ L

0

(
λ2uζ + (δθ − d1ux) ζx

)
dx

(II.24)

et

L(η, ζ) =

∫ L

0

(λf1 + f2) ηdx+

∫ L

0

(λf3 + f4) ζdx

On peut vérifier que a est continu et coercitif, et que L est continu. Donc en appliquant le théorème

de Lax-Milgram, on en déduit que pour tout (η, ζ) ∈ H1
0 (0, L) ×H1

0 (0, L) le problème (II.23) admet

une unique solution (w, u) ∈ H2(0, L) × H1
0 (0, L). En appliquant la régularité elliptique classique,

il découle de (II.22) que (w, u) ∈ H4(0, L)× H2
0 (0, L). Par conséquent, l’opérateur (λI − A ) est

surjectif pour tout λ > 0. Maintenant, nous prouvons que l’opérateur F est localement Lipschitz dans

H. En fait, si U = (w,φ, u, ψ, θ, q, z)T , Ũ = (w̃, φ̃, ũ, ψ̃, θ̃, q̃, z̃)T appartiennent à H, on a

∥F (U)−F (Ũ)∥2H& = d1
(
|
[(
ux +

1
2
w2

x

)
wx −

(
ũx +

1
2
w̃2

x

)
w̃x

]
x
|2 + |1

2
(w2

x − w̃2
x)x |2 )= d1 (|h|2 + |g|2)

(II.25)

où h =

[(
ux +

1

2
w2

x

)
wx −

(
ũx +

1

2
w̃2

x

)
w̃x

]
x

et g =
1

2

(
w2

x − w̃2
x

)
x
. Ajoutant et soustrayant le

terme

(
ux +

1

2
w2

x

)
w̃x à l’intérieur de la norme |h|, on obtient

|h| ≤ ∥wx − w̃x∥L∞(0,L)

∣∣∣∣ux + 1

2
w2

x

∣∣∣∣+ ∥w̃x∥L∞(0,L) |ux − ũx|

+
1

2
∥w̃x∥L∞(0,L) |wx + w̃x| ∥wx − w̃x∥L∞(0,L) .

(II.26)

En utilisant le plongement de H1(0, L) dans L∞(0, L) on a de II.26 que

|h| ≤ k
(
∥U∥H , ∥Ũ∥H

)
∥U − Ũ∥H (II.27)
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En utilisant à nouveau le plongement de H1(0, L) dans L∞(0, L), on voit aussi que

|g| ≤ k
(
∥U∥H , ∥Ũ∥H

)
∥U − Ũ∥H (II.28)

En combinant (II.25), (II.27) et (II.28), il s’ensuit que F (U) est localement continue de Lipschitz

dans H.

Par conséquent, le résultat d’existence et d’unicité du théorème découle du théorème de Hille-

Yosida.

II.3 Décroissance exponentielle

Dans cette partie nous étudions la stabilité de la solution avec la méthode de L’énergie. L’énergie

associée de ce système est définie par :

E(t) =
1

2

∫ L

0

{
w2

t + u2t + θ2 + q2 + d2w
2
xx + d1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2
}
dx

+
ξ

2

∫ L

0

∫ 1

0

z2(x, ρ, t)dρdx.

(II.29)

Lemme: II.3.1 Soit (w, u, θ, q, z) la solution de (II.7)-(II.8). Alors la fonctionnelle

énergétique E(t), définie par

E(t) ≤ αE(0)e−βt, pour tout t ≥ 0

satisfait

d

dt
E(t) ≤ −γ

∫ L

0

q2dx−
(
µ1 −

ξ

2τ
− |µ2|

2

)∫ L

0

w2
t dx

−
(
ξ

2τ
− |µ2|

2

)∫ L

0

z2(x, 1, t)dx

(II.30)

pour prouvons notre résultat principal on a besion des lemmes suivants :

Preuve. Nous multiplions la première à quatre équations dans (II.7) par ut, wt, θ, q respective-

ment, en intégrant sur (0, L), et l’équation (II.6) par
ξ

τ
z sur (0, L)× [0, 1], en utilisant l’intégration
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par parties avec les conditions aux limites II.8, on obtient.

d

2dt

∫ L

0

w2
t dx− d1

∫ L

0

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

]
x

wtdx+ d2
d

2dt

∫ L

0

(wxx)
2 dx

+ µ1

∫ L

0

w2
t dx+ µ2

∫ L

0

z(x, 1, t)wtdx = 0,

d

2dt

∫ L

0

u2tdx− d1

∫ L

0

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)]
x

utdx+ δ

∫ L

0

θxutdx = 0,

d

2dt

∫ L

0

θ2dx+

∫ L

0

qxθdx− δ

∫ L

0

utθxdx = 0,

d

2dt

∫ L

0

q2dx+ γ

∫ L

0

q2dx−
∫ L

0

θqxdx = 0,

ξ
d

2dt

∫ L

0

∫ 1

0

z2(x, ρ, t)dρdx+
ξ

2τ

∫ L

0

(
z2(x, 1, t)− z2(x, 0, t)

)
dx = 0,

(II.31)

avec

ξ

τ

∫ L

0

∫ 1

0

d

2dρ
z2(x, ρ, t)dρdx =

ξ

2τ

∫ L

0

(
z2(x, 1, t)− z2(x, 0, t))dx

En résumé, on obtient

d

2dt

∫ L

0

w2
t dx+

d

2dt

∫ L

0

u2tdx+ d2
d

2dt

∫ L

0

(wxx)
2 dx+

d

2dt

∫ L

0

θ2dx

+
d

2dt

∫ L

0

q2dx+ ξ
d

2dt

∫ L

0

∫ 1

0

z2(x, ρ, t)dρdx

+ d1

∫ L

0

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
uxtdx+ d1

∫ L

0

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wxwxtdx

+ γ

∫ L

0

q2dx+ µ1

∫ L

0

w2
t dx+ µ2 int

L
0 z(x, 1, t)wtdx

+
ξ

2τ

∫ L

0

(
z2(x, 1, t)− z2(x, 0, t)

)
dx = 0.

Maintenant, en utilisant le fait que

d

2dt
d1

∫ L

0

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx = d1

∫ L

0

(
ux +

1

2
(wx)

2)uxtdx

+ d1

∫ L

0

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
wxwxtdx

nous arrivons à

d

2dt

∫ L

0

[
w2

t + u2t + d2 (wxx)
2 + θ2 + q2 + d1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

.
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+ξ

∫ 1

0

z2(x, ρ, t)dρ

]
+ γ

∫ L

0

q2dx+ µ1

∫ L

0

w2
t réX

+ µ2

∫ L

0

z(x, 1, t)wtdx+
ξ

2τ

∫ L

0

(
z2(x, 1, t)− z2(x, 0, t)

)
dx = 0.

Ainsi,

E ′(t) = −γ
∫ L

0

q2dx− µ1

∫ L

0

w2
t dx− µ2

∫ L

0

z(x, 1, t)wtdx

− ξ

2τ

∫ L

0

(
z2(x, 1, t)− z2(x, 0, t))dx

Enfin, en utilisant l’inégalité de Young, la relation (II.10) et (II.7), on obtient

E ′(t) ≤ −
(
ξ

2τ
− |µ2|

2

)∫ L

0

z2(x, 1, t)−
(
µ1 −

ξ

2τ
− |µ2|

2

)∫ L

0

w2
t dx− γ

∫ L

0

q2dx

Lemme: II.3.2 Soit (u,w, θ, q, z) une solution de (II.7)-(II.8). Et soit

f1(t) :=

L∫
0

 x∫
0

q(t, y)dy

 θdx, t ≥ 0 (II.32)

et soit pour tout ε3 > 0,alors on a,

f ′
1(t) ≤ −1

2

∫ L

0

θ2dx+ ε3

∫ L

0

u2tdx+ C1 (ε3)

∫ L

0

q2dx, t ≥ 0 (II.33)

où, C1 (ε3) =

(
1 +

δ2

4ε3
+
γ2

2

)
.

Preuve. En exploitant (II.33) et en intégrant par parties, on a

d

dt
f1(t) =

∫ L

0

q2dx− δ

∫ L

0

(∫ x

0

q(t, y)dy

)
utxdx

− γ

∫ L

0

(∫ x

0

q(t, y)dy

)
θdx−

∫ L

0

θdx.

(II.34)

En utilisant les inégalités de Young et de Poincaré, on obtient

−γ
∫ L

0

(∫ x

0

q(t, y)dy

)
θdx ≤ 1

2

∫ L

0

θ2dx+
γ2

2

∫ L

0

q2dx (II.35)
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−δ
∫ L

0

(∫ x

0

q(t, y)dy

)
utxdx ≤ ε3

∫ L

0

u2tdx+
δ2

4ε3

∫ L

0

q2dx. (II.36)

En substituant (II.35) et (II.36) dans (II.34), on obtient immédiatement (II.33).

Afin d’éliminer le terme frontière dans II.51, nous introduisons la fonction suivante

m(x) = 2− 4

L
x, x ∈ [0, L]

Lemme: II.3.3 Soit (u,w, θ, q, z) une solution de (II.7)-(II.8).et soit

f2(t) :=

∫ L

0

utmuxdx+

∫ L

0

wtmwxdx−
∫ L

0

(θ + δux)mqdx, t ≥ 0. (II.37)

On a alors l’estimation suivante

d

dt
f2(t) ≤ γ

∫ L

0

θ2dx+

(
γ +

γ2δ2

4

)∫ L

0

q2dx+
2

L

∫ L

0

u2tdx

− d1
[
u2x(L) + u2x(0)

]
+

(
1 +

2d1
L

)

∫ L

0

u2xdx

+

(
2

L
+ µ1

)∫ L

0

w2
t dx+ µ1

∫ L

0

w2
xdx

+
8d1
L

∫ L

0

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx+
6d2
L

∫ L

0

w2
xxdx

+ µ2

∫ L

0

z2(x, 1, t)dx+ µ2

∫ L

0

w2
xdx.

(II.38)

Preuve : La différenciation directe, utilisant la deuxième équation de (II.7) et l’intégration par

parties, conduit à

d

dt

∫ L

0

mutuxdx = d1

∫ L

0

[(
ux +

1

2
(wx)

2

)]
x

muxdx− δ

∫ L

0

θxmuxdx

+

∫ L

0

utmutxdx

= d1

∫ L

0

uxxmuxréx+ d1

∫ L

0

wxwxxmuxdx− δ

∫ L

0

θxmuxdx

+

∫ L

0

utmutxdx
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=
d1
2

[
mu2x

]x=L

x=0
− d1

2

∫ L

0

mxu
2
xdx+ d1

∫ L

0

wxwxxmuxdx

− δ

∫ L

0

θxmuxdx−
1

2

∫ L

0

mxu
2
tdx

= −d1
[
u2x(L) + u2x(0)

]
+

2d1
L

∫ L

0

u2xdx

+ d1

∫ L

0

wxwxxmuxdx− δ

∫ L

0

θxmuxdx+
2

L

∫ L

0

u2tdx,

alors

d

dt

∫ L

0

utmuxdx = d1

∫ L

0

uxxmuxdx+ d1

∫ L

0

wxwxxmuxdx

− δ

∫ L

0

θxmuxdx+

∫ L

0

utmutxdx

d

dt

∫ L

0

utmuxdx =
d1
2

[
mu2x

]x=L

x=0
− d1

2

∫ L

0

mxu
2
xdx− δ

∫ L

0

θxmuxdx

+ d1

∫ L

0

wxwxxmuxdx−
1

2

∫ L

0

mxu
2
tdx

d

dt

∫ L

0

utmuxdx ≤ −d1
[
u2x(L) + u2x(0)

]
+

2d1
L

∫ L

0

u2xdx+
2

L

∫ L

0

u2tdx

+ d1

∫ L

0

wxwxxmuxdx− δ

∫ L

0

θxmuxdx

(II.39)

De même, en utilisant la première équation de (II.7), nous avons

d

dt

∫ L

0

wtmwxdx = +d1

∫ L

0

((
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

)
x

mwxdx

− µ1

∫ L

0

wtmwxdx− d2

∫ L

0

wxxxxmwxdx

+

∫ L

0

wtmwtxdx− µ2

∫ L

0

z(x, 1, t)mwxdx

= −d1
∫ L

0

((
ux +

1

2
(wx)

2

)
wx

)
(mxwx +mwxx) dx

− µ1

∫ L

0

wtmwxdx+ dL2

∫ L

0

wxxx (mxwx +mwxx) dx

− 1

2

∫ L

0

mxw
2
t dx− µL

2mwxz(x, 1, t)dx

= +
4d1
L

∫ L

0

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
w2

xdx− d1

∫ L

0

wxwxxmuxdx

− µ1

∫ L

0

wtmwxdx−
d1
2

∫ L

0

w2
xwxmwxxdx−

4d2
L

∫ L

0

wxxxwxdx

+ d2

∫ L

0

wxxxmwxxdx+
2

L

∫ L

0

w2
t dx− µ2

∫ L

0

mwxz(x, 1, t)dx

(II.40)
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= +
4d1
L

∫ L

0

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
w2

xdx− d1

∫ L

0

wxwxxmuxdx

−µ1

∫ L

0

wtmwxdx−
d1
4

∫ L

0

w2
xq

(
(wx)

2)
x
dx

+
4d2
L

∫ L

0

w2
xxdx− d2

[
w2

xx(L) + w2
xx(0)

]
+

2d2
L

∫ L

0

w2
xxdx

+
2

L

∫ L

0

w2
t dx− µ2

∫ L

0

mwxz(x, 1, t)dx

≤− µ1

∫ L

0

wtmwxdx+
4d1
L

∫ L

0

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
w2

xdx

−d1
∫ L

0

wxwxxmuxdx−
d1
2L

∫ L

0

w4
xdx+

6d2
L

∫ L

0

w2
xxdx+

2

L

∫ L

0

w2
t dx

+ µ2

∫ L

0

z2(x, 1, t)dx+
µ2

4

∫ L

0

(mwx)
2 dx,

(II.41)

en utilisant l’inégalité de Young, on trouve

d

dt

∫ L

0

wtmwxdx ≤
(
2

L
+ µ1

)∫ L

0

w2
t dx+ µ1

∫ L

0

w2
xdx

+
8d1
L

∫ L

0

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx− d1

∫ L

0

wxwxxmuxdx

+
6d2
L

∫ L

0

w2
xxdx+ µ2

∫ L

0

z2(x, 1, t)dx+
µ2

4

∫ L

0

(mwx)
2 dx.

Finallement,

− d

dt

∫ L

0

(θ + δux)mqdx = −
∫ L

0

(θt + δutx)mqdx−
∫ L

0

(θ + δux)mqtdx

=

∫ L

0

qxmqdx−
∫ L

0

(θ + δux)m (−γq − θx) dx

=

∫ L

0

qxmqdx+ γ

∫ L

0

θmqdx+

∫ L

0

θmθxdx

+ γδ

∫ L

0

qmuxdx+ δ

∫ L

0

θxmuxdx

=
1

2

∫ L

0

mxq
2dx+ γ

∫ L

0

θmqdx+
1

2

∫ L

0

mxθ
2dx

+ γδ

∫ L

0

qmuxdx+ δ

∫ L

0

θxmuxdx
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= − 2

L

∫ L

0

q2dx+ γ

∫ L

0

θmqdx− 2

L

∫ L

0

θ2dx

+ γδ

∫ L

0

qmuxdx+ δ

∫ L

0

θxmuxdx

≤ γ

∫ L

0

θmqdx+ γδ

∫ L

0

qmuxdx+ δ

∫ L

0

θxmuxdx,

(II.42)

en utilisant l’inégalité de Young, nous trouvons

− d

dt

∫ L

0

(θ + δux)mqdx ≤
∫ L

0

u2xdx+

(
γ +

γ2δ2

4

)∫ L

0

q2dx

+ γ

∫ L

0

θ2dx+ δ

∫ L

0

θxmuxdx

(II.43)

En additionnant (II.39),( II.41) et (II.42), on conclut

d

dt
f2(t) ≤ γ

∫ L

0

θ2dx+

(
γ +

γ2δ2

4

)∫ L

0

q2dx+
2

L

∫ L

0

u2tdx

− d1
[
u2x(L) + u2x(0)

]
+

(
1 +

2d1
L

)∫ L

0

u2xdx

+

(
2

L
+ µ1

)∫ L

0

w2
t dx+ µ1

∫ L

0

w2
xdx

+
8d1
L

∫ L

0

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx+
6d2
L

∫ L

0

w2
xxdx

+ µ2

∫ L

0

z2(x, 1, t)dx+ µ2

∫ L

0

w2
xdx.

Lemme: II.3.4 Soit (u,w, θ, q, z) une solution de (II.7)-(II.8).et soit

f3(t) =

∫ L

0

(
utu+

1

2
wtw +

µ1

4
w2

)
dx, t ≥ 0. (II.44)

Alors on a, pour tout ε1 > 0,

d

dt
f3(t) ≤ −d1

∫ L

0

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx− d2
4

∫ L

0

(wxx)
2 dx

+ ε1

∫ L

0

u2xdx+
δ2

4ε1

∫ L

0

θ2dx+

∫ L

0

u2tdx

+
µ2
2c

2
p

2d2

∫ L

0

z2(x, 1, t)dx+
1

2

∫ L

0

w2
t dx,

(II.45)

pour tout t ≥ 0

Preuve. En différenciant la fonctionnelle I1(t) et en utilisant la première et la seconde équation
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de (II.7), on obtient

d

dt
f3(t) =− d1

∫ L

0

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
uxdx− δ

∫ L

0

θuxdx+

∫ L

0

u2tdx

− d1
2

∫ L

0

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
w2

xdx−
d2
2

∫ L

0

w2
xxdx− µ2

1

2

∫ L

0

z(x, 1, t)wdx

+
1

2

∫ L

0

w2
t dx

(II.46)

En utilisant les inégalités de Young et de Poincaré, on obtient

−µ2
1
2

∫ L

0
z(x, 1, t)wdx ≤ d2

4

∫ L

0
w2

xxdx+
µ2
2c

2
p

2d2

∫ L

0
z2(x, 1, t)dx (II.47)

et

−δ
∫ L

0
θuxdx ≤ ε1

∫ L

0
u2xdx+

δ2

4ε1

∫ L

0
θ2dx (II.48)

En insérant (II.47) et (II.48) dans (II.46), alors, on obtient (II.45).

d

dt
f3(t) =

∫ L

0

u2tdx+

∫ L

0

[
d1

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
x

− δθtx

]
udx

+
1

2

∫ L

0

[
d1 [(ux +

1

2
(wx)

2 )wx]x − d2wxxxx − µ2wt

]
wdx+

µ2

2

∫ L

0

wtwdx

+

∫ L

0

z2(x, 1, t)dx+
µ2

8

∫ L

0

w2dx.

=

∫ L

0

u2tdx− d1

∫ L

0

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
uxdx+ δ

∫ L

0

θuxdx

+
1

2

∫ L

0

w2
t dx−

d1
2

∫ L

0

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
w2

xdx

− d2
2

∫ L

0

(wxx)
2 dx+

µ2

2

∫ L

0

z2(x, 1, t)dx+
µ2

8

∫ L

0

w2dx.

(II.49)

En utilisant les inégalités de Young et Poincaré nous donne :

d

dt
f3(t) ≤ −d1

∫ L

0

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx− d2
4

∫ L

0

(wxx)
2 dx

+ ε1

∫ L

0

u2xdx+

∫ L

0

u2tdx+
δ2

4ε1

∫ L

0

θ2dx

+
µ2
2c

2
p

2d2

∫ L

0

z2(x, 1, t)dx+
1

2

∫ L

0

w2
t dx,

d’où le resultat désiré.
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Lemme: II.3.5 uu Soit (u,w, θ, q, z) une solution de (II.7)-(II.8). pour tout ε2 > 0,et soit

f4(t) :=

∫ L

0

(∫ x

0

θ(t, y)dy

)
utdx, t ≥ 0 (II.50)

Alors on a,

d

dt
f4(t) ≤ −δ

2

∫ L

0

u2tdx+ ε2

∫ L

0

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx

+ C (ε2)

∫ L

0

θ2dx+ ε2u
2
x(L) +

1

2δ

∫ L

0

q2dx, t ≥ 0,

(II.51)

où, C (ε2) =

[
d21
4ε2

(1 + L) + δ

]
.

Preuve. Une différentiation de (II.50) et avec les conditions aux limites donne

d

dt
f4(t) = +δ

∫ L

0

θ2dx−
∫ L

0

qutdx− δ

∫ L

0

u2tdx

− d1

∫ L

0

(
ux +

1

2
(wx)

2

)
θdx+ d1

(∫ L

0

θdx

)
ux(L).

(II.52)

En rappelant l’inégalité de Young pour le dernier terme de (II.52), on obtient pour tout ε2 > 0,

d1

(∫ L

0

θdx

)
ux(L) ≤ ε2u

2
x(L) +

d21L

4ε2

∫ L

0

θ2dx

et notre conclusion suit.

Lemme: II.3.6 La fonctionnelle I5(t)

f5(t) =

∫ L

0

∫ 1

0

e−2τρz2(x, ρ, t)dρdx (II.53)

satisfait l’estimation pour une constante positive m1

d

dt
f5(t) ≤ −I5(t)−

m1

2τ

∫ L

0

z2(x, 1, t)dx+
1

2τ

∫ L

0

w2
t (x, t)dx. (II.54)

Preuve : En différenciant I5(t), et en utilisant l’équation (II.6), on obtient

d

dt

(∫ L

0

∫ 1

0

e−2τρz2(x, ρ, t)dρdx

)
= −1

τ

∫ L

0

∫ 1

0

e−2τρzzρ(x, ρ, t)dρdx
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= −
∫ L

0

∫ 1

0

e−2τρz2(x, ρ, t)dρdx

− 1

2τ

∫ L

0

∫ 1

0

d

dρ

(
e−2τρz2(x, ρ, t)

)
dρdx.

L’estimation ci-dessus implique qu’il existe une constante positive m1 telle que (II.54) est vérifiée.

Maintenant, on pose et on montre le deuxième résultat prinsipal.D’abord,nous introduisons la

fonctionnelle

L (t) = NE(t) +N1f1 + ε2f2 + δ d1
4
f3 + d1f4 + f5 (II.55)

Théorème: II.3.1 Supposons que les données initiales soient données en H. Alors, l’énergie

E(t) décrôıt exponentiellement, c’est-à-dire qu’il existe deux constantes positives α et β

indépendantes des données initiales telles que

E(t) ≤ αE(0)e−βt, pour tout t ≥ 0 (II.56)

Preuve on utilise (II.30), (II.45), (II.51), (II.33), (II.38), (II.54) et les relations :

∫ L

0

u2xdx ≤ 2

∫ L

0

(
ux +

1

2

(
w2

x

))
dx+

1

2

∫ L

0

w2
xdx

≤ 2

∫ L

0

(
ux +

1

2

(
w2

x

))
dx+

L

4

∫ L

0

w2
xdx

on trouve

L ′(t) ≤ −
[
γN − d1

2δ
− C1 (ε3)N1 − ε2

(
γ +

γ2δ2

4

)]∫ L

0

q2dx

−
[
N

(
µ1 −

ξ

2τ
− |µ2|

2

)
− δd1

8
− ε2

(
2

L
+ µ1

)
− 1

2τ

] ∫ L

0

w2
t dx

−
[
N

(
ξ

2τ
− |µ2|

2

)
−
δd1µ

2
2c

2
p

8d2
− µ2ε2 +

m1

2τ

] ∫ L

0

z2(x, 1, t)dx

−
[
δd21
4

− ε2d1 −
8ε2d1
L

− δε1d1
2

− 2ε2

(
1 +

2d1
L

)]∫ L

0

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx

−
[
δd1d2
16

− 6ε2d2
L

− Cpδε1d1
16

− Lε2Cp

4

(
1 +

2d1
L

)
− ε2Cp (µ1 + µ2)

] ∫ L

0

(wxx)
2 dx

−
[
1

2
N1 −

δ3d1
16ε1

− C (ε2) d1 − γε2

] ∫ L

0

θ2dx

−
[
δd1
4

− ε3N1 −
2ε2
L

] ∫ L

0

u2tdx

−f5(t)
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Ainsi

L ′(t) ≤ −η1
∫ L

0

q2dx− η2

∫ L

0

w2
t dx− η3

∫ L

0

z2(x, 1, t)dx

− η4

∫ L

0

(
ux +

1

2
(wx)

2

)2

dx− η5

∫ L

0

w2
xxdx− η6

∫ L

0

θ2dx

− η7

∫ L

0

u2tdx− f5(t),

(II.57)

ou

η1 =

[
γN − d1

2δ
− C1 (ε3)N1 − ε2

(
γ +

γ2δ2

4

)]

η2 =

[
N

(
µ1 −

ξ

2τ
− |µ2|

2

)
− δd1

8
− ε2

(
2

L
+ µ1

)
− 1

2τ

]
η3 =

[
N

(
ξ

2τ
− |µ2|

2

)
−
δd1µ

2
2c

2
p

8d2
− µ2ε2 +

m1

2τ

]
η4 =

[
δd21
4

− ε2d1 −
8ε2d1
L

− δε1d1
2

− 2ε2

(
1 +

2d1
L

)]
,

η5 =

[
δd1d2
16

− 6ε2d2
L

− Cpδε1d1
16

− Lε2Cp

4

(
1 +

2d1
L

)
− ε2Cp (µ1 + µ2)

]
,

η6 =

[
N1

2
− δ3d1

16ε1
− C (ε2) d1 − γε2

]
η7 =

[
δd1
4

− ε3N1 −
2ε2
L

]
.

D’abord, choisissons ε1 et ε2 assez petit

ε1 < min

(
d1
8
,
d2
4Cp

)
,

ε2 < min

[
δd1d2

16Cp (L+ 2d1)
,
δd1L

384
,
δd1
16

,
δd1d2

64Cp (µ1 + µ2)
,
δd1
128L

,
δd21

32 (L+ 2d1)

]
,

et, nous choisissons N1 [
N1

2
− δ3d1

16ε1
− C (ε2) d1 − γε2

]
> 0

Ensuite, nous choisissons ε3 si petit que,

ε3 <
δd1
8N1

Enfin, nous choisissons N assez grand pour que,

γN − d1
2δ

− C1 (ε3)N1 − ε2

(
γ +

γ2δ2

4

)
> 0,

N

(
µ1 −

ξ

2τ
− |µ2|

2

)
− δd1

8
− ε2

(
2

L
+ µ1

)
− 1

2τ
> 0,
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et

N

(
ξ

2τ
− |µ2|

2

)
−
δd1µ

2
2c

2
p

8d2
− µ2ε2 +

m1

2τ
> 0

Donc, ce qui implique par (II.57), qu’il existe aussi η2 > 0, tel que

d
dt

L (t) ≤ −η2E(t), ∀t > 0 (II.58)

pour quelques η2 positifs. D’autre part, il est facile de vérifier que

β2E(t) ≤ L (t) ≤ β1E(t),∀t ≥ 0 (II.59)

pour certaines constantes positives β1 et β2. En combinant (II.58) et le membre de droite de (II.59),

on conclut que

d
dt

L (t) ≤ −ΛL (t),∀t ≥ 0 (II.60)

pour Λ > 0. Une simple intégration de (II.60) conduit à

L (t) ≤ L (0)e−Λt, ∀t > 0 (II.61)

Encore une fois, l’utilisation de (II.58) et (II.60) donne le résultat souhaité. Ceci achève la preuve

du théorème I.I.1
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