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 ملخص
 نيترون- رون)نيت الكهربائي في حالة الاقتران بين الجسيمات المتطابقة القطب سداس ي عزم إطار دراسة محصور في هذا العمل

ج القطرة ي نموذبتقديم تذكير بالنماذج النووية وه اكخطوة أولى، بدأن.  زوجية – وفردية زوجية- زوجيةللأنوية  (بروتون - وبروتون 

ظرية ويك لإيجاد جسيمات المستقلة. كتبنا الهاملتون للنظام النووي والذي كتبناه خطيا عن طريق نللالسائلة ونموذج الغلاف 

القطب  عزم سداس ي تإيجاد معادلا تم  في الخطوة الثانية زوجية. – وفردية زوجية- لجسيمات زوجيةل الدوال الموجية تمعادلا 

جة عزم سداس ي تم معال في الخطوة الأخيرة .زوجية – وفردية زوجية– زوجية الموجية لدوالل الكهربائي بين الجسيمات المتطابقة

نواة الكربتون ونظائرها. على   وود ساكسون ل الذاتية القطب الكهربائي عدديا بواسطة الطاقات والحالات  

   القطب الكهربائي؛ الاقتران النووي؛ النماذج النوويةعزم سداس ي الكلمات المفتاحية: 

Résumé 

Au cours de ce travail nous avons étudié le moment hexadécapolaire électrique dans le cas de 

l’appariement nucléaire entre particules identiques des noyaux pair-pairs et pair-impairs. Pour 

cela nous avons écrit l’hamiltonien dans sa forme générale. Ce hamiltonien a été diagonalisé 

par le théorème de Wick qui nous a permis de trouver les fonctions d’ondes d’un nombre pair-

pairs et pair-impairs de particules. Nous avons ensuite, établi les expressions du moment 

hexadécapolaire électrique entre les particules identiques corresponds les fonctions d’ondes. 

Sur le plan numérique le moment hexadécapolaire a été calculé pour des noyaux krypton et 

ses isotopes en utilisant les énergies et états propres d’un champ moyen déformé de Woods-

Saxon. 

Mots clés: Moment hexadécapolaire électrique; Appariement nucléaire; Modèles nucléaires; 

Energies de Woods-Saxon. 

Abstract 

During this work we have studied the electrical hexadecapole moment in the case of pairing 

nuclear of the even-even and even-odd nuclei. We have written the Hamiltonian in its general 

form. This Hamiltonian was diagonalized by the Wick theorem and which allowed us to find 

the functions of an even-even and odd-even number of particles. We then established the 

expressions of the electrical hexadecapole moment between the identical particles 

corresponding to the wave functions. Numerically, the hexadecapole moment has been 

calculated for krypton nuclei and its isotopes using the energies and eigenstates of a deformed 

Woods-Saxon mean field. 

Keywords: Electrical hexadecapole moment; Pairing nuclear; Nuclear models; Woods-Saxon 

energies. 
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Introduction

En structure nucléaire, les moments multipolaires jouent un rôle important pour dé-

crire le noyau atomique. Parmi les moments les plus connus on cite le moment qua-

dripolaire, le moment octupolaire et le moment hexadécapolaire. L�étude du moment

hexadécapolaire électrique permet de connaître certaines propriétés comme la forme et la

déformation des noyaux atomiques. Il permet ainsi de mettre en évidence la déformation

des noyaux par rapport à la forme sphérique ou bien il permet de mesurer la déviation de

la distribution de charge par rapport à la sphéricité. Le noyau atomique est un objet très

complexe, son étude demeure un problème majeur pour les physiciens. Le développement

de techniques expérimentales de plus en plus performantes permet désormais de produire

et d�étudier la structure de ces noyaux. Ceux-ci présentent de nouveaux comportements

par rapport aux noyaux stables, dont les propriétés sont bien reproduites par les modèles

théoriques. L�un des premiers modèles du noyau, proposé par Weizsäcker en 1935 [1], est

celui de la goutte liquide où le noyau est assimilé à un �uide classique constitué de nu-

cléons qui sont con�nés dans un volume �ni de l�espace par l�interaction forte. Le deuxième

modèle est le modèle en couches [2, 3], où les nucléons sont considérés comme des parti-

cules indépendantes, l�un de l�autre, rend naturelle l�existence d�un potentiel moyen dans

lequel évoluent les nucléons. Le problème qui se pose alors en physique nucléaire est la

dé�nition de ce potentiel moyen qui a la particularité ici d�être produit par les nucléons

eux-mêmes. Les potentiels cités ici sont le potentiel d�oscillateur harmonique, le potentiel

de Woods-Saxon et le potentiel du couplage spin-orbite.

D�autre part les corrélations d�appariement nucléaire ont un e¤et signi�catif dans le

moment hexadécapolaire électrique. En e¤et, dans les noyaux ayant un nombre de protons

5



Introduction 6

di¤érent de celui de neutrons, les niveaux de Fermi des systèmes protons et neutrons sont

séparés et éloignés, donc l�appariement neutron-proton est faible devant l�appariement

entre particules identiques proton-proton et neutron-neutron. Par contre, dans le cas où

les protons et les neutrons sont voisins, leurs niveaux de Fermi des systèmes neutrons

et protons sont voisins donc l�appariement neutron-proton est très important que l�ap-

pariement entre particules identiques [3� 11]. Les corrélations d�appariement peuvent en

e¤et exister dans le cas isovectoriel (T = 1) qui permet de décrire à la fois l�appariement

entre particules identiques et l�appariement neutron-proton et dans le cas isoscalaire (T

= 0) qui correspond uniquement à l�appariement neutron-proton. L�interaction d�appa-

riement nucléaire est généralement traité dans le cadre de la théorie (Bardeen, Cooper et

Schrie¤er) BCS [12] .

Le but du présent travail est d�étudier le moment hexadécapolaire électrique dans le

cas de l�appariement entre particules identiques pour des noyaux atomiques pair-pairs et

pair-impairs.

Dans le premier chapitre, nous allons rappeler les modèles nucléaires qui décrivent le

noyau atomique à savoir le modèle de la goutte liquide et le modèle en couches à particules

indépendantes. Par la suite nous allons traiter l�appariement nucléaire entre particules

identiques. Nous commencerons par écrire l�hamiltonien du système nucléaire qui sera

linéarisé par l�utilisation de théorème de Wick. Par cette dernière nous pouvons établir les

équations de gap qui seront les amplitudes de probabilité d�occupation et d�inoccupation

de particules, la constante d�appariement et la demi-largeur du gap.

Le deuxième chapitre sera consacré à l�étude des fonctions d�ondes d�un système nu-

cléaire de nombre pairs et impairs de particules. La suite du travail sera consacré ainsi à

établir l�expression du moment hexadécapolaire électrique pour un nombre pair-pairs de

particules et pour un nombre pair-impairs de particules.

Le dernier chapitre sera consacré au calculs numérique des équations de gap et de

moment hexadécapolaire électrique en se basant sur les énergies et états propres d�un

champ moyen déformé de Woods-Saxon [13].



Chapitre 1

Les corrélations d�appariement

nucléaire

1.1 Introduction

Le noyau fait partie intégrante de l�atome et de sa partie centrale, et la complexité du

noyau atomique nous a causé des di¢ cultés à comprendre sa structure et ses proprietés

géométriques.

Notre étude s�intéresse aux corrélations d�appariement nucléaires dans le cas isovecto-

riel qui correspond les particules identiques neutron-neutron (n-n) et proton-proton (p-p).

Pour plus comprendre le noyaux atomique et ses propriétés nous allons dans ce chapitre

présenter deux modèles nucléaires importantes pour étudier les caractéristiques et la struc-

ture nucléaire des noyaux qui sont parmi les premiers et les anciens modèles, le modèle

de la goutte liquide et le modèle en couches à particules indépendantes. Le modèle de la

goutte liquide est un modèle approximatif qui ressemble au noyau atomique d�une goutte

de liquide et permet d�établir la formule semi-empirique de Bethe-Weizsäcker. Il permet de

connaître l�énergie de liaison des noyaux atomiques et sa stabilité et leur masse dans leur

état fondamental. Le modèle en couches à particules indépendantes permet d�expliquer

un certain nombre de phénomènes comme, les états excités, l�existence des couches, les

7



1.2. Le noyau atomique 8

nombres magiques, la déformation du noyau, les réactions nucléaires, la �ssion nucléaire,

etc.

L�objet du présent chapitre est de écrire l�hamiltonien dans sa forme générale en repré-

sentation de particules et de le diagonalise par le théorème de Wick en utilisant la trans-

formation de Bogoliubov-Valatin qui relie les opérateurs de création et d�annihilation de

particules en fonction des opérateurs de création et d�annihilation de quasi-particules par

les amplitudes de probabilités d�occupation et d�inoccupation de particules pour trouver

les équations de gap.

1.2 Le noyau atomique

L�atome est constitué d�un noyau au centre et des électrons électriquement chargée

négative qui tournet autour de ce noyau. Le noyau est constitué des nucléons qui sont les

protons et les neutrons, où les protons ont une charge électrique positive et les neutrons

électriquement neutre.

1.3 Modèles nucleaires

1.3.1 Modèle de la goutte liquide

Le modèle de la goutte liquide à été proposé en 1935 par Von Weizsäcker donnant

une approche semi-empirique de l�énergie de liaison pour des noyaux appartenant à la

vallée de stabilité. C�est le premier modèle qui considère le noyau comme un ensemble

de nucléons traités de manière collective interagissant entre eux par interaction forte. Ce

modèle macroscopique permet de reproduire les masses atomiques avec une assez bonne

précision et permet décrire certaines propriétés des noyaux (l�énergie de liaison, le rayon,

la densité nucléaire). Il considère la densité volumique de charge est incompressible et

constante dans le noyau. A partir de ces hypothèses Beth et Bâcher (1936) ont proposé
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la formule semi-empirique suivante [2,14] :

B(A;Z) = avA� asA
2=3 � ac

Z2

A1=3
� aa

(N � Z)2

A
� �(A) (1.1)

où A est le numéro atomique, Z est le nombre de protons et N est le nombre de neutrons.

- le terme av est un terme de volume identique pour tout le noyau (av = 15:56Mev).

- le terme as est terme de perte d�énergie pour les nucléons prés de la surface (as =

17:23Mev).

- le terme ac est un terme de répulsion électrostatique entre proton (ac = 0:7Mev).

- le terme aa est un terme d�asymétrie, favorise la symétrie entre protons et neutrons

(aa = 23:6Mev).

- le terme �(A) est un terme d�appariement quantique d�où :

�(A) =

8>>><>>>:
33:6A�3=4 si N et Z sont pairs

�33:6A�3=4 si N et Z sont impairs

0 si A = N + Z est impair

Le modèle de la goutte liquide a réussi d�expliquer certains phénomènes de la physiques

nucléaires mais il n�a pas pu expliquer d�autres comme la structure des noyaux. Par

conséquent, le modèle en couches (modèle à particules indépendantes) doit être utilisé

pour expliquer tous les problèmes des noyaux atomiques.

1.3.2 Modèle en couches

C�est un modèle du noyau atomique à particules indépendantes à pour objectif de

décrire la structure des noyaux où les nucléons sont arrangés dans des couches ou des

niveaux dans les noyaux. Les nucléons sont soumis au mouvement dans un champ moyen

nucléaire, chaque nucléon se déplace dans un champ moyen créé par l�interaction avec les

autres nucléons approximativement.

La complexité qui se produit dans le noyau et le modèle en couches nous amène à
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la mécanique quantique, pour déterminer la con�guration d�un noyau atomique à l�état

fondamental, et il est nécessaire de résoudre l�équation de Schrödinger. Alors, en résolvant

cette équation pour un nucléon, puis en généralisant le cas pour tous les nucléons du noyau

atomique. L�équation de Schrödinger s�écrit [15�18] :

H	(�!r ) = E	(�!r ) (1.2)

où H représente l�operateur hamiltonien composé deux termes cinétique et potentiel

comme suit :

H = T + V (1.3)

avec E est l�énergie du système et 	 est la fonction d�onde.

on peut écrire :

H =
p2

2m
+ V (r)

=
�~2
2m

�!r2 + V (r) (1.4)

avec p = �i~�!r et V (r) est le potentiel de l�oscillateur harmonique qui s�écrit :

V (r) =
1

2
m!2r2 (1.5)

on remplace l�équation (1.4) dans (1.2), on obtient :

�
[
�~2
2m

�!r2 + V (r)]

�
	(�!r ) = E 	(�!r )

d�où �
�!r2 +

2m

~2
(E � V (r))

�
	(�!r ) = 0 (1.6)

En utilisant pour cette dernière expression le laplacien en coordonnées sphériques (r; �; �)

par :

r2 =
1

r2
@

@r
(r2

@

@r
)� 1

~2r2
L2 (1.7)
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avec L2est l�opérateur de moment angulaire dans l�espace des coordonnées, et son état

propre est la fonction harmonique sphérique Y`;m(�; �) "la fonction propre des opérateurs

L2 et Lz" donne :

L2Y`;m(�; �) = �~2
�
1

sin �

@

@�
sin �

@

@�
+

1

sin2 �

@2

@�2

�
Y`;m(�; �)

= ~2`(`+ 1)Y`;m(�; �); (1.8)

et

LzY`;m(�; �) = �i~2
@

@�
Y`;m(�; �): (1.9)

Et comme r et (�; �) sont indépendants, donc on peut trouver la fonction d�onde pour

résoudre l�équation de shrödinger :

	n;`;m(r) =
Un;`(r)

r
Y`;m(�; �) (1.10)

où Un;`
r
est une fonction d�onde radiale qui dépend de r, donc nous obtenons l�équation

radiale : ��
@2Un;`(r)

@r2
+
2m

~2

�
En;` � V (r)� ~

2`(`+ 1)

2mr2

��
Un;`(r)

�
= 0 (1.11)

on remplace l�équation (1.5) dans (1.11), on trouve :

��
@2Un;`(r)

@r2
+
2m

~2

�
En;` �

1

2
m!2r2 � ~

2`(`+ 1)

2mr2

��
Un;`(r)

�
= 0 (1.12)

Les solutions de cette équation sont à la forme polynomiale, comme suit :

Un;` _ e�
m!r2

2~ r`+1L
`+1
2
n+`�1

2

�r
m!

~
r

�
(1.13)

et l�énergie des états liés est données par :

E = ~!
�
2n+ `� 1

2

�
(1.14)

où n est un nombre quantique radial (n = 1; 2; :::;1) et ` est un nombre quantique du
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moment angulaire orbital (` = 0; 1; 2; :::;1) qui correspondent respectivement les sous-

couches s; p; d; f; g; h; i; j...

On peut relier le nombre n avec le nombre quantique principal N qui représente les

couches dé�ni par l�expression suivante :

N = 2n+ `� 2 (1.15)

L�expression de l�énergie (1.14) s�écrit alors :

E = ~!
�
N +

3

2

�
(1.16)

L�augmentation de la dégénérescence dans les valeurs propres de l�énergie correspondant

à di¤érentes combinaisons de ` et de n donnent les états (`; n) suivants :

- pour les nombres pairs de N on a :

(`; n) =

�
0;
N + 2

2

�
;

�
2;
N

2

�
; :::; (N + 1) (1.17)

- pour les nombres impairs de N on a :

(`; n) =

�
1;
N + 1

2

�
;

�
3;
N � 1
2

�
; :::; (N + 1) (1.18)

Exemple :

N = 0! (`; n) = (0; 1) ; (2; 0) ; ::: (1)! 1s

N = 1! (`; n) = (1; 1) ; (3; 0) ; ::: (2)! 1p

N = 2! (`; n) = (0; 2) ; (2; 1) ; ::: (3)! 2s; 1d

N = 3! (`; n) = (1; 2) ; (3; 1) ; ::: (4)! 2p; 1f

La dégénérescence de chaque couches se calcule à partir de la relation [14] :

d` = 2(2`+ 1) (1.19)



1.3. Modèles nucleaires 13

Potentiel de Woods-Saxon

Roger Woods et David Saxon créés un potentiel central pour réaliser le champ moyen

empirique, qui a la même forme que la densité du noyau ( qui peut être décrite par une

distribution de Fermi ), qui s�écrit par [19] :

V (r)centre =
�V0

1 + e(r�R)=a
(1.20)

où V0 est la profondeur du puis nucléaire, R est le rayon nucléaire et a est l�épaisseur de

la surface nucléaire qui introduit la notion de peau nucléaire.

et les valeurs de ces paramètres sont les suivantes :

8>>>>>><>>>>>>:

V0 = �50Mev

a = 0:5Fm

R = 1:1A
1
3

r = 1:2Fm

Potentiel de spin-orbite

En 1949, M.G Mayer et H.Jensen ont suggéré qu�à l�intérieur du noyau il existe une

forte interaction spin-orbite, et par conséquent, le potentiel perçu par un nucléon est de

la forme [16] :

Vs�o = f(r)
�!
L :
�!
S (1.21)

où
�!
L et

�!
S sont les opérateurs de moment angulaire orbital et de spin pour un nucléon.

f(r) est une fonction arbitraire des coordonnées radiales (f(r)h0) :

Couplage spin-orbite

Dans la physique atomique, une interaction spin-orbite sépare les deux niveaux d�éner-

gie dégénérés j = ` � 1
2
et produit une structure �ne, de sorte que l�état avec j = ` + 1

2
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peut avoir une énergie plus basse que l�état avec j = `� 1
2
, ce qui est contraire à ce qui

se passe dans les atomes [16].

M. G Mayer, D. Haxel, J. Jensen et H. Suess, ont trouvés la solution à ce problème et

consistent à ajouter une interaction spin-orbite pour chaque nucléon et à la décrire par

un terme (`s) supplémentaire dans le potentiel Vs�o [15].

V�s�o = Vs�o`s (1.22)

Le terme spin-orbite rompt la dégénérescence de sorte que l�énergie dépend maintenant

de trois nombres quantiques, le nombre principal n, le nombre quantique du moment

angulaire orbital ` et le nombre quantique du moment angulaire total J est alors donné

par J [16] :
�!
J =

�!
L +

�!
S (1.23)

si on fait le tout au carré, on trouve :

�!
J 2 =

�!
L 2 +

�!
S 2 + 2

�!
L
�!
S

donc :
�!
L
�!
S =

1

2

��!
J 2 ��!L 2 ��!S 2

�
(1.24)

Le moment angulaire total J est la combinaison du moment angulaire orbital et du spin

du nucléon [20], donc les opérateurs L2et S2 sont commute avec J2 alors sont devient [17] :

L2 = ` (`+ 1) ; S2 = s (s+ 1) et J2 = j (j + 1) et s = 1
2
, on trouve :

`s =
1

2
[j (j + 1)� ` (`+ 1)� s (s+ 1)]

=
1

2

�
j (j + 1)� ` (`+ 1)� 3

4

�

alors �
Pour j = `+ 1

2
! `s = `

2

Pour j = `� 1
2
! `s = � (`+1)

2
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par consequence, le potentiel spin-orbite prend la forme suivant :

Vs�o =
1

2
f(r)

�
j (j + 1)� ` (`+ 1)� 3

4

�
(1.25)

- Le potentiel globale dans ce cas prend la forme suivant :

Vglobale = VO�H �D`2 � VS�O

= VO�H �D` (`+ 1)� 1
2
f(r)

�
j (j + 1)� ` (`+ 1)� 3

4

�
(1.26)

- Les énergies des nucléons dans le modèle en couches s�écrivent :

En`j = ~!
�
2n+ `� 2 + 3

2

�
= ~!

�
2 (n� 1) + `+ 3

2

�
�D` (`+ 1)� 1

2
f(r)

�
j (j + 1)� ` (`+ 1)� 3

4

�
(1.27)

cela implique que les énergies des nucléons dans le modèle en couche s�écrivent :

`s = `
s
! En;` = � `

2
f(r)

`s = � (`+1)
s
! En;` = � (`+1)

2
f(r)

- La déference entre les énergies potentiels est :

�En;` =
�
� `
2
f(r)

�
�
�
� (`+1)

2
f(r)

�
= � (2`+1)

2
f(r)
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Fig. 1-1: Les niveaux d�énergie des nucléons dans le modèle en couches [4].
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1.4 Hamiltonien du système

1.4.1 Hamiltonien en seconde quanti�cation

Dans un système à particules indépendantes et de nombre de nucléons A quelconque,

ainsi qu�on n�est pas d�interaction entre neutron N et proton P , alors l�hamiltonien réel

du système dans ce cas s�écrit [3-11] :

H = H0 + V (1.28)

avec H0 est le champ moyen à particules indépendente, et V est l�interaction résiduelle

entre nucléons.

H0 s�écrit la formalisme de "la seconde quantnti�cation" est donné par [3� 10] :

H0 =
X
�

"�a
+
� a� (1.29)

où :

"� représente l�énergie d�une particule dans le niveau j�i :

a+� représente l�opérateur de création des particules sur le niveau j�i :

a� représente l�opérateur d�annihilation des particules sur le niveau j�i :

D�après les règles d�anticommutations des fermions, on a :

�
a+� ; a

+
�

	
= a+� a

+
� + a+� a

+
� = 0

et

fa� ; a�g = a�a� + a�a� = 0

alors �
a+� ; a

+
�

	
= fa� ; a�g = 0 (1.30)

et �
a+� ; a�

	
= a+� a� + a�a

+
� = ��� (1.31)
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L�interaction résiduelle entre les nucléons peut s�écrire à la forme suivante :

V =
1

4

X
k`mn

hkl jV jmni a+k a+l aman (1.32)

le terme hk` jV jmni est les éléments de matrice antisymétriques de V , que l�on suppose

constant par rapport à la rotation et inversible au sens du temps :

hk` jV jmni = sks`smsn h�m� n jV j � k � `i =
Demen jV jekèE (1.33)

où l�état
���ekE est renversé par rapport au sens du temps de jki ( ���ekE = sk j�ki) et �

désigne est le renversement par rapport au sens du temps avec sk étant le facteur de

phase et
�
"k = "ek� :

1.4.2 Force d�appariement

Belyaev a introduit le concept d�interaction résiduelle pour expliquer l�e¤et d�apparie-

ment, qui se produit lorsque deux états sont inversés l�un de l�autre par rapport au sens

du temps. Cette force est dé�nie par ses éléments de matrice [21] :

hk` jV jmni = �4G�kè�men (1.34)

où G est la force d�appariement qui est supposée constante.

Au but de connaître l�é¤et d�une telle interaction, on suppose pour chaque type de

nucléon des neutrons ou bien des protons, et en remplaçant les expressions (1.29) et (1.32)

dans (1.28), ce qui entraine l�hamiltonien du systéme suivant :

H =
X
�

"�a
+
� a� +

1

4

X
k`mn

hk` jV jmni a+k a+` aman (1.35)
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on remplace l�éxpression (1.34) dans (1.35), on a :

H =
X
�

"�a
+
� a� +

1

4

X
k`mn

�
�4G�kè�men� a+k a+` aman

=
X
�i0

"�
�
a+� a� + a+e� ae���G

X
kmi0

a+k a
+ek amaem

=
X
�i0

"�
�
a+� a� + a+e� ae���G

X
�;�i0

a+� a
+e� a�ae� (1.36)

avec �kè=
�
1 si k = è
0 si k 6= è

Opérateur nombre de particules N Pour décrire un système constitué de n parti-

cules, l�opérateur hamiltonien doit être commuter avec l�opérateur de nombre de particules

N , qui est donné par la relation suivante :

N =
X
�

a+� a�

=
X
�i0

�
a+� a� + a+e� ae�� (1.37)

Ainsi, il s�agit maintenant de déterminer les fonctions propres de H et N (les états j�i),

ce problème est résolu approximativement par la théorie de Bardeen Cooper et Schrie¤er

(BCS).

1.4.3 Théorie BCS

En 1957 Bardeen, Cooper et Schrie¤er ont formulé cette théorie pour expliquer la

supraconductivité dans les matériaux sous l�e¤et de l�interaction attractive des électrons.

Belayaev a utilisée cette théorie dans la physique nucléaire pour étudier les corrélations

d�appariement dans les noyaux, dans lesquels les recouvrements des fonctions d�ondes des

deux nucléons appariés sont prises en considération et les fonctions BCS sont fonctions

propres de H, mais le nombre de particules N n�est que moyennement conservé, qui
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s�écrit [4] :

n0 = hBCS jN jBCSi (1.38)

où n0 est le nombre réel de particules de système (nombre conservé).

1.4.4 Transformation de Bogoliubov-Valatin

Cette transformation est la combinaison linéaire des opérateurs de création et d�anni-

hilation de vrais particules, qui sont les opérateurs ��et �+� , ils s�écrit [19,20] :�
�� = u�a� � v�a

+e�
�+� = u�a+� � v�ae� (1.39)

avec u� et v� sont respectivement les amplitudes des probabilités d�occupation et d�inoc-

cupation de particules dans l�état j�i.

La transformation inverse de Bogoliubov-Valatin s�écrire à partir de l�éxpression (1.39)

comme suit : 8<: av = uv�v + vv�
+e�

a+v = uv�
+
v + vv�e� (1.40)

Donc il est possible de dé�nir une nouvelle représentation comme "la représentation quasi

particulaire" dont le vide, est noté : jBSCi ou j0i est dé�ni par l�équation :

�v jBSCi = 0 ; hBSCj�+v = 0 (1.41)

1.5 Equations de gap

On diagonalise et en linéarisant approximativement l�hamiltonien H (1.36) par le

théorème de Wick, et on minimise la valeur moyenne de H calculée sur l�état jBSCi

par les paramètres uv et vv, alors on trouve un hamiltonien auxiliaire H� exprimé en
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représentation quasi-particule par :

H�= H � �N

=
X
vi0

"v
�
a+� a� + a+e� ae���G

X
�;�i0

a+� a
+e� a�ae� � �

X
�i0

�
a+� a� + a+e� ae��

=
X
vi0

("v � �)
�
a+� a� + a+e� ae���G

X
�;�i0

a+� a
+e� a�ae� (1.42)

avec � est le paramètre de lagrange.

A�n de diagonaliser l�hamiltonien (1.42) en utilisant le théorème de Wick [33], soit :

a+� a� =
u

a+� a� : a
+
� a� : (1.43)

a+e� ae� =
u

a+e� ae� : a+e� ae� : (1.44)

a+� a
+e� a�ae� =

u
a+� a

+e� u
a�ae� � u

a+� ae�
u

a+e� a� +
u

a+� a�
u

a+e� ae� +
u

a+� a
+e� : ae�a� :

�
u

a+� ae� : a+e� a� : +
u

a+� a� : a+e� ae� : + : a+� a+e� : u
ae�a��

: a+� ae� :
u

a+e� a�+ : a+v a� :
u

a+e� ae�+ : a+� a+e� ae�a� : (1.45)

Les résultats de calcul de l�hamiltonien H�peuvent être présentés sous la forme :

H�= E0 +H11 +H22 +Hresiduel (1.46)

où

E0 est une constante qui contient les termes entièrement contractés.

H11est contient les produits normaux de deux opérateurs �+et �:

H22 est contient les termes en �+�+et ��:

Hresiduel est le produit normal de : a+� a
+e� a�ae� : s�écrit :

Hresiduel = H22 +H33 +H44 (1.47)
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E0 s�exprime comme suit :

E0 =
X
�i0

("� � �)
�
v2v + v2v

�
�G

X
�;�i0

(uvvvu�v�) +
�
v2v�v�v

2
v�v�

�
= 2

X
�i0

("� � �) v2v �G
X
�;�i0

(uvvvu�v�) +G
X
�i0

v4v

= 2
X
�i0

�
"� � �� 1

2
Gv2v

�
v2v �G

X
�i0

u2vv
2
v

= 2
X
�i0

�
"� � �� 1

2
Gv2v

�
v2v �

42

G
(1.48)

où nous avons posé :

4 = G
X
�i0

uvvv (1.49)

Cette grandeur désigne la mesure de la demi-largeur du gap spectral en quasi-particules.

Les expressions H11, H22 et H33 sont données par les relations suivantes :

H11 =
X
�i0

�
("� � �)�Gv2v

�
u2v � v2v

�
+ 2Guvvv

	 �
�+v �v + �+ev �ev� (1.50)

H22 =
X
�i0

�
"� � ��Gv2v

�
uvvv �G (uv � vv)

X
�i0

u�v� (1.51)

Hresiduel = �G
X
�;�i0

: a+� a
+e� ae�a� : (1.52)

La valeur moyenne de l�hamiltonien H� s�exprime comme suit :



H�
�
= E0 = 2

X
�i0

�
"� � �� 1

2
Gv2v

�
v2v �G

0@X
�i0

uvvv

1A2

= 2
X
�i0

("� � �) v2v �
1

2
Gv4v �G

0@X
�i0

uvvv

1A2

(1.53)

Si on suppose que v4v est très petite, donc ça être négligeable dans l�expression de E0,
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alors : 

H�
�
= E0 = 2

X
�i0

("� � �) v2v �G

0@X
�i0

uvvv

1A2

(1.54)

L�approximation des quasi particules indépendantes consiste à annuler le terme H2 et à

négliger les termes résiduel.Pour simpli�er les calculs, l�approximation de la quasi-particule

implique la négligence du terme H11et H22:, donc l�hamiltonien H�il vient :

H�= E0 +Hresiduel

= E0 +
X
�i0

Ev
�
�+v �v + �+ev �ev� (1.55)

où Ev est l�énergie d�une quasi particule, qui égale :

Ev =

q
("� � ��Gv2v)

2 +42 (1.56)

Pour trouver les probabilités d�occupation et d�inoccupation u2v et v
2
v ,on dérive E0 par

rapport à vv qui égale a la dérivation de E0 par apport a uv, donc on trouve deux équations

dépend de ces derniers et par calcul et simpli�cation on trouve :

@E0
@uv

=
@E0
@vv

= 0

4vv
�
"v � ��Gv2v

�
� 24

�
vv
@uv
@vv

+ uv

�
= 0 (1.57)

D�après la condition de normalisation u2v +v
2
v = 1 on peut écrire :

@uv
@vv

= �vv
uv

(1.58)

on remplace (1.58) dans (1.57) :

2uvvv
�
"v � ��Gv2v

�
�4

�
u2v � v2v

�
= 0 (1.59)
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En identiquant cos2 �v + sin2 �v = 1 avec u2v +v
2
v = 1, soit :8<: uv = cos �v = 1� sin �v

vv = sin �v = 1� cos �v
(1.60)

on remplace l�expression (1.60) dans (1.59) on trouve :

sin 2�v =
4q

("v � ��Gv2v)
2 +42

(1.61)

et

u2v � v2v = cos
2 �v � sin2 �v

=
p
1� sin2 �v

=

s
1� "v � ��Gv2v

("v � ��Gv2v)
2 +42

(1.62)

on trouve �nalment les paramètres uv et vv par les expressions suivantes :

u2v

v2v

=
1

2

241� "v � �q
("v � �)2 +42

359=; (1.63)

De la méme façon on calcule la condition de conservation de nombre de particule comme
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suit :

n0 = hBSC jN jBSCi

=

*
BSC

������
X
�i0

�
a+� a� + a+e� ae��

������BSC
+

=

*
BSC

������
X
�i0

��
uv�

+
v + vv�e�� �uv�v + vv�

+e� �+ �uv�+ev � vv��
� �
uv�ev � vv�

+
v

��������BSC
+

=

*
BSC

������
X
�i0

v2v (�evv � �v�ev) + v2v (�vv � �v�v)

������BSC
+

= 2
X
�i0

v2v (1.64)

En remplaçant l�éxpression (1.63) dans l�éxpression (1.64) on obtient :

n0 =
X
�i0

8<:1� "v � �q
("v � �)2 +42

9=; (1.65)

Finalement, on dé�nit l�équation du gap comme suit :

4 = G
X
�i0

uvvv (1.66)

Quant à l�énergie d�hamiltonien du système, elle est s�écrit comme suit :

EBSC = hBSC jHjBSCi

= hBSC jH�+ �N jBSCi

= hBSC jH�jBSCi+ hBSC j�N jBSCi

= E0 + 2�
X
�i0

v2v

= 2
X
�i0

"vv
2
v �

42

G
(1.67)



Chapitre 2

Fonctions d�ondes d�un nombre pair

et impair de particules

2.1 Introduction

Nous intéressons dans cette partie de trouver les fonctions d�ondes des noyaux et les

valeurs moyennes des opérateurs d�un système pairs et impairs de particules. Passant par

les moments multipolaires nucléaires qui nous donne une dé�nition de la forme du noyau

pour le but d�étudier le moment hexadécapolaire électrique des noyaux pairs et impairs.

2.2 Fonction d�onde d�un nombre pair de particules

L�approximation indépendante des quasi-particules stipule que l�état fondamental du

système de particules est le vide des quasi-particules. Cet état de vide particulier est

obtenu à partir du vrai vide de particules j0i via l�élimination de certains facteurs.

Puisque toutes les particules sont des quasi-particules, et par l�utilisation de la trans-

26
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formation inverse de Bogoliubov-Valatin nous pouvons exprimer ceci comme suit :

j i = jBSCi

= �
vi0
�v�ev j0i

= �
vi0

�
u�a� � v�a

+e� � �u�ae� + v�a
+
v

�
j0i

= �
vi0

�
u2�a�ae� + u�v�a�a

+
v � v�u�a

+e� ae� � v2�a
+e� a+v � j0i

= �
vi0

�
u�v�a�a

+
v � v2�a

+e� a+v � j0i
= �

vi0

�
u�v�

�
�vv � a�a

+
v

�
� v2�a

+e� a+v � j0i
= �

vi0
vv
�
u� + v�a

+
v a

+e� � j0i (2.1)

où l�état j0i représente le vrai vide de particules et les paramètres u� et v� sont respecti-

vement les amplitudes des probabilités d�occupation et d�inoccupation de particules dans

l�état jvi.

L�état j i doit être orthonormalisé s�écrit de la forme suivante :

j i = j ip
h p  i

(2.2)

et le congugué de l�état  est :

h j = �
vi0
h0j�+ev �+v = �

vi0
vv h0j

�
u� + v�a

+e� a+v � (2.3)
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et

h p  i = �
vi0
h0j
�
u� + v�a

+e� a+v � �u� + v�a
+
v a

+e� � j0i
= �

vi0
v2v h0j

�
u2� + u�v�a

+
v a

+e� + v�a
+e� a+v u� + v2�a

+e� a+v a+v a+e� � j0i
= �

vi0
v2v h0j

�
u2� + v2�a

+e� a+v a+v a+e� � j0i
= �

vi0
v2v
�
u2� + v2�

�
= �

vi0
v2v (2.4)

on remplace (2.1) et (2.4) dans (2.2) on trouve la fonction d�onde d�un nombre paires de

particules :

j i = �
vi0

�
u� + v�a

+
v a

+e� � j0i (2.5)

2.2.1 Valeur moyenne de l�opérateur d�un nombre pair de par-

ticules

La valeur moyenne de l�opérateur d�un nombre pair de particules N (1.37) s�écrit, en

appliquant l�action de ce dernier sur la fonction d�onde (2.5), comme :

h jN j i = �
vi0
h0j
�
uj + vja

+ej a+j
�X

�i0

�
a+� a�

� �
uj + vja

+
j a

+ej
�
j0i

= �
vi0
h0j
�
uj + vja

+ej a+j
�X

�i0

�
a+� a� + a+e� ae�� �uj + vja

+
j a

+ej
�
j0i

= 2
X
�i0

v2v (2.6)
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2.3 Fonction d�onde d�un nombre impair de parti-

cules

Un noyau atomique peut être excité dans un état rotationnel ou dans un état vibra-

tionnel. On peut également avoir des états excités par cassure des paires. La fonction

d�onde d�un nombre impaire de particules dans lequel une particule célibataire occupe

l�état � du modèle à particules indépendantes s�écrit :

jvi = �+v j i

= j �i (2.7)

On remplace l�opérateur de création d�une quasiparticule (1.39) dans cette dernière ex-

pression on obtient :

j �i =
�
u�a

+
� � v�ae�� �

ji0

�
uj + vja

+
j a

+ej
�
j0i

= a+� �
ji0
j 6=v

�
uj + vja

+
j a

+ej
�
j0i

= a+� j ji (2.8)
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2.3.1 Valeur moyenne de l�opérateur d�un nombre impair de

particules

La valeur moyenne de l�opérateur d�un nombre impair de particules (1.37) s�écrit, en

appliquant l�action de ce dernier sur la fonction d�onde (??), comme :

h �jN j �i = h j a+�
X
ki0

�
a+k ak + a+ek aek

�
a+� j i

= 2
X
vi0

v2v h j
�
�vv � a+� a�

�
j i+

X
ki0

h j
�
u2k � v2k

� �
�kk � a+k ak

� �
�kk � a+k ak

�
j i

= 1 + 2
X
ki0
k 6=v

v2k (2.9)

2.4 Moments multipolaires nucléaires

La forme du noyau est généralement décrite par un ensemble d�opérateurs moments

multipolaires, dé�nis par [5,6,22] :

bQ� =

�br2 si � = 0br�P� (cos �) si �i0 (2.10)

où P� (cos �) sont les polynômes de Legendre d�ordre �.

La valeur moyenne de l�opérateur d�ordre � = 0 dé�nit le rayon quadratique des sys-

tèmes neutrons et protons, qui est généralement sensible au changement de la taille du

noyau, tandis que les valeurs moyennes des opérateurs d�ordres plus élevés sont plutôt

sensibles à la variation de la forme nucléaire. Ces grandeurs apportent des informations

sur la structure du noyau. � = 2 et 4 correspondent respectivement aux moments quadru-

polaire et hexadécapolaire électriques. Nous nous intéressons dans ce travail aux moments

hexadécapolaire électrique � = 4:

Dans le formalisme de la seconde quanti�cation, un opérateur à un corps quelconque
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s�écrit dans le formalismecomme suit :

bO =X
ij;tt�

hitj bO ��jt�� a+itajt� (2.11)

où hitj bO ��jt�� �t; t�= n; p
�
sont les éléments de matrice de l�opérateur bO sur la base des

états à particules indépendantes.

2.4.1 Moment hexadécapolaire électrique

Le moment hexadécapolaire électrique est un grandeur physique donne des information

sur la taille du noyau et qui mesure de combien la surface du noyau a dévié de la forme

sphérique. L�opérateur moment hexadécapolaire ne concerne que le système protons, il

prend la forme :

Q4 =
X
ij

hijQ4 jji a+i aj (2.12)

où hijQ4 jji représente les élements de matrices de Q4 sur la base des particules indépen-

dante.

Moment hexadécapolaire d�un nombre pair de particules

La valeur moyenne de l�opérateur moment hexadécapolaire Q4 relativement à l�état

j i dé�ni par (2.5) correspondant à un système pair-pair sera donnée par l�expression :

Q4 = h jQ4 j i

=
X
ij

hijQ4 jji h j
�
ui�

+
i + vi�ei� �uj�j + vj�

+ej
�
j i

=
X
i

Dei���Q4 ���eiE v2i
= 2

X
ii0

Dei���Q4 ���eiE v2i (2.13)
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Moment hexadécapolaire d�un nombre impair de particules

En utilisant la théorie BCS, la valeur moyenne du moment hexadécapolaire d�un

nombre pair-impair de particules sur l�état j �i défni par (??) s�écrit :

hQ4iij =
X
ij

hijQ4 jji hvj a+i aj jvi

=
X
i;j

hijQ4 jji h j�i
�
ui�

+
i + �i�ei� �uj�+j + �j�ej

�
�+i j i

= hQ4ivv + 2
X
ii0
i6=v

hQ4iii �2i (2.14)



Chapitre 3

Résultats numériques et discussion

Pour les calculs numériques, nous avons dans un premier temps étudié la validité des

équations établies dans les chapitres 1 et 2 dont les équations de gap dé�nies par les ex-

pressions (1.63) et (1.66) et qui représentent respectivement les amplitudes de probabilité

d�occupation et d�inoccupation de particules et la demie largeur de gap des niveaux indi-

viduels du noyau. Nous avons pour cela programmé les équations de gap par la méthode

numérique de Newton sur le logiciel Fortran en utilisant le modèle de Richardson [28,29].

Il consiste en un spectre discret de niveaux d�énergie équidistants doublement dégénérés

et il simule ainsi le cas des noyaux déformés. Les résultats des amplitudes de probabilité

d�occupation v2� et d�inoccupation u
2
� sont représentés sur la �gure (3-2) pour système

possédant N = 16 particules avec Gpp = 0:475Mev: On constate que les résultats à tra-

vers cette �gure sont trop juste et corresponds bien l�expression analytique la condition

de normalisation u2� + u2� = 1 où (voir l�expression 1.63)

Dans une deuxième étape nous avons considéré des cas réalistes en calculant le moment

hexadécapolaire électrique (Q4) dans le cas de l�appariement entre particules identique

pour un système pair-pairs de particules donnée par l�expression (2.13) ainsi que pour

un système pair-impairs de particules (2.14). Nous avons déterminé les valeurs de la

constante d�appariement Gpp à partir des valeurs expérimentales des paramètres de gap

�pp des di¤érences de masse pair-impairs dé�nies par [30] :
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Fig. 3-1: Evolution des probabilités d�occupation et d�inoccupation en fonction des ni-
veaux individuels du noyau.
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�exp
pp = �

1

8
[M (Z + 2; N)� 4M (Z + 1; N) + 6M (Z;N)� 4M (Z � 1; N)

+M (Z � 2; N)]

où M est la masse expérimentale déduite de la table de Wapstra et al [30].

Les calculs numériques de Q4 ont étés basés sur les énergies et états propres d�un

champ moyen déformé de Woods-Saxon et de la paramétrisation décrite dans la Ref. [9].

Nous avons utilisé les déformations de l�état fondamental calculés par [31,32]. Nous avons

calculé Q4 pour le noyau de Krypton et ses isotopes 72;73;74;75;76;77;78Kr(Z = 36) à cause le

nombre limité des valeurs expérimentales des masses disponibles pour le calcul des �exp
pp a

fait que nous nous sommes restreints à pris ces noyaux. Les valeurs du moment hexadé-

capolaire électrique calculées au moyen de l�approche BCS dans le cas de l�appariement

entre particules identiques sont regroupées dans les tableaux (3-1) et (3-2). La variation

de l�e¤et d�appariement nucléaire entre particules identiques a été considérée sur la �gure

(3-2) de la constante d�appariement. Cette dernière a été tracée en fonction de la variation

du nombre de neutrons. On constate que l�e¤et d�appariement nucléaire diminue lorsque

les valeurs de N augmentent sauf pour les points singlets de N = 40 et 42 et ça due au

choix de la constante d�appariement. Nous avons ensuite tracé les résultats de Q4 sur la

�gure (3-3) en fonction de la variation de N du noyau de Krypton.
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Tab. 3.1: Calcul le moment hexadécapolaire électrique de quelques noyaux pairs-pairs, le

nombre de proton (colonne 2), le nombre de neutron (colonne 3), le gap d�appariement

(Mev) (colonne 4) et le constant d�appariement (Mev) (colonne 5), les valeurs de moment

hexadécapolaire électrique (barn2) de quelques noyaux pair-pairs (colonnes 6 ). Les valeurs

de moment hexadécapolaire électrique calculés par la Méthode RMF (Ref. [31]) (barn2))

de quelques noyaux pair-pairs (colonnes 7 )

Noyau Z N DalttaP Gp Q4 Q4�rMF

72kr 36 36 2.001 0.121 -0.063 0.049

74kr 36 38 1.535 0.116 0.101 0.093

76kr 36 40 1.675 0.118 0.113 0.078

78kr 36 42 1.799 0.118 -0.037 0.008

Tab. 3.2: Calcul le moment hexadécapolaire électrique de quelques noyaux pairs-impairs,

le nombre de proton (colonne 2), le nombre de neutron (colonne 3), le gap d�appariement

(Mev) (colonne 4) et le constant d�appariement (Mev) (colonne 5), les valeurs de moment

hexadécapolaire électrique (barn2) de quelques noyaux pair-impairs (colonnes 6 )

Noyau Z N DalttaP Gp Q4

72kr 36 36 2.001 0.121 -0.065

73kr 36 37 0.942 0.117 0.063

74kr 36 38 1.535 0.116 0.117

75kr 36 39 1.061 0.115 0.071

76kr 36 40 1.675 0.119 0.124

77kr 36 41 1.222 0.114 0.075

78kr 36 42 1.799 0.118 -0.039
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Fig. 3-2: Variation de la constante d�appariement des protons (p-p) en fonction de nombre
de neutrons N du noyau de krypton.
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Fig. 3-3: Evolution du moment hexadécapolaire électrique en fonction de nombre de
neutrons N du noyau de krypton.



Chapitre 4

Conclusion

Au cours de ce travail nous avons étudié le moment hexadécapolaire électrique dans

le cas de l�appariement entre particules identiques pour des noyaux pair-pairs et pair-

impairs. Pour cela, nous avons utilisé la méthode de Bardeen, Cooper et Schrei¤er la

théorie BCS.

Comme une première étape, nous avons étudié les modèles nucléaires qui sont exprimés

par le modèle de la goute liquide et le modèle en couches à particules indépendantes pour

interpréter les propriétés du noyau. Par la suite on a résolu l�équation de Schrödinger

en terme de potentiel de l�oscillateur harmonique d�un nucléon et qui après généralise le

cas à tous les nucléons a�n de déterminer la con�guration d�un noyau atomique. Dans

ce modèle, chaque neutron ou proton se déplace dans un champ moyen qui représente le

potentiel moyen et qui s�appelle le potentiel de Woods-Saxon.

Dans le cas de l�appariement nucléaire entre particules identiques neutron-neutron et

proton-proton nous avons écrit l�hamiltonien général du système nucléaire qui a été écrit

en représentation des opérateurs de création et d�annihilation de particules, puis on a

diagonalisé approximativement cet hamiltonien par le théorème de Wick en introduisant

l�hamiltonien auxiliaire et qui nous a permis d�écrire ce dernier en représentation de quasi-

particules par la transformation de Bogoliubov-Valatin qui relie les opérateurs de création

et d�annihilation de particules en fonction des operateurs de création et d�annihilation

de quasi-particules par les amplitudes de probabilités d�occupation et d�inoccupation de
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particules. Nous avons ensuite trouvé les équations de gap généralisées dont la demi-

largeur du gap en fonction de la constante d�appariement, les probabilités d�occupation

et d�inoccupation de particules et l�énergie BCS du système nucléaire.

Comme une seconde étape, nous avons établie les fonctions d�ondes des noyaux, comme

la fonction d�onde d�un nombre pair-pairs de particules de l�état fondamental du noyau et

qui a été déduite a partir de l�expression de l�état BCS en représentation de particules, et

aussi la fonction d�onde d�un nombre pair-impairs de particules. Nous avons aussi établie

la valeur moyenne de l�opérateur nombre de particules. Par la suite, nous avons trouvé

les expressions du moment hexadécapolaire électrique dans le cas de l�appariement entre

particules identiques pour la fonction d�onde d�un nombre pair-pairs de particules et pour

la fonction d�onde d�un nombre pair-impairs de particules.

À la �n sur le plan numérique, nous avons calculé les amplitudes de probabilité d�occu-

pation v2v et d�inoccupation u
2
v de particules dans le cas de l�appariement entre particules

identiques pour un noyau contenant N = 16 particules dans le cadre du modèle de Ri-

chardson. On constate que les résultats des amplitudes de probabilité v2v et u
2
v sont juste

et s�accordent avec l�expression de la condition de normalisation et ceci nous amène de

conclure la validité de nos équations et notre programme de calcul. Par la suite, des cas

réalistes ont été considérés sur le noyau de Krypton et ses isotopes en calculant le mo-

ment hexadécapolaire électrique dans le cas de l�appariement entre particules identiques

du noyau de Krypton et ses isotopes pour un nombres pair-pairs de nucléons et pour un

nombre pair-impairs de nucléons. Ces calculs ont étés basé sur les énergies et étas propres

d�un champ moyen déformé de Woods-Saxon. Nous avons aussi calculé la constante d�ap-

pariement Gp pour chaque noyau considéré. Les valeurs des résultats obtenus de Q4 d�un

nombre pair-impairs de particule et de Gp ont étés tracé dans en fonction de nombre de

neutrons N .

Les valeurs des résultats obtenus du moment hexadécapolaire électrique d�un nombre

pair-pairs de particule du présent travail ont été comparés aux résultats de Lalazissis pour

quelques noyaux pair-pair, ceci nous a permis de conclure que lorsque un petit changement

dans valeurs de la demi-largeur du gap �p fait un grand changement dans les résultats
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de la constante d�appariement et le moment hexadécapolaire.
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