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Introduction

a%s de 'étude des phénomenes naturels, les solutions de plusieurs probléemes de la Phy-
sique, de la Chimie et de la Biologie ou d’autres sciences, sont rarement exprimables sous forme
d’une relation directe entre les grandeurs décrivant I'un ou l'autre processus évolutif.

Cependant, dans la plupart des cas, on peut parvenir a établir une relation entre les grandeurs
(fonctions) et les vitesses de leur changement c’est-a-dire on peut parvenir a trouver des équa-
tions dans lesquelles des fonctions inconnues entrent sous le signe de dérivée. Ces équations
sont dites équations différentielles.[10]

La découverte des équations différentielles remonte a I'invention du calcul et de 'intégration par
le math Newton et Leibniz dans le deuxieme chapitre de ses travaux en 1671, cette derniere se
définit par la relation entre les fonctions et leurs dérivées. Dans les applications, les fonctions
représentent généralement des grandeurs physiques et les dérivées représentent leurs taux de
changement.

Les équations différentielles jouent un role fondamental dans I'étude a la fois en mathématiques
pures et appliquées.

En effet, en mathématiques pures, I'objet principal des équations différentielles est d’établir des
résultats purement théoriques qui permettaient de trouver des résultats sur les solutions (exis-
tence, unicité, stabilité,...) sans les connaitre explicitement vu que la résolution explicite de la
plupart des équations différentielles reste encore un probleme ouvert.

En mathématiques appliquées, les équations différentielles sont utilisées pour modéliser des
nombreux phénomenes comme I'épidémiologie en médecine, la théorie de la combustion en
chimie, ’économie, la biologique ou dans la dynamique des population. En particulier, en méca-
nique et en physique par exemple a résoudre les problémes des petites oscillations mécaniques,
la propagation des ondes, de la théorie du potentiel... etc. C’est pourquoi les scientifiques et les
chercheurs ont été intéressés par I'étude de leurs deux aspects ; théorique et analytique.

Dans ce travail, on a présenté une étude qui repose sur les méthodes dites itératives. Générale-
ment, elles impliquent la notation de fonction de Green.
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Il est difficile de fixer le début précis d'un sujet qui existe maintenant sous le nom de "fonction
de Green”, mais l'origine de la méthode peut certainement étre associée au travail original de
George Green (1793 —1841).

En 1828, George Green a été introduire pour les besoins de 1’électromagnétisme. Le mémoire de
Green restera confidentiel jusqu’a sa republication en trois parties, a partir de 1850, les fonction
de Green qui seront dénommeées ainsi par Rieman en 1869, seront alors abondamment utilisées,
notamment par Neumenn en 1877 pour sa théorie du potentiel Newtonien dans un espace a
deux dimensions, puis en 1882 par Kirchff pour 'équation de propagation des ondes dans un
espace a trois dimensions, et enfin par Helmholtz en acoustique.

Dans ce travail, nous avons une synthese de ’étude faite dans le travail de [8] et [9].
Les deux étude font appel aux méthodes d’itération de Picard.

La méthode d’itération a été introduite pour le premiére fois par Liouville en 1837, puis Picard a
développé pour les équations différentielles ordinaires en 1890.

La méthode itération utilisée dans ce travail est introduite pour la résolution numérique d’'une
probléeme de valeur limite. La stratégie a cette approche construire un opérateur intégrale qui
est exprimé en termes de la fonction de Green. Ensuite, nous appliquant le itération de de point
fixe de Picard a cet opérateur intégrale qui donne lieu a cette nouvelle technique itérative.

Notre mémoire se compose de plusieurs chapitres a savoir :

Le premier chapitre est consacré a donner un apercu générale sur les équations différentielles
ordinaires et quelques méthodes de résolution.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons défini la fonction de Green pour certaines classes de
probléme aux limites. Ensuite, nous présentons une méthode de calcule de la fonction de Green
associée a des équations différentielles ordinaires linéaires d’ordre n a coefficients constants avec
des conditions aux limites linéaires.

Dans le troisiéme chapitre, nous introduisions une méthode itérative visant a obtenir des solu-
tions approchées pour équations différentielles ordinaires connue par P.G.E.S.
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@ns ce chapitre, on donne quelques propriétés et résultats classiques sur les équations
différentielles, on se concentre sur 'étude des équations différentielles ordinaires. Les résultats
de ce chapitre se trouvent dans [1],[5],[6],[7].

1.1 Equations différentielles ordinaires

On appelle une équation différentielle ordinaire toute équation représentant une relation
entre une variable x d’une fonction y et ses dérivées .
Exemple 1.1.1

Voici quelques exemples d’équations différentielles ordinaires
1. y/ (x)+2y(x)=0.
2.9 (x)+y (x) -5y (x) = 0.

7

3. y(4)(x)—y (x)+5xp(x) =x+1.

1.2 Equations différentielles ordinaires d’ordre n

Définition 1.2.1

Soit E un espace vectoriel normé et U ¢ R x E"*! un ouvert non vide .
Une équation différentielle ordinaire notée E.D.O, d’ordre n est une relation entre une fonction
inconnue x — y(x) et ses dérivées y ,y , ...,y(”) et qui s’écrit sous la forme classique

F(x9.9,.9") =0, (1.1)
ol F : U — R et on appelle ordre de I'’équation le degré le plus élevé fizurant dans I'équation.

Remarque 1.2.1

1. On prendra x dans un intervalle I de R(c’est-a-dire U c I x E™1).
2. On dit que cette équation est scalaire si F est a valeurs dans R .
3. La solution y en général sera a valeur dans RY.

Une équation différentielle d’ordre n peut étre exprimer sous une autre forme plus pratique
dite la forme normalisée

W= f (™),

Exemple 1.2.2

Soit ’équation différentielle d’ordre deux
y” -5y +x=0.

On peut Iécrire sous la forme




Définition 1.2.2 ( Le probleme de Cauchy)

On considere I'équation
y(”) — f(x,y,y ,...,y(”_l)). (1.2)

Le probléme qui consiste a trouver des solutions
x—y(x),xel CR,

satisfaisant aux conditions initiales

7

1 xel, (1.3)

Y(x0) =90, ¥ (¥0) =90, ¥ (%0) = ¥ ¥ (x0) = 3"

s’appelle probleme de Cauchy associe a '’équation (1.2).

Définition 1.2.3

On dit que y : [ — RY est une solution de probléme de Cauchy si y est solution de E.D.O (1.2)
et en plus

7

v (x0) =0, ¥ (x0) =9 ¥
Définition 1.2.4

7

(n=1)

(x0) :3’(’),'---' " (xp) =Yy X €l (1.4)

On appelle solution générale de '’équation (1.2) I'ensemble de toutes ses solutions définies par

V=@ (x,¢1,C0,...,Cp),

ou cy,c¢y,..., ¢, sont des constantes arbitraires.

1.3 Equations différentielles ordinaires linéaires d’ordre n

Définition 1.3.5

On appelle équation différentielle linéaire d’ordre n, toute équation qui s’écrit sous la forme
canonique

4

ag (x)y" (x) + ay ()" (1) o + @1 ()Y (%) + 0, ()9 (x) = £ (x), (1.5)

ou ay,ay,...,a, et f sont des fonctions continues sur l'intervalle I de R , avec ag (x) = 0.

1.4 Etude des équations différentielles ordinaires d’ordre 2

Dans cette section, on concentre sur les équations d’ordre 2.
Définition 1.4.6

Une équation différentielle ordinaire du second ordre est une équation dans laquelle la dérivée
seconde y (x) est exprimée en fonction d'une variable x de y(x) et de la dérivée premiere y (x)

v =f(xp.9) (1.6)

L 4
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On appelle équation différentielle ordinaire linéaire du second ordre toute équation de la forme
canonique

Définition 1.4.7

”

ao(0)y () +a (0)y () +ax(0)y(x) = f(x), xe[ab], (1.7)
ou y est une fonction inconnue, a,a;,4, et f sont des fonctions connues et continues sur [a, b]
avec ag (x) = 0.

Remarque 1.4.2

Les fonctions ag,a; et a, sont appelées coefficients de I'E.D.O d’ordre 2 et la fonction f second
membre de 'E.D.O d’ordre 2.

Les équations linéaires d’ordre 2, ont fait 'objet d'une étude approfondie. On donnera dans
cette section un résumé sur cette étude.
Les propriétés des solutions des équations différentielles d’ordre 2 sont résumées dans le lemme
suivant :

Lemme 1.4.1 [7]

L’espace des solutions est R — espace vectoriel.
On considere '’équation différentielle du second ordre suivante

” 7

a0 (0)y" (x)+ a1 ()Y (¥) + a5 (x)p(x) =0, x€[ab] (1.8)
1. Il existe exactement deux solutions y; et y, de I'équation (1.8) qui sont linéairement
indépendantes sur [g, b]. C’est-a-dire il n’existe pas une constante c tel que
v1(x)=cyp(x), Vxelabl.

2. Siy; et y, sont deux solutions de 'équation (1.8), c; et ¢, sont deux constantes arbitraires
alors cyy; + ¢y, est une solution de I'équation (1.8).

3. Siy; et y, sont linéairement indépendantes alors toute solution y de (1.8) peut s’écrire
sous la forme :

Y (x) = ki1 (x) + koo (x),  Vx€[a,b],
ou k; et k, sont des constantes.
Lemme 1.4.2 [7]

Si on connait une solution y; de 'équation (1.8) alors on peut déterminer I'autre solution par
la méthode de variation de la constant. La deuxiéme solution y, s’écrit sous la forme

_ X 1 tal (S)
o (x) =171 (x)f ylz(t) exp (—J 20 (S)ds)dt. (1.9)

Exemple 1.4.3

L’équation suivante :
x*y —3xy +4y=0,xeR,,
admet la fonction y; (x) = x> comme solution et d’apres la formule (1.9)

x t x
yz(x)szj :Zexp(—f gds)dt:xzj. tl4t3dt:x21nx

est aussi une solution de cette équation.




Définition 1.5.8

Soient y; et y, sont des fonctions des x, le déterminant

§%)

’ 7

Y1 ¥

W (v1,2) = = V19— 92

est appelé le déterminant de Wronski ou Wronskien des fonctions données.

Théoreme 1.4.1

Soient y, et y, sont deux solutions de 'équation (1.8) linéairement dépendantes sur [a, b], leur
Wronskien est nul sur [a, b].

Preuve
Soient y; et y, sont deux solutions de I'’équation (1.8) linéairement dépendantes. En effet, si
V1 =AY, yi = /\y; ou A = const et

1 Y2
1 ¥

V2 ¥

’ ’ = 0-
Y2 ¥

W (v1,v2) =

_l Y2 ¥2

Ay, v,

Théoréme 1.4.2 [7]

Soient y; et y, deux solutions de 'équation (1.8) sont linéairement indépendantes sur [a, b] si
et seulement si leurs Wronskien défini par

W (x) = W (y1,92) (x) = ‘ ) )

est différent de zéro pour tout x € [a, b].

Théoréme 1.4.3 [7]

Soient y; et y, sont deux solutions de I'’équation (1.8). Pour tout x € [a,b] on a

W (y1,92) (x) = W(ypyz)(xo)eXP(_J 2(1)8 dt)’

ol x est un point de I'intervalle [a, b].

1.5 Résolution des équations différentielles du seconde ordre
a coefficients constantes

Dans cette section, on rappel quelques résultats classiques concernant E.D.0 d’ordre 2 a coef-
ficients constantes.

1.5.1 Equations différentielles homogénes du second ordre
Soit ’équation linéaire homogéne du second ordre
aoy” + aly’ +ay =0, (1.10)

ol ay,a; et a, sont des constantes réelles et ay = 0.
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Définition 1.5.9

L’équation
agk? + a1k +a;=0,keC

est appelée 'équation caractéristique associée a (1.10).

[ Soit A = a% —4agas est le discriminant de I’équation caractéristique associée a (1.10). ]

On distingue 3 cas possibles

» Si A > 0, 'équation caractéristique possede deux racines réelles distinctes k; = k, et la
solution de (1.10) donnée sous la forme

v (x) = Aef1¥ 4 ek, ALpeR

» SiA =0, 'équation caractéristique possede une racine double k et la solution de (1.10) don
née sous la forme

v (x) = (A + px) ebo¥, ALpeR

» SiA <0, 'équation caractéristique possede deux racines complexes conjuguées k; = a+i,
k, = a —ip et la solution de (1.10) donnée sous la forme

v (x) = (Acos(Bx) + psin(Bx))e™*, ApeR.

Exemple 1.5.4

Soit '’équation suivante
v +2y -3y=0. (1.11)

L’équation (1.11) est une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2.
L’équation caractéristique associée a (1.11) est

k*+2k-3=0,

admet deux racines réelles distinctes k; = 1 et k, = —3.
D’ou, la solution générale de (1.11) s’écrit sous la forme

y(x) = Ae* + ye‘3x, ALueR

1.5.2 Equations différentielles non homogeénes du second ordre
Soit 'équation différentielle non homogene du second ordre
agy” + a1y +ay = f (x), (1.12)

ol ay,a; et a, sont des constantes réelles et ag = 0 avec f (x) = 0.
La solution de cette equation est donnée par

Y=Yp+n

ou yy, est la solution homogene de I'équation et y, est la solution particulier .
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On résume les cas possibles dans le tableau suivant :

Second membre de
I’équation différen-
tielle

Racine de I'équation

e Forme de la solution particulier
caractéristique

Le zéro n’est pas racine
de I’équation caractéris-
tique.

Le nombre a n’est pas
un racine de ’équation
caractéristique.

Les nombres +if ne sont
pas racines de I'équation
caractéristique.

(Acos(Bx)+ Bsin(Bx)).

Les nombres a +if ne
sont pas racines de I'équ-
ation caractéristique.

e (P, (x) cos (Bx) + Qs (x)sin (Bx)).

TABLE 1.1 — Les formes des solutions particulieres pour les différentes formes des seconds
membres

4




Exemple 1.5.5

Soit '’équation suivante
y —p=x>+x+1. (1.13)

L’équation (1.13) est une équation différentielle linéaire non homogéne d’ordre 2.
1. La solution homogene y), associée a (1.13)

y —p=0. (1.14)
L’équation caractéristique associée a (1.14) est
k*~1=0,
admet deux racines réelles distinctes k; = 1 et k, = —1. D’ou, la solution générale de
(1.14) s’écrit sous la forme
v (x) = Ae™ + pe™, ALueR

2. la solution particuliere Yp associée a (1.13)
On a le seconde membre de I'équation (1.13) est

fx)=x*+x+1,

comme 0 n’est pas une racine de '’équation caractéristique, donc la solution particuliére
donnée sous la forme :
yp(x):ax2+bx+c a,b,ceR.

On a )
Vp=2ax+b

7

v, =2a

En substituant dans I'équation (1.13) les expressions de y, et y; , on trouve

(1.13) & 2a—(ax2+bx+c):x2+x+1

o —ax?-bx+2a-c=x*+x+1.

Par identification, on trouve le systéme suivant :

—-a=1 a=-1
-b=1 = =-1
2a—c=1 c=-3.

D’ou, la solution particuliere y, est

2

Yp(x) =—x"-x-3,
donc la solution générale de ’équation (1.13) est
v(x) =yn+yp
= Ae*+pe ™ —x?-x-3, ALueR.
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y" +y' =tanx. (1.15)

Exemple 1.5.6

Soit ’équation suivante

La solution de I'’équation homogéne associée est de la forme
Y (x) = ¢ cosx + ¢y sinx, c1,¢ €R
La solution de I'’équation (1.15) donnée en appliquant la méthode de variation de constant
v (x) =c1 (x)cosx +c, (x)sinx,
ol ¢ (x),c, (x) sont des fonctions de x. Composons a cet effet le systéme suivant

7 7,
€, Ccosx+c,sinx =0

7. ’
—C;sinx + €, COSX = tanx,

on en tire
’ 1 4 .
cy(x) =cosx — ,C, (x) =sinx.

COS X
En intégrant, on obtient

. 1 . . <
¢y (x) =sinx — Eln|1 —sm2x| +€1,¢y(x) = —cosx + G5.

Donc la solution générale de I'équation (1.15) est

COS X

y(x) = ¢ cosx + ¢psinx — ln'l—sin2x|.

Théoréme 1.4.4 (Principe de superposition) [6]

Si yi (x) est solution de I'’équation

ao}’” + aly/ +ayy = fi(x),k=1,2,..,m, (1.16)

alors la fonction y (x) = Zyk (x) est solution de '’équation
k=1

m
agy +a1y +azy = ka (x). (1.17)
k=1
Exemple 1.5.7
Soit ’équation suivante
v -2y +y=2x*coshx = x*(e* +e7). (1.18)

L’équation (1.18) est une équation différentielle linéaire non homogeéne d’ordre 2.
La solution homogene vy, associée a (1.18)

v -2y +y=0. (1.19)
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L’équation caractéristique associée a (1.19) est
k?—2k+1=0,
admet une racine double k; = k, = —1. D’ou, la solution générale de (1.19) s’écrit sous la forme
Yh(x) = e (c1 +cpx), c1,00 €R.

Pour trouver une solution particuliere Yp de I’équation (1.18) cherchons des solutions de deux
équation
y —2y +p=x’e". (1.20)
y"_Zy’_i_y :xze—x' (1.21)
1. La solution particuliere y,; associée a (1.20).
comme 1 n’est pas une racine de I’équation caractéristique, donc la solution particuliere

donnée sous la forme :
Yp1 (x) =€ (ax2 +bx+ c).

On a

7

Vp = ex(ax2+(2a+b)x+(c+b))

7

Yp = ex(axz+(4a+b)x+(2a+c+2b))

En introduisant 'expression de v, et " dans (1.20) et par identification, on trouve

1
a=—
4 1
b=—-
2
c=3
=3
D'ot, la solution particuliere y,; est
1 13
(9= (7= 33

2. La solution particuliere V2 associée a (1.21).
comme —1 est une racine double de I’équation caractéristique, donc la solution particu-
liere donnée sous la forme :

Vo2 (x) =™ (ax4 +bx® + cx2).

Par identification, on trouve

1
a=-—
12
b=0
c=0.
D’ou, la solution particuliere y,, est
1
_,x_~ .4
Yp1(x)=e 5




®

En vertu du principe de superposition, la solution particuliere y, de I'équation donnée

sera égale a la somme des solutions Yp1 €L Yp2 équations (1.20) et(1.21)

1 1 13
Yp (x) = e_xﬁx4 + ex(—x2 - —x—).

La solution générale de I'équation (1.18)

1
y(x)=e"(cp+cox)+e 7% Te ( X x8).

ou c; et ¢, sont des constantes réelles arbitraires.
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@ns la plupart des résultats évoques dans ce chapiter ont fait une étude approfondie
dans les références [2],[3],[4].

2.1 Définition, existence et unicité de la fonction de Green

Considérons le probleme aux limites a deux points d’ordre n de la forme suivante
Ly(x)=f(x), xel=[ab],

2.1)
Bi(y)=y;,i=1,...m
ou ’
L,y (x) = ag (x) ™ (x) + a1 () p" ) (0) 4o + 3, ()9 () +a, (0)(x), x€L
et
n_l . . . .
Bi(p)=) (aip" @+ (1), i=1,.,m m<n, (2.2)
j=0
ou

° a;,ﬁ; sont des constantes réelles pouri=1,...,m,j=0,..,n— 1.

e f et a; sont des fonctions continues sur I pour k = 0,..., 11, et on suppose que dans notre travail
ag(x) =0 pour x € 1.

Exemple 2.1.1

1. Soit le probléme aux limites associé a une équation d’ordre 2
ag(x)y" () + a1 (x)y (x)+az (x)y (x) =  (x), x € [a,b],

1
Bip)=) (v (@)+ Bl () = ajy (@) + B3y (b) + aly (@) + Bly (D),
j=0
1

Ba(y) =) (afy(a)+ 7y (D)) = ady (a) + B3y (b) + @iy’ (a) + BTy (D).

=0

2. Soit le probleme aux limites associé a une équation d’ordre 3

ag(x)y " (x)+a1(x)y" (x)+a2(x)y (x)+a3(x)p (x) = f (x), x € [ab].
Alors, les conditions (2.2) sont données par

Biy) =) (ajy?(a)+ply" (D))
j=0
=a25y< >+ﬁoy< >+a1y (a)+B1y (b)+ady (a)+ 3y (b),
B, (y) :Z( 79U (a) + BiyY (b))
j=0

= a§y (a)+ B3y (b) +afy (a) + BTy (b) + ady’ (a)+ B2y’ (b),
Bs(y) =) (ajy"(a)+ g}y (1))
j=0
= agy(a)+ 3y (b) + a3y (a)+ iy (b) + a3y (a)+ B3y (b).




&

3. Soit le probleme aux limites associé a une équation d’ordre 4

g 77 4 7

ao(x)y  (x)+a1(x)y (¥)+ax(x)y (x)+as(x)y (x)+as(x)y(x)=f(x), x€[a,b].

Alors, les conditions (2.2) sont données par

3
Biy) =) (ajy?(a)+ply" (D))

= 3y< >+/soy< >+a1y (a)+pLy (b)+ a3y (a)+ B3y (b)+ajy (a)+piy (b),
Ba(y) =) (ajy(a)+ g7y (1))

= agy (@) + By (b) +aly (a)+ BTy (0)+ a3y (@) + B3y (b) + a3y (a) + B3y (1)

Remarque 2.1.1

1. L’ensemble des solutions de I'équation linéaire

L,y (x)=
est un sous-espace vectoriel de dimension n de C" (I), n'importe quelle base d’un tel sous-
espace s’appellera un ensemble fondamental de solutions de I'équation L,y (x) = 0.

2. Le probleme homogene
Ly(x)=0,x€l,
(2.3)
Bi(y)=0,i=1,..mm<n

est dit k-compatible, 0 < k < n si son ensemble des solutions est de dimension k.

Proposition 2.1.1 [2]

Soit {yy,...,v,} 'ensemble fondamental de solutions de L,y(x)=0. Le probleme (2.3) est k-
compatible si et seulement si,

Bi(y1) -+ Bi(yn)

rang : : =n—k.
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Corollaire 2.1.1

Le probleme homogéne (2.3) admet seulement la solution triviale si et seulement si ,

Bi(y1) -+ Bi(yn)

rang : : = 1.

Bm (}71) Bm (yn)

En particulier le nombre des conditions aux bords m doit étre égale a n (I'ordre de I'’équation).
Pour illustrer les résultats théoriques, on donnera ici un exemple pratique.

Exemple 2.1.2

Soit le probléme aux limites suivant

7

v (x)+y(x)=0, x€[0,1],
(2.4)

S =)

L’équation du probléme (2.4) a pour solution générale
y(x)=Acos(x)+pusin(x), A pueR.

Donc, d’'une part, on a
y(0)=0
=>A=u=0,
y(1)=0.
d’ott le probleme (2.4) admet seulement la solution triviale y = 0.
D’autre part, on a

1 (x) = cos (x) By () =2(0)
et

Y2 (x) = sin (x) By (y)=p(1).
Alors

By(y1)=1 By (y1) = cos(1)

et

B (y2)=0 B, (y;) =sin(1),

etona:
[ Bi(y1) Bi(v2) ] [ 1 0 ]
rang = rang =2=n.
By(y1)  Ba(v2) cos(l)  sin(1)

Comme conséquence de la proposition 2.1.1 et du corollaire 2.1.1 on obtient le célébre théoreme

de Fredholm.

L 4
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Théoréme 2.1.1 (Alternative de Fredholm) [2]

Le probléme non homogéne

Ly(x)=f(x), xel,
(2.5)

Bi (})) =%ir i= 1,...,1’1,

ou le nombre de conditions aux bords est égal a 'ordre de 'équation, admet une solution unique
si et seulement si, le probleme homogene

Liy(x)=0,x¢€l,
(2.6)

admet comme seule solution la solution triviale (y = 0).

Définition 2.1.1

Une fonction G : I x I —> R est appelée fonction de Green associée au probleme (2.3) si elle
satisfait les six propriétés suivantes :

1. G est définie sur le carré I x I.
k

2. Pour k=0,1,..,n-2, G est continue et possede des dérivées partielles P continues sur
X
I x I pour tout n > 2.
oG "G . . .
3. et existes et elles sont continues sur les trianglesa <s<x<beta<x<s<b.

ox"1 ox"

n—lG an—lG

4. Pour chaque x € (a,b) les limites ST (x,x7)

— (x,x7) existent (i.e.,les limites de
=

et —ax”_l

o 1G

Y (x,s) quand (x,s) —> (x,x) avec s > x ou s < x ) et de plus
oG, . oG, _ 1
oxn—1 % )= dxn—1 (xx )__ao(x).

5. Pour chaque s € (a,b), la fonction x — G(x,s) est solution de I'équation différentielle
L,y =0, pour x € [a,s) et x € (s, b], S’est-a-dire

"G "G JG

ag(x) S (x,5) +aq (x) ST (x,8)+ ... +a,_1 (x) I

n (x,s)+a,l(x)G(x,5) = O;
X

sur les deux intervalles.

6. Pour chaque s € (a, b), la fonction x —> G (x, s) vérifie les conditions aux bords
B;(G(.,s))=0, i =1,...,m, Cest-a-dire




Remarque 2.1.2

La fonction de Green G (x, s) est définie comme la solution du probleme
LG(x,s)=0(x—5),
ol o (x —s) est fonction delta de Dirac.

Remarque 2.1.3

L’'importance principale de la définition précédente est que I'opérateur intégrale, dont le noyau
est la fonction de Green, nous donne la solution du probleme

Lyy(x)=f(x), xel,
2.7)

Théoreme 2.1.2

Soit G la fonction de Green du probleme homogene (2.3). Alors, pour toute fonction continue f,

b
y(x) = J G(x,s)f(s) ds, xel (2.8)

est une solution du probleme (2.7).

Preuve

On se restrent au cas simple (n =2etm= 1].
Soit la fonction y définie par :

b

b x
y(x):J- G(x,s) f (s) ds:f G(x,s) f (s) ds+J G(x,s) f (s) ds.

a X

Etape 01 : y est un solution de 'équation L,y (x) = f (x), x € [a, ]

Grace a la dérivabilité de G ! par rapport a x dans chaque des intervalles, on obtient

b oG

G o (x,8)f (s) ds

Vi =Gl (e [ 5w ) ds-Gun o

a X

b
= g—i(x,s)f(s) ds.

a

1. Formule de dérivation d’une intégrale [5]

Y0 9f (x,5)

pp ds.

v(x) , ,
%[J-( ) f(xs) ds]:v (x)f (x,v(x)—u (x>f(x'”(x))+J.

u(x)




x 92 b 52
V= [ SR enf© a5 )+ [ SE 07 ds- 0 G )
b
- [ 2 war ds—f(x)laa—i(x,f)—%—f(x,x‘)l-
ou dG JG 1
8x( ,x+)—$(x,x_):—ao(x),

d’apres le propriété 4 de G, on trouve I'expression

b
4 _ azG
y = W(x,s)f(s) ds+

a

fx)

ap (x)

’

gardant dans I'esprit que la fonction x — G (x, s) est solution de I'’équation L,y (x) = 0 pour tout
x # s, on obtient

4 ’

ag(x)y (x)+a1(x)y (x)+az(x)(x)

b
- | [a()(x)%f(x,s)ml ()22 (6.9) 422 (1) G (5,9 | £ (5) s+ £ (v

= f(x).
Etape 02 : La fonction y vérifie les conditions aux bords homogene
Bi(y) =agy(a)+poy(b)+ary (a)+p1y (b)

b
:J laéG(a,s)+ﬁéG(b,s)+a%g—i(a,s)—i-ﬁ%g—f(b,s) f(s) ds

b
:j B, (G(.s)f(s) ds

=0 ( car B; (G(.,s)) =0).0

Théoréme 2.1.3 (Existence et unicité de la fonction de Green)

Supposons que le probleme homogéne (2.6) a seulement la solution triviale. Alors, il existe une
unique fonction de Green G, associée a (2.6). De plus, pour toute fonction continue f, la solution
unique du probleme

Ly(x)=f(x), xel,
(2.9

est donnée par 'expression (2.8).




Preuve
Soit la fonction de Green associée au probléme de Cauchy

Ly(x)=0,x€l,
(2.10)
v (a)=0,i=0,..,n-1

est donnée par
K(x,s), sia<s<x,

K(x,s) =
0, six<s<b,
avec
1) 9209 Yn (s)
v, (s) v, (s) Y (5)
2 s ) )
vi(x) ) - pu(x)

K(x,5) = a9 ()W (V1,0 V) (5)

Ici{yy,...,v,} est 'ensemble fondamentale de solutions de I'’équation L,y (x) =0, et

y1(s) 92(s) Yn(s)

( (s) n(s)

Wnpe=| L "
in—l)( ) én—l) (S) 1(111—1)( )

est son Wronskien correspondant.
La fonction K satisfait les conditions (1) — (6), de la définition 2.1.1, pour le probléme (2.10).

1. La fonction K est définie sur le carré I xI.

‘o
2. Pour k=0,1,2,..,n-2, les dérivées partielles F existent et elles sont données par
X
(@) poura<s<x:
yi6s)  a(s) Vn ()
218 Y, (s) Y (5)
() yé”j’ (s) yé”;2>< )
R e vy W) o (x)
(X, 5) = s

(b) pourx<s<b:




$

ainsi, elles sont continues sur I x I pour tout n > 2 ( notons que si s = x alors deux lignes
sont égale dans le déterminant).
Par conséquent, la condition (2) de la définition 2.1.1 est satisfait.

3. La méme formule est également valide sur les deux triangle pour les dérivées partielles

1K 9"K
W (x, S) et —— (X,S),

dx"
donc la condition (3) est également satisfait.

4. Pour chaque x € (a, b) les limites

1R
e (x,x")=0
et
y(x) plx Yn (%)
v (%) (%) Yu(x
RN IR T I G
Canl SR SR B I D L BT V) B
oxn=1 oxn=1 ag (X)w (1, ) (%) ag (x)’

sont existes, donc la condition (4) est vérifiée.

5. Sur le premier tringle, a < s < x pour s fixé, K (x, s) est un combinaison linéaire de vy, ..., 9,
ce qui entraine que la condition (5) est satisfaite.

6. pour tout s € (a,b), on a
J*K
Ixk
donc la condition (6) est vérifiée.

(a,5)=0, k=0,...n—-1,

maintenant, afin de construire une fonction de Green G pour le probleme (2.6), considé-
rons n fonctions continues sur I, notées ¢y, ..., c,, et cherchons une fonction G sous la forme

G(x,5) = k(x,5)+c1(5) 91 (%) + ... + €,y (5) Dy (X).

La fonction G satisfait les conditions (1) — (5). Il reste a prouver qu’il est possible de choisir
c1,.--, Cp, telles que la condition (6) soit satisfait par G pour le probleme (2.6), c’est-a-dire, pour
chaque s € (4, b) nous devons vérifier que

Bi(G(,s))=0,i=1,..,n, Vsel.

Par linéarité, nous avons

B;(G(.,s)) = B; (K(.,s))+ ch (s) B, (yj),i =1,..,n
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ce qui entraine que (c; (s),...,¢, (s)) est une solution du systeme linéaire

Bi(w) - Bi(wn) \( c1(s) By (R (.s))

Bn(yl) Bn(yn) Cn'(s) Bn(K(.,S))

Puisque le probleme homogene (2.6) a seulement la solution triviale, le corollaire(2.1.1) assure
que le range de la matrice précédent est égale a n. Donc, la seule solution de ce systéme est
donnée par

1 (s) Bi(w) - Bi(wy) \ " [ Bi(K(.9))

) ) \Buw) o Ba) ) | By (R(9)

De plus, de cette expression, nous savons que les fonctions cy,...,c,, sont continues et par consé-
quent, G est un fonction de Green pour le probleme (2.6). Du théoreme(2.1.2) nous avons

b
y(x):J G(x,s)f(s) ds, xel

est un solution du probleme (2.9) et de plus, d’apres l'alternative de Fredholm(voir théo-
reme(2.1.1)), cette solution est unique.

Maintenant, pour prouver l'unicité de la fonction de Green, nous supposons que H est une autre
fonction vérifiant les conditions (1) — (6) pour le probléme (2.6), puis pour tout x € I et toute
fonction continue f, on aura

b b
j G(x,s) f (s) ds:j H(x,s)f(s) ds, xel
alors ,
J [G(x,5)—H(x,s)]f(s) ds=0, xel,

ce qui entraine que
G(x,s) =H(x,s).0

2.2 Calcul de la fonction de Green associée a des E.D.O. li-
néaires a coefficients constants

Dans cette section nous traitons le probleme aux limites

Ly()=f(x), xel,
(2.1D

ou
Ly (x) = 9" (x) + a19" L (%) + o + 3,19 () + a9 (x), x €1,




avec ay,...,a, € R.

De plus nous supposons que les fonctions linéaires B; définie par (2.2), avec al,a /3 € R pour
i=1,.,netj=1,..,n-1,sont telles que le probleme homogene associé

L,y(x)=0,x€l,
(2.12)

a seulement la solution triviale y = 0.

Remarquons que ces deux problémes sont des cas particuliers de (2.9) et de (2.6) respective-
ment. Nous présentons une méthode pour calculer explicitement la fonction de Green, une telle
méthode nous permettra d’obtenir son expression en résolvant un systéme algébrique linéaire
de n équations a n inconnues.

Théoréme 2.2.4

Soit r I'unique solution du probléme de Cauchy

n—1

+Zun v (x)=0, xeR,

0 , (2.13)
" (0)=0,i=0,.,n-2,
p=1(0)=1.
Alors, 'unique solution du probleme de Cauchy non homogene
n—1
")+ ) aniy? ()= f(x), x€l,
i=0 (2.14)
y(i) (a)=A;,i=0,...,n-1,
avec feC(I)et A;eR,i=0,..,n—1, est donnée par
X n—1
y(x):J- r(x—=s)f(s) ds+Z/\kyk(x), (2.15)
a k=0
ol
n—1 ‘
ve(x) = " F D (x —a) + Z an_jr(]_k_l) (x—a), xeR, k=0,..,n-1. (2.16)
j=k+1




Preuve

D’une part, soit la fonction v définie par

v(x):fxr(x—s)f(s) ds, xel.

D’apres la Formule de dérivation d’une intégrale, nous obtenons

X
v\ (x) = J r(x—s)f(s) ds, xel, i=0,..,n—1,
a
et

v (x) = JXM") (x—s)f(s) ds+f(x), xel.

Par conséquent, .
p) (a)=0,Vi=0,..,n-1
et, pour tout x € I,

1

n-1 n—
)+ Y a, v f [ x=s)+ Y a,_ v D (x—s)|f(s) ds+f(x) = f(x).

i=0 i=0
C’est-a-dire v est 'unique solution du probleme de Cauchy

-1
D(x)+ Y a, v (x)=f(x), xel,

2

n—-1
’ (n) ’ (1)
n-1 . (1’ ) (X) + an—i<r ) ( ) 0, xeR,,
M (x)+ Y a, ;7 (x)=0, xeR,, 1=0
i=0
, L) 0= =20 =0
r(0)=7(0)=..=r"2(0)=0
r1(0) = 1
r(0) =1
r(0) = -a;

Donc la fonction
X Y, 2(x)=71 (x—a)+ayr(x—a)

est 'unique solution du probleme de Cauchy posé sur I'intervalle I




p"=2 (a) = 1.

De facon similaire, nous pouvons prouver que pour tout j € {0,1,..,n—1}, la fonction y,_;_;
définie par
n—1

Yuojor () =10 (x=a)+ ), r®) (x—a)
k=n—j
est I'unique solution du probleme
n—1 .
v (x)+ Y a,_vD(x)=0, xel,
i=0

(2.17)

Par conséquent,
n—1
) =v()+ ) dipi(x), xel
i=0
est I'unique solution du probleme de Cauchy non homogene (2.14).0]

Du résultat précédent, nous savons que I'unique solution du probleme de Cauchy (2.14), posé
sur 'intervalle [a, b], est donnée par 'expression (2.15), ou r est la solution unique du probleme
de Cauchy (2.13), les fonctions y; vérifiant (2.16) et A sont des parametres réels donnés.
D’une facon similaire a la preuve du théoréme (2.1.3), si nous considérons le probleme aux
bords (2.11), nous chercherons une fonction de Green de la forme

n—1

r(x—s)+ Zyk(x)dk(s), sia<s<x<b,
k=0
G(x,s) = (2.18)
n—1
Z?k(x)dk(s)f sia<x<s<b,
k=0

ou les fonctions réelles continues d; sont les inconnues.




De (2.8) et (2.18), nous obtenons

—_

n—

0 =) (appV@+pp" )
j=0
n—1 ~bn—1 b b n-1
=Y o v (@) dy (s) f (5) ds+ﬁ;f D (b=-s)f(s) ds+pi [ ) p
j=0L Y% k=0 a a =0
n—-1r ~b n—1 b n—1 .n—l )
=Y B Mb-s)fs) ds]+ j dk(S)[a]l v (@) + B Zy,((])(b)}f(s) ds
j=o L Ja j=0 4 k=0 k=0
p|n-1 o n—1
=f Y B (b-5)+ Y dils)Bi )| (s) ds
4 1j=0 k=0

Puisque r,y; et B; sont obtenues précédemment, en résolvant le systeme linéaire

n—1 n—1
de (s)B; (vx) = —Zﬁjr(j)(b—s), i=1,..n
k=0 j=0

notons que le systéeme (2.19) est équivalent a

B (vo) By (¥-1) do (s)

By (wnt) ) \ dyos (s)

Bn(yO)

Nous obtenons 'expression de d; (s) et donc la formule de G(x,s).

(2.19)

(2.20)

Puisque le probleme a seulement la solution triviale, le théoreme(2.1.1) et le corollaire(2.1.1)

assurent que le systeme précédent admet une seule solution.

Exemple 2.2.3

On considere le probléeme aux limites du second ordre

y =f(x), xe[0,1],
y(0)=0,9(1)=0.

Ici

(2.21)




La fonction de Green associée aux probleme homogéene

v =0, xe[0,1],

y(0)=0,9(1)=0,
s’écrit sous la forme

r(x—=s)+vo(x)do(s)+v1(x)dy(s), si0<s<x<1,
G(x,s) =
Yo (x)do (s) + 1 (x)dy (s), si0<x<s<l,

ou r vérifie le probleme de Cauchy

r(x)=0, x>0,
r(0)=0,
r(0)=1

On trouve y,(x) = x, y;(x) = 1 et r(x) = x. Par suite, les fonctions continues d, et d; vérifient le

systeme linéaire
[ By (v0) Bi(y1) ] { dy (s) ] ( 0 ]
By(vo) Ba(wy) )\ di(s) 1-s )

d’autre part, on a

Bi(y0) =0
Yo(x) =x ot B (y)=(0) alors Bi(y)=1
y1(x)=1 By (y)=y(1) By (o) =1
By(y1)=1,

qui est équivalant a

Alors

D’ou
s(x—=1), si0<s<x<1,

x(s=1), si0<x<s<l.




Exemple 2.2.4

Soit le probléeme aux limites associé a une équation d’ordre 4

y(4) — O,

y(0)=0,(0)=0,

y(1)= O,y'(l) =0.
Tout solution de (2.22) est de la forme

y(x):A+Bx+Cx2+Dx3.

Donc

Yo (x)=1,91(x) =x,

V2 (x) = xz,y3 (x) = X3,
Et
L4y (x) :y(4), x€[0,1] (ap=1, a;=0, a,=0, az=0.)
Bi(y) =v(0), (aé:l, a%:O, a;:O, a%:O, ﬁé:(), 11_0,
By(y) ='(0), (af=0, af=1, a3=0, a3=0, B5=0, Bf=0,
Bs(y) =v(1), (a2=0 ,a}=0, al=0, a=0, p2=1, p’=0,
By (v) :y/(l), (ocg:l, af:O, a%zO, a§:0, [)’8‘—0, /31121,

Nous cherchons la fonction de Green sous forme

3
r(x—s)+Zyk(x)dk(s), si0<s<x<1,
G(x,s) k=0

=\ 3
) w0 de(s)
k=0

si0<x<s<1,

1
our(x)= €x3 est le unique solution du probléeme de Cauchy
r(x)=0,x>0,
r(0)=0,r (0)=0,

7

r(0)=0,73(0)=1.

(2.22)
3=0, B3=0)
=0, p3=0)
5=0, B3=0.)
3=0, p5=0.)




¢

Il nous reste a déterminer les fonctions continues d; pour k = 0,...,3 qui vérifient le systeme

linéaire

Bi(¥0) Bi(y1) Bi(¥2) Bi(y3) do (s)

B3(vo) Bs(y1) Bs3(v2) Bs(v3) dy (s)

B4(vo) Bsa(y1) Ba(y2) Ba(yz) ds (s)

Ce systeme est équivalent a

1 0 0 0)(dyls) 0
0 1 0 0] dls) 0

1 1 1 1 d, (s) o r(l—s) ,
0 1 2 3)\d;s(s) ¥ (1-s)

dont la résolution donne

D’ou 3 3 2
1 )
(%_x2+g)52_(%—%+8)53, si0<s<x<l1,
G(x,s) =
3 32 1
(32)(336) Si0<x<s<l,

3
Z[S].lr(j)(l—s)
j=0

3
Bo(yo) Ba(y1) Ba(a) Ba(ys) || di(s) ) B (=)
130
Z[Sfr(j)(l—s)
j=0

3
Zﬁ]‘.*r(ﬂ (1-5)
i=0




Chapitre

Etude gualitative et quantitative de certaine
E.D.O par la méthode P.G.E.S.

3.1 Etude d’une equation d’ordre 2 par la méthode P.G.E.S [9]
3.1.1 Position du probleme
3.1.2 Calcul de la fonction de Green
3.1.3 Meéthode itérative de Green-Picard
3.1.4 Analyse de convergence

3.2 Etude d’une equation d’ordre 3 par la méthode P.G.E.S [8]
3.2.1 Position du probleme
3.2.2 Calcul de la fonction de Green pour une E.D.O d’ordre 3
3.2.3 Schéma intégré du Green-Picard(P.G.E.S)
3.2.4 Analyse de convergence

c@ns ce chapitre, on utilisera les fonction de Green associées a des E.D.O pour introduire
une méthode itérative, connue dans la littérature par I'abréviation P.G.E.S.

Ce chapitre constitue une introduction et un début pour comprendre ce genre des méthodes.
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gchapitre a pour but I'application de P.G.E.S dans I’étude des equations différentielles
ordinaires.
On s’intéresse a 'étude d’'une E.D.O d’ordre 2 dans un intervalle semi borne. Et comme deuxieme
étape I'étude d’'une E.D.O d’ordre 3.

3.1 Etude d’une equation d’ordre 2 par la méthode P.G.E.S
[9]

3.1.1 Position du probleme

On consideére le probléeme aux limites non linéaire suivant

” ’ 77

Y (x)—r2y(x):F(x,y(x),y (x), (x)),xe [0, +00), 3.1

avec les conditions aux bords suivantes

v(0) = a,y(+00) = B, (3.2)

ouF (x, y,y',y") est continue sur [0, +co) X R3 et a, B et r sont des constantes réelles. Il est impor-

tant de mentionner que, sans perte de généralité, la méthode peut s’appliquer a une classe plus
étendue sue celle (3.1), donnée par

7 ’

y (X)+p(x)y (x)+q(x)y(x) = F(x,y(x),y, (x),y (x)),x €[0,+0), 3.3)

pour autant que les solution de ’équation homogene sont bornées a l'infini.
3.1.2 Calcul de la fonction de Green

Pour le traitement du la méthode proposée, nous devons obtenir la fonction de Green pour
l'opérateur linéaire
Llyl=y ~r’p. (3.4)
On suppose que yy,y, sont des solutions de L[y] = 0.
On sinspirant [9], page 4 la fonction de Green sera une combinaison linéaire de y, et y, pour
précisément on a :
C1yY1+¢61p, 0<s<ux,
G(x,s) = (3.5)
d1y1 +dyy,, x <s<+oo.
On rappelle que la fonction de Green ' est définie comme un solution de
L[G(x,5)] = G (x,5) — %G (x,5) = 6 (x —5),
(3.6)
G(x,0)=G(x,+) =0,

1. 6(x—s) est la fonction delta de Dirac définie par les deux condition suivant
0 X#S

o(x—s) :{+Oo ces’ ijé(x—s)dx:l.




et vérifiant les propriétés suivantes
1. Gestcontinuea x=s:

G(x,5)g - = G(X,8)_ 1+ (3.7)
2. Discontinuité de saute de G a4 x =s :
1+Gs(%,8), - = Gg(x,8) b - (3.8)

D’abord, on trouve la fonction de Green pour 'opérateur linéaire

Llyl=y -1’y

et les conditions aux bords (3.2). Par utilisée les propriétés présidant de la fonction de Green,
on obtient
La solution générale de I'’équation homogene est

V(%) =cre’™ +ce’,

ainsi, la fonction de Green a la forme suivant

o e 5% 4 cze_r(”x), 0<s<ux,

G(x,s) = (3.9)
dye"" ™) 4 dye ") x <5 < oo
La condition G(x,0) = 0 pour 0 < s < x, implique que ¢; + ¢, = 0, et La condition G(x,+c0) =0

pour x < s < +oo est vérifié.
Depuis G (x,s) est continue a x = s, alors

c1+ C2€_2r5 = dl + dze_zrs. (310)

A partir de la condition de saut, nous avons

Gs(%,8)s - —Gs(x,8)s v =1,
(3.11)
crr—core St dyr + dyre ¥ = 1.
Depuis(3.10) et (3.11), nous avons
1 1
= —, d = —,
“ 2r ! 2r
(3.12)
1 1
=——, dy =——.
© 2r 2 2r
Donc ]
_ r(s—x) , = —r(s+x)
> + 2r€ , O<s<y,
G(x,s)=- (3.13)
ie_r(s“”‘) - ier("_s), X <5< 4o00.
2r 2r
Par conséquence, la solution particuliere y, de probleme (3.1)-(3.2) est donnée par
+00
Yp(x) = f G(x,s)F(s, Vp(8),9,(5), 9 (s)) ds. (3.14)
0




O

On note a ce niveau queble role des variables figurant dans I'expression de la fonction de
Green (x,s) — G(x,s) est trés important. En effet, on sait que d’apres [9] que

Remarque 3.1.1

G (s,x) =—-G(x,s). (3.15)

Pour plus se détails, le lecteur peut consulter la méme refrence section 2 page 5.

3.1.3 Meéthode itérative de Green-Picard

La stratégie du schéma proposé consiste a définie un opérateur intégral exprimé en termes de
fonction de Green du terme linéaire correspondant dans le probléeme aux limites, puis a mettre
deux schémas itératifs a point fixe connus par les schémas de Picard et de Mann.

D’abord, nous définissons 'opérateur intégral suivant

T[y]= Lm G(x,s) [y” (s)— rzy(s)] ds, (3.16)

qui peut étre récrite pour une solution particuliere y, comme suite

o] - LMG (4,5) [ (5) = 729, (5) — F (5,35 5), 9, (5), 9 (5)) | ds

(3.17)
+L G(x,s)P(s,yp (s),y;J (s),y; (s)) ds.
D’apres (3.14) on obtient
T[3,] =, +L G (x,5)[1p (5) = 129 (5) ~ F (5,95 (5), 9 (5), 9y (5))] ds. (3.18)

La derniére équation constitue notre définition de 'opérateur intégral a utiliser pour construire
le schéma itératif a point fixe. Par commodité, nous remplacons y, par y dans I'équation (3.18).

Schéma intégré du Green-Picard (P.G.E.S)
En utilisant 'opérateur T [y] dans (3.18), par le schéma des points fixes de Picard

Yne1 = T[yn],n 20,

le schéma d’itération P.G.E.S est donnée par

+00

Vet (%) = 9 (%) +f0 G (%,5) [ 9 (5) = 779 ()= F (5,9 (5), 9 (5), 9 (5)) | ds, (3.19)

oun=0,1,2,..




£ 4

Il existe une autre approche plus générale, connue sous le nome schéma d’itération de Mann.
L’opérateur T est donne par

Remarque 3.1.2

Vo1 =(1—ay)v,+a,T[y,],n>0, (3.20)

ol a, €[0,1].
Donc

Yn+l (x)

= (1 _an)yn (x)"'an

Y (%) + Lm G (,5) 9 ()= 29 (5) = F (5,90 (), 9 (), 9 (9) )] ds],

=, (%) + L“”G(x,s) (9 (9) =129 () = F (5,91 (5), 9 (5), 9 (5))] s,

(3.21)
oun=0,1,2,...
Nous notons ici que 'itération de Picard est un cas particulier de l'itération de Mann avec «,, = 1.
La fonction de départ y, est choisie pour étre la solution de L[y] = 0 avec les conditions aux
bords (3.2). Il convient se notre que la deuxiéme terme de schéma a savoir

Lm G (%,5) [9 (5) = 79 (5) = F (5,21 (), 9 ()9, (5))] ds, (3.22)

satisfait les conditions homogenes y (0) = 0 et y (+o0) = 0 pour tout # > 0.

3.1.4 Analyse de convergence

Dans cette section, on concentre sur 'analyse de convergence de la méthode présentée.
Théoréme 3.1.1

Supposons que F (s,y,y’,y”) est une fonction continue dont la dérivée par rapport a v,y ety
est bornée par L, L, et L3 respectivement. Soit

1 1
K:= (—2+—+1)LC<1, (3.23)
r r
ou
LC = max {LI,L2,L3}. (324)

Alors la suite itération {y, (x)},~, donnée par (3.19) ou x € [0,+0c0) et utilisant n’'importe quelle
fonction de départ bornée sur [0,+o0), convergence uniformément vers la solution exacte y (x)
du probleme (3.1)-(3.2).

Preuve

Soit C?[0,1] espace des fonction muni de la norme maximale définie par

Y ()] +[p" (x)]).

9 llo= max (|y ()] +




¢

Etape 01 : Nous commencons par calculer I'intégrale suivant deux fois par parties, on trouve

+00
I :J G(x,s)y" (s) ds,
0

on a ,
u=G(x,s) u = Gg(x,s),
dv=y"(s) v=y(s),
alors o
I=G(x,+00)y (+00) = G(x,0)p (0) —f G (x,5)v (s) ds. (3.25)
0

Ensuite, nous répétons le méme argument, nous obtenions

I =G(x,400)y (+00) = G(x,0)y (0) - G; (x,+00) v (+00)

o0 (3.26)

+G,(x,0)y(0) + Jo Gss(x,5)y (s) ds.

On remplace (3.26) dans le schéma itérative (3.19), on obtient

Yui1 (X) =9 (%) + G (%, +00) vy, (+00) — G (x, +00) p,, (+00) — G (%, 0)9,, (0) + Gy (x,0),, (0)

+0o0 +00 (327)
+J(; (GSS (x,5)—1*G (x,s))yn (s) ds— J; G(x,s)F(s,yn (s),y,’1 (s),y,: (s)) ds,

ou G(x,s) la fonction de Green donnée par (3.13) satisfait les conditions aux bords homogenes
G(x,0) = G(x,+00) = 0 et y, satisfait les conditions aux bords p, (0) = a,y, (+c0) = 8. Donc la
derniere équation se simplifie en

+00
Vi1 (X) =9, (x) + aG(x,0) = BGs (x, +00) + L (Gss (x,8) = T2G(x15))yn (s) ds
(3.28)
+00
[ eaE (s 6. @) d
0
d’apres la définition de la fonction de Green, on a
G (x,5) = 12G (x,5) = 6 (x —s),
par conséquence
+00 +o0
J (GSS (x,8)— r2G(x,s))yn (s) ds= J O(x—=5)y,(s) ds =y, (x). (3.29)
0 0

D’apres (3.13), nous avons G, (x,0) = e, G, (x, +o0) = 0. En utilisant (3.29) et (3.13)dans (3.28),
on obtient

Do () = e +j G(x,9)F (5,9 (5), 3 (5), 9, 5)) ds. (3.30)
0

L 4




Etape 02 : On définie un opérateur
Tg:C?[0,1] — C%[0,1],

comme suite

Tolyl=ae ™+ [ Gl oF (5,00 (),3,).9,(5) ds.

Par un calcul simple, on obtient

@)= | 16w ds= 5 (1-e).

r

Par conséquence, la valeur maximale de g; (x) sur [0, +o0) est

+00 1
I G (x,5)] ds < —.
0 r

(3.31)

(3.32)

(3.33)

En appliquant le théoreme de la valeur moyenne et le fait que F, F, et F » sont limites par L, L,

et L; respectivement, on obtient

+00
J; G(x,s)[F(s,y,y,y )—F(s,v,v,v )] ds

ITc () - Te(v)| =

ds

< J’0+<><> |G (x, )| ‘F(s, y,y',y”) —F(s, v,v’,v”)

+o00
< J; |G (x,5)] ‘F}, (y—v)+ Ey (y/ - v/) +F, (y’/ - v’/)

< max) [|Fy| |y - v| + ‘Py/ |y’ —v’| + 'Py”

[0,400

77 7’
v -V

< max [Ll |y—v|+L2 y'—v’|+L3

[0,4+00)

+

< max {Ll,Lz, L3} [I(’)I,l+ao)o() “y - V| + |y/ _ 7}/

+00
:Lcny—vuzf G (x,5)] ds
0

1
<SLelly=vls.

D’apres I'inégalité (3.33), les évaluations suivantes s’ensuivent facilement

+00 1
&2 (x):f |G (x,5)| ds = —(e_zrx—e_”‘+1).
0 r

+00
¢ (x) = f Gex(x,5)] ds = 1—e™.
0

ds
) V +00
by —v |UO G (x, )] ds

]J(:OolG(x,s)l ds

+o00
y” - v//”J; |G (x,s)| ds

(3.34)

(3.35)




¢

De la méme maniere, en suivant ’'analyse se I'équation (3.34) et on utilisant (3.35), on obtient

1
Notons que sur [0, +o0), la valeur maximale de g, (x) est — et le maximum de g3 (x) est 1.
r

(6 ) (= (Te ) ] <Lelly=vll | 16 (sl ds

(3.36)
1
< ?Lc ly-vll
et
7 4 +oo
(Te(y) ()= (Ta @) (x)] <Lclly-vl; f Gus (,5)] ds
0 (3.37)
<L|y-vls.
En ajoutant le c6té gauche des trois inégalités (3.34),(3.36) et (3.37), on obtient
1 1
I Te ()~ To @) lbs (5 + - +1)Lclly-v b, (3.39)
01‘1 7 7 7 4
Iy =v b= max [y ()= v (@] + |y (<) v (@] + |y () 0" (9]
De 'hypothese de théoréme, a savoir que K := (l2 + % + 1)LC < 1, il résulte que
r
| Te () - Te (v) o< kly—v I, (3.39)
avec 0 < k < 1. Donc T est contractante. On a alors
[ Yn+l = Vn ”2 =l Tg (yn) -Tg (yn—l) ”2
<K ” Yn—=Vn-1 ”2 (3.40)
<K g1 =oll2-
Sim>mn>0, alors
” ym _yn ”2 < ” ym _ym—l ”2 +o..t ” yn+1 _yn ”2
< (K™ k") =20 Il
(3.41)

< k”(l +k+k... +km_”) | v1 =0 Il2

n

=1 % 11 —voll2.

Notons que si # —> oo, alors m — oo, et de plus k" — 0 quand n — oo car k < 1. Cette derniere
equation implique que la suite {y,} est suite de Cauchy, et alors converge vers p*. Si on laisse
m —> oo, on obtient I'estimation d’erreur

n

1-k

v —voll2- (3.42)

L 4
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Puisque T est contractant, alors elle est continue. D’apres (3.27)et(3.31), notre schéma se lit
comme suit y,,; = T [y,]. Par conséquence

Tlyl= Him Tlpa] = Em g =" (3.43)

Dans ce qui suit, on donnera quelques exemples numériques. On note ici que I'analyse des
résultats numériques n’ont pas fait 'objet d'une étude approfondie.
On donne ici quelque exemples juste pour analyser et voir la performance des méthodes itéra-
tives. La plupart des résultats sont détaillés dans [9]

Exemple 3.1.1

1. L’énoncé position du probleme :

On considere le probléeme aux limites suivant

y” (x)—16y(x)+ y, (x)y” (x) = (—x2 +3x— 2)6_2x —(15x+2)e ™, x €[0,+00), (3.44)
avec les conditions aux bords
y(0) =0,y (+00) = 0. (3.45)
On transforme ce probléme au probleme de I'étude (3.1), on obtient
Y () =16y (x) = -y (x)y (x)+(-x+3x—2) e = (15x + 2) e, x € [0, +0), (3.46)
avec les conditions aux bords
y(0) =0,y(+00) = 0. (3.47)

La solution exact de probleme (3.44)-(3.45) donnée par

X

Y (x)=xe "
2. L’itération de la méthode P.G.E.S :
Etape 01 : calculer de la fonction de Green

On trouve la fonction de Green pour 'opérateur linéaire L[y] = y” — 16y avec les conditions aux
bords (3.47). Par utilisé les les propriétés (3.6),(3.7) et (3.8) la fonction de Green donnée par

—ée‘“s_") + %e‘“”’”, 0<s<x,
G(x,s)=— (3.48)
o) %6_4(5”) - %e‘i(x_s), X <5< 4o0.

Etape 02 : le schéma d’itération de P.G.E.S

On applique le schéma d’itération de P.G.E.S (3.19) ou l'itération initiale y, doit satisfaire '’équa-
tion homogene linéaire L[y] =y — 16y = 0 avec les conditions aux bords (3.47), on obtient

Y0 =0,
Dt () =7 (2) —j

¥ (_164(s—x) + 16—4(s+x))
o\ 8 8

X[90(5) = 169 (5)+ 90 ()9 () = (=7 + 35 = 2) e+ (155 + 2) ¢ | ds

_ J‘+OO (16—4(s+x) _ 164(x—s))
. \8 8

<[99 169, 9 433031 0 (574 36 2) 4 (1354 2)e7] s

(3.49)




o

les itérations supérieures s’averent longues et compliquées, il suffit donc de ne traiter que les
deux premieres itérations

Remarque 3.1.3

o = (3.50)
—4x 2 2x 2x 2x .

D= 5ree (216x¢®* +18x%e?* — 66x¢> + 61> — 61).

Les résultats numériques sont donnés dans le tableau (3.1).

Le taux de convergence est lent pour les petites valeurs de x. Les itérations convergent tres

rapidement vers la solution exacte pour des valeurs plus grandes de x.

2.48445x 107> 1.54084 x 10727
1 2.33334x107° 16 5.21950 x 10731
2 1.55521 %1078 18 1.75372x 10734
4 5.77744x 10712 20 5.88452 x 10738
6 1.97601 x 10714 40 2.x107>
8 5.70138 x 10718 60 0.
10 9.81870x 102! 80 0.
12 4.34756 x 10724 100 0.

TABLE 3.1 — Erreur absolue de la solution approchée d’itérations.

On note ici que la situation est critique pour certains valeurs de r. En effet dans 'exemple
suivant on constate que la méthode peut ne pas étre convergente. Ce qui nous oblige a voir
d’autre méthode plus précisément la méthode de Mann. Comme le montre 'exemple suivant.

Exemple 3.1.2

On peut méme faire appliquent les résultats du théoreme 3.1.1 sur une équation d’ordre 3.
1. L’énoncé position du probleme :

On considere le probleme aux limites suivant

7’

, , 2
29" (x)+3 (x) - (¥ (x)) =0,x€[0,+00), (3.51)
avec les conditions aux bords

p(0)=0,9' (0)=b+1,y (+00) = 1. (3.52)

7

Si on pose u(x) =y (x), alors 'équation (3.51) se simplifie en

7

2u” (x)+u (x) = (u(x))* = 0,x € [0,+00), (3.53)




&

u(0)=b+1,u(+o0)=1. (3.549)

avec les condition aux bords

Par commodité, nous utilisons la transformation linéaire v (x) = u (x) — 1, on obtient

7 ]_ 1
v (x)-Sv(0) =5 (x))?,x € [0, +00), (3.55)
avec les conditions aux bords
v(0)=b,v(+00) = 0. (3.56)
Nous allons résoudre le probléme ci-dessus pour le choix de b = —1. Comparer avec équa-
tion (3.1), nous avons maintenant r = — < 1. Ainsi, selon le critere de convergence, le P.G.E.S

V2

peut diverger.
2. L’itération de la méthode P.G.E.S :

Etape 01 : calculer de la fonction de Green

no 1 o
La fonction de Green pour 'opérateur linéaire L[v] =v — SV avec les conditions aux bords (3.56)
1
est donné par (3.13) avec r = —2 .

Etape 02 : le schéma d’itération de P.G.E.S

On applique le schéma d’itération de P.G.E.S (3.19) pour (3.55) ou l'itération initiale v, doit sa-
tisfaire ’équation homogéne linéaire L[v]=v - %v = 0 avec les conditions aux bords v (0) = -1
, V(+00) = 0, on obtient

vy =-e ‘/E,
" 1 (3.57)

+00 1
vn+1 = vn + f G(xls) [vn - Evn - Ev% dS.
0

La figure (3.1) montre la divergence des solutions approchées générées.

-0.1 4

-0.24

-0.3

-0.4

-0.5

-0.6

-0.74

-0.8 1

True Sol. Vi0] Vi — vi21 — Vi3]

FIGURE 3.1 — Solutions numériques de (3.55)-(3.56)pour b = —1, en utilisant P.G.E.S.
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Ce revers de divergence peut étre facilement surmonté en utilisant une simple transformation
comme suit :

v(x) =w(x/a),a> 0.

Cela transformera le probleme (3.55)-(3.56) en

7 1 1
w - §a2w = Eazwz, (3.58)
avec les conditions aux bords
w(0)=b,w(+o00) = 0. (3.59)

Ainsi on peut choisir a de telle maniére que 4%/2 > 1. En effet on a choisi a = V2 et donc I'équation
différentielle devient

”
w —w:w2.

La convergence du P.G.E.S a été lente (voir Figure (3.2) ).

True Sol.

WOl —— W] —— W2] —— \V|5||

FIGURE 3.2 — Solutions numériques de (3.58)-(3.59)pour a = V2, en utilisant P.G.E.S.

3.2 Etude d’une equation d’ordre 3 par la méthode P.G.E.S
[8]

On peut méme etundre notre étude a des equation ordinaire d’ordre 3.
3.2.1 Position du probleme

On considere le probléme aux limites non linéaire suivant

77 ’ 77

Y (x):F(x,y(x),y (x),v (x)),xe[O,l], (3.60)

avec les conditions aux bords suivantes

p(0)=0,9 (0)=0,y (1) =0. (3.61)




£

On suppose que la fonction F : [0,1] x R> — R vérifie les hypothéses suivantes :

(H) (x,9,2,w)+— F(x,v,2w) est continue sur [0.1] x R.
(Hy) F(x,v,z,w),Fy(x,p, z,w),Fy (x,v,z,w),F,(x,9,z,w) et F, (x,y,z,w) sont bornées.
(H3) F(x,v,z,w)>0sur [0.1] xR,

3.2.2 Calcul de la fonction de Green pour une E.D.O d’ordre 3

On rappelle que le calcul de la fonction de Green d’une equation d’ordre 3 suit les démarches
suivantes
On consideére le probléme aux limites suivants

) 7

Lly]l=ao(x)y (x) +ay (x)y" (x) +ax(x)p (x) +a3(x)p () = 0,x € [a, 1],
Bi[y]=a1y )+azy (a)+a3y a) = a,

(a (3.62)
By[y] =By (b) + B2y (b)+ ﬁw (b)=p,
Bs[y] = 719(c)+ 729 () +y3y (€)= 7,
oluc=aoub.
On appelle yj, la solution homogene de probleme (3.62).
On considere le probléeme aux limites suivants
Lipl=ao(x)y” (1) +a (x)y (x) +ay (x >y’<x>+a3<x>y<x>=f<x>,xe[a,b],
p,: By [y]=a1y(a )+06231 (a)+6¥337 a) =0, (3.63)
By [y] = B19 (b) + B2y’ (b)+/33y (b)=0,
B3[y] =119 (c)+ 729 (c)+ 739 (c)=0.
On appelle y, la solution particuliere de probleme (3.63) est donnée par
b
Yp(x) = j G(x,s)f (s) ds, (3.64)
a
ol G (x,s) est définie comme un solution de
L[G(x,s)]=0(x—5),
(3.65)

B1[G(x,5)] = B2[G(x,5)] = B3[G (x,5)] = 0.

D’aprés [8]. page 131, Pour x = s, la fonction de Green est la solution de 1’équation (3.65) et
donnée par

C1V1 + Y +C3Y3, a<x<s,
G(x,s) = (3.66)
dl}’l +d2y2+d3y3, S<X<b,

ou y;,y, et y; sont des solutions de L[y] =

L 4
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Remarque 3.2.4

Les constantes cy,c¢;,c3,d1,d, et d; peuvent étre déterminée a l'aide des propriétés de la fonc-
tion (3.66) c’est a dire :
1. G satisfait les conditions aux bordes homogenes

B1[G(x,5)] = B2[G(x,5)] = B3[G(x,5)] = 0. (3.67)
2. Gestcontinuea x =s
¢191(s) + €292 (s) + €395 (s) = d191 (s) + daya (s) + d33 (s). (3.68)
3. G est continue d x = s
€19, (5)+ €295 (5) + €395 (5) = d1p () + dap; (5) + d3p5 (5). (3.69)
4. Discontinuité de saute de G’ a x =
e () €29} () €595 () = iy (9)+ oy 5) + g () (3.70)

3.2.3 Schéma intégré du Green-Picard(P.G.E.S)

Pour le traitement du probléeme (3.62)-(3.63), on utilise la méthode d’itération connue sous le
nom de Green-Picard. Pour ce la, on définit 'opérateur intégral linéaire suivant

b
7 4 ’

Tlol=m+ | Gu9any” () +am Y 6+ 66y O+ a6pe] ds G
par ajouter et soustraire f (x), on obtient
T[y]
— i+ Lbax,s)[ao (519" (5) +a1 ()9 (5) + a2(9)3 )+ a5 ()9 (5) — £ (9)+ £ (5)] s,

b , ) (3.72)
=9 +f G(x,5)[a0 ()9 (5)+ a1 (5)9" () + a2.(5)y (s) + a3 (5)y ()~ £ (5)] ds,
b a
+J G(x,s)f (s) ds.
De (3.64), nous avons
b
b= | Gl f () ds=y-p, (3.73)
on remplace (3.73) dans (3.72), on obtient
T[y]
b 7 7 7
“it [ Gy 0+ 06y 6+ 0608 O+ a6~ FO]ds v -m @7

;
=y +J G (x,5)[ag ()9 () + a1 (5)3 () + a2(5)y () + a3 (5)y (s) - £ (5)] ds.
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Par l'itération de Picard
Vn+1 :T[}]n]’ n=0,

le schéma d’itération (P.G.E.S) est donnée par

b
Y1 = n +j G (x,5)[ a0 (5) 9y (s)+ a1 (5) 9y () + a2(5) 9y () + a3() 9 5) = f ()] ds. (3.75)
La fonction de départ y est choisie pour étre la solution de I'équation (3.62).

3.2.4 Analyse de convergence

Dans cette section, on concentre sur I'analyse de convergence de la méthode présentée. Le
preuve s’applique sur '’équation différentielle non linéaire suivante

7 ’ 7

y (0)=F(xy(x),y (x),9 (x)),x€[0,1], (3.76)

avec les conditions aux bords suivantes

p(0)=a,p (0)=B,9(1) = y. (3.77)

D’abord, on trouve la fonction de Green pour I'opérateur linéaire L[y] =y et les conditions aux
bords (3.77). par utilisée (3.66) et Remarque 3.2.4, on obtient
La solution générale de '’équation homogene est

yh:ax2+bx+c,

ainsi, la fonction de Green a la forme suivant

G(x,s)—{ c1x2+c2x+c3, O0<x<s, (3.78)

dix*+dyx+d;, s<x<l.

La condition G(0,s) = 0 pour 0 < x < s, implique que c3 = 0, et La condition G (0,s) = 0 pour
0 < x <s, implique que ¢, = 0.
Enfin, G(1,s) = 0 pour s < x < 1, implique que

dl + dz + d3 =0. (379)
Ainsi
2
’ O J
Glrs)={ Sxss (3.80)
dix“+dyx+d;, s<x<l.

Depuis G (x, s) est continue a x = s, alors
2_ 4 2
1S —dl.S +d25+d3. (381)
Aussi, G (x,s) est continue a x = s, donc

2C15 = 2d15 + dz. (382)




A partir de la condition de saut, nous avons

7

G (st,s)=G (s7,s)=1,

(3.83)
2d1 - 2C1 =1.
Depuis (3.79),(3.81),(3.82) et (3.83), nous avons
1 1 1
a =——s%+s5——, d; =——s%+s5,
2 2 12 (3.84)
dz =-S5, d3 = 552.
Donc
(-3 +s-3)
——5“+s5s——|x5, O0<x<s,
2 2
G(x,s)= (3.85)
1 1
Esz —5x+ (—552 +s)x2, s<x<l1.
Par conséquence, la solution particuliere y, de probleme (3.76)-(3.77) est donnée par
1
Yp (%) :J G(x,s)F(s,yp (s),9p(5),9p (s)) ds. (3.86)
0
Nous définissons 'opérateur intégrale suivant
1 177
T [yp] - J G(x,s) [y,, (s)] ds, (3.87)
0

Pour plus de facilité, nous posons que y = y,. En suivant une étape similaire a celle-ci dans
section 3.2.3, nous ajoutons et soustrayons F. Ainsi, en utilisant (3.86), on obtient

1
Til=p+ [ Gy ©-Fsv(5' 65" )] ds. (3.88)
0
En appliquent la méthode d’itération P.G.E.S pour le probleme (3.76)-(3.77), on trouve
1
Va1 (X) = 9, (x) +J; G*(x,s)[yn (s) —F(s,yn (5),9,(5), 9, (s))] ds, (3.89)

ou G*(x,s) est 'adjoint de la fonction de Green donnée par

1 1
Esz—sx+(—§s2+s)x2, O0<s<ux,
G*(x,s)=— (3.90)
( 1, 1) 2
——5“+5s——|x5, x<s<l.
2 2

Plus précisément, on obtient 'itération suivant
X 1 2 1 2 2 V22 ’ ”
D () =3 (0= | (5525 (550 +5)) b )= F(5,90(9),91,(9),93, ()] ds

0o \2 (3.91)

_Ll ((_%52+5—%)x2)[%’1ﬂ (S)—F(S,yn (s),y;1 (5),};’: (5))] ds,

ou y,, est 'approximation de la solution particulier.
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Supposons que F (s, V7 ,y/ ) est une fonction continue, dont la dérivée est bornée par rapport a
y. Supposons que

Théoréme 3.2.2

2
K:=—L.<1,
81
o JdF
L, = max|=|.
dy

Alors, la suite itération {y,, (x)},~, donnée par (3.91) ou x € [0,1] et en utilisant n’importe quelle
fonction de départ bornée sur [0, 1], convergence uniformément vers la solution exacte y (x) du
probleme (3.76)-(3.77).

Preuve

Soit C[0,1] I'espace des fonction muni de la norme maximale définie par

19 ll= max |y (x)].

0<x<1

Etape 01 : Nous commencons par calculer I'intégrale suivant trois fois par parties, en tenant
compte du fait que G*, G; sont continus en [0, 1] et G}, a une discontinuité de saute , on trouve

1
I :J G (x,5)y (s)ds,
0

on a
u=G*(x,s) u = G;(x,s),

7 7

dv=y (s) v=y (s),
alors,

4

1
I:G*(x,l)y”(l)—G*(x,O)y”(O)—L G (x,5)y (s)ds. (3.92)

Ensuite, nous répétons le méme argument deux fois, nous obtenions

4 7

I =G (x1)y (1)-G*(x,0)y (0)-G:(x,1)y (1) + G (x,0)p (0)

X (3.93)
+Gi(x, 1)y (1) - G (x,0)v (0) - j Giss (%,5)v (s)ds.
0
On remplace (3.93) dans le schéma itérative (3.89), on obtient
Y1 (X) =94 (x)+ G (x,1)9, (1) = G" (x,0),, (0) = G (x,1) 3, (1)
+G3(x,0)2,,(0) + Gl (x, 1), (1) = Gl (x,0)p,, (0) (3.94)

1

1
| Gy @ds- 6w (53,0.50050 ) ds

0




¢

on a G (x,s) = 6(x—s), alors

1
fo Gess (%,5) 90 (5)ds = py (1),

De plus, la fonction de Green satisfait les condition aux bords G*(x,0) = G*(x, 1) = 0 et y,, satisfait
les condition aux bords (3.77). Donc la derniere équation se simplifie en

Vet () = BGI(x,0)= G (x,1),, (1) +y Gl (x, 1)

(3.95)
1

Gl (50~ [ G0 IF (53050, (1,9, 9) ds.

D’aprés (3.90), nous avons G:(x,0)=x—x2,G5(x,1)=0,G5 (x,0) =x>—1 et G (x,1) = x2, par
conséquence

1

Vet (¥) =ﬁ(x—x2)+yx2—a(x2—1)—f0 G* (%,5) F (5,90 (5),9 (), 9, (5)) ds

(3.96)
=a+px+(y—a—p)x’- fol G* (%,5)F (5,91 (5), 90 (5), 9, (5)) ds
Etape 02 : On définie un nouvel opérateur
T;:C[0,1] > C[0,1],
comme suit
Tolyl=a+px+(y—a—p)x’~ fol G (x,8)F(5,9(5),9 (5),y (5)) ds (3.97)

D’apres le théoreme de Banach-Picard, pour montre la convergence nous devons montre que T
est contractante. A cette fine, on a

1
|TG (v)-Tg (V)| = |J;) G (x,5) [F(S,}b}’,;?”) —F(s,v,v’,v”)] ds|, (3.98)

et essayer de trouve I’estimation appropriée, considérons

1
h(x)= J. |G™ (x,s)|ds, (3.99)
0
on va calculée I'intégration de la fonction de Green séparément,comme suit
X 1 1 5 4 3
J1 :_ao (Esz—sx+(—§sz+s)x2) ds :%—%+%,
(3.100)
rl, 1 2 5 4 3
J, =- (——s2+s——)x2ds L
J. 2 2 6 P
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Par simplification, on obtient

x? X3
h(X):]l-i‘]z:g—Z. (3.101)
Par conséquence, la valeur extréme de h(x) sur [0,1] est
J |G (x,s)|ds < — (3.102)
En appliquant le théoréme de la valeur moyenne pour F, on trouve
|TG( -Tg (v J |G™(x, s |‘F S,y v,y ) (s,v,v’,v,’) ds,
1
< Orgfs)%“FyHy—v”L |G (x,5s)|ds,
(3.103)
— L. max | - v|
O<x<1
2
= ﬁLC ||P_V ||1
ou p
Iy = ll= max [y (x) ~v (), = max | F(s9,9.9" )
2
En utilisant le fait que K = ch <1, on obtient
1 Tc () -Te@)I<Kly—v]. (3.104)
Donc T est contractante. En ce qui concerne le taux de convergence, nous avons
| vus1 =2l =1 Tg (¥n) = T (¥n-1) Il
<K 1|99t | (3.105)
<K"[ly1 =20l
En utilisant I'inégalité ci-dessus tels que m >n > 0, donc
” Ym—Yn ” < ” Ym = Ym-1 ” t..+ ” Yn+1 —Vn ”
<(K™ k") v =0l
(3.106)

<K' (14k+ k2 4k ) |y =0 |

k?’l

p lv1—vo I,




&

est la somme infinie des la séries géométriques. Par conséquent, si m — oo,

n

1-k
Perreur est

ou le terme

n

. k
19" =ull< 7= 91 =20l (3.107)

O

Exemple 3.2.3

1. L’énoncé position du probleme :
On considere le probléme aux limites non linéaire suivant

77 4

Y (X)+y(x)y (x)—y/2(x)+1:0,xe[0,1], (3.108)
avec les conditions aux bords ’
y(0)=y(1)=p (0)=0. (3.109)
On transforme ce probléeme au probleme de I'étude (3.76), on obtient
y (x)=9?(x)-p(x)y (x)-1,x€[0,1], (3.110)
avec les conditions aux bords ’
y(0)=p(1)=yp (0)=0. (3.111)
Le probleme (3.108)-(3.109) n’a pas de solution exacte connue.
2. L’itération de la méthode P.G.E.S :

Etape 01 : calculer de la fonction de Green

On trouve la fonction de Green pour l'opérateur linéaire L[y]= ym avec les conditions aux
bords (3.111). On appliquant les les propriétés (3.67),(3.68),(3.69) et (3.70), on obtient

1 1
(—Es2+s—§)x2, O<x<s,
G(x,s) = (3.112)
1,

1, 2
=S —sx+|—=s“"+s)x°, s<x<l1.
2 (2 )

Etape 02 : le schéma d’itération de P.G.E.S

On applique le schéma d’itération de P.G.E.S (3.89) ou l'itération initiale y, est la solution d’équa-
tion homogéne linéaire L[y] =1~ = 0 avec les conditions aux bords (3.111),on obtient

N e (LSS P

(3 R @ e w2 41 s




&

Des résultats numériques sont donnés pour illustrer la convergence et l'efficacité de la stratégie.
Puisqu’il n’y a pas de solution de forme fermé pour cette exemple, nous estimons l'erreur en y,,,4
par

Remarque 3.2.5

Err(n)= |yn+l _yn|
Le tableau (3.2) présenté les erreurs maximales du P.G.E.S pour différents nombres d’itérations,

ce que indique sa grande précision et convergence rapide, a partir de ce tableau, nous considé-
rons y;( comme représentant la vrai solution.

Saion |2 |2 |4 s |6

1.2x107% 1.2x107 7.2x107° 5.5x10711 42x10713

Cwemn |7 |8 | o | 0

32x1071° 25x107Y7 97x1071% 9.7x10722

TABLE 3.2 — Erreur maximale en utilisant P.G.E.S pour différents nombres d’itération.

Exemple 3.2.4

1. L’énoncé position du probleme :
On considere le probléeme aux limites non linéaire suivant

7

v (x)+ 2739 = 5/ X € [0,1], (3.114)
(1+x)
avec les conditions aux bords ,
y(0)=9 (0)=1,p(1)=1n2. (3.115)
On transforme ce probléme au probleme de 1’étude (3.76), on obtient
ym (x) = 4 3 273%™ x €10,1], (3.116)
(1+x)
avec les conditions aux bords /
(0)=v (0)=1,p(1)=1n2. (3.117)

La solution exact du probleme (3.114)-(3.115) donnée par
y(x)=In(x+1).
2. L’itération de la méthode P.G.E.S :

Etape 01 : calculer de la fonction de Green By
On trouve la fonction de Green pour l'opérateur linéaire L{y] =y avec les conditions aux
bords (3.115). On appliquant les les propriétés (3.67),(3.68),(3.69) et (3.70), on obtient

1 1
(—552+s—§)x2, O0<x<s,
G(x,s) = (3.118)
1 1
Esz—sx+(—§sz+s)x2, s<x<l1.
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Etape 02 : le schéma d’itération de P.G.E.S

On applique le schéma d’itération de P.G.E.S (3.89) ou l'itération initiale y, est la solution d’équa-
tion homogéne linéaire L[y] =3~ = 0 avec les conditions aux bords (3.115),on obtient

Y0 =(In2-2)x*>+x+1,

S
1+s2) " @119

X 1 1 7
(—52 —sx+ (—552 - s)xz) [yn (s) + 2730(8) —

h ) =0 | (3

0

_Jx((—lsz+s—l)x2)ly;’(s)+2e'33’”(s)— 4 3] ds.
0 2 2 (I+s)

Remarque 3.2.6

Le schéma itératif (3.119) est utilisé pour générer des solutions numériques pour 'exemple 3.2.4,
les erreurs absolues maximales |yn (x)-p (x)| pour différents nombres d’itérations sont rapporté
dans le tableau (3.3)

Srion |2 |4 6 | & | 0

1.6x10™° 1.1x10% 7.3x107!2 50x1071> 3.3x107!2

22x10721 96x10728 49x1073¢ 1.8x1074 1.2x107°!

TABLE 3.3 — Erreur maximale en utilisant P.G.E.S pour différents nombres d’itération.
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Résumé

Dans ce travail, nous avons présenté une méthode itérative basée sur I'implication de la
fonction de Green associée a des équations différentielles ordinaires d’ordre n a coefficient
constants avec différentes conditions aux bords.

Mots clés : fonction de Green, équations différentielles ordinaires, la méthode P.G.E.S.

Abstract

In this work, we presented an iterativ method based on the use of the well know Green’s
function for some ordinary differential equations of order n with constant coefficients
associated to severd boundary conditions.

Key words : Green’s function, ordinary differential equations , Picard’s Green’s Embedded
Scheme.
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