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Résume

Le but de cette étude est de donne une idée sur les approximations aux sens de Padé et verrons sa
signification et ses caractéristiques les plus importantes, et étudierons comment la calculer et leurs

applications dans 1’analyse mathématique et informatique.



Introduction

“n mathématiques, la convergence a été si cruciale qu’elle a fait I’objet d’'un Grand prix de
I’ Académie des sciences de Paris en 1906, remporté par Padé lui-méme [15] .
Lorsqu’il est difficile de trouver une solution a un probleme, nous avons recours a "l’approximation”,
qui est une méthode numérique pour étendre une fonction a un polyndme (qui a des propriétés
meilleures et plus faciles), et nous facilite ainsi la résolution du probleme complexe.
En 1892, Henri Padé a mis sa These (sur 1’approximation), il a posé le probleme comme suit : Soit
la fonction f tel que :

flx)= co+c1x' + o + ...

donc on va trouver un ensemble de fractions rationnelles qui sont en relation avec le variable x qui
approxime f(x) au voisinage de 0.

La solution du probléme est donnée par les approximant de Padé, cette solution présente simple-
ment 1’avantage de calculer facilement en accélérant la convergence de la série initial.
Henri Padé (1863 — 1953) a révolutionné I’approche des fractions continues en cherchant a construire
des fractions rationnelles qui approximaient au mieux localement une fonction analytique donnée, tout
en limitant les degrés des numérateurs et des dénominateurs. Ses travaux ont permis de classer les frac-
tions continues et de construire toutes les fractions continues régulieres de la fonction exponentielle.
Avec le développement de I’informatique, les polyndmes orthogonaux sont devenus des outils d’ap-

proximation tres utiles, et pour cette raison resteront les études de ces polyndmes .

Cette mémoire étudiera I’approximation de Padé en générale en donnant les définitions et les théoremes
et quelque proposition concernant les calcules des approximations.

Dans le premier chapitre de cette recherche, nous découvrirons les polynémes orthogonaux, leurs
propriétés les plus importantes, et verrons les fractions continues, ce qui nous aide a comprendre le

contenu du deuxieme chapitre.



INTRODUCTION

Dans le deuxieme chapitre, nous aborderons I’une des meilleures facons d’approximer une fonction,
qui est « ’approximation de Padé ». Nous verrons sa signification et ses caractéristiques les plus
importantes, et étudierons comment la calculer.

Enfin, nous voyons son utilité et comment I’utiliser dans le troisieme chapitre .




CHAPITRE

Rappel sur les polynomes orthogonaux

1.1 Fonctionnelle moment et orthogonalité

1. Sur l'intervalle I =]a,b[€ R, avec (—oo < a < b < +o0) on introduit la fonction & est une

fonction intégrable a valeur réelles strictement positive suivent :
b
Wn e N, / | | D(x)dx < oo
a

La fonction & est dite fonction poids sur /.

2. Supposons que (e,),cn une base canonique de I’espace R[x] (I’espace vectoriel des fonctions

polynomiales a coefficient réels).

Remarque :

On peut écrire la fonction e, par :

Vx € R, e,(x) =x".



1.2. POLYNOME ORTHOGONAUX

*’
Définition 1.1. La suite (U,),cn définie par :
b
VneN, u,= / X"®(x)dx
a
est dite suite des moment associés a la fonction poids ® sur I. J
Remarque : On a
<€n’€m> = HUn+m, pour n,m € N
N

Définition 1.2. Soir {u,}_, une suite de nombres complexes .
Une forme linéaire L est dite fonctionnelle moment déterminée par la suite formelle des moments

{un}sr_ si elle vérifie pour tout nombre complexe o et tout polynome m;(x), {i=1,2}ona:

Lx"|=u,, n>0

L[Otl T+ 06277:2] = OCIL[TL'l] + OCzL[ﬂ:z]

- 4

Remarque :
Le nombre 1, est appelé le moment d’ordre n et si 7(x) = Y¢_,cx* on peut écrit L{r(x)] =

Yo Ck M-

Définition 1.3. On dite qu’une fonctionnelle moment L est définie positive si pour tout polynome

7(x) > 0 tel que pour tout x on a L[m(x)] > 0.

1.2 Polynome orthogonaux

N

Définition 1.4. On appelle la suite {P,(x) },>0 une suite de polyndémes orthogonaux par rapport
a la fonctionnelle moment L si :

(i) P, est un polynome de degré n,

(ii) L[PyP,| =0, m#net mn>0,

(iii) LIP?]#0, n>0.




1.2. POLYNOME ORTHOGONAUX

Exemple :

La suite de polynome de Tchebychev de premiere espece pour n € N,

T,(x) = cosnf, 6 ¢ [—m, 7]

est orthogonal a la fonction de poids ®(x) = , ie.;

1 1
1:/_1 T T (x)dr =0, (n#m)

En effet par le changement de variable x = cos0

Ona
dx = —sin0d0 = —+/1 — (cos0)2d6
0 = arccos(x)
Donc
1
1:/ To(x) Ty (x) dx—/ To(x dx
~1 V1-x2 1— (cosG)
0
I:/ cos(n@)cos(m@)(—)(— 1 —(cos60)2d0).
T 1 —(cos6)?
T
:/ cos(n@)cos(m0)de.
0
Remarquons que
cos((n+m)0)+cos((n—m)0) = 2cos(n6)cos(m0)
alors
1 T
1= 5/ cos((n+m)0)+cos((n—m)6)do
0
1. Sim#n
. . T
I 1 {sm(n—f—m)@ +sm(n m)G] _0
2 n+m n—m 0
2.8im=n=0
/
1= [Ta6—x
0

3.Sin=m#0

I [ T
I:—/ (cos((n+m)0+1)d0 = —
2 Jo 2




1.2. POLYNOME ORTHOGONAUX

donc .
sin=m+#0

T
/ cos(n@)cos(m0)d0 =<0 si n#£m
0

SR

Tt sin=m=0

Définition 1.5. On dit qu’une fonctionnelle moment L est réguliére (ou bien admissible) si on

peut lui associer une suite {P,(x) },>0 vérifiant les propriétés (ii) et (iii) de la définition (1.4).

1.2.1 Existence des suites de polynomes orthogonaux

Définition 1.6. Le déterminant de Hankel d’ordre n est définie par : N
up up coo u,
Ap=det[u; ]} ;oo = up Uz oo Upgl
Up Upil -+ U

. 4

Notation :

On note le déterminant de la matrice suivant par H,"

Um Un+1 - Umtn—1
Um+1 Unp+2 - Um+k
Un+n—1 Um4n - Um+2n-2

Le théoreéme suivent donne 1’existence d’une suite de polyndome orthogonaux :

Une fonctionnelle moment L dont la suite des moments est notée {u,} est

réguliere, si et seulement si elle vérifier le critere de Hamburger i.e;

Ap= det[ui+j]ﬁjzo #0, n>0

preuve

En effet P,(x) =Y}, Xk

10



1.2. POLYNOME ORTHOGONAUX

alors

L[men(x)] = Z CnkUk+m = knOum,  kn #0, m<n

k=0
up U Up | |0 0
up Uy Uyl |Cnl 0
< =
Up Up+1 -+ Un | |Cnn knn

De plus L[x™ P, (x)] admet une solution unique si et seulement si pour tout naturel n, ~ A,=det[u;4 ;7 ;_ #

0

1.2.2 Relation de récurrence

Les polyndmes orthogonaux sont caractérises par une relation de récurrence, i.e, Chaque poly-

nome 7, admet une relation de récurrence.

Proposition 1.1

Soit {P,(x) }n>0 une suite de polyndme orthogonale par rapport a une fonctionnelle moment

réguliere L. La suite {P,(x) },>0 vérifie la relation récurrence d’ordre deux suivante :
Pui1(x) = (¥ = Bu) Pa(x) = fuF-1(x), n>0

ol P_(x) =0, 1 est une constante arbitraire et ¥, # 0,Vn > 1.

Exemple :

j 1)6
1- Les polyndmes de Tchebychev de seconde espece Vn € N, T, (cos0) = M ,
sin

0 € [—m, m] est vérifie la relation de récurrence suivante :

En effet Par récurrence

1.1 Pourn=0

11



1.2. POLYNOME ORTHOGONAUX

Etpourn=1: -
sin
- 420
Ti(x) = W = 2cos(0)
alors
Ti(x) =2x

1.2 Suppose que la relation est vrai d’ordre n et pour n+ 1 on a :

Tn+1(x) = W
_ sin((n+1)6+0) _ sin((n+1)0)cos(0)+cos((n+1)0)sin(0)
sin@ sin@

Remarque :

sin((n+1)0)+sin((n—1)0) = 2sin(nb)cos(0)
sin((n+1)0) = 2sin(n6)cos(0) — sin((n—1)0)
si on divise sur sin(6) on trouve :

sin((n+1)0)
sin(0)

sin(n@)  sin((n—1)6)

= 2c0s(9) sin(0) sin(0)

donc

Thi1(x) = 2xT,(x) — T—1 (x)

d’ou la résultat.
2 d"

2- Les polyndme de Hermite de degré n est H,(x) = (—1)"e" o e~*" vérifier la relation de récurrence
X
suivent : )
Hy(x) =1
H 1 (x) =2x

Ainsi, par récurrence :

2.1 Pourn=0:

12



1.2. POLYNOME ORTHOGONAUX

pourn=1:

2.2 Supposent que la relation est vrai d’ordre n et pourn+1ona:

> d" 2 » M,
H,(x) = (—1)" | 2xe" I T A1 o]
2 d" 2 B > d"tl
H,’l(x) :2X(—1)n€x We * +(—1) 1(_1)n+1 * We *

donc

H)(x) = 2eH,(x) — Hyi1 (%)
Hyp1(x) = 2xH, (x) — H)(x)

d’ou la résultat.

3- Les polyndmes de Laguerre
_ € _on—x
L,(x) = —hn (x) avec hy(x) =x"e .
n!
sont vérifier la relation de récurrence suivant :
(n+ 1)Ly +(X—2n—1)L,+nL,_; =0.

En effet :

Soit la fonction génératrice du polyndme de Laguerre

el-t
Z Ly(x)t" =
n=0 1—1
On dérive cette fonction par rapport a ¢ on trouve
—Xxt Xt

Ll = s

alors

,;)”L"(x)tn_l TR I (A )

donc

[}

Z nL,(x)" ! = % i)Ln(x)t” - (lic—t)z Z Ly (x)t"

n=0 n n=0

oo

On multiple cette equation par (1 —¢)?

[o]

(1-1)2 i)nLn(x)t”I —(1-0) Y Ly(x)" —x i)oLn(x)t"

n=0

13



1.2. POLYNOME ORTHOGONAUX

(o]

i nL,(x)t"" 1 =2 i nLy, (x)t" + i nL, (x)"! = i Ly (x)t" — i Ly(x)r —x Z Ly (x)t"
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

n=0
Par la comparaison de coefficient de ¢ on trouve :

(n+1)Ly11(x) —2nLy(x) 4+ (n—1)Ly—1 (x) = Ly(x) — Ly—1(x) — xLy (x)

(n+1)Ly11(x) = Ly(x) —nL,—1(x) 4+ 2nL,(x) — xLy(x)

donc
(n+ 1)L, 1(x) = (2n—x+ 1)L, (x) —nL,_(x)

d’ou la résultat.

"Théoréme de Favard"
Soient { B }n>0 et {Yn }n>0 deux suites de nombres complexes et { P, },>0 une suite définie

par la relation de récurrence :

(1.1)

alors, il existe une fonctionnelle moment L unique telle que L[1] = py = Y et
L[PyP) =0, sim#n>0

De plus, L est réguliere si et seulement si v, 20, n >0, et L est définie positive si et

seulement si 3, sont réel et les y, >0, n>0.

1.2.3 Racines des polynomes orthogonaux

Soit {P,} une suite de polynéme orthogonaux par rapport a la fonction
poids ¢ dans Uintervalle non vide |a,b[. Pour n € N*,  le polyndéme P, admet n racines

réelles simples dans |a,b|.

Preuve

I- Sin=1, P estdedegré 1 alors il s’annule au plus une fois.

2- Supposons que P, ne changé pas le signe sur |a,b| pour tout n > 1 alors :

(Po, By) = / ’ o) o () D (x)dx




1.3. LES FRACTIONS CONTINUES

(Py, 1) / P, (x)®P(x)dx #0
mais(P,, 1) = 0 contradiction. Donc il existe une racine réelle de P, dans ]a,b|.

3- Supposons que P, admet un racine o de multiplicité j > 2 dans ]a,b[ alors on a :

Pu(x) = (x—a1)?Qp_2(x), avec Q,_2 € Ry_1[x]

alors :
<Pn7 Qn—2> =0
mais
b
(i 0n2) = [ (v 01 P02 o()B(x)dx > 0
a
donc tout les racines de P, dans |a,b[ sont simple .
4- Soit o4, 00, ..., 0 les racines de P, j < n on effet :
J
H X — O Qn j )
k=1
avec O € R, j[x] et ne changé pas ca signe sur |a, b| alors :
J
<Pl’l7 H(.X— (Xk>> =0
k=0
mais

(P, lil(x— 0y)) = /b ﬁ(; — ak)an_j(tW(t)dt #0
k=0 a k=0

est impossible, donc j = n et toutes les oy, 0p,...,0; €la,b].

1.3 Les fractions continues

Définition 1.7. On appelle fraction continue[ 3 ] toute expression de la forme :

1

ag + (1.2)

al +

e+ —
ap

les quantités ay,ay, ..., a, sont appelés les quotients partiels et peut étre considéré comme

nombre naturel , nombres real ou complexe, ou bien fonctions de plusieurs variable.

.

15



1.3. LES FRACTIONS CONTINUES

Exemple :
61 7 1 1
* — =24+ _— =24
AR T A
7 7
.256_1+ 1
1
195 34
54
12
Notation :

On peut écrire la forme (1.2) par ces termes quotients partiels , notée :

ap+
Exemple :
60 1
o — =24 —7F=2,3,4]
26 s 1
285 4 1
° :3_|_—
1
¥ ST 1~
5-1——1
24—
+2

1

ay +

=[3,3,5,2,2]

= [ao,al,...,an]

(1.3)

16



1.3. LES FRACTIONS CONTINUES

1.3.1 Fraction continue et relation de récurrence :

Théoreme

[3] Soient (a,)nen et (by)nen deux suit réels avec (a, # 0, Vn € N). Si les suite

(tn)nen et (vn)nen sont deux solution de I’équation de récurrence suivent :

(

uy = 0,u; = by

< Vo = 1,V1 =Aa

Tyi1 = anTy+ b, T, avec (n > 1)
\

alorsVn>1:

by
by

a + bl
—

an—1

a)+ a2+

\.

Théoreme

Soit [ag,ay,...,ay] [6] une fraction continue finie. Alors pour tout n € N on a

Pn
[ao,al, ...,an] = —
qn
ol p, et g, sont des entiers définie pour tout n € [2,N] :
(
Po = ap
\ p1=aiap+1

\pn = anpPnu—1+ Pn-2

;

qo=1

) q1 = ay

\CIn =appn—1+pPn-2

Preuve :

Par récurrence on a

pour n=0

17



1.3. LES FRACTIONS CONTINUES

pour n=1

lag,a1] =ap+ —
aj

_ o pi
ar qi

Supposons que la relation est vrai pour n et on vérifier pour n+ 1.

En effet :
[ag,ay,...,an) = Pnavecn € [2,N—1]
dn
anpPn—1+Pn2

[ag,ay,...an—1,a,] =

andn—1 +Qn—2
ou les p,—_1, pn—2et ¢n—1,qn—2 ne dépende de ag,ay,...,a,—1,an,a,+1 de plus, on a
1
[ag,at,...,an—1,an,any1] = [ao,ay,...,an—1,an + ]
an+1

En changer a, 1 par a, + 1+1 dans I’équation précédent on trouve :
n

(an+ 1 )pn71+pn72

An+1

[ag,ar,...an—1,a,] = ;
a, + an—l +qn—2
ap1a, + 1
————)Pn—1+Pn—2
_ Ap41
apy1an+1 )
———)qn—11Tqn-—2
ap+1

(an—Han + l)pn—l +anr1Pn—2
(an+lan + 1)‘]?1—1 +anr19n—2

donc
_ an+1 (anpnfl + pn72) + Pn—1

ap+1 (ananl + Qn—Z) +gn—1
_ Qp41Pn+ Pn—1
- An+19n + gn—1
_ Pn+1
B qn+1

Corollaire 1

Pour toutn >2,0na:

Pngn—2 = Pn—2qn+ (—1)"an,

avec pu—1Gn—2 — Pn—2Pn—1 = (—1)" alors

@ _ Pn—2 + (_1)nan
qn qn-2 qnqn—2




1.3. LES FRACTIONS CONTINUES

Preuve :

On utilise la relation de récurrence, pourn > 2 :
Pndn—2 — Pn—29n = (anpnfl +pn72)Qn72 - pan(ananl + anZ)

= nPpn-19n-2+ Pn—29n-2 — Pn—20nPn—1 — Pn—-2qn-2
= an(Pn-19n—2 — Pn—2Pn-1)
=a,(—1)".
donc
Pndn—2 = Pn—2qn+ (—1)"an
La division sur ¢,g,_>, on trouve :

@ _ Pn—2 + (_1)nan
qn qn-2 qnqn—2

19



CHAPITRE

La méthode de ['approximation de Pade

2.1 DP’approximation de Padé

L’ approximation de Padé est une méthode pour approche une fonction par une forme
rationnel. Cette technique a été développé en 1890 par le mathématicien Henri Padé (1863-
1953), Dans sa formulation, il reposait sur I’extension de la fonction sous la forme d’une
fraction, son numérateur et son dénominateur deux polyndmes P et Q n’ont pas de dénominateur

commun.

2.1.1 Polynoéme du Taylor

La formule de Taylor est une extension d’une fonction sous la forme d’un polyndme au
voisinage d’un point, dont les coefficients représentent les dérivées de la fonction en un point,

ainsi nommé d’apres le mathématicien Brook Taylor en 1712.

Définition 2.1. On appelle le polynéme de Taylor d’ordre n de la fonction f au point a

la somme suivent :

20



2.1. L’APPROXIMATION DE PADE

Soit f une fonction de classe C" définie sur un intervalle I C R et a un

point intérieure a I, alors Vh € tel que a+hdans 1 ona :

2 n
flat )= fla)+hf(a) + 5 FD @)+t f0)(a) + ()

n pk

=Y /@) +re(h)

ou €(h) est une fonction tend vers 0 si h tend vers 0.

Remarque :

Si en prend x= a+h , on peut écrire la formule du Taylor sera sous la forme suivent :

(x—

n a k
76 = 3 S 0 00) 4 (x—aee—a
k=1 :

ol €(x —a) tend vers 0 si x tend vers a.

Exemple :

1. La formule de Taylor pour la fonction cos(x) en 0 a I’ordre 2n est :

2 L4 2n
x* X x
cos(x)=1—=+—+..+ (—1)”(2n)'

TR +x*g(x)

2. La formule de Taylor pour la fonction f(x) = In(1+ x) au point 0 d’ordre n est :

2 X3 x4

X x"
1 T T (I
In(14+x)=x > + 3 +...+(-1) +x"e(x)

Définition 2.2. L’approximation de Padé d’une fonction f(x) est la fonction rationnelle

Py(x)
Om(x)

ou P, est un polynome de dégrée inférieure on égal n et Q,, est un polynome de dégrée

inférieure ou égale a m, leur coefficients sont déterminé par l’équation :

— 0(xn+m+1)

.

Remarque :

Les deux polynéme P,(x) et Q,,(x) n’ont pas de point commun facteur




2.1. L’APPROXIMATION DE PADE

r

Définition 2.3. On dit qu’une fonction Analytique f admet une approximation de Padé
d’ordre (n,m) sur I’ intervalle | — R, R[, avec R > 0 5’il existe deux polynémes non nuls

P de degré n et Q de degré m premiers entre eux et un réel r €]0,R| tel que :

0(0)=1
x) = Fa(x) D) sur ] —rr
70 = 280+ o) sur]

. 4

Remarque :

P
1- Pour tout n € N, la fraction T est une approximation de Padé d’ordre (n,0) de la fonction
flx)= Z::O anx", ou P(x) = Y1, apxk.
2- On dit que I’approximation est diagonale si n = m, On note I’approximation de Padé d’ordre

(n,m) de f par [n/m];.

Exemple :

Un approximation [1/1] s de la fonction f(x) = In(1 —2x) est une fraction rationnelle de la

a-+ bx
forme

tell :
ox elle que

a+bx_
l+ex

In(1—2x) — o(x?).

donca=0,b=-2,c=—1.

d’ou I’approximation de Padé de la fonction f est I

Soient f une fonction analytique sur ’intervalle | — R,R|, avec R > 0
et (n,m) € N. La fonction f admet une approximation de padé [12] d’ordre (n,m) si,et
seulement si, il existe deux polynémes non nuls P et Q de degré n et m premiers entre

eux, un réel r €|0, R et une fonction analytique w sur | — r,r| tel que :

On(0)=1

Vx €] —rr], Ou(x)f(x) =B (x) = 2" yp(x).

Preuve :

1- (=) Soit une fonction g(x) = Oy, (x) f(x) — P,(x) et supposons que f admet une approxima-

tion de Padé d’ordre (n,m), alors la fonction g est développable en série entiere sur | — R, R|.
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2.1. L’APPROXIMATION DE PADE

Si on prendre M = sup{Q,(x),x € [—r,r]}, il existe un réel M’ telle que :

Vx €] = rr[18(x)] = |Qm(x) £ (x) = Pa(x)]

_ B
Om(x)

<M ‘ xn-l—m—l—lg(x) |

<1Om()[1f (%) |

< MM’ | x|

donc g(x) = O(x"™™) . Puisque le développement limité d’ordre n+ m en 0 est unique, on
peut déduit que :
~+oo
Vx€]-RR[g(x)= Y, ap = X"y (x)
k=n+m+1
avec w développable en série entiere sur | — R, R|

2- (<) Supposons que la fonction w est analytique sur | — r, 7| ol » €]0, R] et qu’il existe deux

polyndmes premiers entre eux P, et O, non nuls tels que :
Wx €] =1, r[, Qm(0) £ (x) = Bax) = 2" w(x)

En effet

Pour r petit et posons que Q(x) #0, Vx € [—r,r] et :

¥) — Pu(x) +m+1 M
709 = G o <l |15
<C | xn+m+l ’

Soient f une fonction analytique sur lintervalle | — R,R[, avec R > 0 et

(n,m) € Net
_ Pa(x)
Om(x)

ou P,(x) et Qy(x) sont des polynomes d’ordre n, m non nuls premiers entre eux et

G(x)

Om(0) = 1. La fraction rationnelle G est une approximation de Padé d’ordre (n,m) de f

si, et seulement si :

FR0)-6%0)=0 pourk=0,1,2,....n+m. 2.1
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2.1. L’APPROXIMATION DE PADE

Preuve :

1- (=) Posons N = n+m, Le cas ou G est une approximation de padé d’ordre (n,m) de la

fonctionfona:

f(x) = G(x) = 0.
D’apres la I’unicité du Développement Limite d’ordre N au point 0, on déduire que :
GM(0) = £®(0), pour 0 <k <N.
2- (<) Le développement de Taylor de la fonction f est :

(k)
fx)=Y f—(o)+0(xk+1).

& K
Ona:
FX0)=6%(0) pourk=0,1,2,....n+m.

Si on remplacer £*)(0) par G (0) dans le développement de Taylor de f on trouve :

f(x) = G(x) + 0.

Remarque

* Sin=Netm =0, ’approximation de Padé est un polyndme de degré N de Maclaurin .

Corollaire 2

Si la fonction f est développable en série de Maclaurin au voisinage de 0 admet une
approximation de Padé d’ordre (n,m), alors les polyndmes P, et Q,, sont uniquement

déterminés.

Preuve :

Supposons que la fonction f admet deux approximation de Padé d’ordre (n,m) donc :

X) — Pfl(x) — xn+m+l
f0) = 5o = 0w
¥) — Py (x) _ OF (yTm]
10 = Gy =0

D’apprét le Théoreme président, on peut écrite :

O () f (x) = Pa(x) = 2"+l (x),

O () (x) = By (x) = 2"l (x)
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2.2. CALCUL ANALYTIQUE

ou les fonctions w(x) et w*(x) étant développables en série entiere en 0, on déduit que :
Om(x) By (x) = Op () P (x) = 2" T (x)

avec
OmP; (x) — Q; B, dans R, 4 [x]
on déduit que :
OmP; (x)— QB =0.
Et car les polyndmes P, et O, sont premiers entre eux et ainsi que les polynémes P; et O,

donc :

P, =P

n
Qm = Q;
et

Om(0) = 0,,(0) = 1.

2.2 Calcul Analytique

Il y a plusieurs méthodes pour calculer 1’approximation de Padé, on choisit I’approximation
de Taylor .

Supposons que f est développable en série de MacLaurin (f(x) = Y., ax;) et soit

avec go = 1 tel que les polyndmes P, O, en R, , est construit de sorte qu’il concorde avec la
fonction fax=0.

On considéré la différence suivent :

f(x) _Rn,m(x) = xn+m+18(x)

donc
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2.2. CALCUL ANALYTIQUE

1.e.,

[o)

(Y ax) (Y gx) =Y pi= Y e (2.2)
i=0 i=0 i=0

i=n+m+1
Le choix des coefficient pg, p1, ..., pn €t g1, -...,qm basé sur la relation suivent :

F®0) =R%(0) pour k =0,1,2,...,N (2.3)

Sin=N et m =0, ’approximation de Padé est polynome de Nth MacLaurin et I’équation
(2.2) est équivalence a f(x) — W(x) = 0 admet le point 0 comme une racine de multiplicité
d’ordre N 4 1.

Donc, on choisit pg, p1, ..., puet g1, ..., gm de sorte que le membre du coté droite de 1I’équation

(2.2) de termes de degré supérieure N alors :

(o)

(ao+a1x+a2x2...)(1+q|x—|—...—|—qum)—(p0+p1x+...+pnx”): Z cxl (2.4)
i=n+m+1

On définie p,+1 = ppi2 = ... = py =0¢€t g1 = gmi2 = ... = py = 0 pour exprimer les

coefficients de x* dans 1’équation (2.3) comme :
k
(Y aiqi—i) — px
i=0
De plus, 1’équation (2.4) contient (N + 1) équation au (N + 1) inconnues

k
Zaiqk,i =praveck=0,1,2,...N
i=0

C-a-d
p
ag = Po
qi1ao +ai =D
q2ap+qia; +az =D2
2.5)
q3a0 +qaa1 +qraz +az =Dp3
\Qman—m +qm-1an-—m+1+...t+a, = pn.
et
.
man—m+1+qgm—10n—m+2 + ... +q1an +aps1 =0
dman—m+2 + dm—19n—m+3 + ...+ q1an+1 + ap42 = 0 (2 6)

\Qman‘l‘melanJrl‘|‘---+q10n+m71+an+m =0.
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2.2. CALCUL ANALYTIQUE

Le system (2.6) est équivalent a :

An—m+1 Ap—m+2 - dnp+l qm 0
Apn—m+2 An—m+3 *°° QAnt2 qm—1 _ 0 2.7)
an an+1 Tt Aptm q0 0
on remarque dans ce systéme la matrice de Hankel.
le systeme
a 0 0 40 Po
a a - 0 1 p1
(235) < . q =" (2.8)
ap dpyl1 °° Ap—m dm Pn

Les m équations dans (2.5) dont les inconnues ¢, g2, ...,gn - Ensuite, les équations de (2.4) sont

utilisées avec succes pour trouver pg, pi, ..., Pn -

Exemple :

Soit f(x) = In(1 —x) et son approximation de Padé d’ordre [5,4] est :

2
X
5 X

%Z—X-I-l

Roa(x) =

En effet :

— La formule de Taylor pour la fonction /n(1 —x) en O est :

2 3 4
In(1—x) :—x—%—%—%—
Dans ce cas, I’équation (2.2) devient :
2 3 4
x° X X
(—x—E—g—Z+..-)(1+Q1X+Q2x2)—po—plx—p2X2 =

0+ 0x 4+ 0x% + 0x> + 0x* +C5x5 +c6x6 + ...

Lorsque les coefficients des cinq premicres puissances de x sont comparés, nous obtenons le
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2.2. CALCUL ANALYTIQUE

systeme d’équations linéaires suivant :

0=po
¢10—1=p;
1
420 —q1=5=p2
1 1
R
q2 2% 3
1 1 1
g —=q1—~ =0.
2612 3ql 1
On résolu le systeme (2.9) on obtient :
po=0
p1=-1
R
q2 = 3 2@1
1, 1 1 1 1
______ g ——=0
(3391 301~
Ce qui donne :
q1=-1
1
%:6
1
P2 = 5
donc
T x
Rop(x) = 2 2
F—X—f—l

d’ou la résultat.

2.9

La condition suffisante pour [’existence et ['unicité de I’approximation de padé

[11] est det[HE ™ (f)] #0, ie:

Ap—m+1 Ap—m+2 dap
an—m+2 An—m+3 an+1
n—m-+1 . n—m+ n—m+ n
det[H,, """ (f)] =
dap Ap+1 An4+m—1

£0

Remarque : Cette condition affirmer 1’unicité de 1’approximation [n/m], mais ne permet pas

d’affirmer que les polyndmes P et Q sont de degré n et m.
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2.2. CALCUL ANALYTIQUE

Exemple :

Soit f(x) = cos(x),calculons H3 de cette fonction.

H3(cos) = R 0 7
cr 3 _71 0
qui est inversible
0 5t 1_ 0 -2
<o) =2 0

Donc I’approximation de Padé [2/2] de la fonction f est existe,

q2 0 -2 Cc3
qi -2 0 C4 ‘

0 -2\ /[0 .
=
-2 0/ \4 0
An suite
co 0 O q0 Po
c1 ¢ O Q| =|p
¢y €1 Co q2 P2
1 00 1 1
=10 10 01=120
—1 1 -5
2 0 1/ \x iVl
donc
-5
Py(x) = 1 +0x+ (—)x?
12
1,
Or(x) =14+0x+ (=)
12
L’approximation [2/2] de la fonction est :
2/2) = —
— +1
12+
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2.2. CALCUL ANALYTIQUE

2.2.1 Quelque propriétés :

Proposition 2.1

Soit la fonction f de classe C”. Supposons que f admet un approximation de padé d’ordre
1
[n/m] et la fonction g tel que g(x) = 7® alors I’approximation de padé de g est :
X
1
m/nlg = ——
$ [n/mly
Preuve :

1
Posons f = —, comme la fonction f admet un approximation de Padé d’ordre (n,m) alors :
8

Infm]; <= £(x) = gm%ﬂ e ()

O (%) f (x) = Palx) = X" ()

On fait la multiplication par g, on trouve :

Om(x) — Pu(x)g(x) = x" "1 (x)
_ Onm(x)

o) = 222 4 rimg 1
/s =

Proposition 2.2

1- Soit g(x) = f(ax), a# 0 alors, I’approximation de padé d’ordre (n,m) de la fonction

gest:
[n/mlg(x) = [n/m] f(ax)

2- Soit g(x) = f(x*) alors pour tout i, j tel que i+ j <k—1lona:

[k +1/mk+ jlg(x) = [n/m] ()

Exemple :

L’ approximation de padé d’ordre (1,2) de la fonction f(x) = ¢ est :

6+ 2x
12 f=—"——
[1/2]y 6 — dx + x2

30



2.2. CALCUL ANALYTIQUE

- Soit g(x) = e~*, on déduire [1/2], et [2/1],.
En effet :

1- Remarque que g(x) = e * = f(—x) donc

[1/2]¢(x) = [1/2](—x)
B 6+2(—x)
~6—4(—x) + (—x)?
. 6—2x
R v

1 1
= —=——donc

2- Remarque que g(x) = e~ &~ 70

1
[1/2]¢(x)
1
~ T 6+2x
6 dri
B 6 —4dx+ x2
6+

[2/1]¢(x) =

Proposition 2.3

Soit la fonction f de classe C*, supposons que 1’approximation [n/m]| ; existe et unique alors il

a la méme parité que f

Preuve :

Supposons que f est paire alors f(x) = f(—x), ’approximation de padé de f est :

f(x) — Pn(x) +0(xn+m)
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2.2. CALCUL ANALYTIQUE

P, (—x)
Om(—x)

et par ’unicité de I’approximation an trouve : P,(—x) = P,(x) et Qp(—x) = QO (x).

Proposition 2.4

1- Soit g(x) —x*f(x) = 0, alors I’approximation de padé d’ordre (1n,m) de la fonction g

flx) = +Oo("™)

est :
[+ k/m]g (x) = x*[n/m] ¢ (x)
2- Soit g(x) = % avec a,b,c etd € R tel que c+df(0) # 0 alors :
B a-+bln/m]r(x)
) = e dlnfml

2.2.2 Table de Padé :

Henri Padé résume les premier ordre de 1’approximation de padé dans un tableau .

Le tableau suivant permet d’afficher les premiers termes des polyndmes P, et Q,, de I’approximation

de padé .
m\n| O 1 2 3 4
0 | [0/0] | [1/0] | [2/0] | [3/0] | [4/0]
1 [0/1] | [1/1] | [2/1] | [3/1] | [4/1]
2 [0/2] | [1/2] | [2/2] | [3/2] | [4/2]
3 [0/3] | [1/3] | [2/3] | [3/3] | [4/3]
4 [0/4] | [1/4] | [2/4] | [3/4] | [4/4]
Exemple :

Soit la fonction f(x) = ¢** pour faire I’approximation de padé de cette fonction on a le développe-
ment de Taylor :

4, 2
flx)=1 —|—2x—|—2x2—|—§x3+§x4+0(x5)

on résolvant les systemes, on obtiens la table :
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2.2. CALCUL ANALYTIQUE

m \n 0 1 2
0 1 2x+1 2x2 4+ 2x + 1
1 1/(1-2x) (14+x)/(1-x) -2x>4+4x+3)/(2x—3)
2 1/(2x% — 2x+1) (2x+3)/(2x% — 4x +3)
3/(-4x3 + 6x% — 6x +3)

pour n =1 et m = 2, les polyndmes P, est de degré 1 et Q,, est de degré 2 on obtient le systeme

suivent :
.

ap=po=1
q1+2 =pi1

@+q2+2 =0

4
\Q22+QI2+§ =0

donc
4 2

et

2
3—|- q1+ q1 3

po=1

_4+2— = _2
3 4—lh Pl——3

9 =

W N

alors

Pl(x) =—x+1

et

Os(x) = 3 +Tx+1

donc
2
—x+1

[1/2]5(x) = 72—

§X2+TX+1
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2.2. CALCUL ANALYTIQUE

2x+3
1/2 =
[1/2]() 2x2 —4x+3

on remplace le résultat dans la case [1/2] dans la table de Padé .

Remarque :

les sommes partielles de la série f est formée dans la premiere ligne du table de Padé
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CHAPITRE

Application

3.1 L’approximation de Padé et polynome orthogonal
Sur I’espace vectoriel E des polynomes a valeurs complexe on définie la forme linéaire ¢ par :

c(dF) =craveck=0,1,...

*’
Définition 3.1. la famille des polynémes Py est dit forme une famille de polynémes orthogonaux
par rapport a c si pour tout n > 0 le polynomes P, est exactement de degré n et si
. n .
c(x'Py(x)) =0,Vi=0,....,n— 1 avec P,(x) = ZPix’
i=0
Le:
co cn | [ Po 0
L ' pi|_ |0
Cn Cnyl - C2p Pn a
avec a un nombre réel.
. 4

Soit Z,(x) = Y ,gix™ " avec go = 1 est un polyndme de degré m unitaire et orthogonal par rapport a
i=04 q poly g g P pp
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3.1. L’APPROXIMATION DE PADE ET POLYNOME ORTHOGONAL

la fonctionnelle de moments ¢ (Cp—pt1,Cnomt2s -, Cntm)-1-€;
c(ZnZy) =0sin#m

Et on rappelle le systeme (2.7) peut étre écrit sous la forme :

Ap—m+1 Ap—m+2 - °° dp qdm ap+1

p—m+2 An-m+3 - Aptl dm—1 ap42
=— (3.1

ap ap+1 o Apym—1 q1 Ant+m

Si on compare les coefficient 1, ¢y, ..., g, de systeme (3.1) avec les coefficient de Z,, on trouve que
les 1,q1,...,qm de ce systeme est comme les coefficient renversés du polyndme Z,, c-a-d :

le polyndmes Q,, est réciproque de Z,,, i.e :

0n(x) = ¥"Z0 ()

La numérateur de 1’approximation vérifier le systeme suivent :

co €1 - Cp q0 Po
0 co -+ e 1 |

R I e (32)
0O 0 - €0 dm Pn

donc on peut calcule I’approximation de Padé de la forme [k/k + 1] a partir de la relation de récurrence
de polyndme orthogonal , on obtient les dénominateurs par renverse les coefficients des polyndomes
orthogonaux et on trouve les numérateurs par calculer les associés des polyndmes orthogonaux apres

on renversant les coefficient.

Exemple :

1 —x+2x%—x°
-1
On extrait les moments fonctionnelle par le développement de Taylor de f on trouve :

Soit la fonction f(x) =

fx)=—1+x—22"4+x* =2 + 0(x%)

donc les moments est c = —1,1,—2,1,—2,.... on applique la récurrence a trois termes pour obtiens le
polyndmes orthogonaux par rapport a ¢

d’apres la proposition suivent :
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3.1. L’APPROXIMATION DE PADE ET POLYNOME ORTHOGONAL

Proposition 3.1

La suite {P,(x) },>0 vérifie la récurrence d’ordre deux suivante :

Pry1(x) = (x = B 1) Pu(x) = Va1 Pu—1(x), n>0

avec P =0,F=1let:

B c(x¥*P)
Yiet1 c* 1P
_c(MR)  c(FP)
Bent == Ry~ el 1Ry)

On obtient :P_ (x) = O,P()(x) =1 P (x) = (x — ﬁl)Po(x) —NnP-_q (x) =X— ,81 avec

c(x®P_1)  c(x'Py)

Br= c(x1P_y) B c(xOR)
B _c(leO) B _L _q
o c(x®py) -1

donc Pi(x) =x—1. Py(x)=(x—B2)Pi(x) —pPy(x) = (x—B2)(x+ 1) — 7 avec

c(x'Pp)
r= c(xR)
By — c(x*Pp) B c(x'Py)
2T c(x'P) (xR
2y —2-1
b — c(x®—x) _3
) 2 s
c(x’ —x c(x 5
P c(x>—x) ¢ _§+1—3
5 8 4
donc P (x) = (x—g)(x— 1)-3 :x2—§x—§.
P3(x) = (x— B3) P2 (x) — 13P1(x)
_ c(x*P)
K= c(x1Py)
By — c(x*Py) B c(x*Py)
37 c(x2P,)  c(xPy)
( 8 4 8
. c(x4—§x3—3x2) _ 1+§ o
c(x2 —x) -3 9
s 8, 4 8
5 c(x — ¥ _§) _c(x3—x2)__2_§ 2
3 c(x4—§x3—§x2) C(XZ—X) % 2—1
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3.2. TEMPORISATION ET L’APPROXIMATION DE PADE :

11

B = 96
3
ﬁ3——ﬁ

Py(x) = (x+ %)(xz— gx— %‘) +%(x— 1)

Py 3+202 611 553
X)=x"+ =X — —x+—
3 33 99 99

20 .7 611 553
Pulx) =3 202 Ol 999
| P3) =2+ 3337 = 5o x+ 55

Par la méme méthode on trouve les associés,

(0. =0

Qo(x) =—1
O1(x)=—x-3
\Qz(x) S — %x—%

pour obtient I’approximation de padé [n/(n+ 1)], il suffit de renverse les coefficient, par exemple :

1 4 8
)= ——x’——x+1

szZ( 3 3

x
1
le()_c) =-3x—-1

alors

—9x-3
1/2]p=— "~ =
12 = 53

3.2 Temporisation et I’approximation de Padé :
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3.2. TEMPORISATION ET L’APPROXIMATION DE PADE :

L’approximation de Padé est tres importante dans la conception de systemes de contrdle, car elle
représente les retards dans les modeles de systemes dynamiques .

La transformée de Laplace [4] d’un systeme avec un retard de T secondes est donné par :
L(f(t=T))=F(s)e” "

Dans les systeme dynamique, la modélisation mathématique de décalage temporel entre un changement
d’une entrée et le changement correspondent de la sortie est basé sur la fonction de transfert

N(s)
M(s)

G(s) =

s st s+ % 1
s+ B 15"+ L+ Bis+ Bo

ot e~ T est transformée de Laplace du temps de retard et T est la durée de délai en secondes.

Exemple :

Le systeme d’amortisseur d’un masse m = 2 est lié a I’extrémité libre d’un ressort de raideur k = 3

et un amortisseur a coefficient a = 0.7

3-

Supposons que la force appliqué a la masse est ’entrée N de ¢ et la position de la masse est la sortie
M det
e Sion suppose qu’il n’y a pas de retard dans le systeme, alors la fonction de transfert de la force

d’entrée a la position de sortie est :

_ N(s) 1
G(S>_M(s) C ms?+as+k
donc
Gls) = >y
Y T 221075+ 3
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3.2. TEMPORISATION ET L’APPROXIMATION DE PADE :

e Si on supposons que le vrai capteur ait un certain retard de 1 seconde (lors du calcul et de

I’affichage des résultats), alors on utilise la fonction de transfert :

1
G — 715
()= 53075 53¢

3.2.1 Approximation des fonctions de transfert temporises

On approche la fonction de transfert [4] du retard a 1’aide d’une fonction rationnelle suivent :

T2 )"
1—(asT)—|—£+...+(—l)”(as )
an(TS): 2' n‘
y T 2 T)m
R W G R CL2
2! m!

ol a, b sont des coefficient bien choisir.
En général, le degré du numérateur est choisi égal au degré du dénominateur dans I’approximation de
Padé Ry, ;n(T's).

Approximation des fonctions de transfert de retard et séries de Taylor

L utilisation du développement de Taylor de la fonction e ~*7 :
T2 T)"
et =1—(sT)+ 52_' +..+(=1)" (s ‘) +0((sT)")
! n!

permit de faire une approximation de la fonction de transfert de retard R,, o(7's) mais ne remplit pas les
conditions de réalisation physique, avec les z€ros instables dans la fonction de transfert qu’il introduit.
Par contre, le développement au moyen de la série de Taylor en un polyndme au dénominateur Rg ,(T's)
satisfait aux conditions fortes de réalisabilité physique mais le polyndme est instable pour des degrés
supérieurs de 4 .

En effet

T T T T
e_ST = e_(§+§)s = e_SEe_SE
T
e 2
T T
2

Le principal avantage de cette modification est une précision d’approximation plus élevée également

pour les polyndmes de degré inférieur, mais les inconvénients de méthodes précédentes restent .
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3.2. TEMPORISATION ET L’APPROXIMATION DE PADE :

Approximation de Padé de la fonction de transfert de temporisation

L application de I’approximation de Padé est 1a meilleure méthode souvent utilisée d’approximation

rationnelle de la fonction de transfert de retard.

On effet .
T ~ nfn(_l)i(S'T)l _ Z%opi(ST)
P i! Y o0qi(sT)
avec go = 1.
n+m ) (ST)l m n
(Y (=1 . (Y qi(sT)) =) pi(sT)
i=0 i=0 i=0
Donc on obtiens le systeme suivent :
Apn—m+1 An—m+2 -~ Qp+l dm 0
An—m+2 An—m+3 " dpy2 dm-1 | 0
an an+1 “t Aptm q0 0
et
a 0 - 0 40 Po
a a - 0 ol | p
ap Aap+1 - Ap—m qm Pn

on résolu les systemes et on trouve les coefficient p; et g;.

Remarque :

On peut obtient les coefficient de Padé p; et g; par une autre maniere :

e Le cas ou les deux polyndmes ont le méme dégrée (n = m), on peut trouve les formules sous la

forme :
i (2n—i)ln!
ri= D g mam -
et
_ (2n—1i)!n!
U= 2nyit(n—i)!
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3.2. TEMPORISATION ET L’APPROXIMATION DE PADE :

aveci=0,...,n
donc

I- pourn=1ona:

T
Ry (s7) = DL P1OT)
1+q1(sT)
- pouri=20
2n)!n!
—(—1 0(—:
Po= (=1 350101
- pouri=1
_ (1) 2n—-Dn! 2n-1)!(n—1)n
pr= 2n)1!(n—1)!  (2n—1)12n!(n—1)!
1
Plz—i
on déduit
1
%—2
alors 1
1—=(sT)
Rl’l(ST):%—
2—sT
R11(sT) =
L1sT) 24T

2- pourn=2ona:

(2n—2)!n!

1— l(sT) +pa(sT)?

Ryp(sT) = —2

1
1+ E(ST) +qo(sT)?

(2n—2)n(n—1)(n—2)!

- pouri=2
P2
I 2 1
alors py = = —
P=3ax2 T 12
donc

T m2i(n—2)!  (2n—2)!(2n—1)(2n)2!(n—2)!

1 1
1— —(sT) 4+ —(sT)?
R272(ST) = % 112
1+ E(ST) + E(ST)Z
_ 12-6(sT)+(sT)?
Re2(sT) = 15 +6(sT) + (sT)2

42



3.2. TEMPORISATION ET L’APPROXIMATION DE PADE :

par la méme méthode on trouve :

120 — 60(sT) + 12(sT)? — (sT)*

R33(sT) = 120 — 60(sT) + 12(sT)% — (sT)3

Rya(sT) =

(

(

1680 — 840(sT) + 180(sT)? —20(sT)> + (sT)*
1680 — 840(sT) + 180(sT)2 — 20(sT)3 + (sT)*
30240 — 15120(sT) 4 3360(sT)? — 420(sT)> +30(sT)* — (sT)>
30240 + 15120(sT) + 3360(sT )2 4+ 420(sT)3 + 30(sT)* + (sT)?

e Le cas ou les deux polyndmes ne sont pas de méme dégrée (n # m), on trouves les formules

R5 5(ST)

sous la forme :
(m+n—1i)ln!

pi:(_1>i(m+n!)l!( —1)!

aveci=0,...,n

et

(m+4+n—1i)m! aveci— 0
veci=0,...,
(m—+n)il(m—i)!

i= m

alors

o+ pi1sT
Rlz(ST) p p
14 q1(sT) +q2(sT)?
+n)!n!
—(—1 O(m—:
o= (=1 om0
pouri=1l,n=1letm=2

(m+n—1)ln! (m4+n—1)!n(n—1)!
(m4+n)1!(n—1)! (m+n—1)!(m+n)(n—1)!
n 1

pr= _m+n - _§

p1=(-1)

t

) (m+n—1)m! (m+n—1)m{m—1)!

(m+n)1!(m—1)! (m+n—1)(m+n)(m—1)!

 (m4+n=-2)m! (m+n—2)m(m—1)(m—2)!

C (m+n)2!m—2)! (m+n—2)(m+n—1)(m+n)2!(m—2)!
m(m—1) B 2(2—1)

m+n—1)(m+n)2!  (2+1-1)(2+1)2!

q1 =

512:(

1
q2 = 6
c-a-d:
1— 1sT
Rlyz(ST) = 3 1
14+ 2(sT) + £ (sT)?
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3.2. TEMPORISATION ET L’APPROXIMATION DE PADE :

donc
R T 6 —2sT
1267) = e T 1 T2
pouri=1l,n=1etm=35
_ (m+n—-1)! 1
Pr= )= =~ mtn)(n—1)!
B 1 1
Pr=Gno "6
et
_ (mAn-1)!m!  (mt+n—1)lm(m—1)!
D= ) (m—10! (m+n—Dlm+n)(m—1)!
m 5
(h:m—f—n:g
pouri=5n=1
(m+n—>5)m! (m+n—=5)mm—1)m—2)(m—3)(m—4)

5= (m+n)!5!(m—>5)! (m+n S5)m+n)(m+n—1)(m+n—2)(m+n—3)(m+n—4)>5!

 omm=1)(m—2)(m—=3)(m—4) _ (m—4)
B i Dmm— 1) (m—2)(m—3)5! ~ (m+1)5!

pour m =35
1 1

%= 6770

par le méme travail on obtient les coefficient g2, g3, q4 et p2, p3, p4 donc

720 — 120(sT)

Ry 5(sT) =

L56T) = 250 600(sT) + 240(sT)2 + 60(sT )3 + 10(sT)* + (sT)3

Ry s(sT) = 2520 —720(sT) + 60(sT)?

2T 7204+ 600(sT) + 240(sT)2 + 60(sT)3 + 10(sT)* + (sT )3

Ras(sT) = 6720 — 2520(sT) 4 360(sT)? —20(sT)?

3, 720+ 600(sT) 4 240(sT )2 4 60(sT )3 + 10(sT)* + (sT)>
15120 — 6720(sT) + 1260(sT)? — 120(sT )3 4 5(sT

Rys(sT) = (sT) (sT) (sT)° +5(sT)*

7204 600(sT) +240(sT)? + 60(sT)3 + 10(sT)* + (sT)3

Ce qui distingue I’approximation de Padé est que leurs polarités sont stables pour tous les
ordres pratiquement utilisables et qu’elles ont tendance a se regrouper les unes avec les autres

et qu’il n’y a pas de restrictions sur les degrés de chacun des polyndmes.
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3.2

TEMPORISATION ET L’APPROXIMATION DE PADE :

Comparaison entre le développement de Taylor et Padé :

Bien que I’approximation de Padé d’une fonction soit extraite du développement de Taylor
de la méme, en les comparant entre elles on trouve que Padé donne de meilleurs résultats,
Prends par exemple la fonction e~%* quand le temps continue 2 I’infini, la fonction f(s) = ¢~ 2

converge vers 0. la limite de 1a formule de Taylor d’ordre 4

43 2%
}Lngofr(s)—}gngol 25 +2s 3 + 3
lim f(s) = +o0
§—ro0
la limite de I’approximation de Padé d’ordre 4
2
. . s°+35+3
fim fr(s) = lim o33
lim fp(s) =1

on voir que la résultat de Padé plus proche de la fonction f par rapport au résultat de Taylor, ou

I’approximation de padé peut se poursuivre plus longtemps.
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