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Résumé

Dans cet mémorre, on a appliqué la méthode MFTDM combiné avec la
transformation de Laplace (MFTDLM), et MFTDM combiné avec la
transformation de Sumudu (MFTDSM) pour résoudre les équation
différentielles d’ordre fractionnaire. L’algorithme proposé fournit la
solution sous forme de série qui converge rapidement vers la solution
exacte si elle existe.

Mots-clés : Equation différentielle fractionnaire, la méthode MFTDM, la
transformation de Laplace, la transformation de Sumudu, la dérivée au
sens de Caputo.

Summary

In this thesis, we applied the MFTDM method combined with Laplace
transform (MFTDLM), and MEFTDM combined with Sumudu transform
(MEFTDSM) to solve differential equations of fractional order. The
algorithme of this proposed method provides the solution in the form of a
series which quickly converges to the exact solution if it exists.

key words :Fractional differential equations,the MFTDM method, the
Laplace transform, the Sumudu transform, the derivative in the sens of
Caputo.
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Introduction

Le calcul fractionnaire traite des intégrales et des dérivées d’ordre réel ou méme complexe.
Il est une générlisation du calcul classique. Ses origines remontent a la fin du 17iéme siécle, Le
concept de dérivé fractionnaire est apparu pour la premiére fois dans une célébre correspon-
dance entre G.A. de L’Hospital et G.W. Leibniz, en 1695.
Le calcul fractionnaire a été construit sur des fondations formelles par de nombreux mathéma-
ticiens, par exemple Liouville, Riemann, Euler, Lagrange, Heaviside, Fourier, Abel etc.
Au cours des soixante derniéres années, le calcul fractionnaire avait joué un roéle trés important
dans divers domaines tels que la physique, la chimie, la mécanique, électricité, biologie, écono-
mie, théorie du controle, traitement du signal et de 'image, biophysique, phénomeénes de flux
sanguin, aérodynamique, ajustement de données expérimentales, etc.
La méthode "Telescoping Decomposition method"(TDM) a été proposée par AlRefai et al en
2008 [5]. Cette méthode a été appliquée pour résoudre les équations différentielles non linéaire
du premier ordre

{u(t) = f(t,u,ue), t €[0,T]
u(0) = ug

Bouhassoun et al [5] ont appliqué la méthode TDM aux équations différentielles fraction-
naires(FTDM), ils ont révélé que cette méthode donne de bonnes solutions approximatives
quand les intervalles considérés sont petits.

Dans le cas contraire la méthode commence a diverger tot. Pour pallier a cet effet et améliorer
ainsi cette méthode, Boouhassoun En 2013 [6] a utilisé la stratégie de Multistage (MFTDM),
avec laquelle de bon résultats ont été obtenus.

L’objectif de cet mémoire est d’appliquer la méthode de Multistage Fractional Telescoping
Decomposition et aussi la méthode de combinaison qui consiste a utiliser la méthode MFTDM
avec quelques transformations pour résoudre des équations différentielles fractionnaires.

Notre travail est organisé selon le plan suivant :

Dans le premier chapitre, nous présentons quelques préliminaires concernant les outils de
base du calcul fractionnaire et la transformation de Laplace et de Sumudu pour résoudre les
équations différentielles fractionnaires.

Dans le deuxiéme chapitre, nous exposons la méthode de Mutistage Fractional Telescoping
Decomposition MFTDM, sa convergence, et quelques exemples .

Dans le troisiéme chapitre, nous citons la combinaison de la MFTDM avec Laplace (
MFTDLM) et avec Sumudu (MFTDSM), Ainsi que les applications numeériques de ces
méthodes aux équations différentielles fractionnaires.
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Finalement, nous terminons notre travail par une conclusion et quelques références.



Chapitre

Notions préliminaires

Ce chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relatif au calcul
fractionnaire tels que : 'intégration fractionnaire, la dérivation fractionnaire aux sens de Caputo,
et définitions de certaines fonctions, dont la fonction Gamma et Mittag-Lefller qui jouent un role
trés important dans la théorie du calcul fractionnaire et ces applications. Aussi nous présentons
quelques transformations comme Laplace et Sumudu

1.1 Fonctions spécial

1.1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma est une fonction complexe, considérée également comme une fonction
spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle & I’ensemble des nombres complexe [7].

Définition 1.1.1. On appelle fonction Gamma, la fonction définit par l'intégrale suivant :

+oo
I'a) = / 2 e dr,a > 0
0

Propriétés 1.1.1. Pour tout o € R\ {0,—1,—-2,...} et n € N*, la fonction Gamma satisfait
les propriétés suivantes :

1. T'(a+1) = al'(«). En effet, par intégration par partie :

+oo
MNa+1) = / e “zdx
0
+a
= [—e "z §> + a/ e "2 tdx
0
= ol'(a)
2. T'(a+n)=ala+1)(a+2)...(a+n—1)'(a)
3. T'(n+1)=nl. Onal'(1) =1, par utilisant la propriété(1.1), on obtient
r'2)=1r@1)=1
I(3) = 20'(2) = 2.11 = 2
(4) = 30(3) = 3.2! = 3!

I'(n+ 1)‘ =nl'(n) =nl

8
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1.1.2 La fonction de Mittag-Leffler

La généralisation de la fonction exponentielle ¢! & un seul parameétre par G-M. la fonction
Mittag-Leffler est désignée par la relation [18]

B =3 m (1.1)

La fonction de Mittag-Leffler & deux paramétres a été introduite par Agarwal. Elle est définie
par la développement en série

Eqp(t) = kz_; Tk 7 5 (1.2)

Pour § = 1, on retrouve la relation (1.1). A partir de (1.2), on démontre que

00 tk
El,l(t) = —_— Y = et
2T (k+1)

1.2 Intégrales et dérivées fractionnaires

1.2.1 Intégrale fractionnaire

Définition 1.2.1. Soit f : [a,b[— R une fonction continue, on appelle intégrale fractionnaire
d’ordre o de f, l'intégrale suivante :

@) = g [ o= 0
Exemple 1.  Soit f(x) = (x — a)?, p>—1

-Calculer 18]f(x)].

Par définition, on a :

Si t=a—y=0; t=x—y=1
Alors :
I3[f(x)] = ﬁ/ﬂ (z—a)— (- a)y)* " (z—a)y)’ (z — a)dy
- [ T = =0y
x—a)th [t
! F(a)) /D (1—y)*y’dy
@ 1)
['(a) ’
Lg+1) ( ot
CT(a+B8+1)
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1.2.2 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.2.2. Soitm — 1 < a <m,m € N* et f € C™([a,b]) on appelle dérivée fraction-
naire de f au sens de Caputo, la fonction définit par [7] :

Dalf@)] = 1)) = g [ o= s
Exemple 2. Soit; f(z) = (z —a)?, B> -1
-Calculer <D°|[f(x)].
“D°[f ()] =° D* [(x — a)"]
m—« d m
= e - )
_ Tm—« F(ﬁ + 1) Tr—a B—m
- g e
LT ar g
_F(ﬁ—m+1)l [ )y )
(B +1) rB—-—m+1) (2 — a)f-m+m—a
CTB-m+1D)I(B-—m+m—a+1)
_ F(ﬁ + 1) (l‘ . a)ﬁ—a
S T(B-a+1)

Proposition 1.2.1.
1. Soit m—1<a<met\pueR.

"D Mf(x) + pg(@)] = A DS If ()] + p*Delg(w)].
2. <De[Ig[f(2)]] = f(x).

3. En générale, on a pas : I°[*D2[f(2)]] = f(x).

4o I2EDSf@))] = F(2) + St L@ — a).

5. 5i0<a<fB<l,eta+B<1, et fecCl Alors

Dy DIf (@)l = “DIP[f(2)] = “Di"DIlf(x)]].

1.3 Transformation de Laplace

Transformation de Laplace est une méthode utilisé pour résoudre des équations telle que les
équations différentielles linéaires et les équations fractionnaires, cette méthode fut introduite
par le mathématicien Pierre-Simon de Laplace en 1737, elle a pris son nom « Transformation
de Laplace » [2].

10
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1.3.1 Deéfinition et propriétés

Définition 1.3.1. Soit f une fonction réelle, on appelle transformation de Laplace de f,
la fonction F définit par :
+00

F(s) = i ft)e™™dt = L[f(t), s]

Si on a une fonction de deux variables f(x,t), alors

Lif(2,0)] = Fl, s) = /OOO e (. 1)t

Propriétés 1.3.1.
1. linéarité :
Soient f,g deux fonctions continues sur R, admettant des transformations de Laplace,
alors

L{(of 4+ Bg), 5]

L[f(t),s] + BL[g(t), 5]
F(s) + BG(s).

!
!
2. Multiplication par un constante :

La transformation de Laplace de n’importe quelle fonction f(t) multiplié a un nombre
constante ¢ € R est définit comme suit :

Licf(t)] = cL[f ()]
3. Dérivée
Soit f une fonction continue et dérivable, la transformation deLaplace de la premiére
dérivée est donnée par :

LIf'(#)] = sL[f(t)] = f(0)
— 5F(s) - (0).
Pour la dérivée second :
L[f"(t)] = s°F(s) — s£(0) — f(0)
Pour la troisiéme dérivée on a :
LIf®(t)] = s F(s) — s° £(0) — s'(0) — £"(0)

Et pour la transformé de la n-iéme dérivée :

LIf™M(t)] = s"F(s) — s" ' F(0) — ... — sf"72(0) — f"7}(0)
= s"F(s) — Z smh=L ) ()

4. Produit de convolution
On a :

(f % g)(t) = / £(t — 5)g(s)ds
-/ F()glt - s)ds.

Alors la transformation de Laplace sera comme suit :

LI(f + g) ()] = F(s).G(s)
Ou , F(s),G(s) sont la transformation de Laplace de f,g (respectivement)

11
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1.3.2 Transformée inverse de Laplace

Définition 1.3.2. La transformation inverse de Laplace est donnée par :

F(#) = LYF(s)] = —— / U et B (s)ds.

270 oo

Dans le tableau suivant la transformation de Laplace de quelques fonctions usuelles

F(s) ft)=L7'[F(s),1]
2 1
l tafl
5 T'(a)

1 o=l —at
Grae” (o) ©
p cos(at)
o sin(at)
> cosh(at)
$2—q2 sinh(at)
e 1 B, o (at®)
s(sf’:-a) Ea(_ata)
ﬁs£+a) 1 _-Z;a(__ata)
#%;fa) talfLa+1(at)
jfjii tP1E, 5(at®)

1 1 a b

G—a)(5-b) (e —e)

TABLE 1.1 — Transformation de Laplace de quelques fonctions

Exemple 3. Utiliser le tableau pour calculer L™ F(s), avec

1 S
F(s) =
(s) s—|—4+52+9

1 S
L'F(s\=L'— + 17!
(5) s+4 + 249

= e " + cos(3t)
1.3.3 Transformé de Laplace pour l'intégrale fractionnaire

L’intégrale fractionnaire de f(t) d’ordre o définie par :

(1) = ﬁ / (t— 5)°1 f(3)ds.
ta—l

= o) x f(t).

12
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Alors,

Pour L[t*~!] = [ "t~ le=*dt.

On pose : y = st; = dy = sdt

Alors,

+oo , a—1 d
L[to‘l]:/ i - v
0 se~ s

1 [T
— _/ ya 16 ydy

S Jo
=5 T(a)

Done, i L[t* '] =57, et LIf(t)] = F(s).
D'ou ,

LII*[f (@)} = s F(s).

1.3.4 Transformé de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de
Caputo
Théoréme 1.3.1. [2/Supposons que F(s) est la transformation de Laplace de f, alors la

transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o, n — 1 <

a < n est donné par :
n—1

LD f()] = s"F(s) = Y _ s> f0(0)

k=0
Preuve 1. On a : *Df(t) = I""“[D"f(t)] .
Posons : g(t) = D" f(t).

‘Df(t) =1"""[g(t)]
LD f()] = L[I"*[g(®)]]
= s_(”_a)G(s).

13
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Donc

LED[F(B)]] = s smF(s) — 3 5o f09(0).
= s"F(s) — 2 s@~h=1rk) (),

1.3.5 Applications de la transformation de Laplace aux équations dif-
férentielles

Exemple 4. [1] Soit I’équation

u'(t) +u(t) =1
Avec la condition initial u(0) =0

(1.3)
En appliquant transformation de Laplace aux deuzx cotés de (1.3), on obtient
L[ (t)] + Llu(t)] = L[1]
1 (1.4)
sLlu(®)] = u(0) + Llu(t)] = -
D’ou
Lu®)](s+1) = B
Alors ) ) )
Llu(t)] -
s(s+1) s s+1
On conclut que
1 1
t)y=L"1|=— =1—-e¢"!
ult) L s+ 1] ‘
Exemple 5. [2/Soit [’équation suivante
*D?Bu(z) = 2u(x) + 2 (1.5)
Appliquant la transformation de Laplace aux deuzx cotés de (1.5), on trouve

LI*D*u(z)] = L[2u(z) + 2]

PPLIu(@)] — 3 515 (0) = 2Lfu(r)] + >

= 2L[u(x)] + =
Lu(x)](s3 —2) =b+ g
Liu(@)] = —o— + —
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1.4 Transformation de Sumudu

Transformation de Sumudu introduite par Watugala en 1993, a été fréquemment utilisé
pour résoudre des équations différentielles ordinaire. La transformation de Sumudu donne des
résultats dans certains les cas ou d’autres échouent. De plus, pour certains problémes cette
transformation donne de meilleurs résultats par rapport a la transformation de Laplace.

1.4.1 définition et propriétés
Définition 1.4.1. Soit ’ensemble A des fonctions f, définit par [1]

A={f(t); 3IM,71,72>0;|f(t)] < Ml si te(=1) x[0,00)}
Pour f € A; sa transformation de sumudu est définie par :

e—t/u

+o0 +o0
G(u) = S[f(t)] = flut)e tdt = /0 f@)ydt. we (r1,72), Re(u) >0

0 u

Exemple 6. Appliquer la transformation de Sumudu a la fonction
f(t) = cos(at),t > 0.

Par ['intégration par parties, on trouve

o0

Slcos(at)] = cos(uat)e™"dt
0
=1- (ua)z/ cos(uat)e™"dt
0
B 1
C 1+ (au)?

Théoréme 1.4.1. [3] Soient f € A, F(s) est sa transformation de Laplace, La transformation
de sumudu G de f(t) est donnée par :

Preuve 2. La transformation de Laplace de la fonction f(t), pour Re(s) > 0 est définie par

F(s) = L) = | fear
0
apres un changement de variable, w = st avec dw = sdt,

SOl _

F(s) = LIf ()] = / e flw/s)dw/s = (1/5)/s,

qui alternativement aprés réglage, s = 1/u, donne

Propriétés 1.4.1.

1. lLinéarité :
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2. Transformation de Sumudu de la convolution :

SIS+ 9) ()] = uS[f(1)].5g(1)]

3. Dérivées :
Soit n =1, et soit G1(u) la transformation de Sumudu de la premiere dérivée f1(t), de
la fonction f(t). Alors

5 [10] - g0 = SI=10)
Pourn =2, on a
s [dzg’f)] - Gi(w) = [G(u) o) - u%o)} |

St nous continuons de la méme maniére, nous obtenons la transformation de Sumudu
de la dérivée d’ordre n, comme suit :

[ -

Glu) < /M0

U un—k

k=0

1.4.2 Transformée inverse de Sumudu

La transformation inverse de Samudu est donnée par la formule suivante :

f@=5*@@%~ijwm&@@ﬂ3

21 ) ino

Dans le tableau suivant la transformation de Sumudu de quelques fonctions usuelles

S[f )] f(t) = S7G(u), t]
1 1

U t

un %,n: 1,2,...
ue ! t;(;; ,a >0

Cau et

(171;u)2 teat

e @70 (¢ — ")
m cos wt

TABLE 1.2 — La transformation de Sumudu de quelques fonctions

Exemple 7. Utilisant le tableau pour calculer ST'G(u) avec

U + 1
(1 —4u)®> 1+ u?

Gu) =

16
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STUG(u)] = S~ [ﬁ} +57! { : qu]

= te® 4 cost

1.4.3 Transformation de Sumudu pour l'intégrale fractionnaire

Théoréme 1.4.2. [13]Si G(u) est Sumudu de f(t), alors la transformation de Sumudu de
lintégrale fractionnaire d’ordre o est donnée par

SID°f(t)] = u"G(u), Re(a) > 0.

1.4.4 Transformation de Sumudu de la dérivée fractionnaire au sens
de Caputo

Théoréme 1.4.3. [1}] Soient n € N et a > 0 tels que n —1 < a < n et G(u) la transformé
de Sumudu de la fonction f(t), alors la transformation de Sumudu de la dérivée fractionnaire
de Caputo de f(t) d’ ordre a est donnée par :

SEDYf(t),u] = u *G(u) — nz_:ukaf(k)(O); 0<n—-1<a<n.

k=0
St f une fonction de deux variables, alors

n—1
S[ED*f(z,t),u] = u *G(z,u) — Zuk_af(k)(x,O); 0<n—-1l<a<n.

k=0
1.5 Applications de la transformation de Sumudu aux équa-
tions différentielles
Exemple 8. [14] On considére ’équation suivante
‘D%(t)+ay(t) =0, 0<a<l (1.6)

Avec y(0) = ¢1, tel que a,cy sont des constantes, et D* est la dérivée fractionnaire au sens de
Caputo

Appliquant Sumudu aux deux cotés de (1.6), on obtient

S[EDYy(t)] + aS[y(t)] =0
u=*Sly(t)] — u*y(0) + aS[y(t)] = 0
Sly®](u™ +a) = cru™
Sly(t)] = (T a)
Sly(t)] = (o + 1)

Prenant linverse de la transformation de Sumudu, on trouve

y(t) = c1 Eo(—at®).

17
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Exemple 9. [15/Soit I’équation fractionnaire suivante
D'Y2y(t) —y(t) = =1, D'?y(0) = 0.

On applique la transformation de Sumudu auz deuz membres de (1.7) comme suit

S[DY2y(t)] = Sly(t)] + S[1

]
S[D?y(t)] - [()]Z H
w ' 2S[y(t)] — ' DV?y(0) — S[y(t)] = —
Sly®)](u? - 1)2—1
Sule)]) = ¥ =
Cu—14+1+u 1 W
u—1 l—u 1—wu

Linverse de Sumudu nous donne

y(t) =1 — et — elerfv/t

18
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Chapitre 2

La méthode Multistage Telescoping
Decomposition (MFTDM)

La méthode de Telescoping Decomposition (TDM) a été proposée par Ali-Refai en 2008 [§]
pour résoudre une équation différentielle ordinaire. Cette méthode est une forme modifiée de la
méthode ADM ou lés polynémes d’Adomian ne sont pas a calculer.

La méthode TDM a été appliquée a des équations différentielles d’ordre 2, a des équations
d’ordre fractionnaire (FTDM), et en 2013 bouhassoun [6] a utilisée la stratégie de Multistage
(MFTDM).

la solution numérique selon la méthode (TDM) est de considérée une série de fonctions qui
converge vers la solution exacte quand elle existe.

2.1 Description de la méthode

Pour illustrer les idées de base de cette méthode, on considére une équation différentielle

non linéaire suivante
Lu+ Ru+ Nu = g(7) (2.1)

Avec les conditions initiales
uP (0 =Cy, k=0,1,2...

Tel que L est un opérateur linéaire, N est un opérateur non linéaire, R est la partie linéaire
restante et g une fonction donnée.

Le principe de la TDM est de considérer la solution u sous forme d’une série infinie

oo

u(m) = u(7) (2.2)
r=0

et le terme non linéaire Nu comme une suite infinie des termes .

[o.¢]

Nu(7) =) Nu() (2.3)
r=0

D’ou, Nu peut étre calculer par :

{ Nou(7) = Nuo(7)
Nou(t) = NU(T) = NU,_1(7).
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La méthode Multistage Telescoping Decomposition (MFTDM)

Avec,

Et on peut écrire Ru comme :

= Z Ru,.(7)

g : est la fonction source.

2.1.1 La méthode de (Multistage Fractional Telescoping Decomposi-
tion Method )(MFTDM)

[6]Le principe de MFTDM est basé sur la décomposition de l'intervalle du temps [0, 7]
en une suite de sous-intervalles

N-1
[to, ta], [tr 2], - [t tn], telque to =0ty =T et | J[ti tipa] = [0, 7],
0
ou les sous-intervalles ayant la méme longueur, ie, At; = At, (i =0,1,..., N —1).

Plus précisément I’équation (2.3) peut étre résolu par TDM dans chaque intervalle séquen-
tiel (i = 0,1,...,N —1).
La solution du probléme (2.1) est fourni par morceaux, on aura dans Qy = |79, 71

QD?VO Zuk = ug(7) +ud(r )+...+u9\,0(7)

Et dans chaque intervalle Q; = [, 7i11], (¢ = 0,1,..., N — 1), on mets

{uam = Py} (7)

P, (1) = 202 uk(7)

2.2 La convergence de la méthode MFTDM

Dans cette section, on étudie la convergence de la méthode MFTDM. Soit I’équation
Lu+ Nu=g(r) (2.4)

Théoréme 2.2.1. Soient u,(7), et u(r) sont définies dans l’espace de Banach C([0,T],||.||).
Alors, la solution approzimative de la série {u,(7)}°2, définie par (2.2) converge vers la solution
exacte u(t) de (2.4).

Preuve 3. Soit s,(7) la suite des sommes partielles de la série {u,(T)}>2, définie par
Sp=U1 +Uus+us+...+u,

On va montrer que (S, )n<n est une suite de Cauchy dans C[0,T], ||.]|).
En utilisant le schéma itératif

Sp = 0
{ Snp1 = N(sp +uo) = N (Do ue(T)) .
20



La méthode Multistage Telescoping Decomposition (MFTDM)

On considere
[sn1 = sall = luntall
< allu
< |2| nll (2.5)
< o f|up ]
<< a" M ugll.
Maintenant, pour chaque n,m € N;n > m,il y a deuxr sommes partielles arbitraires s,et Sy, a
Uaide de (2.5) et l'inégalité triangulaire, il vient successivement :

[$n = Sn—1ll + [[Sn—1 = Sn—all + ... + [[Smt1 — Smll
[an+an—1 +an—2+"'+am+l]”u0|‘
am+1[an—m—1 +an—m—2+an—2+ o a+ 1]”“0” (26)

o (1—arm
e (ﬁ) o).

Comme O <a<l1l,onal—a"™<1 et par suite

80 — Smll

NN N

N

Ckm+1
lsn = smll < 37— lluo]l-
Comme ug est borné,
lim ||s, — sm| =0.
n,m—00
Par conséquent, (s,) est une suite de Cauchy dans 'espace complet (C[0,T1, ||.||), donc elle est

convergente, e

n—o0

ds € C[0,T] avec lim s, = Zuk =5
k=0

2.3 Estimation d’erreur

Théoréme 2.3.1. L’erreur de troncature absolue mazimale de la solution sous forme de la
série (2.3) du probleme (2.1), est estimée par :

am+1

<

| 27)

2.4 Exemple d’une équation différentielle résolue par la
méthode TDM.

Exemple 10. [17/On considére l’équation différentielle
u' = 2u —u* u(0) =1 (2.8)

Nous appliquons la méthode TDM pour obtenir

u(7) = u(0) + /OT(2u —ut)dr =1+ /OT(Qu —u?)dr
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La méthode Multistage Telescoping Decomposition (MFTDM)

Nous prenons :

;

up(r) =1
up(T) fOT(Quo —(up)®)dr =1
UQ(T) = fOT[ (U0+U1) (U0+U1 fO 2U0 — U() fO ( —|—t dT—fO dT
7.2
=73
U3(7') = fOT[Q(u() + up + UQ) — (UO + uyp + UQ)Q]dT — fOT[Q(U(] + Ul) — (UO + U1)2]
T5 7_7
- 21_5 y §3 2
ua(r) = fe (T w) — (i w)dr — [y (0 wi) — (i ui)?]
_ =2277 1179 _ 134710 4713 b
\ — 7315 2835 51975 12285 59535 o

Ainsi la solution approximative est donnée par

3

i (7) T 270 177'7+ 1179 . | + tanh(r)
= U, (T cee = anh(7
3 15 315 2835

Le choix de la condition initiale n’est pas unique

Dans I’exemple ci-dessous, la valeur ug = 7 peut étre prise comme condition initiale de I’équation
(2.9).
Exemple 11. [16] Considérons l’équation suivante

u' (1) =1+ u*(7); w(0)=0 (2.9)
La solution exacte de l’équation (2.9) est u(t) = tan(t) dont le développement en série de
Taylor au voisinage de 0 a l'ordre 9 est :

(r) =7+ 73 n 275 n 1777 n 6277
u(t) =7+ —+ —
3 15 315 2835

Nous avons u(t) = u(0) + 7 + [ u*dr, et comme u(0) =0, en commengant par ug = T nous
obtenons :

_ 1.3
U1 (T) = g
2 1.7
uy(1) =5+ T
_ 4 7, 38 134 11 13 15
us(T) = 105T + 2835T t 500557 T 12285T + 59535T
_ 8 148 11 , 11344 _13 366292 15
us(T) =557 + 3nisT + oosiors T GassizssT
1522814 17 1 31
L +Tossarissts ] T -+ T Toosteo0a97 |
Par conséquent
1, 2 17 62 "
g+ uy FugFustug . =7+ =+ =70+ =7+ ——7 + O[r]*.

3 15 315 2835
Exemple 12. [17]Soit I’équation différentielle partielle

Uy +wat, =+ 27, u(z,0) = 0;

nous appliquons la méthode TDM, pour trouver

w(x, T) :u(a:,())+/md7+/m72dt—/uurd7,

{uo( ) xT
u (1) = — [ar?dr = 2t ),

Donc la solution est donnée par u(z, 7') =T

avec



La méthode Multistage Telescoping Decomposition (MFTDM)

2.5 Résolution d’'une EDO de deuxiéme ordre par la mé-
thode TDM

Dans cette section, nous allons appliquer la méthode TDM pour résoudre les équations
différentielles d’ordre fractionnaire, que nous appellerons FTDM [17]

Exemple 13. Considérons ’équation suivante :
Upy — Uty = 2 — 2(T2 + 27),
avec les conditions initiales
u(z,0) = 22, u(0,7) = 72,1, (0,7) = 0.

Cette équation est mise la sous forme uy, = f(x,T,u,u,) et graice a4 une double intégration de
Uyy, NOUS obtenons

u(z,7) =u(x,0)+ 2u,(z,0) + [ [ f(z,7,u,urr)dedz
=72+ [ [[2=2(7% + 2?) + uu,,)dzdz
=72+ 2% —2°7% — %2 + [ [uu,]dzdz.

Nous prenons comme condition initiale ug = 72 + x2.

u(x,7) = -2 — 2 4 [ [[2(r2 + 2?)]dxda
(o, 7) = —2%? — %2 + %2 =0,
donc la solution est égale a
u(z,T) = Zur(:z:, )= 1%+ 2°
r=0

2.6 Application de la méthode TDM pour la résolution de
I’équation différentielle fractionnaire

Exemple 14. [6] Soit I’équation différentielle fractionnaire non linéaire suivante

32

“D(1) + Tu*(1) = ST (/)

774 4 P, u(0) =0

Selon la méthode FTDM, et pour o = ;11, nous obtenons

ur(r) =I5 f(r,up(r)) = 72 + 0.6491377%
() =I5 F(7,u(7) + uy (7)) — I F(7, uo(7)) = —0.6491377F — 0.750917% — 0.22587F
uz(1) = T f(r,u0(7) + ur(7) + us(7)) — I3 f(1,u0(T) + ur (7)) = 1.110223024626.10~ 075 + 0.750917

+

1.031837% + 0.2280517% — 0.2722737% — 0.1570467% — 0.02277267 7,

donc les quatre premiers termes des solutions approximatives sont

3
> u,(r) = 72 +5.551115123.1071°7 % — 5.67653490795.107'07% + 0.806037 %

r=0
+0.22805171 — 0.2722737% — 0.15704673 — 0.02277267 % + - - -
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La méthode Multistage Telescoping Decomposition (MFTDM)

Exemple 15. [6] Considérons [’équation fractionnaire de Riccati

d*u

ﬁ:—u2(7)+1,0<a-<1,

la condition initiale est u(0) = 0.
Par l'utilisation de Maple, les premiers termes de la série sont donnés par

¢

ui(r) = F(alJrl)Ta

a I'2a+1 o
up(r) = I1%(—ui — 2upuy) = T(a +1§2I‘z;a)+1)t3 ,

- I'(2a+1)*T'(6a+1 o
ug(t) = 1%(—uj — uguy — 2uguy) = T(at1) 4;3()1+£)2r+(731+1)t7

___2MQatl(dat]) 450
T(a+1)3T(3a+1)T'(5a+1)

-

donc les quatre premiers termes des solutions approximatives sont

B 1 N —I'(2a+1) 30 I'(2a + 1)T(6a + 1) To
2= F ) T TGas D o+ DTGt TGas D)’
2I'(2a + 1) (4a + 1) S
T(a+1°TBa+ DI(Ga+1)
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Chapitre 3

La méthode MFTDM combiné avec quelques
transtformations

Dans ce qui suit, nous exposons les principes de la méthode " Multistage Telescoping De-
composition " combinée avec les transformations de Laplace et Sumudu.

3.1 MFTDM combinée avec la transformation de Laplace
MFTDLM

3.1.1 Reésolution de I’équation différentielle fractionnaire non-linéaire
considérons 1'équation différentielle fractionnaire d’ordre o, (n — 1 < a <n, n=12..)
°Dlu(t) + Ru(t) + Nu(t) = g(7). (3.1)

Et les conditions initiales
uP(0T)=¢p; k=0,1,..,n—1. (3.2)

Ou ¢D® est dérivées fractionnaires aux sens de Caputo de la fonction u(7). R est le reste de
la partie linéaire, N représente 'opérateur différentiel non-linéaire général, et g(7) est le terme
source.

Théoréme 3.1.1. La solution de l’équation différentielle non-linéaire avec une dérivée frac-
tionnaire au sens de Caputo (3.1),(3.2) par MFTDLM est donnée sous la forme d’une série
mfinie qui converge vers la solution exacte .

Preuve 4. On applique la transformation de Laplace aux deuz cotés de (3.1), il vient
L[DZu(7)] + L[Ru(7)] + L[Nu(7)] = L[g(7)]

En utilisant la propriété de la transforation de Laplace, nous avons
Llu(r)] = ) s u™(0) + 57 [Llg(7)] = L[Ru(7)] — L[Nu(T)]] (3.3)

Par utilisation de la transformé inverse de Laplace aux deuz membres de l’équation (3.3),
cela implique
u(t) =G(1) — L7} [S*QL[Ru(T) + NU(T)]] (3.4)
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La méthode MFTDM combiné avec quelques transformations

Ou G(1) représente le terme découlant des termes sources et des conditions initiales prescrites.
Maintenat, on applique la méthode TDM

u(t) =Y up(7) (3.5)

Décomposant le terme non-linéaire comme suit

Nu(r) = Nou(r) (3.6)

En substituant (3.4),(3.5) et (3.6), on aura

> un(r) =G(r) = L' |s L) Ru,(r) + > Nou(r)] (3.7)

qui est la combinaison de la méthode MFTDM et de la transformé de Laplace ( MFTDLM) .

En utilisant les polyndmes N, et par comparaisons avec les mémes puissance de u, on obtient
les approrimations suivantes

Alors les itérations sont définie par

{ uo(7) = G(7);
U1 (1) = —L ' [s7“L[Ru, () + Nyu(7)]]

La solution approximative est donc
w(t) = up(7) + ur (1) + ug(r) + - -

Exemple 16. [6/ Résoudre l’équation différentielle fractionnaire non-linéaire suivante par
MFTDLM

‘Du(t)=1-u*7>00<a<l (3.8)

Si o =1, la solution ezacte de (3.8) est
u(7) = tanh(7)

On applique la transformé de Laplace sur les deuz cotés de (3.8), on obtient
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La méthode MFTDM combiné avec quelques transformations

On considére la condition initial u(0) =0, on trouve
1

Sa—l—l

Lfu(r)] = — s “L[u*(r)]

La transformée wnverse de Laplace nous donne

(e}

u) = fagp — L O]
Appliquant la TDLM, on aura
> 0(r) = s — L L M) (39

Par la comparaison de deux cotés de (3.9), on a

{uow = G
Upir(7) = —L s~ L[Nu(r)]
D’ou
Nou(1) = Nug(T)
{ Nyu(t) = NU.(t) — NU,_1(1), r=1,2,...
Utilisant la formule d’itération, on obtient

(07

uo(7) = I'l+ «)

B I'2a+1) 30
ul) = TG I I Ga 1)

Q2+ 1)TEa+1) ., r2(2a+ 1)T6a+1) -
) = S DMGat DIGat1) Dot D2Ea+ OI(Ta +1) "

Avec
2a

{ Noulr) = mofary

B 20(20+1) do I'2(2a+1) Ta
Nu(T) = —marnrearn” t MO GatDIGary T T

" T3 (at+ 1) (3a+1)
Donc la solution approximative de (3.8) a l'aide de trois premiers termes est donnée par

g (20 + 1) o oF(2a + NI(da +1) .
U = T D  Tlat TGatl) Tt DTGa+ DiGa 1)
. Qe Mo+l g
Mo+ DI?Ba+ 1)I(Ta+ 1)

si on prend o = 1, Ng = 3, N = 6, A7 = 0.5, on aura la solution approzimative de MFTDLM
pour (3.8) :

(Br) =7 s b 20— LT 0 LN M0 <7 <05
(Dé(T) = 0.4621177611 + 0.78644717497 — 0.363431207772 + 0.094201042373 + ---; 0.5 < 7 < 1.

< ®2(7) = 0.9105026758 + 0.17098487747 — 0.155682188472 + 0.0847540899873 + -+ ;1 < 7 < 1.
@g(T) = 1.057037938 — 0.11732920247 + 0.124021418172 — 0.09198560995073 + ---:1.5 < 7 <
CI>§(7') = 0.0999269383 + 0.92388799987 — 0.191427179472 — 0.126860533073 + - - ;2 < 7 < 2.5.

L <I>§(T) = 0.2628541656 + 0.74765111077 — 0.219965133172 — 0.0238171691773 + - - ;2.5 < 7 <
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0,84

0,64

0,44

0,24

0 0.5 | 15 2 0¥ .

T 0 0,5
rho=0.5 rho=0.75)

[ rho=1 rho=0.25

1
= MFTDM (rho=1) ¢ exact solution

FIGURE 3.1 — La solution approximative de
(3.8)

Exemple 17. z [6] On considére [’équation fractionnaire non-linéaire suivante :

Du(t) =1+ 2u(r) —u*(1), 7> 0,0 <a <1

Avec la condition initiale u(0) = 0
Si a =1, la solution exacte de (3.10) est :

u(T) = 1+ v2tanh(vV2t — In(v/2 + 1))

On applique Laplace auzx deuz cotés de (3.10) avec la condition initiale, On trouve :

n—1

Liu(m)] =Y s u®™(0) + s7L[1] + 25 °L[u(r)] — s~ *L[u*(7)]

k=0
Llu(r)] = s ' + 25 *Lu(r)] — s *L[u*(7)]
Linverse de Laplace donne

,7_Oé

u(r) = 5 + 2L7 [sT*Llu(r)]] = L7 [sT*Llu*(7)]]

Mla+1)

Appliquant TDM, on obtient

> u(r) = oD " 2L [s—aL[; ur(T)]] — L

r=0

28
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FIGURE 3.2 — La solution exacte de (3.8)
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On compare les deux cotés de (3.12), on aura

{UO(T) - N;—_“) ) o (3.13)
U1 (1) =2L7 1 [s7Lu,(7)]] — L7 [s7*L[N,u(7)]] .

Utilisant ’équation (3.13), pour avoir

«

(™) = Tt
2 90, I'2a+1) 30
U = e DT et )IGat )
4 oI (2a + 1) AT (30 + 1) -
)= ey’ <F2(a F1)T(da+1)  Tla+ 1)I'(2a+ DI(4a + 1)) !
2 2a+ DHIM(4a + 1) AIN(4a + 1) 5o A (ba + 1) bor
<F3(a FOIBa+ Dl(Ga+1) Qo+ DI(Ga+ 1)) T T Rt DMBat DIGa 1)
I2(2a + 1)I'(6a + 1) .
T Tia+ D2Ba+ DI(Ta+ 1)
Avec

TQa
{ Noul) = refery

o 2I'(2a+1) do I'?(2a+1) 7o
Niu(r) = — Tt e Gar D ar T T

I3 (a+1)'(3a+1)

Donc la solution approximative de (3.10) a l’aide de trois premiers termes est donnée par

o 2, 4 (20 + 1) o
U = Fasn) T TRat ) (F(Sa +1) T2(a+ )IBa+ 1)) T
B ( 22+ 1) A'(3a + 1) ) o
Ma+1)I'(4a+1) T(a+1)I'2a+ DI'(4a+1)
o (20 + 1)T'(dax + 1) AT (4o + 1) o
* (F3(a FOTBat DlGa+1)  [2(2a + )l(a + 1))
AT (50 + 1) o I?(2a + 1)T(6a + 1)

T7a+...

* I'?(a+ 1)I'Ba + 1I'(6a + 1)T Do+ D2Ba+ DT+ 1)

On pose a« = 1, Ng = 3, N =5, At = 0.2, a laide de Maple on trouve la solution approxi-
mative de MFTDLM pour (3.10)

7

PYr) =TI it - L 1O BTy B8 B9 0< T <02,
CD%(T) = 0.2419752631 + 1.4253984987 + 1.08048732172 — 1.31229547973 +---;0.2 < 7 < 0.4
CD% (1) = 0.9535645123 + 1.9978437467 + 0.092770848697% — 1.32758797273 + - --;0.4 < 7 < 0.6.
CD%(T) = 1.952280315 + 1.0931622027 — 1.04099684672 + 2.62546003073 + ---;0.6 < 7 < 0.8

\ @%(7’) = 2.375614376 + 0.10768508857 — 0.148133155872 + 0.131984039772 + ---;0.8 < 7 < 1.
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0,54

0¥ T T 1
0 0,5 1 1,5

rho=0.25)

I rho=1 rho=0.75 rho=0.5

T
— MFTDM (rho=1) + exact solution

FIGURE 3.3 — La solution approximative de

Péquation (3.10) FIGURE 3.4 — La solution exacte de (3.10)

3.1.2 Reésolution de I’équation aux dérivées partielle fractionnaire
non-linéaire

On considére une équation aux dérivées partielles fractionnaire non linéaire générale de la
forme

‘Diu(z, ) + Ru(x,7) + Nu(z,7) = g(x, T) (3.14)
OurT>0,zeRn—1<a<nn=1,2,.. avec condition initial
o tu(x,T)
I Sl R = h,_ 3.15
] n -

°Du(x, T) est la dérivé fractionnaire de u(x, 7) au sens de Caputo, R est I'opérateur différentiel
linéaire, N représente 'opérateur différentiel non-linéaire général et g(x, 7) est le terme source.
On applique Laplace sur les deux cotés de (3.14), et utilisant ces propriétés de différenciation,
on obtient
n—1
Lu(z,7)] = Z hi(x)s™* ' + s7*[L[g(x, )] — L[Ru(x,T)] — L[Nu(z, 7)]] (3.16)

k=0

La transformé inverse de Laplace sur (3.16) et les conditions initiales, donne

u(z,7) = G(x,7) — L' [s *L[Ru(x, 7) + Nu(x,7)]] (3.17)
Tel que
Gz, 1) = Z hi(x)s™ 1+ s *Lig(x, 7)]
k=0
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Nous appliquons la TDM, et supposant que la solution peut étre exprimée comme une série
infinie

u(z, ) = ZUT<£L',T) (3.18)

Ainsi décompose le terme non-linéaire Nu en série
Nu(x,T) = Z Nyu(z,T) (3.19)
r=0

En utilisant (3.18) et (3.19), donc (3.17) sera réecrire comme suit

> ulx,7)=G(a,7) -~ L™

s"‘L[i Ru,(z, 1) + i Nyu(z,7)] (3.20)
r=0 r=0
En comparant les deux cotés de (3.20), les relations récursives sont données par
{ uo(z, 7) =G(z,7)
Upp1(z,7) = —L7 s “L[Ru,(z,7) + Nyu(z, 7)]]
Finalement, la solution approximative est donc
u(z, ) = uo(z, 7) + ur (1) + ua(7) + - - -
Exemple 18. Considérons l’équation aux dérivées partielle non linéaire fractionnaire suivante
D%u(x, ) + u(x, T)u,(z,7) — ugp(z,7) = 0,0 < a < 1. (3.21)

Et la condition initial u(x,0) = x + 1
Sia =1, la solution exacte de (3.21) est

6 8

u(z,7) =1+ =l+a(—1+2 -+t

1471
Selon TDM, on a

UO(Z’, T) =T+ 1,
{ur+1(x, 7) = —L s *L[(u,)s(x,7)]] = L7 s *L[N,u(z, 1)]]. (3.22)

Utilisant (3.22) pour obtenir

up(z,7) =z + 1;

(67

uy(z,7) = _xF(oz—l— 1);
ug(z,7) = 2x o x [(2a+1) 3,
AU THT2a+1) R2(a+ DDBa+ 1)
T3 I['2a+1) I'Ba+1) 1o
ugle, ) = —AepE Ty F (2%2(04 F1)T(Ha+1) | T(a+ D020+ DD (4a + 1))
B ( . I'2a+ DI'(4a+ 1) . I'(da +1) > s
Ba+ 1)I'Ba+ DHI'(ba+1) I'?2a+ 1)I'(5a+ 1)
. F'(ba+1) o _ . ?(2a+ 1)I'(6a + 1) Ta,
(a+ 1)I'Ba+ HI'(6a+ 1) Mo+ DI2Ba+ DI (Ta+1)
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La méthode MFTDM combiné avec quelques transformations

Alors la solution approzimative de l’équation (3.21) a l'aide de quatres premiers termes sera
comme Suil

T T2 I'2a+1) 1 30
wa,7) =l —apem ) Bpn Ty (xr2(a FOMGat D) T Ba g 1)) 7
9 I'2a+1) IF'Ba+1) o
i ( Plat+)idatD)  Tla+ DI2a+ DT (da + 1))
B (Qx I'2a+ 1)I'(4a+ 1) . I(4da+1) ) 5o
Ba+1)I'Ba+ 1)I'(ba+1) 2(2a+ N)'(5a + 1)
) (50 +1) . r?(2a + )(6a +1) ..
N R G T Bat D)TGa 1) THat )2Ba+ Ol(Ta+ D)

Prenant o« = 1, Ng = 3, N = 5, A1 = 0.4, avec Maple on obtient la solution approximative
sutvante :

-~

Y1) = 1+x(—7'+7'2—7'3+7'4—%7'5+§76— %7’7—#2%78— %79+~--;O <7<04.
®l(7) =1+ 2(0.69600000 — 0.484416007 + 0.337153537% — 0.2346588673) + - --;0.4 < 7 < 0.8.
@%(7’) =1+ 2(0.40410012 — 0.163296917 + 0.0659883027% — 0.02666588173) + ---; 0.8 < 7 < 1.2.
CD%(T) =1+ 2(0.25708834 — 0.0660944167 + 0.01699210472% — 0.00436847197‘3) +.512<7<16

{ @%(T) =1+ 2(0.17694380 — 0.0313091097 + 0.005539952972 — 0.0009802603373) 451671

FIGURE 3.5 — La solution approximative de

FIGURE 3.6 — La solution exacte de (3.21)
(3.21)

Exemple 19. Considérons [’équation aux dérivées partielles fractionnaire non-linéaire
o 2
Dlu(z, 1)+ —u(z, T)ug(z,7) = 0,2 # 0,1 < a < 2. (3.23)
T

Sous les conditions initiales u(x,0) = 0, u,(z,0) = 1
Si a = 2, la solution exacte de (3.23) est :
3 75 1777 6279 1382711

T T
ulw,7) =tan(2) = 24 55 + 2955 ¥ 31507 T 983509 T 155025001
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La méthode MFTDM combiné avec quelques transformations

De la formule (3.17), on obtient

uo(z, ) = I
{ Ur+1 ('r7 T) = —2L_1[S_QL[NTU($7 7—)]] (324)

Utilisant (3.24), on trouve

T
Uo(flf, T) = 5)

2 Ta+1
ul(x77—) = F(O[ n 2) 3 )

16 7t 24T (2 +2) 7ot
u2(l', T) = )

TRa+t2)  TPat2lBat2) o7

Donc, la solution approrimative a l’aide de trois premiers termes représente comme

2 g 16 M UTQRat2)
MNa+2) 22 T'(a+2) a° M(a+2)'8a+2) «7

u(m,T):%-i— 4.

Posons o = 2, Ny = 3, N = 1, on obtient la solution approximative de MFTDLM pour (3.23)

73 n 270 . 1777 n 6277 n 1142711 . 13324713
33 1525 31527  2835xY 155925zt 6081075x13

+--0<7< 1

FIGURE 3.7 — La solution approximative pour

: FIGURE 3.8 — La solution exacte de (3.23)
I'équation (3.23)

3.2 MFTDM combiné avec la transformé de Sumudu (MFTDSM)

3.2.1 Reésolution de I’équation différentielle fractionnaire non-linéaire

On considére 'équation différentielle fractionnaire d’ordre a, (n —1 < a <n, n=1,2,...)
Du(t) + Ru(t) + Nu(t) = g(7). (3.25)
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La méthode MFTDM combiné avec quelques transformations

Et les conditions initiales
uP(0Y)=¢; k=0,1,...,n— 1. (3.26)

Ou D est dérivées fractionnaires aux sens de Caputo de la fonction u(7). R est le reste de la
partie linéaire, N représente l'opérateur différentiel non-linéaire général. Et g(7) est le terme
source.

Théoréme 3.2.1. La solution de l’équation différentielle non-linéaire avec une dérivée frac-
tionnaire au sens de Caputo (3.25),(3.26) par MFTDSM est donnée sous la forme d’une série
infinie qui converge vers la solution exacte comme suit.

Preuve 5. On applique la transformé de Sumudu auzr deuz cotés de (3.25), on obtient
S[DFu(r)] + S[Ru(7)] + S[Nu(r)] = S[g(7)]

En utilisant la propriété de la transformé de Sumudu, on obtient la forme suivante :
n—1
S[u(r)] = > v*u®(0) + v [S[g(r)] = S[Ru(r)] = S[Nu(7)]
k=0

En faisant la transformé inverse de Sumudu de chaque coté de l’équation, cela donne
u(t) = G(1) — S~ [v*S[Ru(7) + Nu(7)]] (3.27)

Ou G(1) représente le terme issu des termes sources et des conditions initiales prescrites.
La TDM représente la solution comme une série infinie

u(t) =Y up(r) (3.28)
r=0
Et le terme non-linéaire par :
Nu(r) =) Nu() (3.29)
r=0

Substitution (3.27),(3.28) et (3.29), on aura

ZUT(T) =G(r) - St

vaS[Z Ru,. (1) + Z Nou(r)]| . (3.30)
r=0 r=0
Nous comparons les deux cotés de (3.30) les itérations sont définie par des relations récursives.

{ up(7) = G(7);
U1 (1) = =S [S[Ru, () + Nyu(r)]]

Ainsi, la solution approrimative est donc
w(T) = up(7) + ur (1) + ug(7) + ...

Exemple 20. [6/ Dans cette partie nous appliquons la MTDSTM pour résoudre I’équation
différentielle fractionnaire non-linéaire suivante :

Du(t)=1—-u*7>0,0<a<1 (3.31)
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La méthode MFTDM combiné avec quelques transformations

Et la condition initiale u(0) = 0.
Sia =1, la solution exacte de (3.31) est

u(7) = tanh(7)

Prendre la transformé de Sumudu de (3.31), on obtient

constdérons la condition initial , on trouve
Slu(r)] = v — v*S[u*(7)]

La transformé inverse de Sumudu implique que

u(r) = Tita) S S[u*(7)]]

Maintenant on applique la TDM, on aura
(0%

;UT(T) = —F(l o) — S_l[UO‘S[Tz; Nyu(T)]]

Comparer les deux cotés de (3.33) , on a

w(m) = i
Ui (r) = =5 e SN, u(r)]).
D’ou
Nou(T) = Nug(T)
Nru<7—> INUT(T) _NUT‘71<7-)7 r = 1,2’__.
En utilisant la formule d’itération, on obtient

(67

) T
B I'2a+1) 30
n(7) = 2o+ DBat1)
. r2a+ DT(4a + 1) s (20 4+ 1I'(6a + 1) 7a
) = [+ DMGa+ DMGa+1)| T+ DT2Ga+ DM+ 1)
Avec
Nou(r) = la+1)
Nyu(r) = — 2T (20 + 1) " (20 + 1) STy

Blat1TBat+1) | Tiat+ )2Bat DI(Ta+ 1)
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La méthode MFTDM combiné avec quelques transformations

Alors on a la solution approximative de (3.31) suivante :

g (20 + 1) o oF(2a + NI(da +1) .
U =TT D) Tt MGas D) e+ Gat DTGa+ 1)
?(2a + 1)I'(6a + 1)

— 7_7OL _|_ e
Ti(a + 1)2(3a + DI(Ta + 1)

Prenant a« = 1, Ny = 3, N = 6, At = 0.5, on trouve la solution approchée de MFTDSM pour
(3.31) :

(Br) =7~ ket B0 e gl M < r <05
CI>:1,)(7') = 0.46211776 + 0.786447177 — 0.3634312072 + 0.0942010473 + ---: 05 < 7 < 1
<I>§(T) = 0.91050267 + 0.170984877 — 0.1556821872 + 0.08475408973 + ---;1 < 7 < 1.5.
<I>§(T) = 1.0570379 — 0.117329207 + 0.1240214172 — 0.091985609973 + ---: 1.5 < 7 < 2
<I>§(T) = 0.09992693 + 0.923887997 — 0.1914271772 — 0.1268605373 + ---;2 < 7 < 2.5.

\ CI>§(7') = 0.26285416 + 0.747651117 — 0.2199651372 — 0.0238171697 + ---;2.5 < 7 < 3.

0,84

0,64

0,44

N
T 0 0,5 1 1,9
rho=0.5 rho=0.75)|

rho=1 rho=0.25

T
= MFTDM (rho=1) ¢ exact solulionl

FIGURE 3.9 — La solution approximative de

(3.31) FIGURE 3.10 — La solution exacte de (3.31)

Exemple 21. [16/Dans cet exemple, on considére l’équation fractionnaire non-linéaire sui-

vante :
Deu(t) =1+ 2u(r) —u*(1), 7> 0,0 <a <1 (3.34)

Awvec la condition initiale u(0) = 0
Si a =1, la solution exacte de (3.34) est :

u(T) = 1+ V2tanh(vV2t — In(v/2 4 1))
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La méthode MFTDM combiné avec quelques transformations

Appliquant Sumudu auz deuz cotés de (3.34), et en utilisant sa propriété de différenciation,

on obtient : N

u(r) = m + 25 o S[u(7)]] — S~ Hu*S[u?(7)]] (3.35)

Selon la TDM, on a

> () = fatD) " 257!

On compare les deux cotés de (3.36), on aura

,7_04

Mla+1) (3.37)
U (1) = 2571 [V S[u,(7)]] = ST S [Nyu(7)]] .

U(](T) =

Utilisant ’équation (3.37), pour obtenir

«

(™) = Tt

B 2 90, I'2a+1) 30
U = e D Tt )IGat )

4 oP(2a + 1) AT(3a + 1) w
)= ey’ <F2(a F1)T(da+1)  T(a+ 1)I'(2a+ DI(4a + 1)) !

< 2I'2a+ HI'(4a + 1) B AT (4 + 1) ) o AU (ba+ 1) _6a
T3+ DI'(Ba+ DI(Ga+1) I?(2a+ DI(5a + 1) T2(a + 1)I'(3a + 1)I (6 + 1)
2(2a + 1)T (6 + 1) o

THa+ DI2Ba+ Dl(Ta + 1)

La solution approximative selon les trois premiers termes est donnée par

I 2 . 4 I'(20+1) .
U = v T TEa ) (F(3a +1) o+ DIBa+t 1)) T
B ( 22+ 1) A'(3a + 1) ) o
MPa+1)I'da+1) a+1)I'2a+ 1DI(4a+1)
2I'(2a + DI'(4a + 1) AI'(4oe + 1) -
(F3(a +1)I'Ba+1)I(Ga+1) T2(2a+ 1)D(5a+ 1))
AT (5a 4 1) o I2(2a 4+ 1)I'(6a + 1)

— 7a DY
o MGt DIGat D) THat DGEa+DlFat]) T

Posons a =1, Ny =3, N =5, At = 0.2, on trouve la solution approximative de MFTDSM
pour (3.34)

.

PYr) =T+ AT it - L 1O BT B8 B9 0< T <02
@é(T) = 0.2419752631 + 1.4253984987 + 1.08048732172 — 1.31229547973 +---;0.2 < 7 < 0.4
Cbg (1) = 0.9535645123 + 1.9978437467 + 0.092770848697% — 1.32758797273 + - --;0.4 < 7 < 0.6.
@3(7‘) = 1.952280315 + 1.0931622027 — 1.04099684672 + 2.62546003073 + ---;0.6 < 7 < 0.8

\ CDél(T) = 2.375614376 + 0.10768508857 — 0.148133155872 + 0.131984039772 + ---;0.8 < 7 < 1.
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La méthode MFTDM combiné avec quelques transformations

0,54

0¥ T T 1
0 0,5 1 1,5

I rho=1 rho=0.75 rho=0.5 rh0=0.25|

T
— MFTDM (rho=1) + exact solution

FIGURE 3.11 — La solution approximative de

(3.34) FIGURE 3.12 — La solution exacte de (3.34)

3.2.2 Résolution de I’équation aux dérivées partielles fractionnaire
non-linéaire

On considére une équation aux dérivées partielles fractionnaire non linéaire générale avec
condition initiale de la forme

Diu(x,7) + Ru(z,7) + Nu(z,7) = g(x, T) (3.38)
Our>0,zeRn—1<a<nn=1,2, ...etlacondition initial
O tu(z, T)
—_ = hpe 3.39
|: orn—1 :|7'O 1('2:) ( )

¢Du(x, T) est la dérivé fractionnaire de u(x, 7) au sens de Caputo, R est I'opérateur différentiel
linéaire, N représente l'opérateur différentiel non-linéaire général et g(x, ) est le terme source.
Appliquant Sumudu sur les deux cotés de (3.38), et utilisant ces propriétés de différenciation,
on obtient

Slu(z, )] = i hi(2)0* +v¥[S[g(x, 7)] — S[Ru(z, )] — S[Nu(xz, T)]] (3.40)

k=0

En prenant la transformé inverse de Sumudu et les conditions initiales, on trouve
u(z,7) = G(z,7) — ST Hv*S[Ru(z, 7) + Nu(z,7)]] (3.41)

Tel que

i
L

G(z,7) = hy(2)0* + v*S[g(x, 7))

=
Il
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La méthode MFTDM combiné avec quelques transformations

Maintenant nous appliquons la nouvelle TDM, on peut supposer que la solution peut étre
exprimée comme une série infinie

u(z, ) = ZUT(I,T) (3.42)

Puis décompose le terme non-linéaire Nu en série
o0

Nu(z,7) =Y Nu(z,7) (3.43)
r=0

En utilisant (3.42) et (3.43), nous pouvons réécrire (3.41) comme suit

Zu(m, 7)=G(x,7)— 57! vaS[Z Ru,(x,7) + Z Nyu(z, )] (3.44)

r=0
En comparant les deux cotés de (3.44), les relations récursives sont données par
UJO('Tu T) = G(‘T7 T)
Uy (2, 7) = =S v*S[Ru, (x, 7) + Nyu(z, 7)]]

Finalement, nous avons la solution approximative

u(z, ) = Z ug(x, T)

Exemple 22. Nous considérons l’équation aux dérivées partielle non linéaire fractionnaire
sutvante

Du(z, 1) 4+ u(z, T)uz(x, 7) — ux(z,7) = 0,0 < o < 1. (3.45)
Et la condition initiale u(z,0) = x + 1
St a =1, la solution exacte est

X

wx,7) =1+ =l+a(-—1+72 -+t -4

147

Selon TDSM, on a

up(z, 7) = x + 1;

e (,7) = =S o (o, Pl) — o S [N, )] (249
Utilisant (3.46) pour obtenir
up(z,7) =z + 1;
uy(z, 1) = —xm;
( ) —9 T2 . F(QCE + 1) 3a.
us(x,7) = xF(2a+1) xfz(a+1)f‘(3a+1)7 ;
- 3a ['(2a + 1) I'(Ba+1) 4o
uglem) = —Arpai Tyt (2%2@ +)Tda+1) ' Tla+ DI2a+ )T (da + 1>)
T'(2a+ 1) (4o + 1) I'(4a +1) 50
N ( Do+ DIBa+ DIGa+1) T22a+ )(5a+ 1)>
L T(5a + 1) 6o [?(2a + 1)I'(6a + 1) 7a.
T2a+ )0Bat Dl(6a+ 1)  "Tia+ H2Ba+ Hl(Ta+1)
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La méthode MFTDM combiné avec quelques transformations

A laide de quatres premiers termes la solution approximative sera comme suit
T T2 I'2a+1) 1 30
Torl " ToasD) (‘”F?(a FTEat+) Y TBas 1)) ’
N (29; I'(2a+1) . I'Ba+1) ) o
M(a+1)lM'(4a +1) Ia+1)I'2a+ 1)I'(4a+1)
( I'2a+ 1I'(da + 1) I'(4da + 1) ) o
— + 4x T
3o+ DHI'Ba+ 1)I'(ba + 1) ?2a+ 1)I'(5a +1)
['(ba+1) bor ?(2a + 1)T'(6a + 1)
T2(a+ )IBa+ Dl(6a+ 1) Tia+ HI2Ba+ DI (Ta+ 1)
Prenant o = 1, Ny = 3, N = 5, A7 = 0.4, a l'aide Maple on trouve la solution approximative
sutvante :

uwlz,T)=x+1—2x

+ 4 T

Yr) = 1—|—x(—7’+7’2—73+7'4—%T5+§76—%77—1—%78—%79—1—---;0 <7<04.
®l(r) =1+ 2(0.69600000 — 0.484416007 + 0.337153537% — 0.2346588673) + ---;0.4 < 7 < 0.8
®2(7) =1+ 2(0.40410012 — 0.163296917 + 0.065988307% — 0.0266658873) + ---:0.8 < 7 < 1.2
P3(7) =1+ 2(0.25708834 — 0.066094417 + 0.016992107% — 0.004368477%) 4+ -+ ;1.2 < 7 < 1.6
\ ®i(1) =1+ 2(0.17694380 — 0.031309107 + 0.005539957% — 0.0009802673) + ---;1.6 < 7 < 1.
QZE)R E 3.13 — La solution approximative de FIGURE 3.14 — La solution exacte de (3.45)
Exemple 23. On considere l’équation aux dérivées partielles fractionnaire non-linéaire
2
Dlu(z,7) + —u(x, T)uy(z,7) = 0,2 £ 0,1 < a < 2. (3.47)
T
Sous les conditions initiales u(z,0) = 0, u,(z,0) = 1
Si o = 2, la solution exacte de (3.47) est :
(2,7) =t (7') 7'+ 73 4o 75 L 1777 i 6277 . 138271 L
u(z,7) =tan(—) = — + —;
’ ' x 313 1525 31527 283529 = 155925z
De la formule (3.41), on obtient
( T
uo(z, 7) = —;
’ x (3.48)

Upi1(z,7) = =25 T w*S[Nu(z, 7)]].
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Utilisant (3.48), on trouve

T
UO(x7 T) = Ea

2 7_oz—}-l
(e, 7) = Na+2) a3 ;

16 2ot 24T (20 +2) 7ot
us(x,7) = :

T2a+2) © @ Tat2TBa+2) o

Donc, la solution approximative a l'aide de trois premiers termes représente comme

2 rotl N 16 rott N 24T (2 +2)  p3ot!
MNa+2) 22 T'Qa+2) a° MP(a+2)l'Ba+2) a7

-
u(m,T):E—i— 4.

En prenant o = 2, Ny = 3, N = 1, on obtient la solution approximative de MTDSM pour
(3.46)

73 275 1777 6277 1142711 13324713

+--0< 7 <7

325 1525 | 31527 283529 | 155925211 | 6081075218

FIGURE 3.15 — La Solution approximative de FIGURE 3.16 — La SOlution exacte de l,équatiOn
(3.47) (3.47)

3.3 Applications

Dans cette section, on applique la méthode MFTDLM et la méthode MFTDSM pour ré-
soudre des équation aux dérivées partielle non linéaire .

3.3.1 Application de MFTDLM aux equations différentielles fraction-
naires

Dans cette section, nous allons appliquer la méthodes MFTDM combiné avec la transformé
de Laplace pour résoudre ’équation de Fokker-Planck non linéaire fractionnaire, et I’équation
de Schrodinger non linéaire fractionnaire
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La méthode MFTDM combiné avec quelques transformations

Exemple 24. On considere [’équation de Fokker-Planck non linéaire fractionnaire suivante :

4
‘Diu = (%u)z — (EU2>x + (U2, 0 < < 1

Avec les conditions initiales
u(z,0) = 22

Appliquant Laplace auzx deux cotés de (3.49), on obtient

LD = D) — L)) + L)

Utilisant les propriétés de différenciation de la transformé de Laplace, on trouve

Lfu, )] = e, 0+ 57 (LGl = LG + 210

Prenant l’inverse de Laplace, nous donne

o) =+ 27 s (DG - D] + L) )|

La TDM donne,

Zur(m, =2+ L7"
r=0

s L [Z(gur)x — Z Nm”

r=0 r=0

Tel que

Nu = (%@R)x (1)

Comparons les deux cotés de (3.53), on obtient

ug(x, T) = 2%
{ Upy1 (LC, T) = L_I[S_O[L{(gur%U - Nﬂl(l’, T)]]

Nou = Nug = (3ud)s — (U3)za-
N = NU.(z,7) — NU,_1(x,7); r=1,2,3...

En utilisant la formule d’itération, on a

UO(m7 7—) = xQ;

(67

uy(z, ) = xQﬁ.
us(x, 7) = xQ%
ug(z, 7) = 332%.
uy(x, 7) = xQ%.
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Donc la solution approzimative de (3.49) est comme suit :

) To N x2 ,7_2a N x2 ,7_3a N $2 ,7_4a N
I'a+1) ['2a+1) I'(Ba+1) I'(4da+1)

w(z, 7)==

Ainsi

Tkoc

u(z, 7) = 2 kZ:O Tlha 1) =22, (1)

Telle que E,(7%) est la fonction Mittag-Liffler définie comme suit :

+oo Tkoz
E. (%) =
(%) — T(ka +1)
Dans le cas spéciale, si a« = 1, on obtient
u(z,7) = 2%’

qui est la solution exacte de ’équation de Fokker-Planck(3.49), telle que présentée dans [9] par
Adomian decomposition method (ADM), dans [10] par varational itération method (VIM) et
dans [11] par homotopy perturbation method (HPM).

(a) (b)

FIGURE 3.17 — (a) la solution exacte, (b) la solution approximative pour v = 1 de (3.49)
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I (d)

FIGURE 3.18 — (c) la solution approximative pour a = 0.7, (d) la solution approximative pour
a = 0.9 de (3.49).

Exemple 25. Nous considérons l’équation de Schrodinger :
DU+ Uy — 2Julu=0; 0<a<l. (3.55)

Avec la condition .
u(z,0) = e™.

En appliquant la transformé de Laplace et ces de (3.59), on obtient
iL[D*u] = — L[ty + 2L[|Jul*u] (3.56)

Utilisons les propriétés de différenciation de Laplace et les conditions initiales de (3.60), on
trouve

Liu(z,7)] = € 4+ is™® (L [uge — 2[ul?u]). (3.57)
Maintenant, on applique l’inverse de Laplace sur les deuz cotés de (3.61)
u(z,7) = € + L Yis [ Llug,| — 2L[|h|*u]] (3.58)
Selon TDM, on a
D un(r) =€+ L7is™ | LD (u)ee — 2> Nyt
r=0 r=0 =0

3.3.2 Application de MFTDSM aux equations différentielles fraction-
naires

Dans cette partie de travail nous allons appliquer la méthode MFTDSM pour résoudre
I’équation de Fokker-Planck et Schrodinger non linéaire fractionnaire.

Exemple 26. On considere [’équation de Fokker-Planck non linéaire fractionnaire suivante :

4
Doy = <§u)z — )t (), 0 <@ < 1 (3.59)

Avec les conditions initiales
u(z,0) = 2°.
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Appliqguant Sumudu auzx deuz cotés de (3.49), on obtient

S1D8u] = [ — SICu?)e] + 1) (3.60)

Utilisant les propriétés de différenciation de la transformé de Sumudu, on trouve

x 4 9 2
sl = SIC] + 5[0, ) (361

T

Slu(z,7)] = u(z,0) + v* (S[(
Prenant linverse de la transformé de Sumudu, nous donne

T

ater) =57 o (S1Gu] - SIE)] + 5100 ) (3.62)

Selon TDM donne,

ZUTIT ) =2+ 571

v S [Z(gur):c -y Nu” (3.63)

r=0 r=0

Tel que

Nu = (%uQ)x — (U?) 42

Comparons les deuz cotés de (3.63), on obtient

uo(x, 7) = g2
{ u-r+1(£E, 7') = S—l[vaS[(guT)x _ NTU(.CE, 7_)“ (3.64)

Nou = Nuy= Nug = (4u3) — (ud)ze-
N = NU.(z,7) — NU,_1(x,7); r=1,2,3...

En utilisant la formule d’itération, on a
2

uo(z, 7) = x%;

(67

uy(z,7) = xzﬁ.
ug(z,7) = xZ%
ug(x,7) = :EQ%.
ug(z, ) = x2%.

Donc la solution approximative de (3.59) est comme suit :

u(z,7) = e R Tza + 2 Tga + 2 ™ + -
['(a+1) I'2a+1) I'Ba+1) I'(da + 1)

Ainsi
Oé

2 2 «@
Zf‘ka—{—l v Ea ()

k=0
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Telle que E,(T%) est la fonction Mittag-Liffler définie comme suit :

E (%) = .
~ T(ka+1)
Dans le cas spéciale, si a« = 1, on obtient
u(z,7) = 2%€".

qui est la solution exacte de ’équation de Fokker-Planck(3.59), telle que présentée dans [9] par
Adomian decomposition method (ADM), dans [10] par varational itération method (VIM) et
dans [11] par homotopy perturbation method (HPM).

(a) (b)

(d)

FIGURE 3.20 — (¢) la solution approximative pour a = 0.7, (d) la solution approximative pour
a = 0.9 de (3.59).

3.4 Conclusion

Ce mémoire a pour but I’étude des équations différentielles aux dérivées d’ordre fraction-
naire.
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Premiérement, nous avons présenté quelques outils de base utilisé dans ce travail, et aussi nous
avons présenté quelques transformations pour résoudre les équations différentielles telles que la
transformation de Laplace et de Sumudu.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons exposé la Telescoping Decoposition Method (TDM)
et la Multistage Telescoping Decomposition Method (MFTDM), et nous avons donnée des
exemples traité par cette méthode.

Dans le dernier chapitre, nous avons appliqué la méthode appelé Multistage Telescoping
Decomposition Laplace Method (MFTDLM), et aussi la Multistage Telescoping Decomposi-
tion Sumudu Method (MFTDSM) pour résoudre les problémes fractionnaires non linéaire avec
conditions initiales.

Cette méthode est la combinaison de deux méthodes : Multistage Telescoping Decomposi-
tion Method et la transformation de Laplace et de Sumudu respectivement.
L’algorithme proposé fournit la solution sous forme de série qui converge rapidement vers la
solution exacte si elle existe. Il est clair que (MFTDLM) et (MFTDSM) donnent des bonnes
résultats approximatives que (MFTDM).

Nous comptons dans l’avenir appliquer la méthode cité dans ce mémoire et développer

d’autre méthode numérique de résolution des équations différentielles moins couteuse et plus
précises que cette proposé dans ce mémoire.
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