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Introduction générale

E polycopié est congu comme un support pédagogique destiné aux étudiants du
Master « Analyse Mathématique et Applications ». Il propose une étude rigou-
reuse et progressive des équations différentielles ordinaires (EDO), en mettant I’accent
sur leur réle fondamental dans ’analyse mathématique, la modélisation dynamique,
I'optimisation et ’étude des systémes complexes.
L’objectif principal est de fournir une base théorique solide, accompagnée d’outils
pratiques permettant 1’étude qualitative et quantitative des solutions, ainsi que leur
application dans des contextes variés.

Ce document est structuré en trois grandes parties :

Chapitre 1 : Généralités sur les équations différentielles

Ce chapitre présente les notions fondamentales liées aux équations différentielles :
notion de solution, types de solutions (locales, maximales, globales et saturées), théo-
réeme de Cauchy-Lipschitz, explosion en temps fini, étude qualitative des systémes,
analyse des systémes non linéaires autonomes, protocoles d’étude, ainsi que de nom-

breux exercices corrigés et supplémentaires.

Chapitre 2 : EDQO’s sous contrainte
Cette partie développe I’étude des systéemes différentiels sous contraintes & tra-
vers les cones tangents, les propriétés géométriques fondamentales, le théoréme de

Nagumo, ainsi que plusieurs exercices d’application corrigés.
)

Chapitre 3 : Notion de stabilité
Le dernier chapitre traite de la stabilité des systémes dynamiques : stabilité linéaire
et non linéaire, méthodes de Lyapunov, ensembles w-limites, principe d’invariance de

LaSalle, ainsi que des exemples détaillés et exercices corrigés.
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Ce polycopié vise ainsi a fournir a I’étudiant une maitrise rigoureuse des méthodes
analytiques, qualitatives et géométriques nécessaires a I’étude moderne des équations
différentielles ordinaires, tout en développant son autonomie scientifique dans les do-

maines de la modélisation et de I’analyse dynamique.
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Chapitre 1

Généralités sur les équations

différentielles

Ce chapitre est consacré aux rappels de quelques définitions et théorémes qui

seront utilisés dans la suite

1.1 Notion de solution, type de solutions

1.1.1 Deéfinitions et généralités

Définition 1.1.1:

Soit I un intervalle ouvert de R et © un ouvert de R" (n > 1), et f: I xQ —
R™. On appelle équation différentielle (EDO) du premier ordre associée a f

I’équation suivante :

X' = f(t, X) (1.1)

Définition 1.1.2:

Une solution d’'EDO (1.1) est un couple (J, X) ou J C I est un intervalle

(d’intérieur non vide) et X : J — Q € R"™ une fonction dérivable telle que,

pour tout ¢t € J on a

X'(t) = f(t, X(t))

On donne maintenant la notion de prolongement
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Définition 1.1.3:

Soient (J, X1) et (J2, X5) deux solutions. On dit que (J;, X3) est un prolonge-
ment de (Jp, X;) si
Jl C J2 et X1 = X2 sur Jl-

— Ondit que (J, X) est une solution maximale si elle n’est pas (strictement)
prolongeable.
— On dit que (J, X) est une solution globale si J = I.

Pour ty € I et X € 2, on s’intéresse au probléme de Cauchy

X' = f(t,X)
X(to) = Xg.

Définition 1.1.4:

Une solution du probléme de Cauchy (1.2) est un couple (J, X) ou J C I est un
intervalle (d’intérieur non vide) contenant ¢, et X : J —  C R™ une fonction

dérivable telle que, pour tout ¢ € J on ait X'(t) = f(t, X(t)) et X (to) = Xo.

Définition 1.1.5: S

it f:1xQ — RP avec I un intervalle ouvert de R, {2 un ouvert de R” (n > 1),

et p> 1.

Définition 1.1.6:

On dit que f est lipschitzienne par rapport a la variable d’état X sur I x € si

on peut trouver un réel k£ > 0 tel que

If X)) — f@t,X)|| < k|| X1 — Xa|, Vtel,V(Xy,X,y) e




Chapitre 1. Généralités sur les équations différentielles

Définition 1.1.7:

On dit que f est localement lipschitzienne par rapport a la variable X sur I x €2
si pour tout point (ty, Xo) dans I x € on peut trouver un voisinage de ce point
tel que f soit lipschitzienne par rapport a la variable X sur ce voisinage : pour

tout (to, Xo) € I x €, il existe € = (4, x,) > 0 et k = K, x4) = 0 tels que

||f (t,X1> = f (t,XQ)H < k ||X1 = X2|| , Vit E] to—¢€, to+e [,V(Xl,XQ) e B (Xo,&)

Dans la suite, nous présentons un théoréme qui représente le clé pour démontrer

Iexistence et 1'unicité du probléme de Cauchy.

1.2 Théoréme de Cauchy - Lipschitz

Dans la suite, on donne un théoréme tres important

Théoréme 1.2.1:

Soient / un intervalle ouvert de R, ty € I, €2 un ouvert de R", Xy € Q. Soit
f I xQ — R"™ une fonction continue et localement lipschitzienne par rapport

a X sur I x €. Alors le probléme de Cauchy

X' = f(t,X)
X (to) = Xo

(1.3)

admet une unique solution maximale (J, X), et J est un intervalle ouvert. De

plus, cette solution est de classe C! sur J.

Exemple 1.2.1.  Soit le probléme de Cauchy :

X'(t) =t*+ X*
(E) :
X(0)=0

Montrer que (E) une unique solution maximale X définie sur un intervalle J.

Solution



Ona: f(t,X)=1>+ X? et
X'(t) = f(t, X(t)) = t* + X (t)?
telle que

f:RxR—R
(t, X) — f(t,z) =t* + X?

f est continue sur R x R et localement lipschitzienne en X, en effet :

of .
T ax T 2X continue.
— feC®R xR).

d’apres la théoréeme de Cauchy Lipschitz, le probleme (E) admet une unique solution

maximale, X définie sur J CR et 0 € J

Voici quelques conséquences de ce théoréme :

(Existence locale) Il existe € > 0 et X : [to —¢e,to+¢] — Q tel que (J, X)
S—_—

=5/
est solution du probléme de Cauchy.

Lemme 1.2.3:

Si (j X ) est une autre solution du probléme de Cauchy, alors il existe 0 < £ < ¢

tel que X = X sur Jtg — &, to + €.

Lemme 1.2.4:

Si (J1, X1) et (J2, Xa) sont deux solutions du probléme de Cauchy avec J; et

Jo ouverts, alors X; = X5 sur J; N Js.

1.3 Explosion en temps fini

Le Théoréme de Cauchy Lipschitz fournit une solution maximale définie sur J C [

et est donc un résultat local : rien n’indique que la solution maximale est globale.
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Chapitre 1. Généralités sur les équations différentielles

Exemple 1.3.1.  La solution mazimale du probléme de Cauchy

1

5, et n'est définie que sur | —oo,1[. On a explosion en temps fini :

se calcule, x(t) =

x(t) = +o00 quand t — 1=, voir Figure 1.1.

Théoréme 1.3.1:
Soit f : I x R®™ — R"™ continue et localement lipschitzienne par rapport a la
variable d’état X. Soit (J =]a, 5], X) une solution maximale de X' = f(¢, X).
Alors

1. Si g <sup/ alors lim,,g_ || X (¢)|| = +o0.

2. SiInfl < « alors lim || X (t)]| = +oc.
t—at

Théoréme 1.3.2:

Si f: I xR"— R" est continue et (globalement) lipschitzienne par rapport a

X, alors les solutions maximales de X' = f(¢, X') sont globales.

Signalons enfin que, lorsque 2 # R" la notion d’explosion en temps fini est rem-

placée par la notion de "sortie de tout compact en temps fini".

Théoréme 1.3.3:

Soit f : I x 2 — R" continue et localement lipschitzienne par rapport a la
variable d’état X. Soit (J =|a, [, X') une solution maximale de X' = f(t, X).
Alors

1. Si B < sup [ alors X sort de tout compact de €2 au voisinage de g : pour

tout compact K C €, il existe € > 0 tel que

X(t) ¢ KVt €]p —¢, B[.

2. Siinf I < « alors conclusion "similaire".




1.4 Etude qualitative des EDO’s n dimension finie

Ici on considére le systéme différentiel linéaire a coefficient constant suivant :

d

Em(t) = Ax(t). (1.4)

Ici  : RY — R? et A est une matrice inversible & coefficients constants et réels.
L’allure des trajectoires (ou orbites) du systéme dépendent de la nature des valeurs
propres de la matrice A. On trouvera ci-dessous, dans chacun des cas, 'allure des
trajectoires ainsi que le nom attribué a I'unique point stationnaire qui est zéro.

Cas 1. A admet deux valeurs propres réelles distinctes A, Ag :

— Si Ay < Ay <0, alors 'origine est un noeud stable.

FIGURE 1.1 — Neeud stable

— Si Ay > A1 > 0, alors l'origine est un noeud instable.

b

FIGURE 1.2 — Neeud instable



Chapitre 1. Généralités sur les équations différentielles

— Si Ay < 0 < Ay, alors lorigine est un point selle (ou col).

FIGURE 1.3 — Point selle

Cas 2. A admet deux valeurs propres non réelles conjuguées A = a +if :

— Si Re A <0, alors l'origine est un foyer stable.

FIGURE 1.4 — Foyer stable

— Si Re A > 0, alors l'origine est un foyer instable.

FIGURE 1.5 — Foyer instable



— Si Re A = 0, alors 'origine est un point centre.

7)) .
&

FIGURE 1.6 — Point centre

Cas 3. A admet une valeur propre réelle double A :

— Si A < 0 et dim E) = 2, alors l'origine est un puits.

-

FIGURE 1.7 — Puits

— Si A > 0 et dim E) = 2, alors l'origine est une source.

T

FIGURE 1.8 — Source
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I

/-
/-

FIGURE 1.9 — Nceud dégénéré stable

— Si A< 0 et dim E) =1, alors l'origine est un noeud dégénéré stable.

— Si A >0 et dim E) = 1, alors l'origine est un noeud dégénéré instable.

/
// |

/-

FIGURE 1.10 — Noeud dégénéré instable

1.5 Explications et indications de preuve

Dans tous ces dessins, le sens des fléches désigne le sens des ¢ croissants (de —oo
a +00), c’est-a-dire le sens dans lequel le point z(t) se déplace lorsque t croit de —oo
a +o0.
Donnons une indication de preuve du premier cas, c¢’est-a-dire A admet deux valeurs
propres distinctes A; et Ay réelles : Soient v et vy deux vecteurs propres de A corres-
pondant aux valeurs propres \; et \y. Ils forment une base de R? ; soit P la matrice de

passage de la base canonique a la base (v1,vs). Si on note x = (z1,22) et y = (y1, y2)
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les coordonnées d’un point dans ces deux bases, on a :

x = Py.
D’autre part, on sait que
A
piap =" ,
0 X
alors le systéme d’EDO
d
aaz(t) = Ax(t)
s’écrit :
d d
—z(t) = —(Py(t
Za(t) = L (Py(0)
d
= P—y(t
Y0
= Ax(t)
= APy(t),
c’est-a-~dire
d _ A 0
—y(t) = PTAPy(t) = y(t),
0 Ao

ou y(t) = (y1(t),y2(t)). Cela est équivalent aux deux EDO :

D’ou les solutions sont :

pour toutes les valeurs de (y1(0),42(0)) # (0,0).

Les trajectoires décrites dans les figures précédentes sont les courbes données en co-
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Chapitre 1. Généralités sur les équations différentielles
ordonnées paramétriques par

yi = y(0)e™, = 92(0)6/\2t-

Ces courbes (y1(t), y2(t)) sont tangentes au vecteur propre correspondant & la valeur
propre de plus petit module et elles ont une direction parabolique dans la direction
du vecteur propre correspondant a la valeur propre de plus grand module (pour cela,

il faut examiner £-).

1.6 Etude qualitative des systémes différentiels non

linéaires autonomes

Supposons que 'origine est un point d’équilibre pour le systéme différentiel non

linéaire autonome :

d
Zalt) = f(a(t) (L5)

Comme f(0) = 0 on peut écrire pour z € R™ :
f(@) = f(0) + df(0) - = + g(x)
= df,(0) - = + f(z)

ici df,(0) est la différentielle (ou la jacobienne) de f & l'origine et g est une foction
de classe C! qui vérifie

9(@) = 0([|[}); [l=]| — 0
Alors, on peut écrire le systéme différentiel comme suit
d
S 0(t) = dfs(0) - 2(t) + g((t)) (1.6)

ot g € C(R",R"), g(x) = 0([|z[), =[]l — 0

11



1.6.1 Théoréme de linéarisation

Théoréme 1.6.1:

Soient (Ag) les valeurs propres de df,(0) et supposons que Re (A;) < 0, Vk. Alors
pour tout u tel que : 0 < p < min (Re (—=\g)) et tout € > 0 il existe 6 > 0 tel
que si z(+) est une solution de (4.4.3) qui & un instant ¢, vérifie ||z (¢o)] < 0,
alors :

(a) z(-) existe pour tout t > t.

(b) ||z(t)|| < ee #:;Vt > ty En particulier, l'origine est asymptotiquement

stable.

Théoréme 1.6.2:

Soient (A) les valeurs propres de df,(0). Supposons que : Re(\y) # 0,Vk.
Alors, il existe un voisinage U de l'origine et un homéomorphisme 6 de U dans
un voisinage V' de zéro qui envoie une trajectoire du systéme sur une trajectoire

du systéme linéaire 2/(t) = df,(0) - x(t) en conservant le sens du temps.

Remarque 1.6.3: P

r exemple en dimension n = 2, les trajectoires du systéme non linéaire ressem-
bleront & celles décrites au paragraphe précédant (cas linéaire z/(t) = Az(t) )
dans tous les cas a I'exception du cas du point centre ot Re A = 0 et pour lequel

le théoréme de linéarisation est faux.

Exemple 1.6.1. Voici un exemple qui illustre cette remarque Soit le systeme diffé-

rentielnon linéaire en dimension n = 2

x'(t) —y —z (2% + 9?
X,(t):(/():( (2 2)
y'(t) z —y(2?+y°)
Ici f(x,y) = (—y — z (2® + y?)). On voit que £(0,0) = (0,0), d’ou lorigine est un
point d’équilibre.
On écrit le systéme linéarisé en utilisant la formule de Taylor au voisinage de l’origine
X'(t) = dfx(0)X (1) + g(X)

12



Chapitre 1. Généralités sur les équations différentielles
ou X = (x,y). Alors le systeme linéaire est X'(t) = df,(0) - X(t) ou

-3z -1

de - df(a:,y) - 5

0 -1

10
Un calcul simple donne les valeurs propres A = +i, d’ou i1ci Re A = 0.

d’ot dfy (0) =

Du paragraphe précédant, l'origine (0,0) est un centre pour le systéme linéaire X'(t) =
dFx(0) - X(t) et les orbites sont des cercles centrés en zéro. Que se passe pour le
systeme non linéaire ?

Faisons un passage aux coordonnées polaires :

x(t) = p(t) cosO(t)
y(t) = p(t) sin0(t)

alors, la dérivation par rapport a t donne

2'(t) = p/(t) cos O(t) — p(t)0' (t) sin O(¢)

y(t) = /(1) sin6(t) + p(1)0'(¢) cot (1)

D’ou
z()2'(t) +y(t)y' (1) = p(t)p' (1)
z(t)y'(t) — 2'(t)y(t) = p*(1)0' (1)

1l vient que

p(t)p'(t) = —axy — 2* (2® + ¢%) + 2y — v* (2° + ¢%) = —p'(1)

P18 (t) =2 —ay (® +v°) + v° + a2y (¥ + y°) = p(t)

Ce qui donne pour p # 0 (c’est a dire pour une trajectoire issue d’un point non nul) :

13



1l vient que

71/ (pQ(t) dt = — [ 1dt
-1 11 _
2 PO PO
20T R
2tp*(0) + 1
p*(0)
Alors, on obtient pour toutt >0 :
1
p(t) = 1+p22tE)02)(0)) )
0(t) =60(0) +t

Ce qui montre que lorsque t — +00 alors

6(t) — 400, p(t) —0

D’ou une trajectoire de la solution du systéeme non linéaire, au voisinage de l’origine
(0,0), est une spirale qui converge vers l'origine (c’est un ensemble non compact),
tandis que la trajectoire du systéme linéarisé X'(t) = dfx(0) - X(t) + g(X) est un
cercle (qui est un ensemble compact). Par conséquent, ces trajectoires ne peuvent étre

images l'une de ’autre par un homéomorphisme. Ce qui justifie le théoréeme précédent.

1.6.2 Meéthode d’étude des systémes différentiels autonomes

en dimension n = 2

Dans ce paragraphe, nous allons donner quelques éléments qui forment un proto-
cole de I'étude géométrique des systémes différentiels autonomes de dimension n = 2.

Considérons alors un tel systéme sous la forme

(4.4.8)
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ou f et g sont des fonctions de classe C! de R? dans R.

1. On étudie la nature des points critiques (noceud, col, foyer, ...). Les résultats
du paragraphe précédent ainsi que le théoréme de linéarisation nous donnent
(sauf le cas du centre) une idée de l'allure des trajectoires au voisinage de ces

points. Pratiquement, si f(zo,v0) = g(zo,v0) = 0, il est commode de poser
X=x—x9, Y=9y—10.
Par ailleurs,
flzy) =aX +bY +0o(X?+Y?), g(z,y) =cX +dY +o(X? +Y?).

Le linéarisé du systéme en (zg,yo) a pour matrice

2. Une isocline est une courbe du plan le long de laquelle la pente des trajectoires

est constante. Si m € @, on pose

In = {(z,y) € R*: f(x,) =m}.

9(x,y)

Le long de I,,, on a = m. Si m = 0, Iy est 'isocline ou la pente de

la trajectoire est horizontale. Si m = oo, I, est lisocline ou la pente de la

trajectoire est verticale. On a

Iy={(z,y) €R*: f(z,y) =0}, I ={(z,y) €R®:g(z,y) = 0}.

3. On détermine les régions ou f(x,y) >0, f(z,y) < 0, de méme pour g :

f>0,g>0, f>0,9<0, f<0,g>0, f<0,9<0.

4. Les orbites peuvent étre symétriques par rapport & Ox, Oy ou l'origine. Soient

15



['; et 'y deux trajectoires symétriques. On dit qu’elles sont parcourues dans
le méme sens si, en tous points symétriques, les vecteurs orientés sont symé-

triques.

FIGURE 1.11 — Symétrie par rapport a ’axe des abscisses Ox

Symétrie par rapport a Ox Elle est vérifiée dans I'un des deux cas sui-

vants :

Cas 1: flo—y) = fe) , Cas2: [z, =y) = =f(z,9)

9(r,—y) = —g(r,y) g(x, —y) = g(z,y)

A/

FIGURE 1.12 — Symétrie par rapport a ’axe des ordonnées Oy

Symeétrie par rapport & Oy Elle est vérifiée dans I'un des deux cas sui-

vants :

Cas 1: fmay) = =f@y) , Cas2: f(=2.y) = fl@y)

9(=x,y) = g(z,y) 9(=z,y) = —g(z,y)

16
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FIGURE 1.13 — Symétrie par rapport a 'origine
Symétrie par rapport a ’origine On a deux cas :
Cas 1: , Cas2:
9(=z, —y) = —g(z,y) g(=z, —y) = g(z,y)

On détermine les zones piéges. Une zone piége est une partie du plan telle que
toute trajectoire qui y entre ne peut pas en ressortir. C’est le cas, par exemple,

si le champ est rentrant sur tous les cotés de la zone.

Affinement du protocole

Le théoréeme de Cauchy-Lipschitz nous dit que par tout point du plan passe
une et une seule solution du systéme (4.4.8). En particulier, deux trajectoires

du systéme ne se coupent jamais.

. Au voisinage des points (zg,yo) ot f(zo,v0) # 0, les trajectoires du systéme

(4.4.8) se coincident avec le graphe des solutions de I’équation différentielle

En particulier, les trajectoires sont des courbes y = ¢(x). Ceci peut aussi servir
a déterminer la concavité des trajectoires. Pour cela, on peut calculer y”(z) a
partir de I’équation ci-dessus et étudier son signe.

De méme, si g(xg,yo) # 0, les trajectoires se coincident avec le graphe des

17



solutions de ’équation différentielle

Ici, les trajectoires sont des fonctions = ¥(y).

3. A propos des isoclines : Si une isocline I,,, est une droite de pente m, alors c’est

une solution particuliére de notre systéme.

4. Trajectoires monotones : On dit qu'une trajectoire est monotone si, dans le
plan, elle est le graphe d’une fonction y = ¢(x) croissante ou décroissante. Si
une trajectoire est monotone, alors elle sort de tout compact qui ne contient
pas de points d’équilibre. Cela montre que si

lim (z(t), y(t)) = (0, %0),

t—+o00

alors (g, yo) est un point d’équilibre.

1.8 Exercices

Exercice 1. On cherche & analyser le phénoméne de la vague solitaire, ou le
probléme de soliton. Le probléme est modélisé comme un long canal considéré unidi-
mensionnel. La quantité intéressante est le profil u(-, ) de la surface de 'eau, qui est
une fonction du temps t et de la position x le long du canal. Ce profil est mesuré par
rapport a la hauteur h de I'eau au repos. Il satisfait ’équation aux dérivées partielles

dite de Korteweg-de Vries :

ot h Ox

+ cut+

ou g 0 3, o0d%u
(’w 1 5@)

ou g est la constante de gravitation et o > 0 est une constante (qui dépend de h, de
g et de la tension superficielle). On appelle soliton, une solution u(¢, ) de I’équation

aux dérivées partielles (4.5.1) telle que :

u(t,z) =z(s), ou s=uz—ut

18
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ou v étant une constante (c’est la vitesse de la vague).

On suppose que z(s) et toutes ses dérivées tendent vers 0 quand s tend vers l'infini.
Le but de I'exercice est de démontrer 1’existence de solution et de préciser la vitesse
et I'amplitude de la vague.

(1) Montrer qu'un soliton z(s) vérifie 'équation différentielle ordinaire suivante

2" (s) = bz(s) — =2%(s)

ou b est une constante.

(2) Ecrire (4-5.2) sous forme d’un systéme différentiel d’ordre un 2/(s) = f(z(s)).
Déterminer les points d’équilibres de f et discuter leur stabilité en utilisant la méthode
de linéarisation. Que peut-on dire sur I'existence des solitons ?

(3) Trouver une constante du mouvement, c’est-a-dire une intégrale premiére.

(4) Montrer que, si b < 0, il n’y a pas de soliton.

(5) Supposons b > 0. Montrer qu’il existe un unique soliton (¢, x), tracer son orbite
et déterminer son amplitude.

Solution (1) Considérons la fonction

y(t, ) = z(s),

ou le changement de variable s est donné par s = x — vt. Alors les dérivées partielles

s’écrivent

dy ,
o~ (5),
et
oy
or - (5).

D’ou I’équation différentielle partielle (4.5.1) de Korteweg-de Vries s’écrit comme suit

2 (s) = _\/%dii (hz(s) + 222(8) + %z”(s)) ,

ou encore



On voit que la quantité 2 (h — v\/g) 2(s)+322%(s)+02"(s) est indépendante de s. Par

ailleurs, les conditions aux limites impliquent qu’elle est nulle, ce qui donne I’'équation

b:2<v\/§_h>.

(2) On pose z(s) = (x1(s),x2(s), ot z1(s) = z(s) et xo(s) = 2/(s). Alors I’équation

demandé avec

différentielle d’ordre deux (4.5.2) peut s’écrire sous forme d'un systéme différentiel

d’ordre un z'(s) = f(z(s)), ou le champ de vecteurs sur R? associé¢ a I'équation est

flo) = (bxl iQ Em%)

Ce champ admet deux points d’équilibres : (0,0) et (%’,0). Calculons le linéarisé

autour de chacun des équilibres. On a la différentielle de f est

0 1 0 1 0 1
piw=| . J=pro=| ) e prw=|

Les valeurs propres du linéarisé & I’origine sont donc

+iy/]b] i b < 0,£+/]b] si b > 0.

et celles du linéarisé en T sont

+1/]b] si b < 0,4i/]b] sib >0

Ainsi, pour b > 0 l'origine est un équilibre non stable, et on ne peut pas conclure pour
Z, qui n’est pas hyperbolique. Inversement pour b < 0, n’est pas stable et 'origine
n’est pas hyperbolique.

Que peut-on conclure pour 'existence de solutions 7 On sait que pour un soliton z(s),
la solution (z(s), 2'(s)) de 2’ = f(z) tend vers 0 quand s — F00. Pour qu’un soliton
existe, il faut donc qu’il existe une solution de ' = f(z) qui tend vers 0 en +o0
Quand b < 0, la linéarisation ne nous apprend rien. Quand b > 0 en revanche, 1’ori-

gine est un équilibre hyperbolique. D’aprés le théoréme d’Hartman-Grobmann, on
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sait alors qu’au voisinage de 'origine, le portrait de phase de 2/ = f(z) est topo-
logiquement équivalent a celui de ’équation linéarisée car celle-ci admet une valeur
propre positive et une négative, il y a que 2 solutions qui tend vers 'origine en +o0.
Il est donc impossible qu’il existe des solutions mais pas plus de deux. Remarquons
que si les valeurs propres du linéarisé avaient été toutes deux de méme signe, on aurait
pu conclure qu’il n’y avait pas de solutions.

(3) 11 faut trouver une fonction de classe C' au voisinage de 1'équilibre notée F telle
que VE(z) - f(z) =0, c’est-a-dire

oF (x) + (bxl — éxf) a—E(x) =0

x28_$1 2 8I2

On peut prendre par exemple

2 2
E(x) = 5 (21— b) + 3
(4) Soit z() = .(2(),.2().) une solution de z'(s) = f(x(s)) associée & un soliton

2(.).On sait que une intégrale premiére E est une constante le long des champs de
vecteurs solutions de 2/(s) = f(x(s)) et vu les conditions aux limites des solitons,
cette fonction constante vérifie £(0) = 0. Ainsi l'orbite de z(.) est contenue dans la

courbe de niveau

{z e R*: E(z) =0}

Donc, lorsque b < 0 alors 'origine est un point isolé de cette courbe de niveau (c’est
un minimum locale). La seule solution qui tend vers 0 en £oo est donc la solution
triviale z(s) = 0. Il n’y a donc pas de solution pour b < 0.

(5) Si b > 0, on peut voir d’aprés la courbe de niveau {z € R? : E(z) = 0} que les
branches du demi-plan gauche sont infinies, par suite, on conclut qu’'une solution z(.
associée a un soliton doit étre contenue dans la boucle du demi-plan de droite. Il
reste & montrer qu'il existe une solution parcourant I’ensemble de la boucle (privée
de lorigine). Soit z*(b,0) le point d’intersection de la boucle avec 1’axe horizontal
et z(.)la solution maximale issue de z* en s = 0. Elle est définie sur R Puisque
f(z*) = (0,-2%), la demi-orbite z(]0,00) est dans la partie de la boucle out z5 < 0 :

la fonction x(t)
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est décroissante et positive, d’ou elle admet une limite. De plus, z)(s) étant non
nulle, sur cette partie de la boucle z5(s) est fonction de z1(s) et admet également une
limite. Donc z(s) a une limite quand t — oco. Cette limite étant forcément un équi-
libre ce ne peut étre que 'origine. Le méme raisonnement s’applique quand t — —o0.
Ainsi, z(.)estunesolutionquitendversl’ originequands — oo (toutes les autres s’ob-
tiennent & partir de celle-ci par une translation du temps). Sa coordonnée x;(s) = z(s)
est alors un soliton. On sait de plus que son amplitude maximale, obtenue pour x5 = 0,
est égale a b.

En résumé, on a démontré que pour toute vitesse de propagation v telle que b >
0, c’est-a-dire v > +/gh, il existe un soliton dont l'amplitude maximale est b =
2 <v\/§ — h).

Exercice 2. L’évolution d’un circuit électrique d’intensité i(t) et de potentiel v(t) est

décrite par le systéme d’équations différentielles sur R? du type

L% = v — h(i(t))
CL = —i(t)

Ot h : R — R est une fonction de classe C* et les constantes positives L et C sont la

résistance et la capacité du circuit. L’énergie du systéme est

E(i,v) = % (Li* + Cv?).
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(1) Déterminer les points d’équilibre de I’équation (4.5.3) et discuter sa stabilité en
fonction de A/(0).

(2) Supposons que h vérifie zh(x) > 0 pour x # 0. Montrer que I’équilibre est asymp-
totiquement stable et déterminer son bassin d’attraction.

Solution

1. L’équilibre est le point i = 0,v = h(0). Le linéarisé de I’équation différentielle

en ce point (0,h(0) est 2/(t) = Az(t), ou
A

est la différentielle de f le champ associe au systéme différentiel au point (0, h(0) :

_HhO 1
A= L L
-1 9
c
Remarquons que det A = % > 0. Les valeurs propres de A ont donc des parties
réelles de méme signe, qui est aussi le signe de tr A = —@, on en conclut alors que

— — Si W/(0) > 0, alors I’équilibre est asymptotiquement stable.

— Si K/(0) < 0, alors I'équilibre n’est pas stable.

— Si A/(0) = 0, alors I’équilibre n’est pas hyperbolique, on ne peut rien dire en
utilisons le linéarisé.

(2) Notons tout d’abord que I’hypothése sur A implique que h(0) = 0. L’équi-

libre est donc l'origine. Essayons de montrer que Iénergie E(i,v) = % (Li% + Cv?)
est une fonction de Lyapunov stricte a 'origine. On a
— — lorigine est un minimum strict de F.
— 2E = —in(i) < 0sii#0.
On a donc démontré que, le long d'une trajectoire x(t) = (i(t),v(t)), la fonction

E(x(t)) est strictement décroissante tant que i(t) # 0. Or , si 2(¢) n’est pas identique-
ment nulle, les instants ¢y 0 ou i (ty) = 0 sont isolés puisqu’alors i’ (tg) = v (tg) # 0.
Ainsi % < 0 presque partout le long d’une trajectoire. D’o1 on peut conclure que
E(x(t)) est strictement décroissante.

Par conséquent, la fonction £ : R? — R est une fonction de Lyapunov stricte & 1’ori-

gine, ce qui implique que 'origine est un équilibre asymptotiquement stable.
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De plus, E(x) — oo quand ||z|| — oo, ce qui implique que le bassin d’attraction de
I'origine est I’espace R? tout entier.

Exercice 3. Soit le systeme différentiel
(4-5-4)

(1) Déterminer une solution générale.

(Indication : Voir que le—z =—y+ 3;—3 puis utiliser le changement u = ?% ).

(2) Montrer, en utilisant la définition, que le point d’équilibre (0,0) est asymptoti-

quement stable.

Solution (1) Déterminons une solution générale pour (4.5.4). On a 2/(t) = —x(¢)
()

implique que si z(t) # 0,Vt > 0 alors o) —1 et par intégration en ¢ on trouve

Inz(t) —In(x(0)) = —t d 'ou

z(t)

In—~ =—t=2(t) =20)e " ;Vt >0

(0)

Pour la deuxiéme équation on effectue un changement de variable convenable en

L

osant © = -5. On aura donc
y

dy yx—y2 1
d_:¥:_y+—3/3
T — T

Or que u = % alors du = =2dy (on suppose aussi que y(t) # 0,¥t > 0 ), c’est-a-dire
Y Yy

1

dy = —=y3du

Y 2y
Donc % = L3t — _y 4 143 On obtient alors 2 = 5—%{ — 5+ 3¥°, ou bien du —
2 _ 2
vz
On aura alors

du 2

) VO

dx x

C’est une EDO d’ordre un, linéaire et non homogéne. On peut écrire

u'(z) = 2u(x) — ;
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,d’ol1 une solution générale de cette EDO est donnée en utilisant la formule de Duha-

mel
x

1

u(z) = Ce** — 2/ —e %(s ()
z(0) S

avec C' > Ocaru = ?% > 0.

D’out on trouve y(t) en faisant le changement inverse, c¢’est-a-dire

avec u(t) = u(z(t)).
D'ou y(t) = £

(l(t)) avec u(.)estdonneen fonctiondex(t). Ainsi (z(t),y(t)) est une
solution générale de (4.5.4).
2) Montrons que l'origine (0,0) est asymptotiquement stable. Par définition de la

stabilité asymptotique, tout d’abord on a

d’oll on remarque que
— si 2(0) < 0, alors z(0) < z(t) < 0.
— — si 2(0) > 0, alors 0 < z(t) < z(0) (cela signifie que z(¢) est proche de z(0)
pour tout t > 0 ).
Montrons aussi que y(t) est proche (c’est-a-dire au voisinage de y(0) ) pour
tout temps t, et pour cela on utilise u(t)

z(t) 6723
u(x(t)) = Ce®® — 2/ ds

© 5
D’aprés que z(0) < z(t) < 0si z(0) < 0et 0 < 2(t) < x(0) si 2(0) > 0, on conclus

que

z(t) 6723
—2/ ds > 0,Vt
z(0) S

1.9 Exercices supplimentaires

Exercice 1 : Dire si l'origine est stable, asymptotiquement stable ou instable

pour les systémes suivants :
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¥ =x+2y
y = 3x +4y
2.
¥=x+4y
y = —3r—2y
3.
=y
y =0
4.
(
¥ =3r+3z

VY =x+2y—=z

/

Z=—r+y—2z

\

Calculer dans chacun des cas la dérivée de la norme euclidienne le long des
trajectoires.

Plus précisément, pour les systémes de dimension 2, cela revient a calculer

CH) avee H(t) = 2(t)? +y(0)

Pour quels systémes la norme euclidienne est-elle une fonction de Lyapounov ?

Exercice 2 : Le comportement d’un circuit RLC, avec une résistance de fonction
caractéristique f, vérifie I’équation suivante, ol x est I'intensité et y est 'opposée de

la tension aux bornes du condensateur :

1. La fonction f est supposée de classe C! et vérifiera toujours f(0) = 0. Trou-
ver tous les équilibres du systéme. Calculer le systéme linéarisé au voisinage

de ces points d’équilibre. A quelles conditions ces points d’équilibre sont-ils
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asymptotiquement stables? Instables ?

2. On suppose dans cette question que f(z) = . Calculer explicitement les solu-

tions du systéme. Interpréter.

3. On suppose dans cette question que f vérifie

f(@)x >0 pour x #0.

La résistance est alors dite passive. Montrer que 22 + 32 est une fonction de
Lyapounov du systéme. En déduire le comportement asymptotique des solu-
tions du systéme pour toutes conditions initiales. Pourquoi ce résultat est-il
compatible avec celui de la question 1) 7

4. On suppose dans cette question que f(z) = 3.

(a) Peut-on dire a premiére vue si les solutions sont globales ou explosives ?

(b) Laquelle de ces deux techniques, linéarisation au voisinage du point d’équi-
libre ou utilisation de la norme comme fonction de Lyapounov, permet de

conclure a propos de la stabilité du point (0,0)?

5. On suppose dans cette question que la résistance est une diode a effet tunnel,

de fonction caractéristique

flz)=2° -

(a) Le point (0,0) est-il stable ?
(b) Dessiner dans l’espace des phases les régions du plan ou ' < 0, 2’ = 0,
' >0, et cellesony <0,y =0,y > 0. Sur votre dessin, indiquer par

une fléche la direction du champ dans chacune des régions.

(c) Décrire grace a ce dessin le comportement d’une solution ayant pour condi-

tion initiale (0, y) avec yo > 0.

(d) Montrer que z(t)? + y(t)* est croissant le long des trajectoires si x(t) < 1

et décroissant si z(t) > 1.

(e) Que va-t-il se passer?
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Exercice 3 : Résoudre les équations différentielles linéaires suivantes (la variable
étant x) :
L (z—23)y + (222 — 1)y = ax®.
n a
2.9 +—y=—.
x x

1 -2z
3.y + p y=1.

xT

4.y +y=e".
Exercice 4 : Résoudre les équations différentielles suivantes :
1. Vt, (z(t) — a) + 22/ (t) = 0.
2. Vt, (1+t2)2'(t) =1+ x(t)2

sint

3. Vt, 2'(t) + xcost = —~

49t 2(t) + —a(t) = —.
t tn

5. Vz, y(z) = e*y>.

6. Vz, v/ (z) = 2zy(z) + 2.

Exercice 5 : Soit f : R?> — R une fonction de classe C!.

(a) On suppose que f vérifie
Vt, Vo #0, xf(t,x) <O0.

Montrer que les solutions de ’équation différentielle x’ = f(t,x) sont défi-

nies jusqu’a 4+oo et admettent une asymptote horizontale. Préciser laquelle.

(b) On suppose maintenant que I’équation est a variables séparables,

[t x) = g(x)h(t),

ou ¢ est de classe C! et h de classe C°. On choisit deux zéros consécutifs
x1 < x3 de la fonction g et une condition initiale (¢y, xg) avec xg € (x1, z3).
Montrer que la solution maximale vérifiant ¢(ty) = o est définie sur R

tout entier.

(c) Application :
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i. Résoudre explicitement 1’équation
' =x(x —1)cost.

ii. Montrer qu’aucune solution autre que les solutions constantes ne pos-
séde d’asymptote horizontale. Peut-on raisonner sans utiliser la forme

explicite des solutions ?
iii. Dessiner l'allure générale des solutions suivant la position de ¢(0) par

rapport a 0 et 1.

Exercice 6 :

(a) Donner les solutions de
' =2 2(0) =20 >0,

pour 3 € R. Pour quelles valeurs de 3 les solutions explosent-elles 7 Pour

quelles valeurs sont-elles globales ?

(b) Donner les solutions de
' =2(lnx)?  2(0) =z >0,

pour 5 € R. (On pensera a utiliser le changement de variable y = Inz.)

Meéme question.

Exercice 7 : On considére un seau de rayon A, percé en son fond d’un
trou de rayon a. Il est rempli d’eau jusqu’a la hauteur h, et cette eau coule du

trou a la vitesse v.

(a) Ecrire I’équation de conservation de I'eau et I’équation de conservation de
I’énergie. En déduire ’équation différentielle satisfaite par la hauteur d’eau

dans le seau. Cette équation est la loi de Torricelli établie vers 1640.

(b) Résoudre cette équation (uniquement pour les temps ¢ > 0). Peut-on ap-
pliquer ici le théoréme de Cauchy—Lipschitz? Les solutions (pour ¢ > 0)

sont-elles uniques ?
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(c) Une fois le seau vide, on cherche & savoir quand il était plein. Pour cela, on
inverse le sens du temps dans 1’équation (changement de variable ¢t = —t').

Montrer que I'équation devient

dx

Y a-t-il des solutions vérifiant 2(0) = 0 ? Comparer avec les résultats connus

sur I'unicité des solutions d’'une EDO et expliquer mathématiquement pour-

quoi, quand le seau est vide, on ne peut plus savoir quand il a commencé

a se vider.

Exercice 8 : Soit I = (a,b) et f: I x R — R une fonction de classe C'.
On suppose qu’il existe h : Ry — R telle que

/ 95 oo et Voo |F(ta) — F(ty)] < hllc ).
0 h(S)

On pose

h(s)’

Soient 1, x5 : U — R deux solutions maximales de

bods
G(y):/ = y=0.
Y

o' = f(t,z) telles que z1(0) = 22(0) = 7.

(a) On pose p(t) = |z1(t) — xo(t)|. Montrer que p vérifie 'inéquation différen-
tielle
() < hip(t)).

(b) En déduire que z(t) = x2(t) pour tout temps ¢.
(c) Application : combien 'EDO

=zVinz

posséde-t-elle de solutions vérifiant 2(0) = 07?7 Pourrait-on appliquer le

théoréme de Cauchy—Lipschitz ?

Exercice 9 :
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On considére le théoréme suivant.

Théoréme. Soient b et by deux champs de vecteurs définis sur R x R, tels

que

V(t,x) € R?  by(t,x) < bolt, ).

Soient (Iy, 1) la solution maximale de

' =by(t, )

passant par (tg, zo), et (I, p2) la solution maximale de

x' = by(t, )

passant par (tg,zo). On pose I = I; N I5.

(a)

Compléter correctement les inégalités suivantes et démontrer le théoreme
obtenu :

Vt€[7 t>t07 901<t) 902(t)7
Vte[, t < o, gOl(t) (,02(75)

Adapter le théoréme au cas ou by et by vérifient

Vtvxa bl(t>x> < b2(t>x>

On suppose que by est un champ linéaire a coefficients constants,

bo(t, ) = a(t)x + B(t).

Réécrire le théoréme en utilisant la forme explicite des solutions de 'EDO

linéaire. A quoi ce résultat vous fait-il penser ?

Etes-vous d’accord avec la phrase : « le lemme de Gronwall n'est en fait

qu’une banale inégalité différentielle » 7

Exercice 11 :
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(a) On suppose que
f(—t,flf) = _f(tvx)'

i. Montrer que I’ensemble des solutions est symétrique par rapport a I’axe

des z.

ii. Vérifier ce résultat en calculant les solutions de

T =tx.

(b) On suppose maintenant que

f(—t,:)j) = f(t,:E).

i. Trouver la forme explicite des solutions de

=t — 1.

ii. En déduire que cette symétrie de f n’entraine aucune propriété de sy-

métrie des solutions.

(c) Dire, dans chacun des cas suivants, si les solutions possédent une symétrie

et laquelle :
T f(t7 —l’) = f(t,l’)

7 f(t? —]J) = —f(t,l‘)
— f(_t’ _m) = f(tv x)
- f<_t7 _:U> = —f(t,.T)

(d) Récapituler les résultats obtenus en associant a chaque symétrie des so-

lutions (centrale ou par rapport aux axes) la propriété correspondante de
f.

(e) Etudier les propriétés de symétrie des solutions de :
x
r=tr, x =tx°, = :?

Exercice 12 : Pour chacune des équations différentielles suivantes :
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a) x’ = sin(tx)

(a)

(b) ¥ = sinh(y)
)

(

(c) 2/ =23
d) v = —u?
1
[
(e) v 14w

(£) w = w]"

répondre aux trois questions suivantes :

— Les hypotheses du théoréme de Cauchy-Lipschitz sont-elles vérifiées ? Si
non, ol sont les problémes ?

— Les solutions maximales sont-elles définies jusqu’a 400 ou explosent-elles
en temps fini (pour les temps croissants) ?

— Meéme question pour les temps négatifs.

Exercice 13 : En médecine, I'infusion désigne l'injection dans le sang d’une

substance a débit constant. On propose ici un modéle pour une infusion de

glucose a débit constant. Pendant celle-ci, le glucose libre du sang disparait

par combinaison avec du phosphore. La concentration G(t) de glucose dans le

sang augmente donc grace a l'infusion et diminue avec un débit proportionnel

a G(t).

(a) Ecrire 'EDO vérifiée par G(t) (on notera a le débit d’infusion, A le taux de
recombinaison et B le volume de sang). Résoudre cette équation et donner

le comportement asymptotique des solutions.

(b) On suppose maintenant que linfusion de glucose augmente le volume de
sang de facon non négligeable. Proposer un nouveau modéle et reprendre

la question précédente.
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Chapitre 2

EDQO’s sous contrainte

2.1 Cones Tangents

Dans ce chapitre, nous considérons certaines approximations d’ensembles
qui sont trés utiles pour la formulation de conditions d’optimalité. Nous étu-
dions les soi-disant cones tangents qui approchent un ensemble donné dans un
sens local. Nous discutons d’abord de plusieurs propriétés de base des cones
tangents, puis nous présentons des conditions d’optimalité a ’aide de ces cones.

Enfin, nous formulons un théoréme de Lyusternik.

2.1.1 Définition et propriétés

Dans cette section, nous portons notre attention sur le cone tangent de
Bouligand séquentiel, également appelé cone contingent. Pour ce cone tangent,
nous démontrons plusieurs propriétés de base. Nous introduisons d’abord le

concept de cone.
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Définition 2.1.1:

Soit C' une partie non vide d’un espace linéaire réel X.

(a) L’ensemble C' est appelé un cone si

reCA>0= \xe(.

(b) Un cone C est dit pointé si

reC,—xe(C = x=0y.

Ox
Figure 4.1: Cone. Figure 4.2: Pointed cone.

FIGURE 2.1 — Cone and cone pointe.

Exemple 2.1.1.  (a) L’ensemble
R? :={z € R" | z; > 0 pour touti € {1,...,n}}

est un come pointé.

(b) L’ensemble

C:={xeC)0,1] | z(t) > 0 pour tout t € [0,1]}

est un cone pointé.

En théorie de l'ordre et en théorie de l'optimisation, les cones convexes
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présentent un intérét particulier. Ces cones peuvent étre caractérisés comme

suit :

Théoréme 2.1.1:

Un cone C' dans un espace linéaire réel est convexe si et seulement si
pour tous z,y € C,
r+yeC. (4.1)

Démonstration.

(a) Soit C' un cone convexe. Alors, pour tous z,y € C, on a

1 1 1
- — st iyeC
2(x—|—y) 2x+2y€

ce qui implique que x + vy € C.
(b) Pour tout z,y € C et A € [0,1], on a Az € C et (1 — \)y € C. Alors,

d’aprés la condition (4.1), on obtient :
A+ (1— Ny e C.

Par conséquent, le cone C' est convexe.

Par la suite, nous définissons également les cones engendrés par des ensembles.

Définition 2.1.2:

Soit S une partie non vide d’un espace linéaire réel. L’ensemble
cone(S) :={As| A >0etse S}

est appelé le cone engendré par S.

Figure 4.3 : Cone genere par S.

Exemple 2.1.2. (a) Soit B(0x,1) la boule unité fermée dans un espace
normé réel (X, || - ||). Alors, le cone engendré par B(Ox, 1) est égal a l’espace

vectoriel X.
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Chapitre 2. EDO’s sous contrainte

FIGURE 2.2 — Cone engendré par S

(b) Soit S le graphe de la fonction f:R — R définie par

rsint  siz#£0,
fz) =

0 stx =0.

Alors, le cone engendré par S est donné par

cone(S) = {(z,y) € R* | y| < |z[}.

Passons maintenant aux cones tangents.
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Définition 2.1.3:

Soit S un sous-ensemble non vide d’un espace normé réel (X, || - ||).
(a) Soit € cl(S) un élément donné. Un vecteur h € X est appelé
vecteur tangent a S en T s'il existe une suite (2, ),eny d’éléments de S et
une suite (A, )nen de réels positifs telles que
= lim xz,
n—o0

et
h = lim \,(z, — ).

n—oo

(b) L’ensemble T'(S, Z) de tous les vecteurs tangents & S en T est appelé
cone tangent séquentiel de Bouligand & S en z ou cone contingent de S

en r.

!, Remarquons que Z n’a besoin que d’appartenir a I'adhérence de l'en-
semble S dans la définition de T'(S, Z). Cependant, nous supposerons plus tard
quer € S.

D’aprés la définition des vecteurs tangents, il suit immédiatement que le cone
contingent est en fait un cone. Avant d’étudier le cone contingent, nous pré-
sentons briévement la définition du cone tangent de Clarke, qui ne sera pas

utilisé davantage dans ce chapitre.

1. M.G. Bouligand, « Sur les surfaces dépourvues de points hyperlimites (ou : un théoréme
d’existence du plan tangent) », Ann. Soc. Polon. Math. 9 (1930) 32-41. F. Severi a noté avoir introduit
cette notion de maniére indépendante (F. Severi, « Su alcune questioni di topologia infinitesimale »,
Ann. Soc. Polon. Math. 9 (1930) 97-108)
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Chapitre 2. EDO’s sous contrainte

Remarque 2.1.2:

Soit Z un élément de ’adhérence d’un sous-ensemble non vide S d’un

espace normé réel (X, || - ||). (a) L’ensemble

Teu(S,z) := {h € X |pour toute suite (z,)nen

d’éléments de S avec T = lim z,,
n—o0

et pour toute suite (A, )nen de réels positifs

tendant vers 0, il existe ...}

Exemple 2.1.3.  (a) Soit B(0x,1) la boule unité fermée dans un espace

normé réel (X, | - ||). Alors, le cone engendré par B(0Ox, 1) est égal a l’espace

vectoriel X .

(b) Soit S le graphe de la fonction f:R — R définie par

rsinl six #£0,
fz) =
0 six = 0.

Alors, le cone engendré par S est donné par

cone(S) = {(z,y) € R* | y| < |z[}.

Passons maintenant aux cones tangents.
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Définition 2.1.4:

Soit S un sous-ensemble non vide d’un espace normé réel (X, || - ||).
(a) Soit € cl(S) un élément donné. Un vecteur h € X est appelé
vecteur tangent a S en T s'il existe une suite (2, ),eny d’éléments de S et
une suite (A, )nen de réels positifs telles que
= lim xz,
n—o0

et
h = lim \,(z, — ).

n—oo

(b) L’ensemble T'(S, Z) de tous les vecteurs tangents & S en T est appelé
cone tangent séquentiel de Bouligand & S en z ou cone contingent de S

en x.

M.G. Bouligand, « Sur les surfaces dépourvues de points hyperlimites (ou : un
théoréme d’existence du plan tangent) », Ann. Soc. Polon. Math. 9 (1930) 32—41.
F. Severi a noté avoir introduit cette notion de maniére indépendante (F. Severi, «
Su alcune questioni di topologia infinitesimale », Ann. Soc. Polon. Math. 9 (1930)
97-108).

Remarquons que z n’a besoin que d’appartenir a ’adhérence de I’ensemble
S dans la définition de T'(S,z). Cependant, nous supposerons plus tard que

zelsS.

D’aprés la définition des vecteurs tangents, il suit immédiatement que le

cone contingent est en fait un cone.

Avant d’étudier le cone contingent, nous présentons briévement la définition

du cone tangent de Clarke, qui ne sera pas utilisé davantage dans ce chapitre.
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Chapitre 2. EDO’s sous contrainte

Remarque 2.1.3:

Soit Z un élément de ’adhérence d’un sous-ensemble non vide S d’un
espace normé réel (X, | - ||).
(a) L’ensemble

Teu(S, ) := {h € X |pour toute suite (z,),en d’éléments de S avec T = lim =,
n—oo

et pour toute suite (\,)nen de réels positifs tendant yers 0,

il existe une suite (h,),en telle que h = lim h,,,
n—oo

et x, + \,h, € S pour tout n € N}

est appelée cone tangent (séquentiel) de Clarke a S en Z.

Remarque 2.1.4:

1. Il est évident que le cone tangent de Clarke T¢(S, Z) est toujours un
cone.
2. Siz € S, alors le cone tangent de Clarke T¢(S, Z) est contenu dans

le cone contingent T'(S, z).

Preuve : Pour la preuve de cette assertion, soit h € T¢(S, z) donné arbi-
trairement. Nous choisissons alors la suite spéciale (Z),cn et une suite arbitraire
(An)nen de réels positifs convergeant vers 0. Par conséquent, il existe une suite

(hn)nen telle que h = lim,, o, hy, et
T+ A\h, €S pour tout n € N.

On pose alors

Yn =T + A\h, pour tout n € N

et

1
t, == x pour tout n € N.
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Il en résulte que
yn €S pour tout n € N,

lim y, = lim (Z + A\h,) = 7,

et
1
lim t,(y, — x) = lim —(z + A\ h, — ) = lim A, = h.

n—oo n—oo n n—o0

Par conséquent, h est un vecteur tangent.

FIGURE 2.3 — Deux exemples de cones contingents.

Remarque 2.1.5:

Le cone tangent de Clarke T (S, Z) est toujours un cone convexe fermé.
Nous mentionnons ce résultat sans preuve. Notons que cette assertion

est vraie sans aucune hypothése sur I’ensemble S.

Revenons maintenant au cone contingent et étudions la relation entre le

cone contingent T'(S, Z) et le cone engendré par S — {z}.
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Chapitre 2. EDO’s sous contrainte

Théoréme 2.1.6:
Soit S un sous-ensemble non vide d’un espace normé réel. Si S est étoilé

(starshaped) par rapport a un certain z € S, alors il vient

cone(S — {z}) C T(S,z).

Preuve. Soit S étoilé par rapport & £ € S et soit x € S arbitraire. On

définit la suite (x,)nen par

1 1
xn;:x+—(x—x):—x+(1——)x65 pour tout n € N.
n n

S

On a alors

lim z, =%
n—oo

et
lim n(x, — ) =z — .
n—oo
Par conséquent, x — z est un vecteur tangent, d’ou
S—{z} CcT(S z).

Comme 7T'(S, ) est un cone, on en déduit

cone(S — {z}) C cone(T'(S,z)) =T(S, ).

Théoréme 2.1.7:

Soit S un sous-ensemble non vide d'un espace normé réel. Pour tout

x e S, ona

T(S,z) C cl(cone(S — {z})).

Preuve. Soit 7 € S fix¢ arbitrairement et soit h € T'(S,z) donné. Par

définition, il existe une suite (x,)nen d’éléments de S et une suite (A, )nen de
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réels positifs telles que

z=limx, et h= lim \,(z, — ).

La derniére égalité implique

h € cl(cone(S — {z})),

ce qu’il fallait démontrer.

Par les deux théorémes précédents, on obtient la chaine d’inclusions sui-

vante pour un ensemble S étoilé par rapport a un certain z € S :

cone(S — {z}) C T(S,z) C cl(cone(S — {z})). (4.2)

Théoréme 2.1.8:

Soit S un sous-ensemble non vide d'un espace normé réel (X, || -||). Pour

tout T € S, le cone contingent 7'(S, Z) est fermé.

Preuve. Soit = € S arbitrairement choisi, et soit (h,),en une suite quel-

conque de vecteurs tangents & .S en T telle que

lim A, =h e X.

n—oo

Pour chaque h,, il existe une suite (x,,);en d’éléments de S et une suite

(An, )ien de réels positifs telles que

z=limzx, et h,=lim\, (z, — ).
1—00 1—+00

Par conséquent, pour tout n € N, il existe un entier i(n) € N tel que

1
|xn, — 2| < - pour tout i > i(n)
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Chapitre 2. EDO’s sous contrainte

et

1
| An; (Xn, — ) — hy|| < — pour tout ¢ > i(n).
n

Si 'on définit les suites (yn),cn €t (tn),cn PAT

neN

Yn 1= Tn,,, €S pour tout n € N

et

ty = A > (0 pour tout n € N,

T TR

alors on obtient lim, ,o Yy, = T et

ltn(yn — ) = Al = |

)\ni(n) (xni(n) - j) — hy + Iy — hH
1

< —+ ||k, — k|| pour tout n € N.
n

Ainsi, on a

h = lim t,(y, — )

n—o0

et h est un vecteur tangent a S en 7.

Puisque la chaine d’inclusions (4.2) est également valable pour les fermés

correspondants, il suit immédiatement, a 1’aide du Théoréme 4.10 :

Remarque 2.1.9:

Soit S un sous-ensemble non vide d’'un espace normé réel. Si ’ensemble

S est étoilé (starshaped) par rapport & un certain z € S, alors on a

T(S,z) = cl(cone(S — {z})).

Si 'ensemble S est étoilé par rapport & un certain = € S, alors le Corollaire
4.11 affirme essentiellement que pour déterminer le cone contingent de S en 7,
il suffit de considérer uniquement les demi-droites partant de Z et passant par

S.
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Enfin, nous montrons que le cone contingent d'un ensemble convexe non

vide est lui aussi convexe.

Théoréme 2.1.10:

Si S est un sous-ensemble convexe non vide d’un espace normé réel (X, ||-

), alors le cone contingent T'(S, Z) est convexe pour tout T € S.

Preuve. Soit z € S arbitrairement choisi, et fixons deux vecteurs tangents

arbitraires hy, hy € T(S,Z) avec hy, hy # Ox. Il existe alors des suites (),

(Yn)peny d’¢léments de S et des suites (Ay) (n)pen de réels positifs telles

neN?
que
= lim x,, h;= lim \,(x, — 7).
et

T = lim y,, he= lim p,(y, — 7).

n—0o0 n—oo

Ensuite, nous définissons des suites supplémentaires (1), oy €t (2n),cy PAr

Vp ‘= A\ + i, pour tout n € N

et

1
Zn = — (AnTp + nyn) pour tout n € N.

n

En raison de la convexité de S, on a

)\TL n
T, + a yn € S pour tout n € N

" At An + pn

Zn

et on en déduit
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Chapitre 2. EDO’s sous contrainte

1
lim z, = lim — (A2, + fnYn)

n—o0 n—o0 Uy,

1

n—oo U,
An L,
= ]“ — n - T - n - r r
= lim (Vn(a: z)+ Vn(y x)—l—x)
=

et

lim v, (2, — %) = lim (A\yzp + pnYn — Vn)
n—oo n—0o0

= lim (A2 — %) + fin(yn — 7))

n—oo

= hy + ho.

Il en résulte que hy+hy € T(S, Z). Puisque T'(S, ) est un cone, le Théoréme

4.3 conduit & Passertion.

Remarquons que le cone tangent de Clarke & un ensemble arbitraire non
vide S est déja un cone convexe, tandis que nous avons démontré la convexité

du cone contingent seulement sous I’hypothése que S est convexe.

2.1.2 Conditions d’optimalité

Dans cette section, nous présentons plusieurs conditions d’optimalité qui

résultent de la théorie des cones contingents.

Par exemple, nous montrons que, pour des problémes d’optimisation convexe
avec un fonctionnel objectif continu, tout point minimal Z de f sur S peut étre

caractérisé comme un point minimal de f sur {z} 4+ T'(S, 7).
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Théoréme 2.1.11:

Soit S un sous-ensemble non vide d'un espace normé réel (X, || - ||), et
soit f : X — R un fonctionnel donné.
(a) Si le fonctionnel f est continu et convexe, alors pour tout point

minimal z € S de f sur S, il suit :

f(z) < f(z+h) pour tout h € T(S, 7).

(b) Sil’ensemble S est étoilé (starshaped) par rapport a un certain z € S

et si I'inégalité est satisfaite, alors  est un point minimal de f sur S.

Preuve. (a) Soit z € S arbitrairement fixé, et supposons que 'inégalité
principale ne soit pas vérifiée. Alors il existe un vecteur h € T'(S,z) \ {Ox} et
un réel a > 0 tels que

f@)—f@+h) >a>0 (4.4)

Par définition de h, il existe une suite (x,),.y d’éléments de S et une suite

(An)pen de réels strictement positifs telles que

z = lim =z,

n—oo
et
h = lim h,
n—oo
ou

hy, := A\p(x,, —Z) pour tout n € N.

Comme h # Ox, on a lim,, . /\l = 0. Puisque f est convexe et continue,

on obtient avec I'inégalité (4.4) pour n suffisamment grand :
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Chapitre 2. EDO’s sous contrainte

IN

A\

I
= >
&

Par conséquent, Z n’est pas un point minimal de f sur S.

(b) Si I'ensemble S est étoilé (starshaped) par rapport a un certain z € S,

alors il résulte du Théoréme 4.8

S—{z} CcT(S )

D’ou, en utilisant l'inégalité (4.3),

f(@) < f(x+h) pour tout h € S —{z},

c’est-a-dire que Z est un point minimal de f sur S.

FIGURE 2.4 — Illustration du vecteur tangent h.
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En utilisant les dérivées de Fréchet, la condition nécessaire d’optimalité

suivante peut étre formulée.

Théoréme 2.1.12:

Soit S un sous-ensemble non vide d'un espace normé réel (X, || - ||), et
soit f un fonctionnel défini sur un ouvert contenant S. Si & € S est un
point minimal de f sur S et si f est différentiable au sens de Fréchet en

z, alors il en résulte que

f'(z)(h) >0 pour tout h € T(S, ).

Preuve. Soit £ € S un point minimal de f sur S, et soit un vecteur arbitraire
h e T(S,z)\{0x} donné (pour h = Ox, l'assertion est triviale). Alors, il existe
une suite (), .y d’¢léments de S et une suite (), oy de réels strictement

positifs telles que

et

h= lim h,,

n—oo

ou

hyp := Ap(z, —Z) pour tout n € N.

Par définition de la dérivée de Fréchet et en raison du caractére minimal

de f en Z, il s’ensuit :
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Chapitre 2. EDO’s sous contrainte

F(@)(h) = £'(@) ( lim An(a, — 7))

n—o0
o . ]/ — -
= lim A, f'(z)(2n — 7)

= lim A, [f(z,) = f(2) = (f(za) = F(@) = (@) (2, — 7))]

> — lim Ay (f(aa) = £(@) = f'(2)(2, — 7))
i, L) = F@) = (@) (w0~ 2)

[ — ]

= — lim
n—0o0
=0.

Ainsi, 'assertion est démontrée.

Etudions & présent sous quelles hypothéses la condition du Théoréme 4.14
est une condition suffisante d’optimalité. Pour cela, nous définissons les fonc-

tionnels pseudoconvexes.

Définition 2.1.5:

Soit S un sous-ensemble non vide d'un espace vectoriel réel, et soit f :
S — R un fonctionnel admettant une dérivée directionnelle en un point
T € S dans toute direction x — T avec x € S quelconque. On dit que f

est pseudoconvexe en T si, pour tout x € 5,

f@)(x-2)>0 = f(z)— f(@) >0.

Exemple 2.1.4. Les fonctions f : R — R et g : R — R définies par

f(z) = xze® pour tout x € R,

et

1
- tout v € R,
g(x) e pour tout x

sont pseudoconvezes en tout T € R. Cependant, ces deux fonctions ne sont
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pas CONvexes.

Un lien entre fonctionnels convexes et pseudoconvexes est donné par le

théoréme suivant.

Théoréme 2.1.13:

Soit .S un sous-ensemble convexe non vide d’un espace vectoriel réel, et
soit f : S — R un fonctionnel convexe admettant une dérivée direction-
nelle en un point z € S dans toute direction x — avec x € S quelconque.

Alors f est pseudoconvexe en .

Preuve. Soit x € S fixé arbitrairement. Par convexité de f, on a pour tout

A€ (0,1],

fAz 4+ (1= A)x) < Af(z) + (1= A) f(2),

2.2 Exercices et solutions

(a) Soit C' un cone convexe dans un espace normé réel avec intérieur non vide
int(C'). Montrer :
int(C) = int(C) + C.

Solution :

— Inclusion directe : soit x € int(C') et ¢ € C, alors x 4 ¢ € int(C) + C.
Donc int(C) C int(C) + C.

— Réciproque : soit z € int(C) + C, donc x = y + z avec y € int(C) et
z € C. Comme C est un cone convexe et que l'intérieur d’un convexe
est stable par translation dans la direction de C', on a = € int(C'). Donc

int(C) + C C int(C).

(b) Soit X un espace linéaire réel. Prouver qu'un fonctionnel f : X — R est

sous-linéaire si et seulement si son épigraphe est un cone convexe.

Solution :
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Chapitre 2. EDO’s sous contrainte

— f sous-linéaire = épigraphe E(f) est un cone convexe :

E(f) ={(z,r) € X xR f(x) <r}.

Si f est positif homogeéne et sous-additif, alors pour tous zy,2, € X,
)\1a )\2 Z 07
f()\ll'l + )\2%2) < )\1f(l'1) + )\Qf(l'g),

ce qui montre la convexité de E(f). De plus, E(f) est un cone puisque

flax) = af(x).

— Réciproque : si E(f) est un cone convexe, alors

f(Az) = Af(z) pour tout A >0, f(0)=0, flzt+y) < flx)+f(y),

donc f est sous-linéaire.

Soit S un sous-ensemble convexe non vide d’un espace linéaire réel. Montrer
que le cone engendré par S est convexe.
Solution : Soient 21 = A;s1, T3 = A28y dans cone(.S), avec A\j, Ay > 0

et s1,59 € S. Alors :

A Ao
=(\ A
T+ 1w = (N + 2)()\1+>\281+/\1+)\282),

or la combinaison convexe —2i—s; + —2—s, € S car S est convexe. Donc
A1+A2 A1+A2

x1 + x9 € cone(S), donc le cone est convexe.

Dans R?, soit 1’ensemble
Si={(z,y) eER*| —z+y<1, 22+y<4, 0<z<3, y>0}

Déterminer le cone engendré par S.

Solution : Les contraintes sont linéaires et définissent une région ou-
verte dans le premier quadrant. Toute direction positive est atteignable via

combinaison positive d’éléments de S, donc le cone engendré est R2.
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(e)

Soit I’ensemble S défini comme dans 'exercice 4.4). Déterminer le cone
contingent & S au point (1,2).
Solution : A partir des contraintes linéaires actives au point (1,2), on

calcule les directions tangentes admissibles. On obtient :

T(S,(1,2) = {Ma,—1) | A >0, a € [-1,1]}.

Soit S” un sous-ensemble non vide d’un espace normé réel (X, || - ||) avec

intérieur non vide. Pour tout = € int(S’), montrer que 7'(S",z) = X.
Solution : Comme z € int(5’), il existe une boule B(x,¢) C S’. Ainsi,

pour toute direction h € X, la demi-droite x +th est incluse dans S’ pour ¢

petit. Donc toute direction h appartient au cone tangent, soit 7'(S’, x) = X.

Soient Si, .S, deux sous-ensembles non vides d’un espace normé réel.

i. €5 CSy=T(S1,x) CT(Sy,x) par monotonie du cone tangent.
.z € S1NSy = T(S1NSy,x) CT(S1,x) NT(Sy, x) par définition de

I'intersection.

Soit x € S C X. Montrer que le cone tangent s’écrit :

t
T(S,x)= {h € X |3a>0,3r:(0,a] = X, li%y =0, et A(t,) = 07,2+ t,h+7r(t,)
t—0
Solution : Ceci est une reformulation équivalente de la définition du

cone tangent utilisant une perturbation infinitésimale r(¢) pour permettre

une approximation plus fine des directions tangentes a .S au point x.

Montrer que le cone tangent de Clarke 7,(S, z) est fermé et convexe.
Solution : Le cone tangent de Clarke est défini comme la fermeture

des directions tangentes généralisées. Le Théoréme 2.4.5 et la Proposition

2.2.1 montrent que T,.(S,z) est a la fois fermé et convexe, car il est défini

par des limites supérieures de directions tangentes classiques.
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(j) La fonction f: R — R, f(x) = 2, est-elle pseudoconvexe ?

Solution : A z = 0, le gradient V £(0) = 0, mais il existe des directions
d telles que f(x +td) > f(0) pour ¢t > 0. Ainsi, f n’est pas pseudoconvexe

ax=0.

2.3 Théoréme de Nagumo

Soit donnée une équation différentielle

dy

%:f(xay)

Nous supposons que, dans le domaine |z — xo| < I, |y — vo| < k, que nous
noterons par B, la fonction f(x,y) est continue et qu’il existe un nombre positif

suffisamment petit € pour lequel, dans B, I'inégalité suivante

r — Tg
Y2 —

{f<x7y2) - f(xvyl)} <1

est toujours satisfaite lorsque 0 < |z —xo| < &, y1 # Yo, |y — yo| £ Me,
(1=1,2), ot M désigne le maximum de |f(z,y)| dans B.

Nous montrons alors que cette hypothése implique 1'unicité de la solution
de (1) avec les conditions initiales * = xg, ¥y = o, au moins sur Uintervalle
|z — x0| S €.

Nous ne donnons la preuve que pour le cas ou © — xg > 0, car dans 'autre

cas, la démonstration est tout a fait analogue.

Supposons, en effet, qu'il existe deux solutions différentes y;(z) et yo(x)
passant par (x = xg,y = yo) pour |z — xo| < e. Alors, il existe au moins une
valeur x = x1, avec xg < 21 < xo + ¢, telle que y; (1) # yo(z1). Nous pouvons
supposer que yo(z1) > y1(x1). Pour 2y £ x < z9+¢, on a aussi |y; — yo| < Me

pour i = 1,2.

D’aprés (2), on obtient :

Z/z(iﬁ) - 91(331)
Ir1 — Xy

f(xi,y2) = flo,p) <
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et d’apres (1),

(@ - %) < yz(iﬁ) - yl(ifl)

dx dx T1 — To

Posons :

F) =) - nle), ) = 200,

Pour ces fonctions, les relations suivantes sont valables :

F(xp) =0

F(z) = % — % = f(z,y2) = f(z, 1)
F'(z0) =0

§(w0) =0

) = Yo (1) — y1(x1) <0

1 — Zo

F'(x1) = &(x1)

Il suit de &' (xo) > F'(x0) qu'il existe une valeur hy suffisamment proche de

xo telle que :

r=a, xo<a <m (2.1)
(") > F'(2) (2.2)
(") — F'(2") >0 (2.3)

Mais nous montre que &'(x1) > F'(z1), et puisque &(x1) = F(xy), il existe
une valeur x = 2", avec 2’ < 2” < 7 suffisamment proche de x; pour laquelle

I'inégalité suivante est satisfaite :

Comme F(x) et {(x) sont continues, on en déduit d’aprés (3) et (4) qu’il
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Chapitre 2. EDO’s sous contrainte

existe au moins une valeur T entre 2’ et z” telle que

&)
o

.x."u 2 ;L e £ ouae e vid

Fig. 1 F'(z) =£(7) et
F) 2 () 2.4)

£(z) = ya(z1) —yi(@1)  we(@) —wi(@) T—m  £(2)  F'(T)

Tr1 — X Tr1 — X T — To T — To jf—ZL‘()’
_ (7)) —ui(T)
T — Xy ’

F'(z) = f(2,92(7)) = f(Z, 51(2)).
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Et d’autre part, il suit de (5) que

F(@ 92(@)) — f(e (@) = 2D 0@ o)

T — Xy

) B {f(@,9) — f(Z,0)},_. =1,

CZ’—[EO
Y2 —

c’est-a-dire <

ce qui est en contradiction avec (2). Ce qu’il fallait démontrer.

Remarques

(a) La formule (2) contient la condition de Lipschitz comme cas particulier, car

la valeur absolue de

T — 2o
Y2 —

{f(xay2) - f(l',:lh)}

devient arbitrairement petite quand |z — x| devient trés petit.

2) Comme f(z,y) est continue dans B, il existe pour tout petit nombre

positif 7 un nombre positif € tel que

’f('ray) - f(x07y0)| <n

soit vrai dans le domaine

v — 20| S e, |y—uyo| = Me

Alors, pour toute solution de (1) passant par le point (zo, ¥o),

y = yo+ {f(xo,y0) + 0} (2 — x0)

dans |x — zo| = g, ou || < 7.

Ainsi, au lieu de (2), pour |z — x| < € et |d;| <7, on peut toujours poser
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Chapitre 2. EDO’s sous contrainte

(wy) O mag

f (w90 + (f (o, o) + 02)(x — x0)) — f (x,90 + (f (%0, Y0) + 61)(x — 20))
(52 — 51

<1

(a) S’ existe une solution g(x) de (1) passant par (x = xg,y = o), alors on

peut remplacer dans (2) y; par la solution g(x).

Exemples
L.
dy — mady
dzr - x4 + 2 (m constante # 0)
On a
may

mx
< | 2 < 4 2
x4y ‘ 2 ‘ car  [2e7y| = o7 4y
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Ainsi, % est continue en tout point (x,y), et satisfait la condition de Lip-

schitz partout sauf dans un petit voisinage de (0, 0).

En effet :

mx3

(z* + y3) (2 + yi

‘f(x7y2) - f('rvy1>| =

) (= (v — 1) +y1ya(v1 — v2))

Posons y; = 0, on obtient

ma>

v+ y3

|f(x,y2) - f<x7y1)| =

: |yz —?/1|

mm3

2z | peut devenir arbitrairement grand dans tout petit voisinage de
2

ou

(0,0).

Le membre de gauche de (2) s’écrit alors, pour ce cas ou zg = 0,7 =0 :

x ( mady,  mady )  omat (2t — yip)
(

Yo —yi \2t+ys  attyl) (Pt ed)(et +yd)

2.3.1 Exemple de Lavrentieff sur 1’unicité des solutions

d’une équation différentielle

Pour ces fonctions, les relations suivantes sont valables :

F(wo) = 0 (2.5)
)= 2 W ) ) (2.6
F'xo) = 0 (2.7)
§(x9) =0 (2.8)
¢(x) = yz(m;z :‘2(“) >0 (2.9)
F'(z1) = &(11) (2.10)
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Chapitre 2. EDO’s sous contrainte

Il s’ensuit que &'(zg) > F'(xq), donc pour une valeur 2’ proche de xg, on a :

r=1a, xo<a <m
(') > F'(2)
(') = F'(z) >0

(2.11)
(2.12)

(2.13)

Mais montre que &'(z1) > F'(x1), et puisque &(x1) = F'(x1), il existe une valeur

x” proche de 1, avec 2’ < 2" < w1, telle que :

§(2") = F(a") <0

Comme F'(z) et (x) sont continues, il existe, d’aprés (3) et (4), au moins une

valeur x entre z’ et z” telle que :

Mais :

g(z) = L) =n@) () —plm) Toz (@)
_ _F/(i’) _ yz(i'_) — (@)

F'(z) = f(2,52(2)) — f(Z,51(2))

Dongc, a partir de (5), on a :

[ 0a(@) — f(@ (@) > 2E 0@ o)

T — T
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c’est-a-dire :

T — To - .
(yQ — y1>x$ {f(x7y2) - f(x7y1)}x:j Z 1,

ce qui contredit (2). C.Q.F.D.

2.3.2 Remarques et discussions

(a) La formule (2) contient la condition de Lipschitz comme un cas particulier,

car la valeur absolue de :

r — TIg
Y2 — W1

{f(x,92) = f(z, 1)}

devient arbitrairement petite lorsque |z — x¢| tend vers zéro.

(b) Etant donné que f(z,y) est continue dans B, il existe pour un 1 > 0 une

valeur € > 0 telle que :

|f(z,y) — f(xo,90)| <7

lorsque :

| —xo| <&, |y—wol < Me.

Alors pour toute solution de (1) passant par le point (z¢,yo), on a :

y = yo + {f(zo,90) +0}(x —x0), oul[d| <n.

Ainsi, au lieu de (2), pour |z — x| < € et |0;] <, on peut écrire :

fAwo, 90 + (f (0, 0) + 02)(x — w0)} — f{z, 90 + (f(20,0) + 61)(x — 20) }

F— <1

(pour i = 1,2)
(c) Siune solution g(z) de (1) passant par (xg, yo) existe, on peut utiliser cette

solution comme y; dans (2).
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Chapitre 2. EDO’s sous contrainte

2.3.3 Exemples et clarification

I. Considérons :

d ma?
d—y =i y2 (m constant)
r ity
On a :
ma3y mx 5 P
PR _‘—2 , car |2z7y| <z +y

Ainsi % est continue en tout point (x,y) et satisfait la condition de Lip-

schitz partout sauf dans un voisinage de x = 0,y = 0.

maz>

|f($ay2)_f($7y1)| = ($4+y%)($4+y%

) (354(?/2 — 1) + iy (yr — yz))

En posant y; = 0, on obtient :

ma3
vt + 3

|f(x,y2)—f(x,y1)|: '|y2_y1|

Cette expression peut devenir arbitrairement grande dans un voisinage de

x=0,y=0.

II. Lavrentieff a proposé I’équation différentielle :

dy

avec f(x,y) continue sur B ={0 <z < 1,0 <y < 1}, et dont les solutions

ont des points de branchement partout denses dans B.

Une légére modification de 'exemple de Lavrentieff donne une équation :

dy

—F
T (z,y)

avec F'(z,y) continue dans By = {0 < z < 1,0 < y < 1}, les points de
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branchement y sont aussi denses, mais y = 0 est la seule solution passant par

(w0, Yo)-

En divisant By en bandes B, délimitées par y = 2%, on définit :

f(xay* B 1)

om dans B,

F(x,y) =

Ainsi, F'(z,y) est continue, F(z,0) =0, et :

Et pour un zy quelconque, 'inégalité :

(x — x0)F(x,y2)

< |x—xo|M
Y2

est satisfaite pour |z — x| suffisamment petit, ce qui prouve que y = 0 est
I'unique solution. Pourtant, les points de branchement sont denses dans Bj.

C.Q.F.D.

2.4 Exercices et solutions

Exercice 1 Considérons I’équation différentielle :

Y= fay) = VIl y(0)=0.

(a) Montrer que f n’est pas lipschitzienne en y au voisinage de y = 0.
(b) Vérifier si le théoréme classique de Cauchy-Lipschitz peut étre appliqué.
(c) Etudier si le théoréme de Nagumo permet de garantir I'unicité de la solu-

tion.

Solution

(1) f(z,y) = +/|y| n’est pas lipschitzienne :

|y2—y1|
|\/y2_\/y1|: )
VY2 + /N
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Chapitre 2. EDO’s sous contrainte

qui devient non borné lorsque ¥,y — 0. Donc f n’est pas lipschitzienne au

voisinage de y = 0.
(2) Le théoréeme de Cauchy-Lipschitz ne peut donc pas étre appliqué.

(3) Pour Nagumo :

‘f(ﬂ)jf(o)‘
Y

8-
Ks§)

On doit avoir :
1

[\

<

Sl-

|z
Mais ce n’est pas vrai en général, donc Nagumo ne garantit pas l'unicité. En

effet, ’équation admet une infinité de solutions passant par (0,0) :

e}

six <a,
y(x) = a> 0.

(x —a)? siz>a,

=

Exercice 2

Considérons 1’équation :

dy
i ‘In(1+Jy]), y(0)=0.

(a) Montrer que f(y) = yIn(1 + |y|) n’est pas lipschitzienne prés de y = 0.
(b) Vérifier si elle satisfait une condition de Nagumo.

(¢) Conclure sur 'unicité de la solution.
Solution (1) Dérivée de f :

y
14 [y|’

fy) =1+ [y|) +

non bornée globalement. Donc f n’est pas lipschitzienne.

(2) Pour petits y, In(1 + |y|) = |y|, donc f(y) =~ y*. Alors :

‘f(yz) —f(y)

1 .
< C. < — pour |z| petit.
Y2—U

|

Donc la condition de Nagumo est satisfaite localement.
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(3) Conclusion : I'unicité est garantie par le théoréme de Nagumo au voisi-

nage de (0,0).
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Chapitre 3

Notion de stabilité

3.1 Introduction

Dans cette section on considére que f ne dépend pas de t et est toujours

localement lipschitzienne de R™ dans R™. On considére alors le systéme suivant

X'(t) = f(X(1)), (3.1)
et le probléme de Cauchy associé, pour X € R”,

X'(t) = f(X(t), 0<t<+oo, (3.2)

X(0) = X

Soit a € R". Le point a est point d’équilibre du systéme X'(t) = f(X(t))
si la fonction constante et égale & a est solution de ce systéme. Elle est donc
solution de (3.2) avec Xy = a. (On dit aussi que la fonction constante et égale

& a est une solution stationnaire du systéme.)

Bien sir, une condition nécessaire et suffisante pour que le point a soit

point d’équilibre est que f(a) = 0.

Soit a € R™ un point d’équilibre du systéme ( 3.1 ).

(a) On dit que a est un point d’équilibre (uniformément) stable de (3.1 ) si
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pour tout € > 0 il existe d > 0 tel que

Le probléme (3.2) a une solution globale notée X

Xo—all <d=>
1%o = al et sup || X(t)—a| <e.

te[0,+o0[

(b) On dit que X, est instable si X, n’est pas stable.

(¢) On dit que X, est asymptotiquement stable si Xy est stable et si il existe
0 > 0 tel que

Le probléme (3.2 ) a une solution globale notée X
”XO — GH < o —
et lim [|[X(¢) —al =0.
t——+o0

Dire que le point d’équilibre est uniformément stable revient a dire que si
I’on part suffisamment proche de ce point d’équilibre, on reste proche de ce
point d’équilibre (c’est 'exemple du pendule). Dire que le point d’équilibre est
asymptotiquement stable revient a dire que si ’on part suffisamment proche
de ce point d’équilibre, on tend vers ce point d’équilibre quand ¢t — +oo (c’est

I'exemple du pendule amorti).

Dans la suite, on étude la stabilité des systémes autonomes linéaires

3.2 Systémes autonomes linéaires

Soit A € M,,(R), on considére le systéme suivant :
X'(t) = AX(t),t > 0 (3.3)

La fonction identiquement nulle est solution de (3.3). Autrement dit 0 est
un point (de R™ ) d’équilibre pour le systéme (3.3 ) (on dit aussi que 0 est
un point stationnaire). Cette solution est-elle stable ou instable ? La réponse
est apportée par le théoréme suivant, dont la preuve sera donnée a la fin du

chapitre.

(Stabilité d'un systéme différentiel linéaire)
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Chapitre 3. Notion de stabilité

Soit A € M,,(R). On note Sp(A) 'ensemble des valeurs propres de A. Si \ est
une valeur propre de A, on note R(\) sa partie réelle. On distingue plusieurs

cas .

(a) Si VA € Sp(A),R(A) < 0, alors 0 est stable et méme asymptotiquement
stable.

(b) Si 3X € Sp(A) tel que R(A) > 0, alors 0 est instable.

(c) SiVA e Sp(A), R(A\) < 0 et il existe A € Sp(A) avec R(N\) = 0, alors on
distingue deux sous-cas (on rappelle que mgq(\) (resp. mgy(X)) désigne la
multiplicité algébrique (resp. géométrique) d’une valeur propre \ ) :

a) SiVA e Sp(A) tel que B(A) =0 on a m,(A) = my(N), alors 0 est stable,
mais non asymptotiquement stable.

b) Si 3 € Sp(A) tel que R(A) = 0 et my(A) > my(A), alors 0 est instable.

(Un cas 2 x 2 ). Soit le systéme

'y (t) = xo(t),t >0
wy(t) = —a1(t),t > 0,

qui s’écrit
X' = AX
avec
0 1
A —
-1 0

Le polynome caractéristique associé a A est P4(1) = 1% + 1. Les valeurs
propres sont donc A = 4i. On est dans le cas 3a du théoréme 3.2. le point

d’équilibre 0 est stable mais n’est pas asymptotiquement stable.

La prochaine section est consacré a 1’étude des systémes autonomes non

linéaires
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3.3 Systémes autonomes non linéaires

Nous allons étudier la stabilité d’un point d’équilibre du systéme non-

linéaire suivant

X'(t) = f(X(t)), t>0. (3.4)

On suppose que f € C'(R") et f(a) = 0 pour un point a € R™. (A vrai
dire, on a simplement besoin dans la suite que f soit de classe C!' dans un

voisinage de a ).
Le point d’équilibre a est-il stable ou instable ?

D’apreés la définition de la dérivée d'une fonction, sin =1,

f(@) = fla) + (z — a) f(a) + & — ale(x),

avec lim e(z) = 0. Sin > 1 on a, de maniére similaire,
T—a

f(X) = fla) + A(X —a) + [|[ X —a[e(X),

ol )1(1m £(X) =0 et A est la matrice jacobienne de f au point a.
—a

(On rappelle que I'application y — Ay est la dérivée de f au point a.)

Prenons par exemple n = 2. On note f; et f5 les deux composantes de f et

x1 et x5 les deux composantes de X, de sorte que

£1(X) D) L)
e N
f2(X) 8_1:1<a a—@(a

On note A = J¢(a) la matrice jacobienne en a de f. Si a est un point

d’équilibre de (3.4), on a f(a) =0 et

FX) = f(Q) +A(X = a) +]|X = alls()

=0
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Chapitre 3. Notion de stabilité

On pose X —a =Y, on a alors :

fY +a)=AY +Ye(Y), lime®¥)=0

1
Y—0

Le systéme (3.4) devient, avec g(Y) = Ye(Y),

Y'(t) = AY (t) + g(Y (¢)) (3.5)

Ceci permet de ramener I'étude de la stabilité du point a pour le systéme

(3.4) a I'¢tude de la stabilité de 0 pour le systéme (3.5).

(Stabilité du systéme non linéaire par ’étude du systéme linéarisé)

Soit f € C' (R") et a € R™ tel que f(a) = 0. On consideére le systéme diffé-
rentiel non linéaire autonome (3.4). On note A = J;(a) la matrice jacobienne
de f en a.

(a) SiVAe Sp(A),R(N\) <0, alors a est asymptotiquement stable.
(b) Si3A € Sp(A) tel que R(A) > 0, alors a est instable.
(c¢) SiVA e Sp(A),R(N) <0 et il existe A € Sp(A) avec R(A) = 0, on ne peut

pas conclure par I'étude de J¢(a).

Démonstration. Nous donnons ici seulement la démonstration pour n = 1. Elle
est beaucoup plus simple que celle du cas n > 1. Supposons donc n = 1, la

matrice jacobienne de f au point a est alors le nombre réel f'(a) (identifié a

un élément de M;(R) ).

(a) Premier cas : f'(a) < 0. Le premier cas du théoréme 3.2 correspond a
f'(a) < 0. Dans ce cas, il existe dg > 0 tel que f/'(z) < 0 pour tout z tel

la — z| < . Par le théoréme des accroissements finis, il existe 6 entre a et

z tel que f(z) — f(a) = f'(0)(z — a). Comme f(a) =0, on en déduit
f(z)=f(z) — fla) >0sia—0dp <z <a, (3.6)
f(z)=f(2) — fla) <0sia<z<a+d. (3.7)

Soit x la solution maximale de (3.4) correspondant a la condition initiale
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x(0). Sia — 9y < z(0) < a, la fonction x commencera par étre strictement
croissante, grace a (3.6) (et /() = f(z(t)) ), et restera strictement crois-
sante tant que x(t) < a. Mais comme la fonction constante égale a a est
solution de (3.4), il est impossible qu'il existe ¢ tel que z(t) = a. On en
déduit que la solution z est globale et que a — 6y < 2(0) < z(t) < a pour
tout t €] 0, +o0[. Si a < 2(0) < a+ dp, un raisonnement analogue, utilisant
((3.7)), donne que x est strictement décroissante et a < z(t) < z(0) < a+dy
pour tout ¢ €] 0, +o0].

Ceci montre la stabilité de a. En effet pour tout ¢ > 0, il suffit de

prendre 6 = min {e,dy} et on obtient

|2(0) —a|] <0 = |z(t) — a| < e pour tout ¢ > 0.

Pour montrer la stabilité asymptotique de a, on remarque que si |z(0) —
a| < &g, la fonction z(t) est monotone bornée. Elle a donc une limite en +o00
notée c. Cette limite appartient a U'intervalle |a—dg, a+ 6y [. En remarquant
que pour tout t > 0, il existe §; € [t,t + 1] tel que z(t + 1) — z(t) =
x' (0;) = f (z (6:), on en déduit que f(c) = 0, ce qui prouve que ¢ = a (en
effet, grace a (3.6), (3.7) a est le seul point de U'intervalle Ja — &y, a + dp[ ot

f s’annule). Ceci montre bien la stabilité asymptotique de a.

Second cas : f'(a) > 0. Un raisonnement analogue au précédent nous donne

I’existence de 9y > 0 tel que

f(z)=f(z) — fla) <0sia—dy <z <a, (3.8)

f(z2)=f(z) — f(a) >0sia<z<a+ d. (3.9)

Soit z la solution maximale de (3.4) correspondant a la condition initiale
x(0). Cette solution est définie sur Uintervalle [0,T,,[. On va montrer que
si x(0) # a,

sup |z(t) —al > do.
t€[0,Tm |

(Ceci montre bien I'instabilité de a.)
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Il suffit, bien stir, de considérer le cas ou |z(0)—a| < dg. (Car |2(0)—a| <
S |z(t) = al.)

Sia—dy < 2(0) < a, la fonction = commencera par étre strictement
décroissante grace a (3.8) (et 2/(t) = f(z(t)) et restera strictement dé-
croissante tant que a — dp < z(t). Il est impossible que a — §y < x(?)
pour tout ¢ € [0,7,,[ car on aurait alors T,, = +oo (car il n'y au-
rait pas explosion en T, ) et (comme dans le premier cas) on aurait
limy 100 (t) = c avec a — 0y < ¢ < a et f(c) = 0 en contradiction avec
(3.8). Ceci montre qu’il existe t; > 0 tel que x(t;) < a — J et donc
SUDejo7, |2(t) — al > |z (t1) — al > do.

On peut d’ailleurs aussi remarquer que x(t) < a — &y pour tout ¢t > t;
(ceci peut se montrer par I'absurde, si t5 est le premier point aprés ¢; pour
lequel x (t2) = a — &y, on a alors 2’ (t3) > 0, mais 2/ (t2) = f(z(ty)) =
f(a—0dg) <0 grace a (3.8). C’est donc impossible).

Un raisonnement analogue peut étre fait si a < z(0) < a + dy.

Il donne aussi sup,¢|y [7(t) — al > do. On a bien montré I'instabilité de

Cecl termine la démonstration du théoréme 3.2 dans le cas n =1

3.4 Preuves des théorémes de stabilité

A e M,(R) et a = 0. Le systéme considéré est alors le systéme (3.3).

On étudie la stabilité de la solution d’équilibre X = 0. On rappelle que par

définition,

(a) 0 est stable si :

Ve > 0,36 > 0 tel que HX(O)H <d= sup || X(@)]<¢e
te[0,+o0[

(b) 0 est asymptotiquement stable si 0 est stable et lim [|X(¢)|| =0

t—+00
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3.4.1 Preuve du théoréme de stabilité linéaire

On étudie ici le probléme (3.3). L'objet de cette section est de donner la
démonstration du théoréme 112 dans le cas n = 1 et n = 2. Nous utiliserons

les notations suivantes :

xq
Ae Mn(R>, X = )

Tn

| X|| = max{|z;|,i € {1,...,n}}, ||A|| =max{|A;;|,i,j € {1,....n}}.

Nous allons d’abord traiter le cas n = 1 (qui est simple) puis le cas n = 2

(qui contient l'essentiel des difficultés du cas n > 1 ).

Cas linéaire, une seule équation (n=1)

Supposons dans un premier temps que n = 1. Le probléme s’écrit (pour a

et (¥ donnés) :

(3.10)

La solution de (3.10) est x(t) = xoe™.

(a) Sia <0, alors |z(t)] < |zo| et 0 est donc solution stable (uniformément).
(b) Sia <0, tliin z(t) = 0 et 0 est donc solution asymptotiquement stable.
—+00

(c) Sia> 0,29 # 0 alors sup |z(t)| = 400, I'équilibre 0 est donc instable.
t€[0,400]

Cas linéaire, systéme : n = 2

On considére le probléme de Cauchy associé au probléme (3.3), qui sécrit :
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X'(t)=AX, t>0
(3.11)
X(0) = X,

A partir de maintenant, on suppose n = 2 et on note A, A\ les deux racines
du polynéme caractéristique de A (avec éventuellement A\; = Ay ). On étudie

successivement les trois cas du théoréme 3.2 .

Cas 1, R(\) <0, (\2) <O.

Nous allons démontrer ici, en distinguant trois sous-cas, que 0 est asymp-
totiquement stable.

1. Cas ou A diagonalisable dans R. Il existe donc Aj, Ay € R, A\ < Ay < 0 et

{1, 2} base de R™ tels que
Apr = M1,  Apa = Aapa.
La solution générale du systéme (3.11) est
X(t) = XO@) + e XD(t) avee XD (1) = eMtpy, XD(1) = ey,

On a donc
La solution de (3.11) est X (¢) = M (¢)M(0)~1X(0). (Noter que la ma-
trice M (0) est bien inversible car o1, @9 sont linéairement indépendantes).

(Bornes sur la solution). Avec les notations précédentes, on a

(a) [[M@)]

< et et ¢ > 0 ne dépend que de ¢ et ¢,
(b) IX(t)]| < b||X(0)]|e*! et b > 0 ne dépend que ¢ et s

En posant § = ¢/b on obtient la stabilité ( comme tlir+n | X (t)]] = 0, on
— 400

obtient méme la stabilité asymptotique.

2. Cas ou A est diagonalisable dans C et non dans R. Dans ce cas A\; =
a—+ib, A = a—if avec B # 0. Soit ¢ = ¥ + ix tel que Ap = A\jp. On

a déja vu que {19, x} est une base de R%. La solution générale du systéme
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(3.11) est
X(t) = XD@) + ,X2(1)

XW(t) = e (cos(Bt)yp — sin(Bt)x), X (t) = e™(sin(Bt)y + cos(5t)x)

On a donc X (t) = M(t)C avec

C= M(t) = | XO(@) XO(1) | € Mo(R)
Co
La solution de (3.11) est X (t) = M (t)M(0)~*X(0). (Ici encore, on peut
noter que la matrice M (0) est bien inversible car ¢, x sont linéairement

indépendantes).

Un lemme analogue au lemme 3.4.1 est peut étre démontré de maniére

similaire.
(Bornes sur la solution). Avec les notations précédentes, on a

ce® et ¢ > 0 ne dépend que de p; et ¢,

(a) [[M@)]

<
(b) |IX(®)|| < bl|X(0)]|e* et b > 0 ne dépend que ¢ et ¢y

Comme « < 0, on obtient la stabilité en posant § = ¢/b. Puis, Grace a

a < 0, on obtient méme la stabilité asymptotique.

3. Cas ol A est non diagonalisable. Si A est non diagonalisable, cela signifie
que Ay = Ay = A € R et que m,(\) = 2,my(A\) = 1. La solution générale
du systéme (3.11) est alors

X(t) = XO@) + o XP(t) avee XD (1) = Mo, XD(t) = My + ty),

ol Ay est un vecteur propre associé a \, i.e. Ap = Ap, et 1) est un vecteur

tel que , v forment une base de Ker(A — AI)? (et donc ici une base de R?
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). On a ici encore X (t) = M(t)C avec

C1 At t t
C = M(t) = | eMp My +typ) } =% [ e¥p €% (Y +1p) ]
Co
La solution de (3.11) est toujours X (¢) = M (¢)M(0)~*X(0). Comme
A < 0, les fonctions ¢ — €% et ¢ te sont bornées sur R, . On en déduit
que | M) < ae’* avec a ne dépendant que de ¢, et A\. On a également
X (¢)]| < be || X(0)] avec b ne dépendant que de ¢, 1 et A. Ceci donne la

stabilité asymptotique de 0.

Cas 2 : il existe A € Sp(A) tel que R(A) > 0. On distingue les cas A € R

et A e C.

(a)

Cas A € R. Soit ¢ € R?, ¢ # 0 tel que Ap = Ay, de sorte que la fonction
définie par XV () = e My est une solution de (3.11).

Pour tout £ > 0, la fonction X () = ee*y est la solution de (3.11) avec
la donnée initiale X (0) = .
Comme sup,. [[eX ()| = +o0o et que || X (0)|| est arbitrairement petit, ceci

montre que 0 est un équilibre instable.

Cas A € C (et non dans R ). Supposons maintenant que A soit complexe :

A=a+if,a>0, [ #0. Soit ¢ tel que Ap = \p, ¢ = 1+ ix. La fonction

X(l)(t) = ™ (cos(Bt)y — sin(Bt)x)

est solution de (3.11). On utilise maintenant le fait que ¢ # 0. Pour tout
e > 0, la fonction X (t) = ee®(cos(5t) —sin(5t)x) est la solution de (3.11)

avec la donnée initiale X (0) = e¢. On a alors :
onp [eX (1) = oo, [eX(O)] < <l

Ceci prouve que 0 est un équilibre instable.
Cas 3: 9%()\1) < 0,8%()\2) < 0 et 3%()\1)8%()\2) =0.

On peut supposer sans perte de généralité que R (A1) = 0. (Noter qu'il est
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possible que A\; = \y.)

(a) Cas 3(a): VA € Sp(A) tel que R(A) = 0 on amy(A) = my(A). Si A\; # Ay on
a donc aussi m, (A2) = my (A2) (plus précisément m, (A2) =my (A2) =1 ).
Si A1 = Ay (C’est-a-dire m, (A1) = 2 ), on a alors m, (A1) = m, (A1) = 2. La
matrice est donc toujours diagonalisable (dans R ou C ). On a profité ici du
fait que n = 2 (pour n > 2, la situation serait un peu plus complexe). On
distingue maintenant les cas A diagonalisable dans R et A diagonalisable
dans C.
(a) Cas A est diagonalisable dans R. Comme Aj, Ay € R, la solution gé-

nérale de (3.11) est donnée par les fonctions X et X® (avec Ap; =
Xigi, i #0,i=1,2)

XO(F) = Mgy XO(1) = g,

On a donc M(t) = [ Mty e My, | et, comme \; < 0 pour i = 1,2,
il existe a et b ne dépendant que de p; et @y tels que ||[M(t)|| < a, et
I|X(t)]] < 0| X(0)]] pour tout ¢ > 0. Le point 0 est donc un équilibre
stable. Mais 0 n’est pas asymptotiquement stable car Ay = 0 et donc,
pour tout € > 0, la fonction constante égale a ey est solution de (3.11).
(b) Cas A est diagonalisable dans C (et non dans R ) Supposons mainte-
nant que \y = a+iff =if et Ay = a —if = —iff (avec f # 0 ). Avec
les notations habituelles, la solution générale de (3.11) est donnée par

les fonctions

XO(t) = cos(Bt) —sin(Bt)x  X(t) = sin(BE)4 + cos(Bt)x

On a donc : | M (t)|| < a, avec a ne dépendant que de ¢, x et || X (¢)| <
b|| X (0)]| avec b ne dépendant que de ¥, x. Il y a équilibre stable en
0. Par contre, comme dans le cas A diagonalisable dans R, 0 n’est pas
asymptotiquement stable.

(b) Cas (3B) : IX € Sp(A) tel que R(A) = 0 et my(A) > my(A). Dans le cas

n = 2 considéré ici, ce cas correspond a 0 € Sp(A) et m,(0) = 2,m,(0) = 1.
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La solution générale de (3.11) est donnée par les fonctions
XW(t)y=¢ XO(t) =y +typ,

avec ©,7 € R? non nuls. La fonction X V) est bornée mais SUDjeR HX(z) (t) ||
+00.
Il y a donc équilibre instable en 0 , car ||eX®(0)|| = [e][¢)|| est aussi petit

que I'on veut (et non nul) alors que sup;cg, |eX®(t)]| = 400 pour € # 0.

(Pendule pesant linéarisé).
Considérons a nouveau ’exemple du pendule pesant linéarisé. On rappelle que

I’équation est

2"(t) + x(t) = 0,t > 0. (3.12)
(1) 0 1
On pose z1(t) = z(t),z2(t) = 2/(t), X(t) = et A =
(1) -1 0

L’équation (du second ordre) (3.12) se rameéne donc au systéme X'(t) = AX.
Les valeurs propres de la matrice A sont +i. On peut retrouver ce résultat

directement, les solutions du systéme sont
x1(t) = acost + fsint  x9(t) = —asint + fcost, a = x1(0),5 = x2(0)

On a alors : || X(¢)|| < |of + 8] < 2||X(0)]] pour tout ¢. Ce qui prouve la
stabilité de O .

On passe maintenant a la théoréme de stabilité dans le cas non linéaire.

3.5 Preuve partielle du théoréme de stabilité,

cas non linéaire

On se place maintenant sous les hypothéses du théoréme 3.2 et on considére
le systéme différentiel non linéaire (3.4), et a € R™ tel que f(a) = 0. Le cas
n = 1 a été démontré dans le cas précédent. On va s’intéresser ici au cas

n = 2 (qui contient 'essentiel des difficultés du cas n > 1) et on ne démontre
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que l'item 1 du théoréme, c.a.d. que si R(A\) < 0 pour tout A € Sp(A), alors
a est asymptotiquement stable. En posant Y = X — a I’équation sur Y est
Y'(t) = f(Y(t) +a) = h(Y(t)) avec h définie par h(z) = f(z + a). (Noter
que h € C*' (R",R") car f € C*(R",R").) On rappelle ge l'on note J;(a) la
matrice jacobienne en a de f et J;,(0) la matrice jacobienne en 0 de h. Comme
Jn(0) = J¢(a), il suffit de démontrer le théoréme 13 pour une fonction f telle
que f(0) = 0, avec a = 0. Comme on suppose que n = 2, on note xy,xs les

composantes de X, et le systéme (3.4) s’écrit

7y(t) = fu (z1(t), 22(t)) £ > 0,

2h(t) = fo (21(t), x2(t)) ,t > 0.
La dérivabilité de f au point 0 donne, pour tout Z € R2,

F(2) = f(0)+ J((0) Z + | Z||e(Z) = AZ + g(2),

=~ ——
=0 A 9(2)
of 0
avec A = J;(0) = 1h G ,9(2) = ||Z)|e(Z) et lime(Z) = 0.
Ofa Oafs 770

Le systéme (3.4) s’écrit donc X'(t) = AX(t) + g(X(t)). Noter aussi que
g € C' (R?). Par hypothese, on a R (A1) < 0 et R (Ay) < 0 pour Ay, Ay € Sp(A),
et on veut montrer que 0 est asymptotiquement stable. On commence par
un calcul semblable & celui que l'on fait avec la technique "variation de la
constante". Soit X la solution maximale de 9.13 avec donnée initiale X (0)
(cette solution est donc définie sur [0, T,[). On pose C(t) = e A X(t) et on a
donc X (t) = eC(t). On en déduit que

X'(t) = AeMO(t) + (1)
— AX(1) + g(X (1)) = AMC(r) + (X (D)
Ceci donne que C'(t) = e~ g(X(¢)). Comme
aw;fa@w+ama0@:X@
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on obtient

On en déduit la formule suivante, dite formule de Duhamel :

t
X(t) = e X(0) —|—/ A=) g(X (s))ds, pour tout t € [0, T,,][.
0

Pour la suite, on suppose sans perte de généralité, que R (A;) < R(\2) =
2a0 < 0. en utilisant le fait que e = M(¢)M(0)7}, il existe b, ne dépendant

que de 1, po (vecteurs propres associés a \; et Ay ) tel que ||eAtH < be® pour

tout t+ > 0 (on peut par ailleurs remarquer que b > 1 ). Compte tenu
de la définition de la norme (dans R? et dans My(R) ), ceci donne, avec

b=2b, |e*Z| < be®!|| Z|| pour tout Z € R%. On a donc

t
1 X ()] < be™||X(0)| +/ be® =) ||g(X (s))||ds pour tout t € [0, T,,].
0

On utilise maintenant le fait que g(Z) = ||Z]|e(Z). Comme ¢(Z) — 0

lorsque Z — 0, on a

VE> 0,30 >0: || X| <d=[e(X)] <&

Soit donc € >0et 0 < T < 1T,,. Si

Vs e [0,T], [X(s)]| <6, (3.13)

on a alors, pour tout s € [0, 7], ||g(X)|| < || X]|€ et donc, pour tout 0 < ¢t <
T,
t
e X @) < bH)((O)H-+.}£ be™**[| X (s)[|€ds

On applique une technique de Gronwall ; en posant

o(t) = DIX(0) + / be~ | X (s) | ds,
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I'inégalité précédente donne

¢(t) = b X (t)lle™™" < bEp(t).

On a donc ¢'(t) — bep(t) < 0 pour tout 0 < ¢t < T. En posant ¢(t) =
o(t)e "t on obtient

W(t) = (¢(t) — ebp(t)) e < 0,

La fonction 1 est décroissante et donc 1(t) < 1(0) pour tout 0 < ¢ < T.
On en déduit

o(t)e ¥ < p(0) et donc o(t) < bl| X (0)]|e?F"

Comme || X (t)|| < e™p(t), on a [|X(¢)|] < b]|X(0)]e**e™ pour tout 0 <
t < T. En choisissant £ = —Z (ce qui est possible car a < 0 ), on obtient, &

condition que (3.13) soit vérifiée,

| X (1)]] < b X(0)]|e2! pour tout 0 <t <T (3.14)

On va montrer maintenant que si || X(0)| < 2, alors la condition (3.13)
est vérifiee pour tout T < T,,, que T,, = +oo et (3.14) est vraie pour tout
t > 0 (ce qui donne la stabilité asymptotique de 0 ). On suppose donc que
|X(0)]] < 4. Ceci donne, en particulier, | X(0)|| < & (car on a déja vu que
b > 1). On montre par I’absurde que || X (¢)|| < 0 pour tout ¢t < T},,. En effet,
sinon on pose

T = inf {t € [0, T,ul, || X (0)[| = 5}

OnaT > 0car || X(0)]| < det(3.13) est vérifie. On a donc (3.14), ce qui donne
pour t = T, | X (T)|| < b|X(0)||e2” < §, en contradiction avec la définition de

T. On a donc montré que ||X(t)|| < § pour tout ¢t < T,,. Ceci donne d’une part
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que T, = +oo (il n'y a pas "explosion" en T, ) et d’autre part que
| X ()] < b||X(0)]|e2" pour tout 0 < ¢ < +oo.

On en déduit que 0 est asymptotiquement stable.

3.6 Exemples

3.6.1 Pendule non linéarisé

Revenons maintenant a I’exemple du pendule et considérons le modele du

pendule non linéarisé.

2"(t) + % sin(z(t)) = 0 (3.15)

Dans 'équation (3.15) g correspond a l'intensité de la pensanteur et ¢ la

longueur du fil, On suppose que ¢ = 1. On pose 71 = x et 1, = 2’. Alors :

On sait que (0,0) ainsi que (7, 0) sont deux points d’équilibre. La matrice

jacobienne sécrit :

0 1
Iy (21, 22) =
—cos(z1) O
Si 1 = 2 = 0 alors J¢(0,0) = dont les valeurs propres sont
-1 0
+i. On ne peut donc pas conclure avec le théoréme 3.2. Si z; = 7 et zy =
0 1
0, Js(m,0) = , dont les valeurs propres sont +1. L’équilibre est donc
10
instable.
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3.6.2 Modéle de Lotka-Volterra

Le systeme de Lotka-Volterra peut s’écrire :

(1) = 21 (t) (@ — b (1))
zy(t) = xa(t) (—c+ daq (1)) .

On rappelle que a > 0,0 > 0,¢ > 0,d > 0. Les points d’équilibre sont (0, 0)

et (g, %) La matrice jacobienne est :
a — bxy —bxy
Jr (21, 22) = :
dxs —c+dx;
a 0
Sizy = 9 = 0 alors J¢(0,0) = , et le point (0,0) est instable.
0 —c
Sizy =% xy= 7 alors

0 b
PG|

Le polynéme caractéristique de cette matrice est A2+ % = A +4ac. Les valeurs
propres sont +iy/ac. On est dans le cas 3) du théoréme 3.2 et on ne peut pas

conclure.

3.7 Stabilité au sens de Lyapunov

Les solutions stationnaires constituent des états d’équilibres dont la sta-
bilité (ou l'instabilité) est importante du point de vue des applications. En
réalité, un systéme physique est toujours soumis a des perturbations, aussi
infimes soient-elles, et lorsqu’on cherche des simulations numériques, on fait

nécessairement des erreurs de mesure ou des erreurs d’arrondis.

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude du comportement asymptotique

des solutions stationnaires (c’est-a-dire les points d’équilibres) pour des don-
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nées initiales proches d’une solution stationnaire, en faisant intervenir la théorie
de Lyapunov. Celle-ci fait appel & des fonctions particuliéres au voisinage de
I’équilibre, permettant de controler le comportement asymptotique des solu-

tions stationnaires.

3.7.1 Exemple d’application

On commence par I’exemple suivant qui illustre 1'idée générale de la théorie
de Lyapunov.

Exemple 1 (Champs de gradient). Soit le systéme différentiel

/(1) = f(x(t)) (5.2.1)

ou f est un champ de vecteurs de gradient, c’est-a-dire :

f(x) = =VV(z),

ou V:Q C R" — R est une fonction de classe C* sur  (de fagon que f

soit de classe C* sur ).

Par définition, le gradient de V' vérifie que :

o V@) = V(@) =DV b

0,
= 1A

d’ou :

D,V -h=(VV(z),h), VheR"

Comme la dimension est finie, on a :
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= f(z(t)), c'est-a-dire f(zo) = 0,

Soit g un point d’équilibre pour z’(t)

donc VV (zq) = 0, ce qui implique :

oV
=1,... — =0.
v] ) , 10, aa:j (l’o) 0

C’est-a-dire que x( est un point critique de la fonction V.

—VV(z(t)), la dérivée totale de V' par rapport

Comme 2'(t) = f(z(t)) =

au temps est :

%V(x(t)) = VV(x(t))a'(t) = (VV(2(t), =VV(2(1)) = = |[VV(z(t))|* <0, VL.

3.7.2 Fonction de Lyapunov
Définition 5.3.1 (Fonction de Lyapunov). Soit 2y un point d’équilibre

de I’équation différentielle autonome

(5.3.1)

et soit 2 un ouvert de R™ contenant x.

Une fonction V : Q — R de classe C! est appelée une fonction de Lyapunov

pour f en x si:

(a) V(zo) =0et V(z)> 0 pour tout x € Q\ {zo},
(b) la dérivée de V' le long des solutions de (5.3.1) satisfait

SV (alt) = VV(alt) - f(a(1) <0, VreQ

Théoréme 5.3.2. Si une fonction de Lyapunov V existe pour zy dans un

voisinage €) et si sa dérivée le long des trajectoires est strictement négative,

c’est-a-dire :

d
EV(x(t)) <0 VzeQ\{zo},
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alors zy est un point d’équilibre asymptotiquement stable.

Remarque. La condition £V (z(t)) < 0 implique la stabilité (au sens de
Lyapunov), mais pas nécessairement la convergence des solutions vers . Il

faut la stricte décroissance pour garantir la convergence.

3.7.3 Bassin d’attraction

Définition 5.3.3. Le bassin d’attraction d’un point d’équilibre stable zq
est 'ensemble des points z € R” tels que la solution z(¢) du systéme (5.3.1)

vérifiant z(0) = « vérifie :

tlgl—noo l’(t) - o

Cet ensemble est en général ouvert et peut étre strictement inclus dans le

domaine de définition de f.

3.7.4 Exemples d’application

Exemple 1. Considérons le systéme non linéaire :

z1(t) = =21 (1) + 23(t), (5.3.4)

wy(t) = —wa(t),
On observe que 2o = (0,0) est un point d’équilibre.
On définit la fonction V : R? — R par :
Lo o
Vi(zy,@2) = 5(% + z3)

Alors V est de classe C! et :

V(0,0) = O, V(l’l,.IQ) >0 V(Jfl,l’Q) # (0,0)

Calculons la dérivée de V' le long des solutions :

87



d
—V(z(t) = 212 + 227 = z1(—21 + 23) + 20(—22) = —2F + 2125 — 13

dt

Ce n’est pas forcément < 0 partout, donc V n’est pas une fonction de
Lyapunov stricte. Cependant, on peut encore montrer la stabilité de 'origine

dans certaines régions.

Exemple 2. Soit le systéme linéaire :

T'(t) = Az(t), ou A=

Prenons V(z) = 1a%x = (2% + 3). Alors :

%V(x(t)) =l ATy =2t (A+ ANz = —427 — 623 <0 Vo #0

Donc = 0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable.

3.8 Ensembles w-limites

Définition 5.4.1. Soit x(t) une solution du systéme :

définie sur [0, 4o00]. L’ensemble w(xy) appelé ensemble w-limite de xq est

défini par :

w(zg) ={y € R" | 3t, = +oo tel que z(t,) = y}.

Autrement dit, w(zg) est 'ensemble des points d’accumulation de la tra-

jectoire x(t) quand ¢ — +oo.

Propriétés :
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(a) w(mp) est un ensemble fermé et invariant par le flot du systéme.
(b) Si la trajectoire z(t) reste bornée sur [0, +ool, alors w(zg) est non vide.

(c) Si xo appartient au bassin d’attraction d’un équilibre x., alors w(xy) =

{z.}.

3.8.1 Cas de la dimension n = 2

En dimension 2, les trajectoires d’un systéme différentiel peuvent présenter

différents types de comportements asymptotiques :

— convergence vers un point d’équilibre,
— convergence vers un cycle limite (solution périodique stable),
— comportement plus complexe (mais exclu dans certains cas par des résultats

de Poincaré-Bendixson).

Théoréme de Poincaré-Bendixson. Soit f : R? — R? de classe C!, et
x(t) une trajectoire bornée du systéme z'(t) = f(x(t)).

Alors si w(xg) ne contient pas de point d’équilibre, c¢’est une orbite pério-
dique (un cycle limite).

Ce théoréme est spécifique a la dimension 2, et ne s’applique pas en dimen-

sion supérieure.

3.9 Principe d’invariance de LaSalle

Ce principe permet d’affaiblir I'exigence de décroissance stricte dans les
fonctions de Lyapunov pour conclure & la stabilité asymptotique.

Théoréme 5.5.1 (Principe d’invariance de LaSalle).

Soit f : R" — R™ une fonction continue, et 2'(t) = f(x(t)) un systéme
autonome. Soit V : R” — R une fonction de classe C! telle que :
— V/(z) > 0 pour tout x dans un ensemble compact invariant D,
— V(z) =VV(z) - f(z) < 0sur D.

Alors toute trajectoire z(t) contenue dans D converge vers I’ensemble maxi-

mal invariant contenu dans :
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Conséquence. Si I'unique invariant dans F est un point d’équilibre z,

alors x( est asymptotiquement stable.

3.10 Exercices et solutions corrigées

Exercice 1. Considérons le systéme :

2'(t) = —23(t)

Solution. Le point d’équilibre est z = 0.

Prenons V(z) = %12. C’est une fonction de classe C!, strictement positive

sauf en x =0, et :

SV (a(t) = a(t)- /(1) = (1) <0

Donc x = 0 est un équilibre asymptotiquement stable. La solution générale

est :

x(t) = S BN quand ¢ — 400

V1228t

Exercice 2. Systéme :

2
T = —11 + 13

Solution. x = (0,0) est un point d’équilibre.
On choisit V(z) = §(2f + 23).
Alors :

V(m) =z1(—x1 + 23) + 22(—22) = —2] + 1175 — T3
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Chapitre 3. Notion de stabilité

Cette expression peut étre positive pour certains x, donc V n’est pas une
fonction de Lyapunov stricte. On en déduit que l'origine est stable mais pas

nécessairement asymptotiquement stable.

Exercice 3. 2/(t) = Ax(t) avec A une matrice dont les valeurs propres ont

des parties réelles strictement négatives.

Solution. Soit V(z) = 2T Pz ou P est une matrice symétrique définie

positive.

Choisissons P =1. On a :

V(z) = 2T (AT + A)z

Si AT + A est définie négative, alors V(z) < 0 pour tout z # 0, ce qui

montre la stabilité asymptotique de 1'origine.

Exercice 4 : Systéme de Van der Pol

Considérez le systeme :

Solution. Le seul point d’équilibre est (0,0). La jacobienne au point (0, 0)

est :

-1 1
J=
-1 0

Les valeurs propres sont complexes conjuguées a partie réelle négative =
stabilité asymptotique.
Choisissons V(z,y) = 2% + y* :
av

i 27(2® — x +y) + 2y(—x) = 22* — 227
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Dans le disque D = {(z,y) | 22 + y* < 1}, on a 2? < 1, donc z* < 22

V < 0saufaz = 0.

Donc V' est une fonction de Lyapunov stricte dans D, ce qui implique que

(0,0) est asymptotiquement stable pour les trajectoires contenues dans D.

Exercice 5 : Pendule simple avec amortissement

'(t) = o(t)

V'(t) = —kv(t) —sinz(t), k>0

Solution. Prenons V(z,v) = 3v? + (1 — cosz). On a :
av
- = v(—kv —sinz) +vsinz = —kv? <0

Donc V' est une fonction de Lyapunov stricte sur l'ouvert Q = (—m,7) x R.

L’origine (0,0) est donc asymptotiquement stable.

Exercice 6 : Systéme non linéaire dissipatif

#'(t) =y
y(t) = —x+ (2* =1y
Solution. Prenons V(x,y) = 2% + y*. Alors :
av
—r = 2wy +2y(—r + (@F = 1)y) = 2°(2" — 1)
Dans D = {(z,y) e R?: 22+ > <1},onaz> <1=V < 0siy#0.

Donc (0,0) est asymptotiquement stable et D est un domaine invariant.

Exercice 7 : Systéme général dissipatif

Soit le systéme :
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Chapitre 3. Notion de stabilité

Solution. Considérons V (z,y) = 2? 4+ ay® avec a > 0. Alors :

dV
pre 20(—x — 2y%) + 2ay(zy — v*) = —22% — 4wy® + 2029® — 2ay*

Choisissons v = 2 pour obtenir :

av.

— =2+ 2 <0
o (2" +2y°)

Donc V est une fonction de Lyapunov stricte sur R?, et I’origine est globa-

lement asymptotiquement stable.
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Examens corrigés

Examen 01

exercice 01 On considére le systeme différentiel linéaire

0 1 U
v = Au = '
-1 -2 (5]
(a) Les fonctions
1 1
et et e
-1 1

forment-elles une base des solutions de ce systéme ?

(b) Méme question pour les fonctions

(c) Déterminer une base des solutions du systéme.

(d) Déterminer une base des solutions de 1’équation différentielle
2" + 22 +x=0.

Exercice 02 On considére I'équation différentielle

, x
r =,
a+x

ou a est un parameétre réel strictement positif.

[label=0)|Montrer qu’une solution maximale de cette équation, non
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Chapitre 3. Notion de stabilité

identiquement nulle, ne peut s’annuler. En déduire que les solutions sont
soit constantes soit strictement monotones. Résoudre I’équation diffé-
rentielle. On déterminera une relation t = f(x) satisfaite par les solutions et
on en déduira I'intervalle de définition des solutions maximales. Déduire
de la question précédente une étude qualitative des solutions maximales de
I’équation

’ T

T Toy sin(tx) + 22

(On précisera leur domaine de définition et leur comportement aux bornes.)
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(o) Corrigé

Exercice 1 : On considére le systéme

(a) On calcule

donc €(1,1) n’est pas solution. La réponse est donc non.
(b) On a

0 1 0
Al = 21,
1 —2 1

donc e7*(0, 1) n’est pas solution. La réponse est donc non.

(c) Le polynome caractéristique est
Xa(A) = A+ 220+ 1= (A +1)%

Il existe une valeur propre double A = —1. Un vecteur propre est (1,—1).

On cherche un vecteur généralisé v tel que
(A+T)v=(1,-1).

On trouve par exemple v = (0,1). Une base des solutions est donc
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Chapitre 3. Notion de stabilité

(d) L’équation x” 4+ 22" + x = 0 a pour équation caractéristique
2 _ 2
re+2r+1=(r+1)°

Une base de solutions est

—t

Exercice 2 On considére

x
:c’:—Q, a > 0.
a—+x

(a) Si z(tg) = 0, alors z/(ty) = 0 et la solution est identiquement nulle. Une
solution non identiquement nulle ne peut donc s’annuler. Le signe de 2’ est

constant, les solutions sont donc strictement monotones.

(b) On sépare les variables :

d 2
(a—l—xQ)—x:dt = a1n|x|+%:t+0.
x

On obtient une relation implicite t = f(z). Les solutions sont définies pour

tout ¢t € R.

(c) Pour I’équation
;L x
2 +sin(tr) + 22’

X

le dénominateur est toujours strictement positif. Les solutions sont donc
définies globalement. Elles sont monotones et leur comportement asympto-

tique est analogue a celui de I'équation précédente.
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Test 01 : Université Djilali Bounaama 1ére année Master 2023—

2024
On consideére le probléme de Cauchy :

(

i (t) = (1 —ua(t) ur(t)

u1(0) = w10, u2(0) =ugp

(a) Montrer que le systéme (S) admet une solution unique maximale.
(

b) Montrer que u;(t) et us(t) gardent un signe constant.

)
)
(c) Poser w(t) = uy(t) + uz(t) et montrer une majoration de w(t).
(d) En déduire que la solution est globale.

)

(e) Etudier la stabilité des points d’équilibre du systéme.
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Chapitre 3. Notion de stabilité

Corrigé 1. Existence et unicité

On écrit le systéme sous la forme :

avec

F(U,l,UQ) = ((]_ — UQ)U,l, (Ul — ].)UQ)

La fonction F est de classe O sur R?, donc localement lipschitzienne. Par le
théoréme de Cauchy-Lipschitz, il existe une unique solution maximale.

2. Signe des solutions On pose a(t) = 1 — uy(t).

Alors :

Donec :

sy (£) = w0 exp ( /0 t a(s) ds)

Ainsi uy(t) garde le méme signe que u; . De méme pour uy(t).
3. Majorations

Posons :

Alors :

Donc :

En intégrant :

Donc :



Ainsi :

up (t), ua(t) < (uro + Uz,o)et

4. Globalité
Les solutions sont bornées sur tout intervalle fini, donc elles n’explosent pas
en temps fini.
Ainsi :

T, =400 et T_=—00

Les solutions sont globales.

5. Etude des points d’équilibre

Les points d’équilibre sont :
P =(0,0), P,=(1,0), P;=1(0,1), Py=(1,1)
La matrice jacobienne est :

1-— U2 —U1
J(ul, UQ) =

U2 Ul—l

Au point P, = (0,0) :

Valeurs propres :

Donc P; est un point selle (instable).

Au point P, = (1,0) :

0 O
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Chapitre 3. Notion de stabilité

Valeurs propres :

)\1 - 1, )\2 - 0
Donc Ps est instable.
Au point P; = (0,1) :
0 0
J(Ps) =
1 -1

Valeurs propres :

Stabilité indéterminée pour le systéme non linéaire.

Au point P, = (1,1) :

Valeurs propres :

Centre : stabilité linéaire, conclusion indéterminée pour le systéme non linéaire.
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Examen 02 : Université Djilali Bounaama lére année Master

2023-2024 Exercice 01 : On considére le probléme de Cauchy :

L Lo
iy |0 m =0
U(to):UO,

ou la fonction u est définie pour ¢t € I C RY.

(a) Montrer que le probléme (P) admet une unique solution maximale u définie

sur un intervalle ouvert J,.x contenant tg.
(b) Que se passe-t-il si ug =07

(c¢) Dans la suite on suppose que ug # 0.

1
i. En utilisant le changement de fonction w(t) = —— (tel que u(t) # 0

u(t)

Vt € I), montrer que la solution du probléme (P) s’écrit sous la forme :

ol k est & déterminer en fonction de ¢y et wug.

ii. Soit & > 0. Les solutions du probléme (P) sont-elles maximales ou

globales sur R* 7 Si elles sont maximales, trouver I'intervalle Jyax.
iii. Soit —1 < k < 0. Méme question.
iv. Si k = —1, méme question.

v. Si k < —1, méme question. Discuter suivant le signe de wuy.

(d) Tracer les graphes des solutions de (P) et son portrait de phase dans le cas

k> 0.

Exercice 02 : On considére pour ¢ € R le systéme différentiel suivant :

uy (t) = ur(t)(1 — ur(t) = Bua(t)),
(8)  us(t) = ua(t)(1 = us(t) — aua(t)),

u1(0) = u10, u2(0) = ugp,

avec a, 3 > 0.
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Chapitre 3. Notion de stabilité

Montrer que (S) admet une unique solution maximale (uy,us) définie sur
Jmax-
On se donne des données initiales u; g, u2 o positives. Montrer que u; et us

restent positives sur Jpay.

Dans la suite on suppose que u; o > 0 et uz g > 0.

i. Montrer que pour tout ¢ > 0 :

up(t) < ket ug(t) < ke,

ol k est une constante a déterminer en fonction de u; o et ugp.
(Indication : considérer u(t) = uy(t) + us(t).)
ii. En déduire que la solution (uj,us) est globale.

Discuter selon les paramétres « et [ la stabilité des points d’équilibre :

P, =(0,0), P,=(1,0), P;=1(0,1).

On suppose que a > 1let > 1oubiena < let §< 1.

i. Montrer qu’il existe un autre point d’équilibre Py = (u},uj) dans le
quadrant ]0, +o00o[?, et le déterminer.

ii. Etudier sa stabilité dans les deux cas.
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Corrigé de ’examen

Exercice 01

(a) On considére la fonction f: R% x R — R définie par :
1 2
flt,u) = Tu— U

La fonction f est bien définie et de classe C' sur R* x R, donc elle est loca-
lement lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable. Ainsi, le théoréme
de Cauchy-Lipschitz assure que le probléme (P) admet une unique solution

maximale sur un intervalle ouvert Jp,,« contenant t,, de classe C*.

(b) Siwug =0, il est clair que la fonction u(t) = 0 est solution du probléme. Elle

est définie sur R% et est donc maximale.

(c) Dans la suite, on suppose que ug # 0.

1
i. En posant w(t) = ——, on obtient :

u(t)

En remplagant «/(t) a partir de I’équation, on obtient I’équation diffé-
rentielle linéaire :

/ 1 J—
w/(t) + Jult) = = = 0.

La solution de I’équation homogéne associée est :

wh(t) = %

Par variation de la constante, on cherche une solution sous la forme :

w(t) = @

En substituant, on obtient aprés calcul :

C't)y=¢" = Ct)=¢+k.
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Chapitre 3. Notion de stabilité

Ainsi :
et +k t

w(t) = ; = ut) = s

En utilisant la condition initiale u(ty) = up, on obtient :

ii. Si k>0, alors e’ + k > 0 pour tout ¢ > 0. Donc la solution est définie

sur tout R%, elle est globale.

iii. Si —1 < k < 0, alors €' + k peut s’annuler pour un certain ¢ > 0. La

solution explose en ce point, donc elle est maximale mais non globale.

iv. Si k= —1, alors ¢! — 1 = 0 pour ¢t = 0. La solution n’est pas définie en

ce point, donc elle est maximale sur un intervalle strict inclus dans R

v. Si k < —1, alors il existe un ¢t > 0 tel que e’ + % = 0. La solution explose

en ce point. L’intervalle maximal dépend alors du signe de uy.

Exercice 02

(a) Le systéme peut s’écrire sous la forme U’ = F(U) avec F de classe C'.
Donc, d’apreés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, il existe une unique solution

maximale (u1,us) définie sur un intervalle Jp,x.

(b) Si les conditions initiales sont positives, alors les équations montrent que

les axes sont invariants, donc u;(t) et uq(t) restent positives.

(c¢) 1. Posons u(t) = ui(t) + ua(t). On obtient :

d’onr :

Donec :

avec k = w9 + U .
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ii. Cela montre que les solutions restent bornées sur tout intervalle fini,

donc la solution est globale.

(d) Les points d’équilibre sont :
Plz(0,0), sz(l,O), P3:(0,1)

Leur stabilité dépend des parameétres « et § (analyse via la matrice jaco-
bienne).
(e) 1i. On résout :
L —uy; — Buy =0,
1—uy —au;, =0,

ce qui donne :
. 1-0 . 1—«

C1—apf’
ii. La stabilité dépend du signe de « et 8 (analyse du jacobien au point

d’équilibre).

106



Bibliographie

[1] K. Addi, D. Goeleven, and R. Oujja. Principes math “ematiques pour bio-

logistes, chimistes et bioing “enieurs. Editions Ellipses, 2013.

2] V. Arnold : Equations différentielles ordinaires, Editions Mir, Moscow,
[
1974.

[3] C. Chicone. Ordinary differential equations with applications, Texts in
Applied Mathematics, vol. 34, Springer-Verlag, New York, 1999.

[4] E. A. Coddington, N. Levinson : Theory of ordinary differential equations,
McGraw-Hill Book Company, Inc., New York-Toronto-London, 1955.

[5] S. B. Gavage : Calcul différentiel et équations différentielles

[6] M. Al. Gwai : Sturm Liouville theory and its applications, Springer Un-
dergraduate Mathematics Series, 2008.

[7] P. Hartman : Ordinary differential equations, Classics in Applied Mathe-
matics, vol. 38, Society for Industrial and Applied Mathematics (STAM),
Philadelphia, PA, 2002.

[8] S. W. Hirsch S. Smale :Differential equations, dynamical systems and
linear algebr, University of California, Berkely, Academic press, 1970.

[9] A.C. King, J. Billingham, S. R. Otto : Differential equations : Linear,

nonlinear, ordinary, partial, Cambridge niversity press, 2003.

107



	Introduction générale
	Généralités sur les équations différentielles
	Notion de solution, type de solutions 
	Théorème de Cauchy - Lipschitz 
	Explosion en temps fini
	Etude qualitative des EDO’s n dimension finie 
	Explications et indications de preuve
	Etude qualitative des systèmes différentiels non linéaires autonomes
	Affinement du protocole
	Exercices
	Exercices supplimentaires

	EDO’s sous contrainte
	Cônes Tangents
	Exercices et solutions
	Théorème de Nagumo
	Exercices et solutions 

	Notion de stabilité
	Introduction
	Systèmes autonomes linéaires
	Systèmes autonomes non linéaires
	Preuves des théorèmes de stabilité
	Preuve partielle du théorème de stabilité, cas non linéaire
	Exemples
	Stabilité au sens de Lyapunov
	Ensembles ω-limites
	Principe d’invariance de LaSalle
	Exercices et solutions corrigées

	Bibliographie

