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PREFACE

La Résistance des Matériaux est ["une des disciplines fondamentales de ["ingénieur. Elle joue
un role de premier plan dans la formation des ingénieurs et techniciens de presque toutes les
spécialités et a une importance particuliérement grande pour les ingénieurs en mécanique, en

construction de machines et en génie civil.

0

Dans la présent polycopié intitulé “Résistance des Matériaux ”, qui s’adresse aux étudiants de
deuxieéme année LMD en Génie Civil. Il est rédigé de maniere simplifiée et quelques
exemples sont introduits aprés avoir donné des notions afin que I’étudiant puisse assimiler le

contenu du cours et son application dans la vie courante.

Dans ce manuel, on montre en détail le dimensionnement des éléments d’une structure soumis
aux sollicitations simples de sorte a permettre a I’étudiant de dimensionner tous types
d’¢éléments de structures isostatiques simples réalisés en bois, en acier ou en béton. Des
exercices sont accompagneés a la fin de chaque chapitre sans solutions pour que 1’étudiant

s’y entraine.

Ce polycopié est divisé en six chapitres selon le programme de la deuxiéme année LMD. Le
contenu du premier chapitre concerne une introduction générale a la résistance des matériaux.
Le chapitre suivant est basé sur le calcul des caractéristiques géométriques des sections
droites. Au chapitre 3™ on s’intéresse a 1’étude la sollicitation de traction ou compression
simple. En 4°™ chapitre, on dimensionne des poutres droites isostatiques sollicitées en flexion
6éme

simples. Le chapitre 5, est consacré a 1’étude de cisaillement. Enfin, en chapitre, on traite

le dimensionnement des barres soumises a la torsion pure.
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CHAPITRE 1: INTRODUCTION ET GENERALITES

1.1 Définition et buts

La résistance des matériaux ou mécanique des matériaux est une branche de la mécanique
appliquée servant a étudier le comportement des corps solides sous I’action des différents types
de charges. Elle permet de définir les formes, les dimensions et les matériaux des pieces
meécaniques de fagcon a maitriser leurs résistances, leurs déformations tout en optimisant leurs

co(ts.

Pour réaliser un calcul de résistance des matériaux, nous avons besoin de connaitre les actions
extérieures est caractérisée par les différents types de forces connues agissant sur une structure
ou un élément de structure défini par ses caractéristiques géométriques et mecaniques. Pour une
structure isostatique, les efforts internes sont déterminés directement en utilisant les équations de
la statique. Par contre pour une structure hyperstatique, il est nécessaire de faire intervenir les
déformations de la structure pour déterminer les réactions. L’effort interne qui agit au niveau
d’une section d’un élément de structure peut étre décompose en effort normal de traction ou de
compression, effort tranchant, moment de torsion, moment fléchissant ou une combinaison de
ces sollicitations. A partir de ces efforts internes, nous pouvons obtenir des informations sur la
répartition des contraintes et des déformations dans |a section droite. Les valeurs extrémes de ces
contraintes et des déformations sont les mesures de base des critéeres de résistance, de rigidité ou

de stabilité pour vérifier ou dimensionner les éléments des structures (Figure 1.1).

Les limites de la résistance des matériaux sont celles imposées par ses hypotheses mémes. Les
disciplines connexes telles que la théorie d’élasticité, de la plasticité ou la méthode des éléments

finis se libérent de certaines de ces contraintes.

12



Forces extérieures

A 4

Structure ou élément e——] Caractéristiques géométriques

Déformation fléchie

Compatibilité géométrique

\ 4

Effortsinternes (M, N, T)

Sollicitation composée

A4

Contrainte et déformations

Critere:
Résistance
Rigidité
Stabilité

Dimensionnement Vérification

Résultats

Figure 1.1 : Principe de larésistance des matériaux.
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1.2 Hypotheéses de la r ésistance des matériaux

Pour faire une étude de résistance des matériaux, nous avons besoin de faire des hypothéses
simplificatrices. Une fois que ces hypothéses sont définies, nous pouvons nous lancer dans

I'étude. Les principal es hypotheses de |a résistance des matériaux sont les suivantes :
1.2.1 Hypotheses sur le matériau

» Continuité: Lamatiere est supposée continue, c.-a-d. que les distances entre les molécules
sont toujours tres petites; al'échelle de laRDM, aors la matiere apparait continue.

» Homogénéité: On admettra que tous les ééments du matériau, auss petits soient-ils, ont
une structure identique. Ses propriétés sont identiques en chaque point.

» |sotropie: On admettra, qu'en tous les points et dans toutes les directions autour de ces

points, les matériaux possedent |es mémes propriétés élastiques.

1.2.2 L’élasticité et la linéarité du matériau
On suppose admet qu’en chaque point contraintes et déformations sont proportionnelles et

qu’apres déformation, I’élément revient a son état initiale.

1.2.3 Hypotheses sur les déformations

On fera I’hypothése que les déformations sont petites par rapport a toutes les dimensions de
I’élément (poutre, par exemple). Ainsi, on assimilerala géomeétrie en configuration déformée ala
géométrie en configuration non déformée (Figure 1.2). Les efforts sont donc considérés

invariants en dépit de la déformation des poutres.

Poutre avant
déformation —,

ﬁza III'|
& Y

-

Deformée de la g
ligne moyenne

Figure 1.2 : Poutre droite déformeée.
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1.2.4 Hypotheses des sections planes (hypothése de Navier Navier-Bernoulli)
L es sections planes, normales aux fibres avant déformation restent planes et normales aux fibres

apres déformation (Figure 1.3).

Figure 1.3 : Schématisation de I’hypothese de Navier - Bernoulli.

1.2.5 Hypothese de Barré de Saint-Venant
On fera I’hypothese que les résultats de calculs seront valables loin des points d’application des

charges.

L’état des sollicitations dans une région suffisamment éloignée des points d’application des
charges extérieures appliquées a la poutre ne dépend donc que du torseur associé a ces charges
(Figure 1.4).

Ces hypotheses simplificatrices conduisent a des solutions approchées qui permettent en générale
une bonne approximation du comportement des structures soumises a différents types de

charges.

@) ——(5)—1%--

B

Figure 1.4 : Schématisation de I’hypothése de Barré de Saint-Venant.
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1.3 Différents types dechar gements

L’action des corps voisins sur un corps considéré est remplacée par des forces extérieures ou
sollicitations qui sont des forces actives (sollicitations) et des forces réactives (réactions des
appuis). L’action totale de toutes les forces (actives et réactives) soit assurer I’équilibre du corps.

On classe les forces extérieures comme suit :
1.3.1 Forcesdevolume

Sont réparties dans le volume du corps et appliquées a chacune de ses particules, par exemple, la

force de la pesanteur, les forces d’attraction magnétique etc.....
1.3.2 Forcesde surface

Appliquées aux éléments de surface et caractérisent I’interaction directe de contact de I’objet

considéré avec le corps environnant.

1.3.3 Forcesréparties

Sont réparties avec une densité donnée (poids propre d’une structure).
1.3.4 For ces concentr ées

Sont des charges concentrées en certain nombre de points.

1.4 Réaction d’appui (Efforts de liaison)
Une structure est reliée au monde extérieur par un certain nombre de liaisons. Une liaison

impose des conditions cinématiques en un point. Pour maintenir ces liaisons, il faut exercer des

efforts de liaison qui sont des inconnues du probleéme.
Lesliaisons dans |e plan sont de trois (03) sortes :
1.4.1 Appui simple

Ce type d’appui materialisé par la Figure 1.5, laisser a la structure toutes liberté de pivoter autour
de O (extrémité de la poutre) et de se déplacer perpendiculairement aladroite joignant les points
de contact. Si on néglige les frottements, la réaction d’appui a la direction de la droite précitée, et

introduit une seule inconnue dans I’étude de la poutre.

!

y

Figure 1.5 : Appui simple.
16



1.4.2 Appui double

Matérialisé par une rotule (Figure 1.6), cet appui autorise les rotations d’une extrémité de la
poutre ou d’un des éléments constituant la structure. La direction de la réaction R est inconnue,
mais la ligne d’action passe par le centre de I’articulation.

L articulation introduit deux (02) inconnues, par exemple les projections sur deux directions du

plan moyen.

Figure 1.6 : Appui double.

1.4.3 Encastrement

L’encastrement schématisé sur la Figure 1.7 interdit tout deplacement de la section droite de
I’appui. Sa réaction est une force de densité variable répartie sur toute I’étendue de la section.
En vertu du principe de Saint Venant, ces forces peuvent étre remplacées par leur résultante
générale R, et leur moment M rapportés au centre de gravité G. Ce type d’appui introduit donc
trois (03) inconnues, les deus projections de R sur deux axes du plan moyen et I’intensité du

moment M qui est perpendiculaire au plan moyen.

Figure 1.7 : Encastrement.
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1.5 Sollicitation dans une section (effortsinternes)

Sous I’effet des forces extérieures connues sur une structure donnée, les forces entre les
particules d’un corps (élément) en équilibre varient. En résistance des matériaux, on appelle
souvent cette variation des forces efforts internes.

Afin de faciliter I’étude des efforts exercés sur chaque particule matérielle on considére une
section transversale d’un élément soumise a une sollicitation (Figure 1.8). Tout comme
n’importe quel systeme de forces, les efforts intérieurs répartis sur toute la section peuvent étre
rapportés a un point (par exemple le centre de gravité de la section), et de ce fait on distingue le
vecteur force F (N, Ty, Tz) et le vecteur moment M (Mx, My, M) résultant des forces
intérieures dans la section. 1l convient d’adopter les dénominations suivantes pour les forces et

moments agissant dans une section.

A\ pr FI LA
N

Figure 1.8 : Notion de coupure.
1.5.1 Effort normal

La composante N de la résultante F représente la somme des projections de toutes les forces
intérieures agissant suivant la normale de la section (ou suivant I’axes longitudinal de I’élément).
L’effort normal provoque une déformation longitudinale de I’élément. N est considérer positif

s’il s’agit d’une traction et négatif dans le cas contraire (Figure 1.9).

(@ Traction (allongement) (b) Compression (rétrécissement)
Figure 1.9 : Traction/compression.
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1.5.2 Effort tranchants

Lesforces transversales Ty et Tz sont les sommes des projections de toutes les forces intérieures
dans la section sur les axes centraux principaux de cette derniére. Cette efforts tranchants
provoguent le cisaillement des bords de |a section respectivement dans la direction des axes Z et
Y (Figure 1.10). Le sensde T sur le plan est positif par convention quant il tend a faire tourner

un élément entre deux sections dans le sens des aiguilles d’une montre.

Al (frés petit)
-
F

L

lm

(& Avant déformation (b) Aprés déformation

Figure 1.10 : Cisaillement pur.

1.5.3 Moment detorsion

Le moment de torsion My (ou M) est la somme des moments de toutes les forces intérieures
dans la section par rapport a I’axe de la barre X (Figure 1.11). Le moment de torsion est positif
lorsqu’il tend a tourner la section dans le sens inverse des aiguilles d’une montre (sens

trigonomeétrique) en regardant la section du coté de lanormale extérieure.

Mt e

Figure 1.11 : Torsion d’une barre circulaire.
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1.5.4 Moments fléchissant

Les composantes My et Mz du vecteur moment résultant représentent les sommes des moments
de toutes les forces intérieures dans la section, par rapport aux axes d’inertie principaux de cette
derniére Y et Z respectivement (Figure 1.12). Le sens positif des moments dans le plan qui par

convention tend les fibres intérieures et comprime les fibres supérieures de la section.

v
M

(8 Avant déformation (b) Apres déformation
Figure 1.12 : Flexion pure.

1.6 M éthode des sections

Pour déterminer les forces intérieures qui apparaissent dans un élément soumis a une

sollicitation, on se sert, en résistance des matériaux, de la méthode des sections.

Cette méthode est basée sur le fait que s un élément est en équilibre, sous I’action des forces
extérieures, alors n’importe quelle partie de cet élément sous I’action des forces qui lui sont
appliquées, est équilibre par un systéme de forces intérieures agissant dans la section.

On considere I’élément AB plan, soumis a I’action d’un systéme de forces extérieures (Figure
1.13). Pour calculer les efforts et moments dans n’importe quelle section, on coupe a I’endroit
voulu I’élément AB en deux parties. Les valeurs numériques des efforts N, T, et M sont égaux
aux sommes algébriques des projections et des moments des forces extérieures agissant sur une
des parties (gauches ou droite) de I’élément sélectionné, généralement sur celle ou les

projections et moments se cal culent plus facilement.

k y LY M M \
AN . oM |
A "B A B
(& Avantlacoupe (b) Apreslacoupe

Figure 1.13 : Convention de signe.
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1.7 Convention de signe des axes

Généradement on utilise le systeme Cartésien ou rectangulaire pour toutes les structures.
Cependant, pour les structures en arc, le systeme polaire s’avere plus pratique. Le premier ayant
les axes OX, OY, OZ mutuellement perpendiculaire. Les sens positifs des ses axes obéissent ala
regle de la main droite. Comme indiqué ci-dessous (Figurel.14), on choisit les sens positifs de
deux axes X et Y par exemple, le sens positif de I’axes Z est suivant la direction d’un vis
tournant de I’axe X vers I’axe Y.

o0 X

Figure 1.14 : Convention de signe des axes.
1.8 Unités

Les unités de mesure utilisées sont principalement celles du systéme d’unités international (SI) ;

pour des raisons de commaodité le systeme d’unités technique (MKS) est parfois utilisé.

Tableau 1.1 : Lesunités

Unité Sl MKS
Longueur (le métre) m m
Masse (e kilogramme) kg kgf =10N
Temps (la seconde) S S
Force (le Newton) N, kN t= 10° kgf = 10°N
Contrainte N/mm? 1 bar = kgf/cm”=0,1 N/mm?
Travail (Joule) J=N.m Kgf.m=10J
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CHAPITRE 2:
CARACTERISTIQUESGEOMETRIQUESDES SECTIONSDROITES

2.1 Définition

La variété des formes des sections transversales des éléments utilisés dans les constructions n’est
pas un fait du hasard. Dans |a plupart des cas ces formes ont été dével oppées pour répondre a des
criteres de résistance, de rigidité ou de stabilité. Nous alons nous intéresser dans le présent
chapitre étudie les principales caractéristique des sections planes, leurs méthodes de calcul et

leur propriétés vis avis les différents cas de sollicitation.

2.2 Centrede gravité

On appelle centre de gravité d’une section le point a travers lequel si on applique une force, elle
résulte en une pression uniforme sur toute la section. Les coordonnées du centre de gravité G

(Y, Zg) d’une section homogene (S) (Figure 2.1) sont données par les relations :

Yo= [l yds 1)
Lg= %”; zds (2.2)

y et z étant les coordonnées de I’aire élémentaire ds.

G

Yo ¥ Y

Figure 2.1 : Coordonnées du centre de gravité.
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Ces intégrales peuvent étre évaluées anaytiquement si le contour de la section est exprimé par
des expressions mathématiques simples. Si par contre le conteur est une courbe irréguliére, on

procede dans ce cas par les méthodes numériques. La méthode la plus simple consiste a

discrétiser la section en éléments de surface s; et faire la sommation comme suit :

_ X YiSi

Y = s, (2.3)
_ X ZiSi

Lo = S = (2.4)

Lestermes S sont les aires des parties composant la section, et lestermesyy;, z sont les distances
respectives de leurs centre de gravité.

Les expressions (2.3) et (2.4) tendent vers les solutions exactes quand les s couvrent
complétement I’aire de la section.

Z
£ [ ]
Zn |[--—--—-—- | =Y ! '*-,‘
& A1 N
8 1 |4 "3
'-‘f_'_|' "'_"'q'—:_'__-,[:--:
L S 5
i | 4
- bl P
4 ._|_'|_I ]
¥2 ¥1 ¥4 Y

¥3

Figure 2.2 : Discrétisation d’une section.

2.3 Moments statiques

On considére I’aire d’une section (S) dans le plan défini par le systéme d’axe YOZ (Figure 2.1).

On appelle les moments statiques de I’aire (S) par rapport aux axes OY et OZ les quantités:

S = [fs zds (2.5)
S;:=]fs yds (2.6)

Par analogie avec le moment d’une force par rapport a un axe quelconque, le moment statique de
I’aire d’une section par rapport a un axe situé dans son plan est égal au produit de la surface de la

section par la distance de son centre de gravité a I’axe considére.
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En utilisant les équations (2.1), (2.2), (2.5) et (2.6) deviennent :

SZ = S. YG (2.8)

Pour les surfaces complexes discrétisées en n aires simples, |es moments statiques par rapport
aux axes Oy et Oz seront respectivement égaux a :

S = ) S (2.9)
=1

S = ) S (2.10)
i=1

Remarque: Le moment statique d’une surface par rapport a un axe passant par son centre de

gravité est nul.

2.4 Moments quadratigues (moments d’inertie des sections)

On appelle moment quadratique I’intégrale des produits des aires élémentaires par le carré de
leurs distances a partir de I’axe considéré, ainsi, les moments d’inertie d’une surface (S)

guel conque par rapport a OY et OZ sont les suivants :

ly= [fs z%ds (2.11)
I2=[fs y?ds (2.12)

Le moment d’inertie de la section représente la capacité de la section a s’opposer a la
déformation latérale, comme le montre I’exemple (Figure 2.3) d’une feuille reposant sur deux
appuis dont la déformation sous son poids propre est nettement plus importante que quand elle
est pliée en forme de U, car le moment d’inertie 1, de laforme en U est plus grand que celui de la

section rectangulaire.
Remarques:

v' Les moments d’inertie par rapport aux axes passant par le centre de gravité de la section

sont des moments centraux.

v' Les moments quadratiques |y et |, sont toujours positifs.
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Figure 2.3 : Degré de résistance d’une section.

2.5 Moment d’inertie polaire

On appelle moment d’inertie polaire d’une surface (S) par rapport a un point donné (péle O)
I’intégrale des produits des aires élémentaires par le carré de leurs distances r a partir du pdle
(Figure 2.4). Il représente la capacité de la section a s’opposer aux déformations angulaires sous
I’effet de la torsion.

|, = [Js r2ds = [[s (z°+ y*)ds =1+ (2.13)

De I’équation (2.13), il en résulte que le moment d’inertie polaire par rapport a un point est la
somme d’inertie par rapport adeux axes orthogonaux passant par ce point.

ds

Figure 2.4 : Moment d’inertie polaire.
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Exemple: Calcul le moment polaire d’un cercle :
lo= Jl, r2ds (2.14)

wd*

d
= J,22nr?ar = T8 (2.15)

Figure 2.5 : Moment polaire d’un cercle.
Remarque:

Le moment polaire est toujours positif et n’est jamais nul.

2.6 Produit d’inertie (moment d’inertie centrifuge)

On appelle le produit d’inertie, I’intégrale des produits des propriétés des aires élémentaires par

leurs distances comptées a partie des axes de coordonnées z,y :

Ivz = [fsyzds (2.16)

Remarques:

v Selon ladisposition des axes, |7y peut étre positif, négatif ou nul.

v En chaque point d’une aire plane, il existe deux axes orthogonaux par rapport auxquels le
produit d’inertie est nul (Iy = 0). Les deux axes ainsi définis sont appelés axes principaux
d’inertie.

v’ Les axes sont principaux quand I’un des axes au moins constitue un axe de symétrie de la
section. En effet, en raison de symétrie le produit d’inertie est nul par rapport a cet axe

qui est donc une direction principale, la seconde étant nécessairement orthogonal e.
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2.7 Formule de Transformation des moments d’inertie

Les moments d’inertie d’une section varient selon la disposition des axes par rapport auxquels
ces moments sont calculés. Deux types de transformations seront étudiés : trandation et rotation
d’axes. La variation des moments d’inertie par rapport a un systeme d’axes quelconques, est
déterminée a I’aide d’une combinaison de deux transformations partant d’un systéme d’axe

central.
2.7.1 Translation d’axes

Les formules définies ci-dessous permettent la détermination des moments d’inertie par rapport a
des axes Y1, Z; paralléle a des axes centraux Y, Z dont les moments sont SUpPOSES connus
(Figure 2.6).

51

71

L4

01 a ‘?1

Figure 2.6 : Moment d’inertie d’une section et translation des axes.

l,= [[sy?ds; ly = [[sz%ds ; ly, = [fsyzds (2.17)

Les moments par rapport aY, Z, :

|z, = Hshzd?i ly, = Hszgd?; 1y121 = [[sy1z1ds (2.18)
28



Latrandlation des axes est exprimée par :

yVi=y+a z1=z+Db (2.19)

En substituant y1 et z; par leurs valeurs dans I’équation (2.18) on obtient :

Iz, = [Js(y+a)"ds (2.20)
= [fs(y*+2ay+a’)ds (2.21)
= [fsyPds+2a[fsyds +a*[fsds (2.22)
Comme les moments statiques de I’aire par rapport aux axes centraux sont nuls, le terme :
2af[syds =0 (2.23)
Et

[lsy’ds = 1 (2.24)
affsds = &S (2.25)

Par conséquent:
Iz, = 1;+ &S (2.26)
Iy, = I,+ b°S (2.27)
ly,z, = |, + @S (2.28)

D’ou le théorem d’Huygens:
1. “Le moment d’inertie d’une surface par rapport a un axe quelconque est égale au moment

d’inertie de cette surface par rapport a I’axe paralléle passant par le centre de gravité,

augmenté du produit de I’aire par le carré de la distance mutuelle des deux axes .

2. “Le moment d’inertie centrifuge par rapport a un systéme d’axes orthogonal est égale au
moment d’inertie centrifuge par rapport au systeme d’axes centraux paralléles aux axes
donnés plus le produit de I’aire de la section par les coordonnées de son centre de gravité

dans le nouveau systéeme d’axes’.
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2.7.2 Rotation d’axes

Les moments et produits d’inertie sont supposés connus dans le systeme d’axes OYZ
(Figure 2.7). Les moments et produits d’inertie par rapport au systeme d’axes OY 1Z; obtenu par

une rotation a des axes initiaux sont donnés par :

Figure 2.7 : Moment d’inertie d’une section et rotation des axes.

L = [J’;“’Z + Iy;z cos 2a — I, sin2a (2.29)
Ly = I”;"'Z _ L ;Z cos 2a + 1, sin2a (2.30)
e = ly ;Z sin2a + I, cos2a (2.31)

En gjoutant les équations (2.29) et (2.30) terme aterme, on obtient :

I+, = Ly + Iy (2.32)
> L=1, (2.33)
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2.8 Moments d’inertie principaux

Les équations de transformations expriment les variation des moments d’inertie en fonction de
I’angle de rotation 0. Les valeurs maximales et minimales sont particiliérement recherchées. Ils

correspondent a un moment d’inertie centrifuge lyz = 0.

On obtient ainsi I’orientation des axes principaux :

tg2ay = — Sy (2.34)

Les valeurs des moments d’inertie principaux peuvent etre obtenues a partir des formules

générales si I’on y pose o0 = 0.

=224 \ﬂyz )2 + 1,° (2.35)
L =X ~- \ﬁyz )2 + L,,,° (2.36)

2.9 Représentation géomeétrique des moments d’inertie (cercle de Mohr)

2.9.1 Probleme direct

ly, 12, ly; connus; Iq; |2; 0 inconnus

- On choisi un systeme de coordonnées orthogonal O |y ;, |, et un échelle adéquate

- On relie AB (diamétre qui coupe I’axe O Iy, en C)

Iy_ I
- Lerayonducercleast:AB:BC:\ﬁy2 52 + ]yzz

- Ontracelecercle qui coupeles abscissesen A" et B’
- Onmesureles distances OA et OB’ et on obtient |, et |
- On mesure I’'angle ACA = 20
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2.9.2 Problémeindirect

Iy, I, 1y, connus; |y;15;0 inconnus
y y

- Onchoisi un systeme de coordonnées orthogonal O |y ;, Iy,

- On porte sur I’axe des abscisses, en échelle requise, OA et OB’

- Onlocaliselecentredu cercle C : B’C:A’C=% (L - L)

- Ontracelecerclederayon A’C

- On détermine le point A d’un angle A’CA = 20 et le point B diamétralement opposé

- Onobtient lesvaleursde ly, |, Iy, enprojetant aet b sur les axes.

7 1y

Figure 2.8 : Cerclede Mohr.
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Exer cices de Car actéristiques géométriques des sections droites

Exercice 01

1. Déterminer les moments statiques Sy et S; de la section représentée sur la figure ci-contre
(Figurel).

2. Endéduireles coordonnées Yc et Z ¢ du centre de gravité de section.

16 mm
Z 4
= » 3

2 =2
Vo
csc!
e E
» 3
-
» 3
a4 =
v
[
E
-
a
»
H

200 mm |:::

xxxxxxxxxxxxx

Figurel
Exercice 02

Déterminer les moments d’inertie principaux et centraux des sections de la Figure 2.

Z " '

4 Jocm L Jom L

‘I 1
b
=8
Zem L
Jem
Som Zoem |/ Y
1
(@)
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Joem

(b) (©

Figure2
Exercice 03
1. Calculer les moments d’inertie de la section par rapport aux axes passant par le centre de
gravité G delasection delaFigure 3.

2. Tracer le cercle de Mohr et déduire les moments d’inertie centraux principaux pour cette

section.
L
F 9

L 20| 20

>
= o T
ji drmim
RN P l’ N
:: & ::: T Y
’ Sitmm
v 4p Iq

Figure3
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Exercice 04

La Figure 4 représente la section droite d’un massif en béton. Déterminer le centre de gravité de
cette section, I’orientation et les valeurs des moments principaux passant par I’origine O et tracer

le cercle de Mohr correspondant.

Z k60 cm
180
60 cm
A
Y
- -
180 cm
Figure4

Exercice 05

Déterminer I’aire et le moment d’inertie de la section droite Iz d’une bande de plaque métallique
ondulée de largeur L utilisée comme coffrage perdu dans les planchers collaborants. L’épaisseur
de la plague e est constante suivant yy (Figure 5) et la ligne moyenne des ondulations est

exprimée par : y = A c0s Wz.

tole ondulée

Yy=ACOSWEZ

ATe,
a1z

Figure5
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CHAPITRE 3: TRACTION ET COMPRESSION SIMPLES

3.1 Introduction

Ce chapitre étudie le comportement des éléments de structure sollicité axialement. Ce type
d’éléments (généralement des barres) peut étre rencontré dans différentes structures tel que les
systemes réticulés (ferme, poutre a treillis,....etc), les diagonales de contreventement, les
boulons, et les poteaux des batiments....etc. Les aires des sections de ces éléments peuvent avoir

plusieurs formes : section pleine, creuse, ou a paroi épaisse.
3.2 Définition
La traction ou compression correspond a tous les ééments ayant des lignes moyennes droite et

soumis a des efforts axiaux.

Soit une barre rectiligne sollicitée par deux forces égales et directement opposées agissant
suivant sa fibre moyenne est soumise a un effort normal (Figure 3.1). Cet effort est dit:

v" Un effort detraction simple si les forces tendent a allonger la barre,

v" Un effort de compression simple si les forces tendent araccourcir la barre.

N 8 N
SLBE —

Figure 3.1 : Barre en traction.

3.3 Contrainte normale

Le calcul des contraintes maximales développees et |es déformations longitudinal es constituent
une étape essentielle dans I’analyse et la conception des structures formées d’éléments sollicites

par des efforts axiaux.
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On considere une barre rectiligne, de section S liée a un massif fixe a son extrémité supérieure

(Figure 3.2.9). A l'autre extremité, elle est soumise al'action d'une force F suivant son axe.

(a) (b) (©)
Figure 3.2 : Barre encastrée sollicitée en traction.

D'apres le principe de I'action et de la réaction, le massif exerce une force de réaction égale et
opposée a F. La barre est alors soumise a un effort normal. Sa base -ab- se déplace alors
paralélement a elle-méme pour venir en -ab'-. Toutes les fibres ont subi, s I'effort est un effort
de traction, le méme allongement (hypothese de Navier-Bernoulli: les sections droites restent
planes et perpendiculaires al'axe) et supportent donc la méme tension.

Imaginons qu'on coupe la barre par un plan 3 perpendiculaire al'axe de la piece. Pour maintenir
le trongon inférieur en équilibre, il faut placer dans Y uneforceintérieure égale et opposée aF.

L hypothése de Navier-Bernoulli permet d’écrire :

0= 5 (3.1

Avec
N = F effort de traction,

S: airedelasection.
0 est appelé contrainte normale. Elle représente I’intensité de I'effort normal par unité de

surface. 0 se mesure en (N/m?) ou Pascal (Pa).
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3.4 Diagramme contr ainte-défor mation (L oi de Hooke)

La courbe contrainte déformation est une courbe caractérisant le matériau. Elle est obtenue
empiriquement d'une expérience de traction effectuée sur une barre de section constante. Lors de
cette expérience I'effort normal est augmenté progressivement provoquant |'allongement de la
barre. A chague incrément d'effort, la contrainte normale et la déformation de la barre sont

portées sur une courbe. Cette opération est effectuée régulierement jusqu'alarupture de labarre.

La courbe ainsi obtenue est la courbe contrainte - déformation du matériau. Elle a généralement

(de maniére simplifiée) I'allure montrée sur la Figure 3.3.

G {N.-"m:] J B

(05

Figure 3.3 : Courbe contrainte - déformation de traction.

La partie (OA) est la partie élastique. La limite élastique n'est pas atteinte. La barre reprend sa
formeinitiadle s I'expérience est interrompue dans cette zone. Dans ce cas I'élasticité est linéaire
((OA) est une droite). La pente E de la droite (OA) est appelée module d'éasticité linéaire ou

module de Young. Il représente le rapport entre la contrainte et la déformation € dans la zone

élastique. Larelation entre la contrainte et la déformation dans la zone élastique est donnée par la

loi de Hooke:

o=Ee (3.2)
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La partie (AB) est la partie plastique. La limite élastique est dépassée. Si I'expérience est
interrompue (point C), la barre ne reprend pas sa forme initiale. Le chemin de décharge est, de
maniére simplifiée paralléle a la droite (OA). Lorsgue I'effort appliqué sannule, il persiste une

déformation résiduelle £p qui ne disparait plus.

3.5 Déformation éastigue

Soit une barre prismatique de longueur L soumise a un effort de traction P (Figure 3.4).

W~
»l

> >
P L . o
- | | |
P N
- !;’_- Eﬂ
| AL
ot
p p

‘__‘m’ﬁﬁﬁ *aﬂ *e“’ﬁ"w“ﬁ%“"ﬁ"Uﬁ\x“ﬁ*.fﬁ‘ﬂﬁ“ﬂ“ﬁh’%ﬁ“——"'
Figure 3.4 : Déformation linéaire.

AL

Ladéformation relative: & = T (3.3

En substituant (3.1) et (3.3) dans (3.2) on obtient :

N

E= 2= 5 Nv=Ep (3.4)
L S L

Par analogie avec un ressort de raideur K sollicité par un effort N qui se déforme de AL, tel que :

N=KAL (3.5)
La rigidité longitudinale d’une barre est obtenue par identification de I’équation (3.4) et (3.5)
ES
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La rigidité longitudinale ou I’aptitude d’un élément a se deformer longitudinalement dépend

donc des caractéristiques mécaniques et geamétriques de I’élément.

Pour une barre composée de plusieurs trongons, la déformation totale est donnée par :

N;L;
EiSj

AL = (3.7)

Al A2 A3 _517

e
L1 L2 1.3 L1

Figure 3.5 : Barre composée de plusieurs troncons.

Et pour le cas le plus général ou I’aire de la section droite et I’effort normal N varient le long de

laligne moyenne de I’élement, 1’équation (3.7) devient alors :

_ (LN
AL = | i dx (3.8)

3.6 Sollicitations dues a la variation de température

Comme les structures sont généralement sujettes a des variations de température climatique ou
industrielle, I’effet de ces derniéres se manifeste sous forme de déformations (dilatation et
rétrécissement) des éléments. Ces déformations induisent des contraintes supplémentaires. Dans
cette section on étudiera I’effet de la variation de température sur les éléments structuraux. Toute
variation de température entraine un changement de dimensions. La déformation est uniforme
selon lestrois directions et elle est donnée par :

£=aAT (3.9)
=& = E,= € (3.10)

Avec;
o : Coefficient de dilatation thermique [1/c°]
AT : Variation de latempérature
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On donne quelques valeurs du coefficient a pour certains matériaux :
Cuivre: 19.1x 10°/¢c® ; Acier:12x10°%/c® ; Acier:11x10°/¢°

La contrainte qui se dévellope dans une barre bi-encastrée, par exemple, soumise a un
changement une variation AT est équivalente a la contrainte nécessaire de provoquer une
déformation égale a celle provoquée par la variation de température mais de signe contraire
(Figure 3.6).

R R
N _ AL 1
E AT AT
-+ T pRaReRy R
R

Figure 3.6 : Déformation due alatempérature.

Ladéformation due alavariation de latempérature: € =o AT
La déformation due a la réaction de I’encastrement : e=0/E
D’ou :

0= E.aAT (3.11)
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3.7 Systémes de barres isostatiques

Un systéme est isostatique quand on peut déterminer les efforts internes par |es seules éguations
d’équilibre.

Exemple

Soit la barre schématisée par la figure ci-dessous (Figure 3.7). Calculer les efforts, les contraintes
et les déformations au niveau des sections 1-1, 2-2 et 3-3. Sachant que : E = 2,1x10° MPa.

15 kN

1m 2m 1 m

Figure 3.7 : Systéme de barre isostatique.
Solution

Section 1-1

25 kN N,

h 4
[

> Fx=0 = N;=25kN

Ny 25 ;
0p1=— = — =10 kN/ecm>= 100 MPa
S 2,5
oL 100 xX1000
ALj=— = ———— =0,47mm
E 2,1x10



Section 2-2

2
25 kN 2 kN= N2
t— Y ey
—
5 kN
ui l |
S Fy=0 =N,=15kN
N, 15 ,
Orp=—"= —=25kN/cm”= 25 MPa
g, 6
oL 25 x2000
AlL,=— = ———— = 0,24 mm
E 2,1x10
Section 3-3
3
N3 15 kN
R -
L-x
3
T Fy=0 =N;=15kN
N 15
Saa=— = —=1375kN/cm’= 25 MPa
S3 4
oL 3,75 xX1000
AL, =— = —— = 0,02mm

E 2.1X105

3.8 Systemes de barres hyper statiques

On appelle structure hyperstatiques les structures pour lesquelles les efforts qui sollicitent leurs
éléments ne peuvent pas étre déterminés a I’aide des equations statiques. La résolution de ces

systemes s’effectue en considérant les aspects décrits ci-dessous :



1. Aspect statique : écrire les equations d’équilibre des barres sectionnees.

2. Aspect géométrique: établir le rapport entre les déformations a partir de la
compatibilité géométrique,

3. Aspect physique du probléme : établir les rélations effort-déformation en utilisant la
loi de Hook: AL = % pour transformer les expressions de déformation en

équations ayant des efforts normaux comme inconnus.

4. Résolution du systéeme d’équations.

Exemple
Soit le systéme de barres défini sur la Figure 3.8 ci apres.

Etant données: L1, Si, Lo, Sy, L, S5, P et a
Avec Lo, = L3

Déterminer les efforts dans les barres.

_ Barre 1
3 % 5 o
\
Barre 2 T"a L1 s”T Batre 3
\ S1 /
52 \'\ / 53
\ /
W IOL
NV
'|III l|'.l
1P

Figure 3.8 : Systéme de barre hyperstatique.
Solution :

1. Agpect statique

> Fx=0

N, sina — N3sina =0 = N> = N3 ()
> Fy=0

N;+ N,cosa + Nscosa— P =0 = N;+2N,cosa=P (2
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N1
N2 N3

2. Aspect géométrique

T S Ry

ALl

A
= AL3

AL, = AL;= AL cosa (©))
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3. Aspect physique

N4L N> L
AL]_ — — et ALz = o
ES
En substituant dans (3), on obtient
N> L N.L
22 = -2 cosa& = N,L,=N;L;cos0=0 (4)

ES ES

4. Résolution du systeme d’équations

D’aprés la synthése et résolution des équations on obtient :

N P b R P cos?a
" 142 cos3a ¢ 2= = T o costa

Ny

3.9 Condition de r ésistance

Pour vérifier la condition de résistance d'une piece sollicitée en traction ou en compression, on

doit s’assurer que :

o < [o] (3.9)

Ou [0] est la contrainte admissible pour le matériau éudié.
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Exercicesdetraction et compression smple

Exercice 01

Déterminer les efforts, les contraintes et les déformations dans les différents troncons de la
colonne représentée sur la Figure 1, sachant que di.; = 50 mm, dy» = 100 mm, d33 = 200 mm

et E = 2,1 x10° N/mm?.
400 kM

5”“1 ! l__.”:}{] 3.0m

- ! - 30m

| = 3.0m

Figurel
Exercice 02
Deux barres prismatiques sont co-axialement soudées et supportent une charge verticale de
16 kN (Figure 2). L’aire de la section de la barre en acier AB est de 10 cm? et de densité 7,83
gricm®; les valeurs correspondantes de la barre en cuivre BC sont 5 cm?® et 8,30 gr/cm’.

Déterminer |les contraintes maximales et minimales dans chaque barre.

PP TP T TELTT T

- |
| Acier
1
!
| 2

i : 10 cm

|/
LM
!
!

L 2 I 3

'y . Scm”
|/
|

1 m "

i Cuivre
]

r .

Figure2
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Exercice 03

Déterminer les contraintes normales provoquées dans les barres élastiques de la colonne de
systeme representé dans la Figure 3 par I’action des forces appliquées. Le module d’élasticité est

le méme pour toutes les barres de la colonne.

LLLLLSLL LSS

40 cm ‘ 79

70 cm }_ 158

400 kN

S= 20 cm?
Ti77iiiiiiis

-
-

100 cm

Figure3

Exercice 04

Calculer les contraintes et les allongements subis par chacune des barres supportant le corps
rigide de section constante et de masse de 3 000 kg de la Figure 04.
Les caractéristiques des barres sont :

- Barre(1): E; = 70000 MPa; A1 = 240 mm?

- Barre(2):E,=210000MPa; A,=180 mm?

AT ST S L S £
(1) : Ej;, Ay (2) : Ep, A -
i Bt}
i\ B
1 00 ke
i) 450 150
L I ¥
A A A A
Figure4
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Exercice 05

Un élément de structure de 600 mm de long est constitué d’une barre d’acier de 0,2 m de long et
de 30 mm de diamétre, coaxia ement soudée a une autre barre en cuivre de 400 mm de long.

1. Déterminer le diamétre de la barre en cuivre permettant d’obtenir des allongements égaux
dans les deux barres, sous I’action d’une force axiale de tension de 20 kN.
2. Déterminer dans ce cas les contraintes normales dans chaque matériau.

Ondonne: E 4 = 2x10° MPa, E givre= 1,1x10° MPa.

Cuivre Kt
N /
= o , 20 kN
‘:.:: -
N

400 mm 200 mm

Figure5
Exercice 06

Déterminer I’expression de I’effort normal dans la barre bi-encastrée de la Figure 6 sous I’effet
d’une variation de température AT. Le coefficient de dilatation thermique o et le module
d’Young E sont supposés connus.

L1 L2

S1 S2

MANVAAN AN

VAL LAY AN

Figure 6
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Exercice 7

Déterminer les efforts dans les barres extensibles des systemes de la Figure 7. (Les barres

hachurées sont infiniment rigides)

1.5m

3'1 ‘ 50 kN

(b)

(c) (d)

Figure7
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CHAPITRE 4

FLEXION SIMPLE

52



CHAPITRE 4 : FLEXION SIMPLE

4.1 Définitions et hypothéses

L’action des forces latérales sur une poutre se traduit en une déformation de I’axe longitudinale

initialement droit en une courbe curviligne (Figure 4.1). L’état d’une section de poutre ou toutes
les composantes des efforts deformation internes, seule un moment fléchissant My ou Mz n’est

pas nul, est dit état de flexion plane pure.

La déformation résultante de ce genre de sollicitation est connue sous le nom de la fleche.

Lorsque I’effort tranchant n’est pas nul, en ce cas la sollicitation est dite flexion simple.

P P
d d
[ T -
Y ¥

la tleche
P [
P L_‘_,_,_‘_,__:___‘__i___;f Flexion simple (M et T)
e

Pa — Flexion pure (M )

Figure 4.1 : Exemple d’une poutre soumise alaflexion.

= Hypotheses
a) Les déformations sont élastiques et suffisasmment petites pour ne pas modifier I'intensité

desforces ni leurs distances respectives.

b) Toute fibre contenue dans un plan de symétrie demeure dans ce plan pendant la
déformation.
c) Hypothese de Navier-Bernoulli: les sections droites de la poutre demeurent planes et

perpendiculaires al'axe de celle-ci aprés déformation.
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4.2 Efforts tranchants, moments fléchissants

Soit la poutre ci-dessous soumise a la flexion smple. Imaginons une coupure en un point C qui
divise la poutre en deux parties notées gauche et droite. Chacune de ces deux parties est en
équilibre sous I'action des efforts extérieurs qu'elle recoit et sous I'action des effets de l'autre

partie (efforts intérieurs).

=
vl

A | : 1B
w:;:/r.;ﬂ- C —A—

L a L b L

1 A 1

L L L

_z] A

Figure 4.2 : Exemple illustratif d’une poutre sollicitée en flexion simple.

Chacune des deux partie agit sur I’autre de sorte que:

v" Tous les mouvements horizontaux, verticaux et de rotation d’une partie par rapport a
I’autre sont nuls.

v Chague partie est en équilibre

Pour qu’il y ait concordance en signe entre les deux parties, on utilise la convention de signe
montrée sur la Figure 4.3.

ro

I~
.‘I
-

ik

Figure 4.3 : Conventions de signe.



L'effort tranchant T(x) dans une section d'abscisse x, séparant la poutre orientée en une partie

gauche et une partie droite, est la résultante des forces extérieures sexercant sur la partie gauche.

Le moment fléchissant M(x) dans une section d'abscisse X, séparant la poutre orientée en une
partie gauche et une partie droite, est la somme des moments extérieurs (dus aux couples

concentrés et aux efforts d'action et de réaction) sexercant sur la partie gauche.

4.3 Diagrammes des Efforts tranchants et des moments fléchissants

En général, les efforts et moments agissant dans différentes sections varient le long de la poutre.
Entre autres les valeurs maximales et minimales de ces efforts et moments sont d’une grande
importance pour la sécurité de la poutre, on s’intéresse donc & tracer des courbes qui montrent
comment changent les efforts et les moments d’une section a une autre, on appelle ces courbes

les diagrammes des efforts et des moments.

On se limite dans cette section a I’étude des diagrammes des efforts et des moments dans les
poutres a deux dimensions (plan XQOY), ce qui réduit le nombre des efforts et des moments a

trois, asavoir un effort normal N, un effort tranchant Ty, et un moment fléchissant Mz.

4.3.1 Les zones effortsinternes dans une poutre

La variation d’un effort ou moment dans une zone (ou tracons) d’une poutre est caractérisé par
une méme loi mathématique. En pratique I’extrémité d’une zone est imposée par I’extrémité de
la poutre (extrémité libre appuis de rive ou intermédiaire), changement brutal de la charge, ou le
changement brutal de la direction de I’axe de la poutre (Figure 4.4).

—
e
-
Il
A
e
T
T

R

Figure 4.4 : Zones efforts internes dans une poutre.
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4.3.2 Construction des diagrammes des efforts internes d’une poutre

Pour pouvoir tracer les diagrammes, il est indispensable de connaitre toutes les forces extérieures

y compris les réactions qui doivent étre préal ablement déterminées.

Pour déterminer les réactions d’une poutre isostatique (efforts de liaison), il faut écrire les
conditions d’équilibre (la loi fondamentale de la statique).

Pour une poutre articulée isostatique, aux trois équations fondamentales de la statique s’ajoute
une éguation supplémentaire: en effet par rapport au centre de I’articulation, la somme des

moments créés par toutes les forces situées d’un coté de cette derniere est nulle.

Le tracé des diagrammes des efforts et des moments peut étre fait a I’aide des équations

anal ytiques ou par la méthode directe.

La méthode anaytique consiste a trouver les expressions des efforts et moment pour chague
zone en fonction de I’abscisse x de la ligne moyenne de la poutre. Ces expressions peuvent étre
établies par les équations d’équilibre de toutes les forces (y compris les réactions des appuis)
appliquées a gauche ou a droite de la section considérée. Une fois que ces expressions sont

déterminées, on peut lors tracer leurs diagrammes.

La méthode directe est tres rapide généralement utilisée dans les cas de chargements simples.
Elle consiste a déterminer les valeurs numériques des efforts intérieurs aux extrémités de chaque
troncon. Ces points sont joints par des lignes ou courbes dont les caractéristiques sont
déterminées sur la base des relations différentielles entre les efforts intérieurs et les forces

extérieures citées ci-dessous.

a. Sur les trongons ou il n’y a pas de charge répartie, le diagramme des T est délimité par
des droites paralléles a la base tandis que le diagramme des M I’est, dans le cas le plus
générale, par des droites obliques.

b. Sur les troncons ou la poutre supporte une charge répartie, le diagramme des T est
délimité par des droites obliques tandis que celui des M I’est par des paraboles carrées.

Quand on trace le diagramme des M du c6té des fibres tendues, I’incurvation de la

parabole est dirigée dans le sens contraire de la charge gy.

c. Lesmaximums et minimums des M coincident avec les sectionsou T = 0.

d. Dans les sections ou les charges concentrées sont appliquées a la poutre, le diagramme
des T est caractérisé par des passages brusques aux niveaux de ces charges, celui des M,
il y aura des brisures dont la pointe sera dirigée dans le sens de la ligne d’action de la

force.
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e. Dans les sections ou les charges moments sont appliquées a la poutre, le diagramme des
moments sera marque par des passages brusques d’une valeur proportionnelle a ces

moments tandis que sur le diagramme des T, il n’y aura aucune modification.

Exemple 01
Exprimer et tracer la variation de I’effort tranchant et le moment fléchissant le long de la poutre

schématisée par laFigure 4.2.

Solution 01
Supposons que la poutre soit coupée au point C (1 partie) puis au pont (D) (2 partie).

P
A | X % B
AN c D '
g a s b M
| >+ *
La L o |
B *

1¥®partie: 0<x<a

A

Ny
C

‘.J-I:
e

I }
R4=PbL
7
| X :

h.l
| I

">F=0 N=0
*=SF=0 T,=PbiL
»SM/C=0 Mz= (Pb/L).x
Mz (x=0)=0
Mz (x=a) = Pab/L
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2emepartie: as<x<L

¥ M.
a P
Ri=PH/L

*SF,=0 N=0

*SF=0 T,=-PbiL

»SM/C=0 Mz= (Pb/L)(L-x)
Mz (x= a) = Pab/L 0
Mz(x=L)=0

Ayant obtenu les expressions des efforts tranchants et moments fléchissants pour chacune des
deux parties, tracons leurs variations le long de la poutre comme montrées par la figure

Ci- dessous.

%b:: *, | -‘-1'“{“
2 (4

Figure 4.5 : Diagrammes des Efforts tranchants et des moments fléchissants.
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4.4 Relations différentialles entre les charges et les efforts

lls existent des relations différentielles entres les forces extérieures et intérieures et qui

constituent la base de la méthode directe pour la détermination des efforts internes.

Pour déterminer ces relations on considére un cas de charge arbitraire d’un systéme de
sollicitations donné dans un plan (Figure 4.6) avec :

; PR
i T M+dM
N 7 l “'2 N+dN
» j 1 11
[ Tl > —*= > —&» — |
| L L]
e THdT
dx

Figure 4.6 : Elément de poutre isolé chargé par une force uniformément répartie.

Ox : intensité de la charge extérieure selon I’axes X
qy - intensite de la charge extérieure selon I’axes Y

La relation entre I’intensité de la charge Qy est I’effort normal est obtenue par I’équation

d’équilibre d’un élément dx et peut étre exprimée par :
N-gX)dx-N-dN=20
= dN/dx = - gy«(X)

Entre I’intensité Qy, I’effort tranchant T et le moment fléchissant M qui agissent dans une

certaine section, existent les relations différentielles suivantes :
T-q(X)dx-T-dT=0

=dT/dx = - qy(X)

M + Tdx - gy (X) dx’/2 - M - dM =0

En négligeant le terme quadratique en dx? on obtient :

dM/dx =T

ou

d*M/dx® = - gy
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4.5 Contraintes nor males en flexion plane

Dans cette partie, nous proposons d’étudier le passage de I’effort interne aux contraintes agissant
sur les sections de la poutre et particulierement la distribution des contraintes normales et

tangentielles résultant d’une flexion et d’un effort tranchant.

Des contraintes normales se développent dans les sections transversales d’une poutre soumise a
un moment fléchissant. La figure 4.7 montre les fibres tendues et comprimées externes d’un
trancon de poutre fléchi. Dans la zone comprimée les fibres se raccourcissent tandis que dans la
zone de traction elles s’allongent. Ces deux zones sont séparées par un plan neutre ayant un
rayon de courbure R et dont la longueur ne varie pas lors de la flexion. L’allongement relatif

d’une fibre se trouvant a une distance y de I’axe neutre peut étre écrit :

I.".l
|I.""
Jdd
i
.n'
!
i
/ R
!
!
!
.'l
/
r«r} S _ _
AN- M i
L YL |y EE
(e a A
X

Figure 4.7 : Contrainte dans une fibre déformée.

_ ab _ (R+y)df-dx (4.1)
ab dx
Avec:
dx = Rd6 (4.2)
y
= & = ? (43)
o
E = E (4-4)
E
D’ou : o=_y (4.5)
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La condition d’equilibre lie les contraintes et les efforts internes dans la section transversales

d’une poutre est :
[[soyds = M (4.6)

En introduisant la valeur de o de 1’équation (4.5) dans I’expression (7.6) on obtient :

M =J, = yds (4.7)

M = %ﬂs yzds (4.8)
_ElL

M= = (4.9)

En introduisant I’équation (4.5) dans (4.9), 1a contrainte normale en tout point de la section de la

poutre distante de y de I’axe X a pour valeur :

M
g=-2 (4.10)
I,

L’equation (4.10) est appelée formule de Navier dont on note que :

v Les contraintes sont proportionnelles au moment fléchissant et inversement
proportionnelles au moment d’inertie 1.
v" Les contraintes varient linéairement avec la distance y de I’axe neutre.
v' La fibre la plus sollicitée (la contrainte de traction ou de compression maximales) est
située au point le plus éloigné de I’axe neutre.
L application de cette formule est génerale, mais on se considérera que les cas particulier
suivants :

1. Cas d’une section ayant un axe de symétrie horizontal :

(4.11)

Ymax = y;tax
= My
|Jmax| = IJ?;I-taxl = Omax — o (4-12)

Omax - La contrainte normale maximale.

I I
Wy = —2— = X . Modulerésistant delasection.
Ymax h/z
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partie comprimeée

i
e,
S
S
sl
o
o
o
o
o
S
o
T
RS
S
o

T
R
]

ot

AN

.
o

s

.

R
I

\ Partie tendue omax+

Figure 4.8 : Distribution des contraintes dans une section ayant un axe de symétrie horizontal.

2. Cas d’une section n’ayant pasun axe de symétrie horizontal :

Dans ce cas |es contraintes de traction et de compression maximales sont différentes.

- MYymax
Omarl = [P (4.13)
M ?me
Oax = — (4.14)

Omax - Contrainte de compression max.
O}me . Contrainte de traction max.

Yimax €t yntax - Des des fibres comprimees et tendues les plus €l oignées.

M : Moment fiéchrssant.

- -
Ym ax Ym ax

D’ ou on distingue 2 modules résistants de la section : !
X X

!

\

E\b\\iﬁ@‘t-i
A oy

g

87 O
max+ max-

Figure 4.9 : Distribution des contraintes dans une section n’ayant pas un axe de symétrie
horizontal.
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4.6 Calcul derésistance en flexion

La vérification d’une poutre en flexion se fait a partir de la condition de résistance par rapport

aux contraintes normales maximales dans la section.
a) Pour une section symétrique :

_ | MYmax
| = | I
z

< min ([o_],[0+]) (4.15)

| Jmax

b)  Pour une section Non symétrique :

S [o_] = [04] = [0] = max (|Iomax|, lomax]) < [o] (4.16)

lomax| < [o_]
S [0.] # [04] (4.17)
|J?;I-1ax| < [J+]

Exemple 02 :

Veérifier la résistance de la poutre ci-dessous (Figure 4.10) s la contrainte admissible
[6] = 160 N/mm?.

40kN/m
LB T I T 711 7
/ ,;}/, % 12 cm
.'Ez': ’ - /
™ 5 - 6 cm
m

Figure 4.10 : Poutre simplement appui avec une section droite symétrie.

Solution 02 :

L e moment maximal est a mi-travé:

12 40%4
Mgy = = = 225 = 20 kN.m
8 8
60x1203
|, = "1—2 — 860%10° mm’

M Miviiin :2><10‘5 X60
k 864x10%

=138,8 N/mn? < 160 N/mn?

Omax =
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Exemple 03 :
Vérifier larésistance de la poutre ci-dessous (Figure 4.11).

On donne : 1;=2x10" mm*; h=160mm ; y¢ = 60 mm ;[c_] = 80 N/mm?; [0, ] = 120 N/mm?.

20kN
10kN/m
() -
I i ,
2m 2m Im

Figure 4.11 : Poutre simplement appui avec une section droite non symétrique.

Solution 03 :
v" On trace le diagramme des moments :

=M}, =10kN.m

M =20kN.m

v" Calcul des contraintes :

Pour M), =10kN.m

;. 10 x 10° x 60 8 8
Omax = ox107 - 30 N/mm*® < 120 N/mm
_ 10 x 10° x 100 4 4
Omax = % 107 =50 N/mm* < 80 N/mm

Etpour My, = 20kN.m

N 20 x 10° x 100 4 4
Omax = > % 107 = 100N/mm* < 120 N/mm

i 20 x 10 X 60
Omax = 55107

= 60N/mm? < 80 N/mm?
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S max+

100 o
M = -20kN.m
____W___7__‘>__
0 v 7777
Smax-

7

100 - ==
V) Y % M=+10kN.m

60 & | X

Figure 4.12 : Distribution des contraintes.

4.7 Contraintes tangentielles en flexion

Quand une poutre est soumise a I’action simultanée d’un moment fléchissant et d’un effort
tranchant, en plus des contraintes normales, des contraintes tangentielles apparaissent aussi au

niveau des sections droites comme le montre dans la Figure 4.13

R
—
— —= —
—_— -

Figure 4.13 : Distribution des contraintes tangentielles.
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Considérons un trongon de poutre de longueur dx soumis a un effort tranchant constant T et un

moment fléchissant varient de M aM+dM (Figure 4.14).

ds
o otdo -
T L
M-+dM T\+ — P ﬁ/{
f/ ) J - gt -
[ 1 SN I S A A A e
\ | | I by
T L= \__u_,_
Lt >l o otdo |
a dx

Figure4.14 : Calcul des contraintes tangentielles.

La partie supérieure de I’élément dx a une distance y; de I’axe neutre est en équilibre sous
I’action des contrainte 0 & gauche de I’élément dx, 0+dao a droite de I’élément etde la contrainte

tangentielle horizontale T.
Ecrivons I’equation d’équilibre :

[Js1 0ds -[[¢ (0+do)ds + Jthdx =0 (4.18)

En supposant que les contraintes tangentielles sont sonstantes dans la section bdx :

thx = [l dods = [ig 2 yds (4.19)

= dTMHS}de (4.20)

= Eifﬂ 5 (4.21)

sp= MO, S (4.22)
dx Ib Ib

En un point arbitraire d’une section droite d’une poutre soumise a I’action simultanée d’un effort

tranchant et d’un moment fléchissant, la valeur dz la contrainte tangentielle est determinée par :

T:ng
I; b

(4.23)
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Avec:
T : Contrainte tangentielle.
b : Largeur de la section dans la couche considérée.

L, : Moment d’inertie.

S, : Moment statique de I’aire située soit au-dessous soit au-dessus de |a couche considérée.
T : L’effort tranchant.

La contrainte tangentielle varie avec I’ordonné y comme le rapport S, /b.T est nul aux points des
plus éloignés du centre de gravité est passe par un maximum pour I’ordonnée correspondant au

maximum de S, /b.

Exemple 04 :
Déterminer ladistribution de la contrainte tangentielle de la poutre a section rectangulaire.

Solution 04 :
Dans le cas d’une section rectangulaire, la largeur b est contante. Aune distance y de I’axe z-z on

détermine le moment statique S et le moment quadratique |,. Laformule (4.23) devient :

b h?

S1= (=) (4.24)
bh3

]Z - E

On obtient :
6T h?
= (= ¥%) (4.25)
3

=0 7 ==——
y max 2 bh

y:h/2 Tmin — 0
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Figure 4.15 : Contraintes tangentielles pour section rectangulaire.

v' Poutre a section circulaire

b 3R
== Z
R =
v" Poutrea section triangulaire
" b
| Tmin = 0
o
| ' Tmax = E
Y | he | -
hfSI : z
|
B

Figure 4.16 : Exemples de distribution des contraintes tangentielles dans une section de

poutre en flexion simple.
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4.8 Calcul derésistance en flexion smple

Dans le cas général d’une poutre en flexion simple, les valeurs maximales des contraintes
normales et celle des contraintes tangentielles se trouvent en des points différents. Dans les

points ou o est maximale T =0, par contre laou T est maximale o = 0.
D’habitude on Vérifie les contraintes normales et tangentielles séparément.

Comme le cas d’une flexion pure, la condition de résistance s’écrit :

Mmax
|Omax| = 222 < [o] (4.26)

On devraauss vérifier :
Tmax = me;# < [T] (4-27)

Cependant dans le cas ou dans des sections de poutre il existe des points supportant I’action
simultanée d’importantes contraintes normales et tangentielles, il convient de véifier la
résistance de la poutre par rapport aux contraintes principales, en utilisant les diverses théories de

résistance.

4.9 Déformée d’une poutre soumise a la flexion smple (notion de la fleche)

Quand on charge une poutre, la ligne moyenne qui, initiallement est droite, se déforme sous
I’effet d’un moment fléchissant. L’allure de I’axe longitudinale de la poutre apres flexion

(déformé) est appelée ligne élastique.

On s’intéresse au calcul des déformations élastiques a la flexion pour pratiquement deux

raisons:

v' Cacul alarigidité: en plus du calcul alarésistance, on doit parfois vérifier que la fleche

de la poutre ne dépasse pas la valeur de lafléche maximale permise.

v" Le calcul des déformations est essentiel pour I’analyse des systémes hyperstatiques.

4.9.1 Equation différentielle delaligne élastique

L’ expression de I’équation de la déformation peut étre facilement obtenue a partir de la relation

entre la courbure et le moment fléchissant :

_ M,

1
" EL, (4.28)
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Sohhahon

Figure 4.17 : Poutre déformee.

L’arc GG ayant pour longueur dl
dl = Rd0

do

ou
l

el

Latangente de la courbure v au point x est définie par :

E—tgéi

dx
Pour des angles de rotations trés petits on assimile :

tgb =06

e dx—=dl

En remplacant (4.32) et (4.33) par leurs valeurs dans (4.30) et (4.31) on obtient :

1 do

ou ————
R dx
dv

g O=—
dx

En dérivant (4.35) par rapport a x :

ae _ d%v

dx dx?
Des équations (4.34) et (4.36), il en résulte ;

_de _ d*v

1
R dx  dx2
70

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)
(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)



L’équation (4.28) s’écrira donc :

d?v M
— =z (4.38)
dx? El,

C’est I’équation différentielle de la ligne élastique que I’on intégre dans chaque cas particulier

afin de déterminer les fléches des poutre.
Le signe dans I’équation (4.38) correspond a :

X et v sont positif dans la droite et vers le bas respectivement.
L’angle 8 est positif dans le sens des aiguilles d’une montre a partir de I’axe x.

M positif quand il tend les fibres inférieures.

A WD PP

La courbure est positive si la courbe est concave verslebas (M >0 et 1/R > 0).

4.9.2 Meéthode d’intégration directe

L’équation de la déformée peut étre obtenue par intégration successive de I’équation
différentielle (4.38)

() = == | —Mg(f) dx + C (4.39)

En intégrant une seconde fois il vient :

v(x) = [ [ i —ME(? dx + cl] dx + C, (4.40)

Ou C, et C, sont les constantes d’intégration a déterminer a partir des conditions aux limites.

Il faut noter que dans le cas des poutres ayant plusieurs trongons dont chacun possede sa propre
équation du moment, il faut substituer I’expression de M dans chacune des équations
différentielles et procéder a I’intégration. Les constantes d’intégration dans ce cas sont
déterminées en utilisant les conditions aux appuis des extrémités de la poutre et aux conditions

de continuité aux limites des troncons.
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Exercicesdeflexion smple
Exercice 01

Construire les diagrammes des efforts tranchants et moments fléchissants pour les poutres de la

Figure 1, et déduire les valeurs extrémes.

3kN/m 36kN.m 12kN

R

G } D B
—-
8m 2m 2m

(a)
40kN
30kN/m
r 11 11 E
im - 1.2m = im
(b)
‘ 20kN 4kN
Y C D L
A& @ B
- L N 'L_—L_'%
2m 2m 2m Tm 1m
()
TEN/m 12kN.m
REER B
A ,tle J' g; C
4m 8m 8m
(d)
Figurel
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Exercice 02

Soit une poutre de section transversale triangulaire. Déterminer la dimension b de la section
transversale. On donne [o] = 1600 kg/cm?, [1]=1100 kg/cm?, h = 12cm.

4kN 2kN/m

G B T
1kN.m —éﬁﬁ-,A B’/’%i ;
L—J‘—J‘—'J y

b
| m 1 m Il m <>

Figure2

Exercice 03

Soit une poutre en acier de section transversale rectangulaire creuse, comme le montre la figure
ci dessous.

dem
..].. -
i 5kN '
2kN.m 10 kN/m
(A EEAEEEN ' F 2em | |\ || | [8em
DR o _
1 m 2m 05m 05m
X
- -
Hcm

Figure3
1. Tracer les diagrammes des efforts tranchants et des moments fléchissants tout au long de la

poultre.
2. Déterminer la section (ou les sections) dangereuse.

3. Tracer la distribution des contraintes normale et tangentielle tout au long de la section

transversale de la poutre, pour la section (ou les sections) dangereuse.

4. Vérifier larésistance de la poutre sachant que la contrainte admissible de traction est [04] =
300 N/mm?, de compression [0.] = 200 N/mm? et[t] = 50 N/mm?
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Exercice 04

Déterminer I’expression de la déformée d’une console soumise a une charge uniformément

répartie sur toute salongueur.

l

________HE I—f

l."‘ L |w

T

.
-
-
-

=

|

|
|
|

Figure4

Exercice 05

Déterminer les égquations de la déformée et déduire la fleche maximale pour une poutre reposant
librement sur deux appuis et soumise a une charge concentrée a une distance a de I’appui A
(Figure5).

B
PRy

-

Figure5
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CHAPITRE 5:

CISAILLEMENT
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CHAPITRE 5: CISAILLEMENT

5.1 Définition

Dans le chapitre précédent nous avons étudié les contraintes tangentielles engendrées par un
effort tranchant en présence d’un moment fléchissant. Nous allons maintenant considérer les

contraintes tangentielles dues a I’effort tranchant seul.

Un corps est sollicité au cisaillement lorsqu’il est soumis a deux forces opposées qui tendent a le

séparer en deux trongons glissant I’un par rapport a I’autre suivant le plan d’une section.

Si en pratique il est difficile de séparer les sollicitations les une des autres, il est encore plus
difficile de réaliser des déformations de cisaillement dans sa forme pure, elles sont généralement
accompagnées de déformations de flexion. Cependant les exemples considérés comme étant en
cisaillement pur sont nombreux : les composants des assemblages métalliques constituent la

majorité.

Figure 5.1 : Découpage d’une tole.

5.2 Contrainte de cisaillement

On considere une tole de section A encastrée dans un massif rigide fixe (Figure 5.2). Le long de
ce massif, on applique verticalement la lame d'une cisaille avec une force V perpendiculaire a
I’axe longitudinal xx . Le principe de I'action et de laréaction fait que le massif exerce une force
de réaction égale et opposée a T (appelée effort tranchant). La tble est alors soumise au
cisaillement. Si la cisalle est suffissmment tranchante, elle fait glisser les sections
immédiatement voisines |'une sur |'autre au niveau de I'encastrement. En supposant que toutes
les fibres de latdle supportent |la méme contrainte.
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Figureb5.2 : Systeme soumis a un effort tranchant.

L’effort V agit dans le plan de la section droite d’encastrement aa’bb’ et il est supposé
uniformément réparti le long de I’aréte aa’. En réalité, la section aa’bb’ est tres voisine de V mais
a gauche de son plan d’application, du fait qu’il est impossible que V s’exerce rigoureusement
dans le plan d’encastrement (Figure 5.3). (AX tres petit.)

Remarque : on admet que la répartition des forces intérieures est uniforme, ce qui entraine la

répartition uniforme des contraintes.

k4
F 3

Figure 5.3 : Force de cisaillement en un point d’une section.
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Mise en équilibre du trongon (A) : la section droite S (aa’bb’) sépare le prisme en deux trongons
A et B. Pour la mise en équilibre, négligeons Ax (cas idéal du cisaillment). Le trongon A est
SOuMmis :

v ason poids, négligé devant V,

v aV, I’effort tranchant,

v aI’action du troncon B (forces intérieures) qui se traduit par :
V'=5(t1.dS=1.S (5.1)

Par projection sur Gy, on obtient: V° - 1.dS=0

Lavaleur moyenne de la contrainte tangentielle de cisaillement est :

T = E (52)

»  Exemple5.1

Cdculer la contrainte moyenne sur le plan ab sur lafigure ci-dessous.

\ P

Solution de I'exemple 5.1
La contrainte moyerne sur le plan ab est:
\'4 Pcos

S S
D’oul pour o, par exmple, égale a45° ona:
40+/2
= —=_ = 0,047 kK/cm?
2 (20x30)

5.3 Déformation élastigue en cisaillement

L’essai de cisaillement peut étre effectué comme I’indique le montage de la Figure 5.4, I’effort V
s’exercant lentement.

Rappelons que les sections ab et a;b; sont trés voisines et distantes de AX.
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Apres déformation, la section a;b; vient en &b, et ladénivellation ay;a mesure alorsle

glissement transversal (Figure 5.5).

77 o |
%ﬁ o // dénivellation
NN n -

a §ﬂ| ;iJE: =¥

- ﬁ Ehl - b ﬂl:_;

[+ l:r'; ] - ! 1

2\ TN,

5
AX | L
2 4 S 4 L)
Figure5.4 : Avant sollicitation. Figure 5.5 : Pendant la sollicitation en cisaillement.

Si on admet que aa reste rectiligne, on définit la déformation par le rapport :

tgy = =2 (53)

Avec Y, angle de glissement ;

Pour beaucoup de matériaux, la déformation de cisaillement est linéairement proportionnelle ala
contrainte de cisaillement dans certaines limites (glissement faible). Cette dépendance linéaire
est semblable au cas de la traction et de la compression directe. Dans les limites de la

proportionnalité, on a

T=Gy (5.4)

Par ailleurs, puisque nous avons restons dans le domaine élastique, nous avons :

= (te (par analogie avec I’essai de traction o =E . £) et tgy = ¥

14
Soit : G = a15ﬂ2 (5.5)
TR
\ _v
Dol ¥F= 23 (5.6)
Avec .
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v' Y : Sappelle "distorsion” ou "déformation de cisaillement".

v" G : module d'élasticité transversale ou de cisaillement (module de coulomb)

Le coefficient de proportionnalité G est semblable au module de Young E, pour latraction et la
compression. Pour la plupart des matériaux E est environ 2.5 fois plus grand que G. Pour les
métaux G = 0.4 E, par exemple:

Aciers:  E=200000 N/mm’ et G = 80000 N/mm?;

Fontes: E=100000 N/mm* et G = 40000 N/mn?.

»  Exemple5.2

La contrainte de cisaillement dans un corps métallique est égale & 1050 kg/cm?. Si le module de

cisaillement vaut 8400 kN/cm?, déterminer |a déformation de cisaillement.

Solution de I'exemple 5.2

La déformation de cisaillement est:

y=L=2%% — 000125 rad = 0,225°
G 840000
D’ou pour «, par exmple, égale a45°ona:
y = 0,225°

5.4 Etat decisaillement pur

Dans I’état de contrainte de cisaillement pur, les contraintes principales suivant les plans inclinés

a45°sont:

o =—0, =1 (5.7)

Figure 5.6 : Etat de contrainte de cisaillement pur.
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5.5 Condition derésistance au cisaillement

Le calcul de cisaillement pur consiste a déterminer la contrainte tangentielle T ma dans I’élément
le plus sollicité et comparer cette valeur avec la contrainte admissible. La contrainte de résistance

au cisaillement s’écrit sous la forme :
Tmax = [T] (5.8)

La contrainte de cisaillement admissible est déterminée en fonction de la contrainte normale

admissible qui est une caractéristique du matériaul.

D’apres la premiere théorie de résistance :

o =7 <[] = [t] =[0] (5.9)
D’apres la deuxieme théorie :

o, —Vvo, <|o]

T+vt < [o]

[o] [o]

Pour lesmétaux : v=0,25a0,42= [r] = (0,72 0,8)[0]
D’apres la troisieme théorie :

o, — 0, < |o]

T+ 7 < [1]

r<ld s (5.12)

D’aprés la quatrieme théorie

\/312 + 02— 0y 0, <[0]
T < % =[] = % ~ 0,6 [0] (5.12)

Remarque : notons que lors du calcul des ééments en matériaux ductiles (boulons, rivets,

.....etc.) Cette derniére formule est la plus utilisée.
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Exercices de cisaillement

Exercice 01

On veut assembler, & I’aide de rivets dont le diamétre de chacun vaut 20 mm et d’un couvre
joint, deux t6les métalliques de 140 mm de largeur et 10 mm d’épaisseur. L’ensemble est soumis

aun effort de traction F = 10 000 daN, comme montré par la Figure 1.

1. Déterminer le nombre de rivets nécessaires a cet assemblage si |a contrainte admissible
de cisaillement [1], pour chagquerivet, est égale ala 90 MPa.

2. Vérifier la résistance du systeme s la contrainte admissible pour chacune des deux
téles est 12 daN /mm 2.

|
A 140 mm :
F : F
|
~ ! =
| Omm ks o - N
s
|
Figurel

Exercice 02

Trois toles en acier sont assemblées entre elles par deux rivets de diamétre chacun égale a

17 mm (Figure 2).

1. Veérifier larésistance des rivets si |a contrainte admissible de cisaillement [1] est égae ala
900 kg/cm?.
2. Déterminer I’épaisseur minimale de chacune des deux tdles si [o] = 1200 kg/cm?.
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P2
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O

Figure2

Exercice 03

Deux pieces plates sont collées comme indiqué sur la Figure 3. La contrainte provoquée par
I"effort tranchant est égale & la 235 daN/cm? et sa contrainte admissible de cisaillement [1] est de
175 daN/cm?. La colle étant uniformément répartie sur la surface rectangulaire (30x70) mm?.

Déterminer I’effort de traction maximal admissible par I’assemblage.

i 0 -
-— ' b=30 =

Figure3
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Exercice 04

Pour percer des trous dans une téle en aluminium de 4 mm d’épaisseur, on utilise une
poingonneuse ayant une aiguille de 20 mm de diamétre. Quelle force faut-il appliquer au niveau

de I’aiguille (Figure 4) pour percer la t6le si la contrainte admissible de cisaillement [1] de

I’aluminium est de 275 N/mm?.

Aiguille

\_ﬂ -
Tole en aluminium
| 4 mm /

1 P AR

.

Figure4

Exercice 05

Deux cylindres sont collé comme indiqué ci-contre (Figure 5). La contrainte admissible de
cisaillement [1] est de 180 daN/cm? La colle est uniformément répartie sur I’enveloppe
cylindrique de @30 mm et de longueur L inconnue. L’effort F supporté par I’assemblage a une

intensité de 2600 daN. Déterminer lalongueur de joint collé.

. L
«————» 5
AL SEAAITILLS | i
F / of ¢
B ST, (] TR SRR g ———————————— r—
F
{2600daN
Colle
Figure5
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Exercice 06

L adhérence d’une barre d’acier au béton est déterminée par test d’arrachement (Figure 6). Pour
arracher une barre de diameétre d = 12 mm et de longueur enrobée L = 300 mm, on doit exercer

une force de traction P = 17,8 kN, quelle est la contrainte d’adhérence acier-béton.

Figure6
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CHAPITREG:

TORSION
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CHAPITRE 6: TORSION

6.1 Définition

Latorsion est une charge telle que dans les sections droite de la barre seul apparait un moment
de torsion. Les autres facteurs, moments fléchissants, force normale et effort tranchant, sont nuls.

Figure 6.1 : Exemple d’une barre soumise a la torsion.

Supposons que la barre est chargée seulement par un couple situé dans le plan perpendiculaire a
I’axe de la barre.

Coupons labarre et considérons I’équation de la partie droite. On peut voir que :

N=Tz=Ty=Mz=My=0

Figure 6.2 : Les Effortsinternes.
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La seule force intérieure avec la quelle la partie gauche agit sur la partie droite est le moment

intérieur Mt. Ce moment s’appelle le moment de torsion, il se trouve dans le plan de la section.

La barre circulaire qui travaille a la torsion s’appelle arbre.

6.2 Convention de signe et Diagramme du moment de torsion

Par convention, le moment de torsion (effort interne) est:

» Pogitif (Mt > 0) s’il agit dans le sens antihoraire pour un observateur qui regarde la
section ;
> neégatif (Mt <0) s’il agit dans le sens horaire pour un observateur qui regarde la section.

|
Figure 6.3 : Convention de signe.

Le moment de torsion agissant en un point d’une barre est égal a la somme algébrique des

moments des couples extérieurs appliqués d’un c6té ou de I’autre de la partie considérée.

6.3 Contraintes et défor mation

Comme pour les sollicitations en traction / compression, une sollicitation en torsion entraine une
déformation. Cette propriété est d’ailleurs utilisee pour réaliser des suspensions a barre de

torsion.

Figure 6.4 : Déformation de labarre.
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Considérons une barre de section circulaire soumise a un moment de torsion constant. Coupons
un élément de longueur (dx).
Mt

Figure 6.5 : EIément d’une barre soumise a la torsion.

S on développe en plan le rectangle AoAi1BiBo, on constate qu’il se déforme en

paralélogramme:

| dx
|

L
L

L’angle de déformation y est appelé : distorsion exprimeé par :
A1 Ay

tgy = EO_A: (6.1)

A A, =1rdp et Aj A, =dx

En tenant compte du fait que I’angle y est petit on assimilera tg7y a y et on obtient alors:

dg
=r — 6.2
y=r_— (6.2)

dg : :
a est I’angle de torsion par unité de longueur qui est constante et on la note par 6 de sorte:

y=r6o (6.3)
On peut écrire une deuxieme expression de laloi de Hooke sous laforme :

tw=G. g (6.4)
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Ou G est le module d’élasticité transversal (ou module de Coulomb).

En remplacant la déformation de cisaillement par son expression, on obtient :

tu=7.G.0 (6.5)

Pour calculer les contraintes de cisaillement dans ia barre on utilise, au lieu du rayonr, la
coordonné polairep au point considére :

k J

Figure 6.6 : Force de cisaillement en un point d’une section.

Laforce éémentaire agissant sur lasurface dA est :
dT =t.dA

Cette force fait naitre un moment de torsion élémentaire dM; :

dM; = p.dT
Ainsi, le moment de torsion est :
M; = [ pTdA (6.6)
En substituant T par son expression (6.5)
M, = [, G. 0 p? dA (6.7)

Finalement, la relation entre le moment de torsion et I’angle :
M=G. 8 [, p? dA (6.8)

On reconnait dans cette expression le moment quadratique polaire :

0



— 2
lp=)4p°aa (6.9)
D’ou I’expression de la déformation angulaire relative :

M, = G.0. I (6.10)

Laquantité G Ip est larigidité a latorsion.
Desrelation (6.3), (6.4) et (6.10), on tire

M
T=—
Ip

(6.11)

Cette formule montre que les contraintes sont proportionnelles a la distance du point considéré
au centre de gravité de la section. On peut alors tracer le graphe de répatition de la contrainte

dans une section. La contrainte tangentielle est maximale sur les fibres extérieures :

Pourp=R  Tyax = =L R (6.12)

Ip

L M ; .
Laquantité Wp = -;t est appelée module de torsion.

Figure 6.7 : Distribution des contraintes de cisaillement dans une section soumise alatorsion.

L’angle de rotation d’une poutre de longueur L peut étre obtenu de 1’expression (6.13) :

o= [ X dx (6.13)

0 GlIp

Si laforme de la section et |le moment sont constants alors :

@ =2tk (6.14)

G Ip
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» Exemplesde Calcul des modules de résistance polaires

a Sectioncirculaire pleine

\_/

I_nD4 W_nD?'
P s P~ 6

b. Section circulaire tubulaire

m
= —_-=D

__ m(D*-d*) __ m(D*-d*%)
16 D

o

el

5
I
=
I
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6.4 Torsion d’une barre a section transver sale non circulaire

L hypothése des sections planes ne peut étre admise lors de la torsion des sections non-
circulaires et donc les méthodes de la résistance des matériaux ne peuvent pas étre appliqueées.

Dans ce paragraphe, on utilisera les formules obtenues par les méthodes de la théorie d’elasticité

pour le cas des sections non circulaires.

La distribution des contraintes d’une section non circulaire est représentée dans la figure ci-

dessous (Figure 6.8) et la contrainte maximale est donnée par laformule :

Figure 6.8 : Contrainte de cisaillement dans une section non circulaire.

M
T oo = v_vi (6.15)

W, est appelé module de résistance a latorsion et il est différent du module de résistance polaire

W sauf pour les sections circulaires et sexprime par la relation:
w; = ahb? (6.16)

Telsque h et b sont les dimensions de la section avec 4 > b.

-
Et I’angle de rotation se calcule dans ce cas par 1’expression :

M L
Q= G—CI: (6.18)

Ou I;est donnée par I, = r|hb2 (6.19)
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Les coefficients a, B et n sont donnés en fonction du rapport h/b dans |e tableau suivant :

Tableau 6.1 : Vaeurs des coefficients a, 3 et n en fonction du rapport h/b

h/b 1,0 15 | 175 | 20 2,5 3,0 4,0 6,0 10 00

a 0,208 | 0,231 | 0,239 | 0,246 | 0,258 | 0,267 | 0,282 | 0,299 | 0,313 | 0,333

B 1,0 | 0,859 | 0,820 | 0,795 | 0,766 | 0,766 | 0,753 | 0,745 | 0,742 | 0,742

n 0,141 | 0,196 | 0,214 | 0,229 | 0,249 | 0,263 | 0,281 | 0,299 | 0,313 | 0,333

6.5 Calcul derésistance a la torsion

En plus de la condition de résistance, lors du calcul des barres a la torsion ; on vérifie aussi la

condition de rigidité. Les deux conditions s’écrivent donc :

M

Tmax — -VFi < [7] (6.20)
M¢ L

Pmax = GtIt < [¢] (6.21)

On admet généralement [¢] =0,3" /1 m de longueur.
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Exercicesdetorsion

Exercice 01

Vérifier la résistance et la rigidité de la barre ci-dessous (Figure 1), sachant que diamétre
d =100 mm, G =8x 10* N/mm?, [t] = 70 N/mm?, [6] = 40 N/mm? et [¢] = 0.3"/ml.

4 KN.m/m 4 KN.m 2 KN.m
™ — — —

/ ™ .
/ ' b
? J L
/. - - -

|< >l >

2 m 1m
Figurel
Exercice 02

Déterminer d, a, b et h dela Figure 2, sachant que [t] = 60 N/mm? et h/b = 2.

1,8 KN.m
- 1,6 KN.m
0.6 KN.m Ei
— 0.4 KN.m o

7 id [
/ @
/ 7 JL

/N .

-~ I"L'-I
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60 N. m 60 N. m

— -+
30 N.m
—
_ 7 J
rd
! =2 f—|
— a
d
- L
Figure2
Exercice 03

Une barre en acier ABC est encastrée aux extrémités Figure 3. Les deux trongons AB et BC ont
une section circulaire de diametre respective 20 mm et 10 mm et de longueur 750 mm et 250
mm. Au point B on applique un moment de torsion qui provoque une contrainte tangentielle
maximale dans |e matériau de 40 N/mm?.

Calculer I’intensité du moment de torsion au point d’application du moment.

On donne G= 75 kN/mm?.

D =20 mm d=10 mm

A d

750 mm 250 mm

Figure3

Exercice 04

Vérifier la résistance et la rigidité du tube de la Figure 4, sachant que [t] = 70 N/mm?,  [¢] =
0.3/ml et G =0.8x 10°kN/mm?.
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