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Résumé

Dans ce mémoire, on abordera la question d’existence et d’unicité de la solution du
probleme de valeurs aux limites d’intégrales g-fractionnaires des équations de g-déférences
fractionnaires non linéaire dans un espace de Banach.

Les résultats obtenus dans ce travail sont basés sur les théoremes du point fixe de Banach,
krasnoselskii, et le théoreme de Scheafer. Des exemples illustrant les résultats obtenus sont

également présentés.

Mots clés : Equations de g-différences fractionnaires ,intégrale g-fractionnaire, dérivée q-

fractionnaire de Caputo, principe de contraction de Banach, théoreme de Krasnoselskii,

théoréme de Schaefer.



INDEX DES NOTATIONS

N : ensemble des nombres entiers naturels.

R : ensemble des nombres réels.

C([0,1],R) : espace des fonctions continues sur [0, 1] & valeur dans R.

|| . ||oo: norme infinie .

| . |lx: norme de 'espace X.

I',(.) : La fonction Gamma-q .

Bq(,) = La fonction Béta-q.

I : intégrale g-fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre v > 0.

‘D, : dérivée g-fractionnaire au sens de caputo d’ordre v > 0.

R_ZDZ; . dérivée g-fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre v > 0.

Dy : dérivée g-fractionnaire d’ordre n.
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Introduction

Les probléemes aux limites d’ordre fractionnaire ont récemment été étudiés par de nom-
breux chercheurs. Fractionnaire les dérivés apparaissent naturellement dans la modélisation
mathématique des systemes dynamiques impliquant des fractales et le chaos.

En fait, le concept de calcul fractionnaire a joué un role important dans 'amélioration du
travail basé sur le calcul d’ordre entier (classique) dans plusieurs disciplines diverses de la
science et de 'ingénierie.

Ce est probablement da a la raison pour laquelle les opérateurs différentiels d’ordre frac-
tionnaire aident a comprendre la phénomenes héréditaires dans de nombreux matériaux et
processus d’une meilleure maniere que 1’ordre entier correspondant opérateurs différentiels.
Les exemples incluent la physique, la chimie, la biologie, la biophysique, les phénomenes de
flux sanguin, propagation des ondes, traitement du signal et des images, percolation, iden-
tification, ajustement de données expérimentales, économiques, etc. [1] — [2]. Pour certains
travaux récents sur la différentielle fractionnaire équations, nous nous référons a [3] — [4] et
aux références qu’ils contiennent.

Les équations de différence g-fractionnaires , considérées comme des analogues fractionnaires
des équations de différence ¢ , ont récemment été étudié par plusieurs chercheurs. Pour cer-
tains travaux antérieurs sur le sujet, nous nous référons a [5] — [6] , alors que certains des
travaux récents sur la théorie de I'existence des équations aux g-différences fractionnaires

peuvent étre trouvés dans [7] — [8].
Présentation de mémoire

Le sujet principale de ce mémoire est 1’étude de l'existence et 1'unicité des solutions du



probleme de valeurs aux limites d’intégrales g-fractionnaires des équations de g-déférences
fractionnaires non linéaires.
Et pour cela en utilisant des déférentes théoremes du point fixe.

Notre mémoire est organisé en trois chapitres :

chapitre 1 C’est un rappel de quelques définitions ,notions de base,résultats sur la dérivation

g-fractionnaire et quelque théoremes du point fixe utilisés dans ce travail.

chapitre 2 Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude de ’existence des solutions du probleme

g-fractionnaire suivant :

‘Dyjx(t) = f(t,x(t)), l<v<2
z(0) = zo + g(x), —bf s)dys, ,t€10,1]

L’idée est de transforme ce probléme en un probleme du point fixe déterminé est

(1)

considéré soit comme une solution unique pour le probleme ,soit I'une de ses solutions.
Le premiere résultat d’unicité obtenu par 'utilisation du théoreme de point fixe de
Banach,le deuxieme résultat d’existence basé respectivement sur le théoreme de kras-

noselkii et Schaefer ,on terminera chaque résultante par un exemple illustra tif.

chapitre 3 L’objet du ce chapitre est 1’étude de I'existence et I'unicité de solution pour un

probleme q- fractionnaire suivant :

DE(°DY 4+ Nz () f(t,z(t),t€[0,1,0<¢<1,0<B,7vy<1,AeR

2(0) = alf™ x(n) = a [ ¢ & q; 12 §)dys 2)
r(1) = bl ' —bfg(azs z(s)dys ,a>2,0<no<1

On donne deux résultats ,on va premierement étudier l'existence et 1'unicité par le
principe de contraction de Banach,puis comme un deuxieme résultat,on va voir si le
probléeme admet une solution au moins par utilisation du théoreme de point fixe Schae-

fer il est illustrée chaque théoreme par exemple.



Chapitre

préliminaires

Dans ce chapitre on rappelle quelques définitions, notions, propriétés et résultats sur le cal-
cule g— fractionnaire.

Dans ce qui suit,on s’intéresse particulierement a définir des notions fondamentales et a rap-
peler quelques théoremes importants dans la théorie du points fixe, notamment le principe
de contraction de Banach, le théoreme de Schaefer, le théoreme de krasnosselski, le théoreme

de Arzela-Ascoli.

1.1 calcul g- fractionnaire

1.1.1  Quelques propriétés

1. Soit 0 < ¢ < 1, on définit le g-analogue de a comme étant :

[a]qzll—_qq:1—|—q+q2+-.._|_qa—1 WER (1.1)
2. Pour tout nle N, le g-shift factoriel est défini par :
(a;q)n = [J(1 —ag®);n=1,2,--+ j00. (a;q)0=1
3. On peut %z{(;nir le gq-analogue de la factoriel comllue sous le nom de g-factorielle,par :
it =TT = =2 im € Nooitarara = [0 =)



10.

. Le g-analogue de la fonction puissance (1 — b)* avec k € Ny :=0,1,2,... es

1-0)P=1  (1-p®=J[01-0b¢), keNbeR

Plus généralement si v € R,Alors
1 — bg
_p = | |
(1 b) o Pl 1— bq’Y-‘ri

On utilise la notation 00) = 0 pour 7 > 0.

La dérivée q de la fonction f est défini par :

flzq) — f(z)
(¢— Dz

La dérivé q d’ordre supérieur de la fonction f est défini par :

(Dyf)(x) = T #0

Dy f(z) = Dqu_lf(a:),n eN

La g-intégrale de la fonction f(x) est défini sur I'intervalle [0, b] par :

- / (gt = 21— ) S Fleq™)q",0 <| ¢ |< 1,z € [0,b].
n=0

Sia € [0,b] et si f est définie sur [0, b] son intégrale de a a b est définie par :

[Fross= [ o [ 0

1.1.2 fonction de base

1.1.3 la fonction Gamma-q

la fonction Gamma-q est définie par :

(1—g"

Fale) = (1—g)*?

avec x € R/{0,—1,—2,...} Elle admet une représentation intégrale

Pq(ZE):/ t$_le;qtdqt
0

t

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.6)

(1.7)

(1.8)



propriétés
1. Ty(z+1) = [z],Iy(x),z >0
2. Vn e N,Ty(n + 1) = [n],!

En particulier, I[',(1) =1

Quelque valeurs particuliere de la fonction Gamma-q

On pose ¢ = %
To5(2) = 3,63570
Tos(1) = 2,93248
Tos(3) =1,57203
Tos(3) = 0.92087
os(2) =1
Tos(3) = 1.11481

Tos(3) = 1.19059
Tos(3) =15

Tos() = 1.78720
Tos(1) = 1.96024

F075 (4) = 26250



1.1.4 la fonction Béta-q

Soient m,n > 0 la fonction Béta -q est défini par :

1
Bq(m,n) = /0 21— qm)(n_l)dqaj' (1.9)

1.1.5 La relation entre Gamma-q et Béta-q

La fonction Béta-q est liée a la fonction Gamma-q par la relation suivant :

Ly(m)ly(n)

T o) (1.10)

Bq(mv n) -

1.2 La g-intégrale fractionnaire

1.2.1 La g-intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

soit f : [a,b] — R une fonction continue.

On défini la g-intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de f d’ordre o > 0 par :

[y(@)
_ o o = K (@Y @)K k (L11)
= 2%(1—q) kzgq G @)
Si =1 Alors on a :
L) = [ 16y =0 =) 3 o) (1.12)

Exemple 1. Soit f une fonction telle que f(x) = (v — a)’

On applique l'intégrale q-fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o > 0 sur f on obtient :

() =lgle—a)” = xx—s(""l)s—aﬁ $
R ["(1 )i rq(a)/a (z = qs) ) a )d,
" T,(0) [/0 (z =) (s — a)dys — /0 (z — ¢s)* V(s — a)’d,s

En utilisant la définition (1,5) on obtient :

(1.13)




/0 - 09)@ V(s — a)fdys = a(l-0) 3 (@ — ") Vagk — @)t

k=0
= a1 (1-q)) (z—agd™)* V(" -~ 1)’¢" =0
k=0
Car : (qk+1 _ qk)ﬁ =0
Par la définition (1,5) on a :
/ (z —qs) @ V(s —a)’d;s =x(1—q) Z(m — 2" D (g" — a)P¢k
0 k=0
- _ a
=21 —q) Y (1—¢")V(g" = —)g*
kozoo
a
=2 (1—q) ) (1—g"H)* (1 - x—qql”“)ﬁq’“‘”ﬁ)
k=0
a
(1— _)(a+6)(1 q) 1)(1 — q)(ﬁ)
— xa+6(1 —q) x
1— q)(a-‘rﬁ)
_ 1—q* V(1 —¢q)7° (@t8)
- (1 - Q) (1 q)(a+5) (‘T a)

1.3 La g-dérivée fractionnaire

1.3.1 La g-dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soit a« € Jm —1,m[ ,(m € N*) | et suppose que f € C™([a,b],R) ,on appelle q-dérivée

fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre a@ > 0 de f la fonction défini par :

1 d

(F-EDE ) (a) = (DT W:m(d—qt) [ o= a6y, (11

1.3.2 La g-dérivée fractionnaire au sens de caputo

Soit a € lm — 1,m[, (m € N*) et suppose que f € C™([a,b],R) on appelle g-dérivée frac-

tionnaire au sens de caputo d’ordre a > 0 de f la fonction défini par :

1

—_Oé) /Ox(x — qs)(m_a_l)(D;nf(S))dqs, (1.15)

(“Dgf)(x) = (I Dy f)(x) = T (m



1.3.3 Quelque propriétés

Soient «v, > 0 et f une fonction défini sur [0, 1].Alors les formules suivantes tiennent :

1. <DeC = Im*(0) =0

[a] -1

2. 10°Daf(t) = f(H) = > ﬁ(Dgf)(O*)
k=0 9
3. ‘DIz f(t) = f(#)
4 (131 f)(x) = (I f) ()
5. (D13 f)(z) = f()
n—1 po—ntk

6 DD = DI @) = 3 b r DDEp ()

1.3.4 Lemmes fondamentaux

Lemme 1.1. Soit T > 0, > 0,pour tout t1,t3 € [0,T] ,on a :

1. Sia>1 ,alors

[t =13 [<aT* [t — s |

2. 85i0<a<l, alors
[ t7 =ty [<[t1 —ta [

Lemme 1.2. Soit y € C™([0,T],R),m € N*,pour a € |m — 1,m[,la solution générale de

léquation différentielle *Dgy(t) =0 est donnée par
y(t) = co + et + cot® + -+ g t™

ou

G €Ri=0,1,---,m—1 e m=a]+1

Démonstration 1.1. Soit y € C™([0,T],R),m € N* pour a € |m —1,m[ on a par la

définition de la dérivée q-fractionnaire de caputo
‘Dyy(t) =0= 1"""D'y(t) =0
En appliquant D'~ on trouve :

D7'y(t) =0



Donc ,y est un polynome de degré inférieur ou égale a m — 1 :

m—1
y(t) = ct' = co+ et + et + ot cpt™ !
=0

Lemme 1.3. Soit y € C™([0,T],R),m € N*,pour m € |m — 1, m[,on a :

I8(Dgy(t)) =y(t) +co+ et +cot® + -+ cpat™ !

ot °DIf(07) Ve, €eRi=0 1 1 (1.16)
_y(t)—;m qf( ) C; € , 0 =uU,m — ,m—[oz]—i—

Démonstration 1.2. Soit y € C™([0,T],R),m € N* ,pour a € [m — 1,m]

I2(°Dg) = I3(I=Dyy)(t)
= It Dy t)

m—1

_ t/ f7(0)
=ylt) - ;0 T,(j+1) (1.17)
=y(t) + )y it

=y(t)=cotct+cot? + - +cpt™!

1.4 Quelques théoremes du point fixe

Les équations différentielles fractionnaires sont considérées comme des équations différentielles
non-linéaires, alors plusieurs théoremes ont été utilisés pour résoudre ce type d’équation.
L’un des méthodes les plus utilisées : les théoremes du point fixe. En effet, ces théoremes
accordent des conditions suffisantes pour assurer l’existence d’un point fixe pour une fonc-
tions donnée.

Dans le cas des EDF's, on transforme un probleme donné en un probleme du point fixe. Les
points fixes du probleme transformé sont ainsi les solutions du probleme donné. Dans cette
section, on étudie quelques théoremes du point fixe de Banach, Schaefer, Leray-Schauder et

krasnoselskii.

Définition 1.1. Soit E un espace vectoriel sur le corps des nombres réels R ou sur le corps

des nombres complexes C.



On appelle norme sur E une application de E dans RT notée v —|| x || satisfaisant les

conditions suitvantes :

I.VeeE:||z||=0&2=0gVreckFE.
2. VA e R(C) :|| M ||=| M| = |-
3. Vrye Exle+yl<lzl+Iyl
Définition 1.2. Soient (E,|| . ||g) et (F,|| . ||r) deux espaces vectoriels normés sur le

méme corps k, alors Uespace produit E x F = {(x,y)/x € E ety € F'} est un espace vec-

toriel normé sur k par l'une des normes suivantes :

L (zy) == lle + v lle

2 Gy) o=l e + 1y [7)

3=

1<p< o
3| (z,y) [lo=max{[| z [|&, [| ¥ | F}

Définition 1.3. On dit qu’un espace vectoriel normé (E, || . |g) est complet (ou que c’est

un espace de Banach) si toute suite de Cauchy dans E est convergente.

Définition 1.4. On dit que M est une partie compact de (E,|| . |g) si de toute suite de

points de M on peut extraire une sous-suite qui converge vers un élément de M .

Définition 1.5. Une partie M de (E,|| . ||g) est dite relativement compact si son adhérence

est compact.

Définition 1.6. Soient E et F' deuz espace de Banach, et A : E — F une application

linéaire. On dit que A est borné si elle envoie les parties bornées de E sur des parties bornées

de F'.

Définition 1.7. Soit M un sous ensemble de C([0,T],R), M est uniformément borné.i,e;

il existe une constante k > 0 tel que : || f(z) ||< k, pour tout x € [0,T] et tout f € M.

Définition 1.8. Soient E et F' deux espaces de Banach et f une application définie de E

a valeurs dans F'.



On dit que f est completement continue si elle est continue et transforme tout borné de E
en une ensemble relativement compact dans F. f est dite compact si f(E) est relativement

compact dans F.

Définition 1.9. Soit M un sous ensemble de C([0,T],R), L’ensemble M est équicontinue.
i.e; pour tout € > 0, pour tout ty,ty € [0,T] et tout f € M, il existe 6 > 0 tel que :

[t —tal <o = flt1) = ft2) [< e

Définition 1.10. Soit (X, | . ||) un espace vectorielle normé, une application A : X — X

est dite contractante, s’il existe un nombre positif k €]0.1] tel que Vx,y € X, on a :
| Az —Ay[[<kllz—yl. (1.18)

Définition 1.11. Soit (X, || . ||) un espace vectorielle normé et A : X — X une applica-

tion. On appelle point fixe de A tout point x € X tel que : Ax = x.

1.5 Théoreme d’Ascoli-Arzela

Soit F un sous ensemble de C([0,T],R), F est relativement compact dans C([0,T],R) si et

seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :
1. L’ensemble F' est uniformément borné.
2. L’ensemble F' est équicontinue.

3. Pour tout x € [0,7] 'ensemble {f(x), f € F'} C E est relativement compact.

Théoreme 1.1. Soit X un espace de Banach, et A : X —— X un opérateur contractant.

Alors A admet un point fize unique.i.e; Alx € X tel que Ax = x.

Théoreme 1.2. de point fixe de schauder
Soit X un espace de Banach et M un convexe fermé borné de X et A : M —— M un

opérateur continue et compact alors A admet au moins un point fize.

Théoreme 1.3. de L’alternative non linéaire de Leray-Schauder
Soit E un espace de Banach, C' un sous-ensemble convexe fermé de E, U un sous-ensemble
ouwvert de C' et 0 € U. Uopérateur ¢ : U — C est continue et compact (c’est-a-dire que

(U) est un sous-ensemble relativement compact de C). Alors, ou bien



1. Uapplication ¢ admet un point fize dans U, sinon

2. Il existe x € OU et o € [0,1] avec ,x = opx.

Théoreme 1.4. de point fixe de krasnosselskii
Soit X un espace de Banach et M un sous ensemble fermé borné et convexe de X .0On suppose

que Ay, Ay sont deux opérateur de X dans X satisfaisants :
1. Ayx+ Ay € MVx,y € M,
2. Ay est compacte et continue,
3. Ay est contractante.

Alors il existe au moins un élément z € M tel que : A1z + Ayz = 2.

Théoreme 1.5. de point fixze de Schaefer

Soit X un espace de Banach et A : X — X un opérateur complétement continue. Si
Q={re X :x=Nz,VA€]0,1]}

est borné, alors A posséde au moins une point fixe.



Chapitre 2

probleme g-fractionnaire avec une dérivée

q-fractionnaire au sens de caputo

Dans ce chapitre, on s’intéresse a étude de l'existence et 'unicité des solutions pour un

probleme g-fractionnaires.

Dans la suit nous introduisons une condition aux limites de type sous-bande

1
x(ﬁ):b/ z(s)dgs, 0<&<n<l1
77

Qui relie la contribution due a une sous-bonde de longueur arbitraire a la valeur de fonction
inconnue a un point arbitraire (non locale) Précisément nous considérons le probleme des
equation de g-déférence fractionnaire non linéaire avec condition aux limites de type non
locale et sous-bonde suivant :
‘Dyx(t) = f(t,x(t), 1<v<2
1 (2.1)
o(0) = a0 + g(a), (€)= [ a(s)dys. .t 0.1
U

Ou “Dy est une dérivée g-fractionnaire au sens de caputo d’ordre v

Fi[0,1] xR —R

13



et g : C([0,1],R) — R sont des fonctions continues avec
p
g(x) = aja(ty)
j=1

On va étudier 'existence et I'unicité de la solution a laide de Principe de Contraction de
Banach.

Puis, en montrant deux résultats d’existence de solutions pour le probléme (2.1). Le premier
résultat, est montré par utilisation du théoreme de point fixe de Krasnoselskii, et le second
résultat de ce chapitre est obtenu par utilisation du théoreme de point fixe de Schafer.
L’existence et 'unicité d’une solution est établit par la transformation de ce probleme a une
équation intégrale équivalente, dont la solution est identifiée a un point fixe d’'un opérateur
(sous certaines hypotheses suffisantes sur la fonction f) dans un espace fonctionnel conve-

nablement choisi.

2.1 Probleme Intégrale
Soit y € C([0,1],R)
On considérer le probleme suivant :
‘Dix(t) =y(t),1 <v <2

2(0) = yo, (€)= b / 2(s)dys,y0 €R, € [0, 1]

Alors la solution de cette probleme est donnée par I’équation intégrale suivante :

t(p— gg)@=D)
o) = [ o)

J%{b/nl (/0 %y(u)dqu> dys (2.3)

- oI )y 40 [ 1+ 001 =) - 1)

b(1 —7?)

B=¢—
$ 14+¢

£0



Démonstration 2.1. Soit [’équation :
‘Dy =y(t)

En prenant 'intégrale de R-L q-fractionnaire d’ordre v pour(2.4) on obtient :

I Dyx(t) = I)y(t)

par lemme (1.3) on trouve :

x(t) + co +ext = Iy(t)

Alors :
x(t) = IJy(t) —co — it

Ou cq et ¢ sont des constants arbitraire.

Muaintenant on cherche les constantes ¢ et c;.

D’aprés la condition x(0) = yo on trouve :

¢ = —Yo

Alors doivent :

2(t) = L3y(t) + yo — crt

1
On utilise la condition x(§) = b/ z(s)dys,on trouve :
1

1 1
z(§) = b/ z(8)dys = b/ (I;’y(s) + Yo — cls) dys = I;y(f) +yo — 1€

Par suit :

b/n (12y(s)) dgs + yo(b(1 — ) — IZy(&) — yo = —c1 (€ — b(ll;Jrz))
Alors : 1

“a= (g__bﬁ {b/ (15y(s)) dgs — I;’y(f)} - % (b(1—7) — 1)

Substituant ¢y et ¢; en (2.5) on obtient la solution (2,3).

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)



2.2 Probleme de point fixe
Avant tout,on introduit ’espace de Banach suivant :
X ={z,z(t) € C'([0,1],R)}

muni de la norme

I [lx=ll = [loo

I [loo= sup | () |
te(0,1]
En vue du (2.3) on définie un opérateur A par :
A X — X
x(t) — Ax(t)

tel que V¢t € [0,1] on a :

As) = 1 7(0a0) + 5 {0 [ (@00s.000) = FA(EO)} 20 |14 00 =) 1)

C’est a dire :

t(t_ gg)0=D)
Ax(t) = /0 (trz—(i)f(s,x(s))dqs

+% {b/ﬁl (/0 %m,x(u))dqu) dys — /j%f(w(s))dﬁ}

+[1+§<b<1—n>—1>] (to+ g(a)), teo1

I1 convient de noter que le probleme (2,2)a des solutions si et seulement si 'opérateur A a

des points fixes.



2.3 Existence et 1’unicité

On va donne un premiere résultat concernant 'unicité de la solution du probleme g-fractionnaire

(2,2),en utilisant le théoreme de contraction de Banach.

Théoréme 2.1. Soit f:[0,1] x R — R est une fonction continue,on suppose que :

(Hy) Il existe un constant L > 0 telle que :

| ft () = fty@) [< L]w—y]

, Pour toutt € [0,1],z,y € R.

(Hy) g:[0,1] x R — R est une fonction continue qui satisfait cette condition :
[ g(u) —g() [S M |[u—v] Vu,veC(0,1],R), M >0

. (H3) 0 = Lug + KoM < 1,01 g et ko sont des constants définies par :

R Lofb gy e
“““Pq<v+1>+|B|{ w12 +rq<v+1>} (2.1)

1

b(1 —n?)

Avec B =¢ — T
q

Alors,il existe une solution unique pour le problem (2,2).

Démonstration 2.2. Le théoreme de contraction de Banach appui sur le fait que si A est
un opérateur contractant,alors il existe un unique point fixe pour A.
De la vient l’ide de chercher l’existence d’une constant L > 0 tel que :

Vae,y € X ;ett € [0,1],0n a :
| A(z) = A(y) [[x< L |z —y |Ix

. On montre qu’il existe L et M tel que :

| A(z) = A(Y) lloe< (Lpo + Mko) | 2 =y [Ix



| Aa(t) — Ay(t) | =] /

I {b /n 1 ( /0 o _Fzg;v_l)f(u,x(U))qu> dos /0 € ‘ijigy_l)f(s,m(s»dqs}

‘(t—gs)Y

X [1+é(b(1_n)_1)] (xo—i-g(x))_/o r

f(sa y(S))qu

q\U

sl (o) o= [ o)

_ [1 . 1>] (20 + 9(y)) |

D’ou,

t (t _ qs>v—1

sl - ayt0)| < [

| f(s,2(5)) — f(s,y(s)) | dgs

1

rr{ o ([ SR o) = syt ) ds

$(E—qs)t
o [T o)~ 016 s}

1
w1+ g 1= m =0 1| To) - )|
En utilisant les hypothéses Hy et Hy,on obtient :

t—qs)’!

| Az(t) = Ay(t) | <Lfz—y] [/0( T,(v)

o ([ [ 5

[l b= =1 M-y |

d,s




Donc :

1 1 (|b] (1 —nth £
| Az(t) — Ay(t) | <L|z—vy| {Fq(v+1)+|B|{ T,(v+2) +rq(v+1)H

1
+ |1+ —|0(1—-n —1}M -y
Lt b= =1 M ey
Alors
| Az(t) — Ay(t) [< (Lpo + Kol) || 2 =y | -
tel que :
1 Loflol(@—n") ¢’ }
= 2.13
Ho Fq(v+1)+\B|{ T,0t2)  Tvil) (2.13)
Et
1
Donc

I Ax(t) = Ay(t) [[< 0|z =y |,

avec 6 = Lug + KoM
Alors,d’aprés Hs l'opérateur A est contractante,par conséquent le probléme (2,2)admet une

seule solution.

Exemple 2. On condenser le probleme q-fractionnaire suwivant :

CD§x(t) _ 2(t)sint cos?(t)
8et + 7
z(0) = T sm(m(@)),m(Z—l) = 5/5 x(s)d,s
41 7. 1 x(t)sint )
Ouv-3,q-2 ,5 ,77—9,M—14O<0<1avecf(t:v())—8€t+7 + cos®(t)
Soient x,y € R, t [0, 1] alors :
x(t)sint 5 y(t)sint 5 1
— _ < = _
S 2(0) ~ Sty <>>||8t+7 () = SO o (1) | < g | ()~ u(t) |
Donc Hy est satisfait avec L = 15
aussi on a :
[ 9(2(0)) ~ 9(u(0)) |=] = sin(x(6) — —sin(y(@)) | < | 2(0) ~y(®)|  0<O<1
g(x g(y =| o sin(@ 7 Siny <7zl y



donc Hy est satisfait avec M = T

Par suit :
B = —5.08333 ,u0 = 0.930230, et ko = 1.191864,donc Lyg + Mky = 6 = 0.14714 < 1
Ainsi toutes les hypothéses du théoréme (2.1)soit satisfait,par conséquent le probleme (2.13)possede

une unique solution.

2.4 Existence

2.4.1 Résultat d’existence via la théoréeme du point fixe de Kras-

noselskii

Théoréeme 2.2. Soit f : [0,1] x R — R une fonction continue,on suppose que Hy et les

hypotheéses suivant sont satisfaites :

(Hi) 9(0) =0,

(Hs) 1l existe une fonction non négative p € C([0,1],R) et une fonction non décroissante

X : [0,00) — (0, 00) tel que :
| f(tu) [< p()x(| w);
He) V(t,u) € 0,1 x R

r 1
sup >
ko | zo | +pox(r) [ p |l = 1—koM
Ot g et ko est définie en (2,11)(2,12) respectivement.

Alors le probléeme a valeur limite (,) admet au moins une solution sur [0,1].

Démonstration 2.3. Pour montrer lexistence de la solution (2.2) il suffit de vérifier les

conditions du théoreme du point fize de Krasnoselskii(1.4).

On condenser 'ensemble suivant :

Q= {z € C([0,1],R) || = [|< o},



Soit A1 et Ay deux opérateurs dans ﬁro

et Par I’hypothese (Hg), il existe un nombre ro > 0 tel que :

To 1
>
ko | wo | +pox(ro) | p Il ~ 1 — koM

On définit deux opérateur Ay et Ay sur ﬁm comme suite :

y(v)
+é {b/ﬁl (/Os%f(u,g(u))dqu) dys — /j%ﬂs,x(s))dqs}

(Ag2)(t) = [1+ 5(b(1 —n) = 1)] (z0 + g()).

il gs) (D)
<mmw:A@—ﬂ—ﬁmamw
)

Etape 1
On montrer que si x,y € Q,, = A1z(t) + Ayy(t) € Q,,, c’est a dire :
I Ave(t) + Aay(t) [|< 7o

Pour montrer cette implication il suffit de montre que le condition de théoreme (2.2) (Hg)

n’est pas vérifie par contradiction.

C’est a dire on suppose que le condition Hg est vrais et on obtient a la faine une contradic-

tion .

Va,y € Q,,, on prendre || x ||=ro

[ Aa(t)+ Aat) | = | [ G st

+% {b fnl (fos —(S_lg:():,;_l) f(u, x(u))dqu> dys — /0E E—gs)" 7 }ng;v_l) f(s, x(s))dqs}

+[1+ L1 —n) = 1)] (zo + g(y))‘



Alors

t(p— gg) (1)
R I

Fr{ o (S st ) ds

b [ EI | foats) )

| f(s,2(s)) | dgs

+[1+‘%‘|b(1_n)—1|](|xo|+|9(y) )

D’apres ’hypothése Hs on obtient :

(4 — gs)®=D
)+ A <l (e ] [ S

s () %d“)d#%}q—();)d}}

1
+[1+|B,<<1 n>—1>}<xo+Muy||>.

En prenant le supréme sur t € [0,1], et en utilisant la définition de €Q,,,on obtient :

v—1)

Lt — gg) -
o <lp | [ s

_ vl)
|b|/(/ i q“ du)dqs

+/05<€+a>;"”dqs}} n [1+ﬁ( (=) = 1) o+ 01 0 )

s [Fq(v1+ DRl 5 | {’ b}q(gvln;;l) " Fq“i ”H

L+l —m -1 (w+ M|

Donc




Alors

ro < poX (o) || p || +ko(| zo | +Mro)
Ce qui implique :

To < 1
pox(ro) + ko | xo | = 1 — Mk

(contradiction)

Alors, Ajz(t) + Agy(t) € Q,,

Etape 2

1. On montre que Ay est continue.

Soit (2p)nen C Qp, une suit telle que : x, — x dans Q,,.Alors pour tout t € [0,1],0n

/0 (t — qs)(”_l)f(s, Tp(s))dys

+%{b/nl (/O %ﬂu,xn(u))dqu) d,s

£ (6~ as)
o s (RO




Ce qui donne :

| Ajz, () — Ayz(t) | <

b (S st = o) ) ds

S(E—gs)Y
N /O EF— | f(s.(s) = Fls.a(s)) |}

Comme f est une fonction continue,alors :

| Avzn(t) — Ayz(t) [|oo— Oquand n — oo

D’ou, Ay est continue sur 2y,

2. On montre que Ay est compact.
Pour établir la compacité de l'opérateur Ay, il suffit de prouver que A,(€,,) est rela-

tivement compact en utilisant la théoréme de d’Ascoli-Arzela.

a) A1(Q,,) est borné.

1l suffit de montrer que pour tout ro > 0 il existe une constant positive k tel que pour

tout t € [0,1] et v € Q,,, avec Q,, = {x € C([0,1],R) :|| z [|< 70},

| Awx(t) | =

/0 (t — q5)" ) f (s, 2(5))dys

[y (v)

| 1 ([ %ﬂu,x(u»dw) dys

Ce qui donne :



1
[y(v)

v ([ S et ) s

€ (¢~ gg)—D
—A-ﬁﬁfér—wf@w@»|ﬂ

En appliquant [’hypothese Hs,on obtient :

1 L f]b](A—n"") £
[ Awz@®) [<] P x(ro) [rq(v ) "B { Lo+ DD H

| Avz(t) | <

lA@—qﬁ“”|ﬂ&M$Hdﬁ

Alors :
| Avz(®) [[<II p I x(ro)o

Par suit :

| Avz(t) [k avee k= p | x(ro)ho

D’ou, A1(Q,,) est uniformément borné.

b) A1(Q,,) est équi continue.



Soit x € Q,,, pour tout t1,ty € [0,1],t; <ty :

1
['y(v)

%{b /77 1 ( /0 " (s —Fzzg;vl) f(u,x(u))dqu> dys

| Ayi(ty) — Az(ty) | = / (b — g5) @V f (s, 2(5))dys

Par suit :

| AﬂE(tg) — Alx(tl) | =




Alors :

| Ajz(te) — Arz(ty) | =

Ce qui donne :

| Ava(t) — Ava(t) | < — / [t — q5)® D — (81— g5)® D] | f(s,2(s)) | dys

€ (¢ — gg)@D)
- / %|f<s7x<s>>\dqs}

En appliquant [’hypothese Hy, on obtient :

Ip |l x(ro) [ v-1 o1
| Av(tz) — Ayz(ty) | < T, (v) /0 [(tz —q5)"Y — (1 — gs)' )] dgs

I p Il x(ro) /” (1)
+ to —qs)\""" d,s
Fq(U) " ( 2 ) q

|t2—751HPHX7"0 S—QU(vl
+ B ]b\ dyu | dgs

£ (€~ gs) D
- Fo )




t1 9 (o — )Y
/ (ts — g8)" Vdys = 2———" 2 1)
0

t1 tl}

2 ty —t1)"
/ (to — qs)(”_l)dqs = —< 2~ h)

t1 v

Alors,l'inégalité devient :

el x(ro) o o1 1 2l x(ro) v
| Arz(ts) — Awa(th) | < T,ut1) [(t5 = 87) — (2 — t1)"] + m(h — 1)

to — t b
Jr| o=t || pl X(To){|

Uk EE a0 JU .

|
L2 Lt

Alors pour tout t; — ty on va avoir :

| Ai(2)(t2) — Ar(z)(t1) floo—> O

Donc A1(Q,,) est équicontinue,donc d’aprés a) et b) et le théoréme d’Ascoli-Arzela, Ay

est relativement compact sur Q..

Etape 3

On montre que As est contractant.

Soient x,y € Q,,,t € [0,1],0n a :

| Asa(t) — Aay(t) | = [Hi(b(l—n)—l)] (20 + g(x))

Ce qui donne :

| Agar(t) — Asgy(t) |< [1 + g 16L=) -1 r] | 9(2) — 9(w) |



En utilisant ’hypothése Ho,on obtient :

| Ag(t) — Agy(t) |[< koM || 2 =y |

tel que :
1
Ky=1+—|b(1—7n)—1]
| B |
D’ou :
| As(t) — Agy(t) IS S ||z —y |l
avec

S:koM

Alors d’apres Uhypotheése Hy l'opérateur Ay est contractante.

Exemple 3. On condenser le probleme q-fractionnaire suivant :

(3 tan ()
CD2 t:
ax(t) et + 10
(2.16)
1 1/t
\ (0) = 3 + Tgtaﬂ(x(w))yx(z) =9 ; z(s)dys
Ou

3 1 1 1 7 1 tan x(t)
=2 g=-b==f=- =~ M=—,0 1 t,a(t) = -2

Soient x,y € R, t € [0,1] alors :

1
Donc Hy est satisfait avec x(ro) || p ||= I

Par suit :
B = —5.083333, g = 0.86537, et ko= 1.191864, donc 1y > 0.50780

Ainsi toutes les hypothéses du théoréme (2.2)soit satisfait,par conséquent le probleme (2.14)posséde

au moins une solution sur [0, 1].



2.4.2 Résultat d’existence via le théoreme du point fixe de Schae-

fer

Notre prochaine résultat d’existence des solutions de probleme (2.2)est basé sur théoreme

de point fixe de Schaefer(1.5).

Démonstration 2.4. La preuve sera donne en quatre étape.

Etape 1

A est continue.

Soit x, suite de X = C([0,1],R) tel que x, — x quand n — o
il faut montrer que nEHOO | Az,, — Az ||=0 .

En effet pour tout x,,x € Q,,,t € [0,1]

on a :

(g gs) (0D
[ Annlt) = eto) | = | [ s 6

=) 1 ([ <‘F‘f—(>;)f< (1)) s

(e—g9) Y
[ )

t it gs) (D)
+ {1 + %(b(l —n) - 1)} (zo + g(zn)) — /0 %f(svx(s))dqs

_%{b/nl (/Os%f(u,x(u))dqu) dys

(=g
- [ s )}

— [1 + %(b(l —n)— 1)} (o + 9@))‘



1
w1 gy 1o == 1) ot - o)

Comme f et g deux fonctions continues,alors :
| Az, (t) — Az(t) [|oo—> 0 quand n — oo

Ce qui preuve la continuité de l'opérateur A.

Etape 2

A est borné.Soit :
Q= {2 € C([0,1],R) :|| z [|< o},

A(Q,,) est borné.
On a :

1)

t —gs (v—
Aalt) | =] [ s o)y

+%{b/nl (/O %ﬂu,x(m)dqu) dys

(=g
- [ s s}

+ |:1 + %(b(l —n) — 1)} (zo + g(2)) |



Par suit :

b [ fato) s}

t
+{1+m\b(1—n)—1|1 (I3 | + | g(x) |

En appliquant les hypotheses Hy et Hy on obtient :

t —gqs)~Y

ast)| <l plxleo )] [ 2

+ﬁ{|b\/ﬂl(/j%dqu)dqs

qS

1
+ 1+m(b(1—n)—1)} | (zo | +Mro)
Alors :
1 Lo (1—n"t) £
| Az(t) | < x(ro) [ p | [Fq(v+ 1) + | B |{ I, (v+2) + Ly(v+ 1)}]
1
+{1+m!b(1—n)—1\} ([ o | +Mro)
D’ou :

| Az(t) |< x(ro) | p || po + Ko(| zo | +Mro)

Ce qui donne :

| Az(t) |< N



avec
N = x(ro) || p || o + ko(| zo | +Mr)

et N est finis.

D’ot A(Q,,) est uniformément borné.

Etape 3

A(Q,,) est équicontinue.
Soit x € Q,,, pour tout t1,ty € [0,1],t; <ty on a :
I

Ly(v)

+%{b/ﬁl (/08 %ﬂu,x(u))dqu) dys

£ (€~ g9)0
- [ s )}

| Ax(ty) — Azx(ty) | =

/0 (b = 09) ) f(s, 2(5))dys

+ {1 4 %(b(l —n) — 1)] (zo + g(z))

—L ! —qs) Y f(s. x(s s
FM/O (1 — 49)* " f (5, 2(5))d,

_%{b/nl (/0 %ﬂu,x(u))dqu) d,s

€ (€ — gs)D
- / Ty )das

—[1+ 8001 —n) - 1)] (z0+ g(w))‘



Alors :

| Ax(ty) — Ax(ty) |




Ce qui donne :

| Az(ts) — Az(t1) | < ) /O [(ta — g5)™ D — (1 — gs) D] | f(s,2(5)) | dys

+

! ” —¢s)*7Y s, z(s s
Fq(@)/huz ) | f(s,2(5)) | dy

i [ ([ 5 )

§ (6 —gs)D
_/0 %lf(s,ﬂs))ydqs}

+@|b<1_n>—1|<rxo|+|g<x>|>

En appliquant les hypotheses Hy et Hs on obtient :

| p [l x(ro) " v—1 v—1
| Av(ty) — Az(ty) | < W/o [(ts — gs)™V — (t1 — ¢5) V] dys

to
(LX) [ g,

Fq(v) t

|t2—t1!||p||x?“o ( u)=b )

* El 'b’/ / ) T, )
$(¢—gs) Y | |

—/0 qu5}+w|b(1— n) — 1| (| xo | +Mro)

On a :

11 v v
ts — (ta — 1
0 v

t1 v
/0 (= gs)" Vdys =+

2 ty —t1)"

t1 v



Alors,l’inégalité devient :

121l x(ro) . v v
| Az(ts) — Az(tr) || < T,ur1) 15— (t2 —11)" = "+ (t2 — t1)"]

| to — 11 |

S B =L +A)

Par suit :

v 1l x(ro) [t = t1] x(ro) I 2
_ < HENAVY (qv 4o
| Awt) = Antin) | < R0 g 0 1)+ N o

to — 1
B o= = 11 oo |+t

Alors pour t; — to,0on avoir :
|| Az(ts) — Ax(t1) ||oo— 0
Donc A(Q,,) est équicontinue.
E‘tape 4
Maintenant,il reste a montrer que :
Q={ze X,z =Nz,0< X < 1} est borné

Soit x € Q alors v = NAz,0 < A < 1,pour tout t € [0,1] on a :

#) ] =] / - _rq<>(>) foa(e)dys + 7 {b / ( / C— _r%vl) f(u, x(u))qu> ds

- EZD oo} 2 [14 25 00— 0) = )] 20+ 060

En utilisant les hypotheses Hy et Hs on obtient :

1 Lol (d—n"") £
2t} <x(ro) I | [Fq(v+1)+|B|{ r,(v+2) +Fq(v+1)}}

#[1 g Lo = m) = U] (o + M 7o )



D’ou :
| z(t) [<|I p || x(ro)ro + ko(| zo | +Mro)

Ce qui donne :

| 2(t) <K K
avec
k= p |l x(ro)uo + ko(] zo | +Mro)

et K est finis.

Par conséquent l'opérateur A admet au moins une point fize qui est une solution du probleme

Exemple 4. Soit le probleme g-fractionnaire suivant :

( 3
5 cost) +sint
‘D2x(t) = — 21— a(t
2alt) = L

(2.17)
1 1. 1/
\ﬂm—5+§@w»ug=54x@%s
Ou
3 1 1 1 3 1 cost) +sint

V= 5,61 = E,b— g,g = Z,T] = Z,M = ﬁ,() <o < 1, avec f(t,l’(t)) = W[E(t)

cos(t) + sint 2

t,x(t = — L " () I< =

720 |- S ) 1<

Donc Hy est satisfait avec

(\V]

x(o) 1o lI= =

ausst on a :

B = 0.191666, o = 1.66070, et ko = 5.95653

donc

ro > 5.60220

Ainsi toutes les hypothéses du théoréme (2.2)soit satisfait,par conséquent le probleme (2.15)posséde

au moins une solution sur [0, 1].



Chapitre

Probleme g-fractionnaire avec deux dérivées

au sens de caputo

Dans ce chapitre,on va concentrer sur I’étude de 'existence et 1'unicité de la solution du
probleme g-fractionnaire de valeur aux limites non locales avec des equations de g-différence
fractionnaire non linéaire et des equations intégrales de g-différence avec quatre point condi-
tions aux limites intégrales non locales.

On considérer le probleme suivant :

)
‘DE(DY + Nz(t) = f(t,z(t),t€[0,1],0<¢<1,0<f,y<LAeR
"(n—qs)*?
— a—1 _
) z(0) =alf™w(n) = a/o Tofa—1) x(s)d,s
z(1) :bfa_ll"(O):b/UMx(s)d s ,a>20<no<l1
L q 0 Fq(Oé) q ’ ) 9

(3.1)
Ou f e C([0,1] xR, R),Df et DY deux dérivées g-fractionnaire au sens de caputo,avec a, b,

sont des réelles.
On va étudier I'existence et 1'unicité de la solution a laide de principe de contraction de

Banach.Puis en utilisant le théoreme de Schaefer,on va aborder la question de I’existence

d’une solution au moins.
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3.1 Probleme intégrale

Soit h(t) € C([0,1],R),alors la solution du probleme g-fractionnaire suivant :

)
CD§(CD3+A)x(t) =h(t),t€[0,1,0<q¢<1,0<B,7y<1,AeR

z(0) =ald 'z(n) = a/on %x(s)dqs

2

2(1) =bIlo'a(o) = b/og%

z(s)dys, a>2,0<no<1

(3.2)

est donnée par :

x(t) :/0 % [17h(u) — Az (w)] dgu

U
51757 — 0o {b/ E—@qs_i 2 (/OS % [10h(u) — Az (u)) dqu) qu}
|

51t7 — 2] /0 (1-— qu )b ]Bh(u) _ )\x(u)}}

an®~! an* Ty (y + 1)
51 - T —1 752 = s
q(@) Ly(a+7)

(a—1) (v+a—1)
63:<ba——1),(54:(b0 Fq('Y—i-l)_l)
Iq(a) Fo(v+a)

avec A = (53(52 — (5461

Démonstration 3.1. Soit [’équation :

°DE(°DY + N)a(t) = h(t) (3.4)



En prenant lintégrale de Riemann-Liouville q-fractionnaire d’ordre 3 pour (3,4 )on obtient :
B(cnB(c _ 78
I;(“Dy(*Dy + Nz (t)) = I, (h(t))

Par le lemme (1.8)on trouve :

(DJx(t) + A) + co = IJ(h(t))
Alors :
DYx(t) = IJ(h(t)) — Ax(t) — co (3.5)

q

En prenant l'intégrale de Riemann-Liouville ¢-fractionnaire d’ordre vy pour (8,5) on obtient :
_ 7B+
I1(D)x(t)) = I;77h(t) — AJx(t) — I co

Par le lemme (1,3)on trouve :

1+
t = IRt = AN[Dx(t) — —————

() e = IR0 = A1) = ey

Alors,la solution générale du probléme (3,2) est exprimée sous la forme intégrale suivant :
vt — -1) v
(t — qu)" t

z(t) = ~——[IPhu) — Xz(w)| dju — co————~ — ¢ 3.6

0= [ )~ e du—cop s e 69

ot ¢y et ¢y sont des constates arbitraire.
Maintenant,on cherche les constantes cq et c;.

D’aprés la condition x(0) = alg~'x(n) peut écrire :

z(0) = a/on (1= gs5)" (/0 (s —qu)"™) [10n(u) — Az (u)) dqu) d,s

Lyl —1) Lq(v)
an(w—i—a—l) ana—l
—Cp — C1 = —C1
Ly(v+ ) Ig(a)

Par suit :

o = an}:ff)oo a /0 ! (”F;(zsz(i_)g) ( /O a0 )~ aaw)] dqu) dys

@) 1 Lq(7)
a//,”(a+'7_1)
—Co anafl
Ly(v +a)( -1



On utilise la condition x(1) = bIS " z(0) on trouve :

z(l) = b/og (UFq—(CqY—Sz(O‘l)Q) (/05 % [1Ph(u) — Az (u)] dqu> dys

bo‘(a“i"yfl) bo-(afl)

T,(y+a) Ty«

—Co

— IM Bhiw) — ()] doy — — 0 .
- TGy et =] de - gty —a

Par suit :

b/oa (JFq_(fySz(;Q) </08 (5 _qu(g—;w_l) [10n(u) — Az (u)) dqu) dys

B /0 “}q—éﬁﬁ) [1Ph(u) — Ax(w)] dgu — o1 (50‘“ _ 1)

(bo’(a""'y_l) 1 )
= C —
"\F(v+a) Ty(v+1)

On remplace c¢; dans(8,7) on obtient :
7 (0 - qs)(a—Q) s (S — qu)(“f*l)
b/o L (a—1) 0 T,(7) [Iqﬂh(u) - )\I(u)]dqu dgs
a q

L1 — qu)0—D
—/0 % [Ifh(u) — /\a:(u)] dyu

_{ an}:ql()a)_ - /077 (Urq—(zsz(al—;) (/Os (s —qué)év—l) 15 (u) — Ao(u)] dqu) ”

Lq(a)

a (a+~—1) B ba(w—l-a—l) 1
—Cy 77 - } (Z}a’a 1 - 1> = ¢, ( - )
/A o) Ty(y+a) Ty(y+1)

(3.7)



antrte—1) <l}‘,’qcz;)1 - 1) bole+r—1) 1
- aT T T, +1)
an 7+ a) ¥
r + o < — 1)
(v +a) T ()
D’ou :
Iy(y+1)

o anOte-DDy (y+1) borte1D (y4+1) ) (a a1 >
(bf @) ) ( B > - < To(ito) D fem 1

pf& (= gf (al)m ( /0 NG _FZZ;);“) [17h(u) — Az(u)] dqu) dqs>

(
(r 1) ( A f)(;m /0 L _F%;H) [10h(u) = Az (w)] dgu )d,s)
(K@

%n ) —1) [17h(u) — Az (u)] dq“}




avec !

1
() () - (et ) ()
Fele) Lo(v+a) Lo(v+a) Fal@)

{bav+a—1fq(v+ D (a / " (n—gs) ( / T 18w - As(w)] dqu) dys

Fq<7 + 0‘) Fq(O‘ - 1) Fq(”)’)
anr eI (y+1) T0—=99) [s—qw)"V s ) dos
*( T, + o) 1)GA rmww>ﬁ o0y Lt A(”%>%>’

an(rte—1) 7 (1 = gu)0D
‘(n nw%g+nﬂ ﬂri% [ﬁ“m‘““”%%

Substituant ¢y et ¢ en (3.6),0n obtient la solution (3,3).

Probleme du point fixe

Avant tout,on introduit ’espace de Banach suivant :
X ={z,2 € C([0,1],R)}

muni de la norme :

lzllx =zl
|2 [l = sup [z(t)|
te(0,1]

En vue du (3,3),on définie un opérateur A par :

A X — X
x(t) — Ax(t)



telle que, Vt € [0,1],on a :

An(t) = /0 t % ( /0 ' % F(m, 2(m))dym + )\:U(u)) dyu

(/Ou Mf(m,x(m))dqur )\x(u)) dyu)d,s) + W {b/oa (0= gs)@?

r,(8) Fo(a=1)
(it ([ i somstmndgm o) a) |
[0 ([ o5 )

(3.8)
Il convient de noter que le probleme a des solutions si et seulement si I'opérateur A a des

points fixes.

3.2 Existence et unicité

On va donner un premiere résultat concernent I'unicité de la solution du probleme g-

fractionnaire (3,2),en utilisant le théoreme de contraction de Banach.

Théoréme 3.1. Soit f:[0,1] x R — R est une fonction continue,on suppose que :

(Hy) 1l existe une fonction g-intégrable T : [0,1] — R telle que :
| ftx) = fty) [<7(t) e —yl, VEe[01],z,y R
(Ha), Q:=ki+ || ke <1,0u les constantes ki,ko sont définie par :
b = (14 ) ([P0 + an [ a | (P70 ) +az | b] (1F7)(0)

1
hyi= — (1 +as) +

o | a|n@t Y 4oy | b oletD
Ly(y+1) a) { }

Fq(7 +



=0 [d—da]
avecal—w, Q—W

Alors,il existe une solution unique pour le probléme (3,2).

Démonstration 3.2. Dans le but d’établir I’existence et 'unicité de la solution du probleme

(3,2),0n a eu recours au principe de contraction de Banach.



pour z,y € R et t €1[0,1] on a :

| Ax(t) — Ay(t) | = | / ( / - ‘5(7‘6))(5 ) f(m,x(m))dqm+)\x(u))dqu

s e e

(/0“ Mf (m, z(m))dgm + A:v(u)) dgu)dys}

Lq(B)
0127 — 6] 7 (o0 —qs) @ [ (s —qu)O~Y
! A {b/o y(a—1) < r,(7)
“ (u— qm)-
(e somsomgm + o) )

B [61tWA— do] {/01 (1 ;qq(t;))”‘l </O” (u }jgg))ﬁ_lf(m@(m))dqm + )\x(u)) dqu}

[t 2 ’; ([ <“‘qu?;);ﬂ_”f<m,y<m>>dqm+Ay<u>) dyu

L) [

(/0“ %ﬂm, y(m))dgm + Ay(U)) dgu)d,s}

A )

(/Ou (u —Fzy(];))(ﬁ—l)f(mw(m))dqm + Ay(u)) dyu)d,s}

A S () st




Ce qui donne :

Cl— o)D) (g — ) B-D
| Aa(t) — Ay(t) | < sup / “q—)( / Qa0 o, a(m)) — Fm,y(m)) | dgm

te[0,1] Ly(y) L4 (B)

+ M ] 2(u) = 2(u) ) dgu+aq | a| {/0”(7;(1—(36—51“‘1)2’) /O(S%z;);w)

u U — am (8-1)
(/ % | f(m, e(m)) — fm.y(m)) | dym-+ | A |

s oo [ 2257) 55

u (o — am)B-D
([ 5 fomntm) = Fmyom)) | dgm | A0 = (0 1) d)

dys s { [ A1 ([T o) = fon ) |y

+ A 2(u) —y(u) [) dgu}



En utilisant ’hypothése Hy on obtient :

| Ax(t) — Ay() | <||z—y || tiﬁﬁ]{/ot% (/0 %T(m)dqm> dgu

</f%< >dm)du)ds+a2|b‘/ o —uis
(ol ([ o)
e [ O ([ o) o)
i { [ O o [
e T

(5 _ qu)(’Y—l) ) /1 (1 . qu>'y—1 }
——du|d,s+ -
( L) %) *Jo T
Par suit :

[ Az(t) — Ay(t) | <llz—y | {I7"*0+ax)7(1) +aa [a [ I 7 (n) +az [ b I) 7 (o) }

noﬂr'yfl ‘ ; ’ 0.a+’Y*1 }
9 -

1
Mlz—yl|{——q /M
Tl y”{rqml)( Tao)tanfal g ooy tae bl oy

D ou :
| Az(t) — Ay(t) |< ki | A | ko

b= (Ut ao) (177 D)) + o a | (177 7)0n) + oz | b (177(7)(0),

1 1

ky = (14 )+ ——
: SRR Y ey

ay | a | 77(oa-&-’y—l) + ay | b | O.(a+’y—1)
CESY { )



Alors :
| Ax(t) — Ay(t) |<K Q|| z—y ||, avec Q=Fki+ | X ]| ko

D’apres Uhypothese Hy 'opérateur A est contractant par conséquent le probléeme (3,2) admet

une solution unique.

Corollaire 3.1. Comme Q € (0,1) on prend 7(t) = L donc Q = Lks+ | X | k2 < 1.
Supposons que f : [0,1] x R — R est une fonction continue et qu’il existe une constante
I
Le O A e pem) ) 1< e ylic Dy R
3
O1

14 (6%} 1
ks = + ap | a nﬁ+a+w—1) +as|b| glatf+r=1))
Fyy+8+1) Fq(7+5+04)( o] )

Donc le probléme (3,2) admet une solution unique.

Exemple 5. Soit le probléme suivant :

1 1 t

D (°Di + Selt) = £ tan~la(t), ¢ € [0,1],
5 1
§ #(0) = 31(3) (3.9)
1 2
1) = —I2z(=
o) = 1205)
Oiy=f=ta=1p=rta=30=2n=rq= F(t2(t) = L tan— 2(t)
uy = —4,(1— ) —2,Oé— ;0_3777_3;q_ avec » L - an - x

Soient x,y € R, t € [0,1]. Alors :
70 (0) — £ y(0) |= |t o) — L (1)
<[ x(t) —y(t) |

Donc (H,) est satisfait avec L = £

ausst on a :



01 = —0.925926, 62 = 0.0461128, 63 = —0.851852, 9, = —0.890325, A = —0.863656,
o = 0.0445466, oy = 1.12549, k3 = 2.41376, ko = 2.41227

Alors 2 = 0.726099 < 1
ainsi toutes les hypothéses du théoréme (3,1) soit satisfaites,par conséquent le probleme

(3,9)posséde une unique solution.

3.3 Existence

3.3.1 Résultat de l'existence via le théoreme du point fixe de

Schaefer

Théoreme 3.2. Soit f : [0,1] x R — R est une fonction continue,on suppose que Hy et
les hypothéses suivant sont satisfaites :

(H3) Il existe une fonction p € C([0,1],R™) et une fonction non décroissant p € C([0,1],RT)
telle que :

| f(t ) [<p®e(le]) () €[0,1] xR

(Hy) Il existe une constant r telle que :

r 2 o) |l Fa
ks

avec k4 = m,
- 2

1+ (6%) 1
ks = + o |al nﬁmﬂfl) +as|b| glatB+y=1) 7
Ly +8+1) Fq(’y+5+a)( )

1= [ Al ky>0 et | pll= sup [p)].

tel0,1]
Si
o | al ([5+7+a_17)(77) +oas | b (Ifﬂm_lT)(a) + ag([éﬁﬂ)r(l)
Qo
—I—\)\\ —041|a|77(7+a_1)+042|b|a(°‘+7_1) + <1
v SR



Alors,le probléme aux valeur aux limites (3,2)admet au moins une solution.

Démonstration 3.3. Pour montrer l'existence de la solution du (3,2 ),il suffit de vérifier

les conditions du théoréeme du point fixe de Schaefer.

Et pour cela on passera par 4 étapes.

Etape 1

On montre que A est continue .

Soit (xn)nen une suit converge vers x dans X .Alors pour tout t € [0,1],0n a :



| Az, (t) — Az(t) | = ’ /Ot (= zu)('yl) (/Ou (u _Fzr(nﬂ))(ﬁl)f(m,xn(m))dqm + /\xn(u)) dyu

([
(/OU(U—F?E;))W 1)f(mx (m))d,m + Az, (u >d ) qs}
Ao S (S

</0 s _quT(rg)(B_l) F(m, o (m))dym + A:cn(u>) dqu) dqs}
B

< /0 N _jgn))ﬁl F(m, i (m))dym + )\xn(u)) dqu}

_ /0 - q“)()“) ( /0 " u ‘Pz’gg)wl) Flm, z(m))dgm + Ax(u)> d,u

’ [5315’: . {a /On (nrq_ési(al)m </0 B _FZ?V);H)
(/0” (u —qug;))(ﬂ—l)f(m, z(m))dgm + /\I(u)> dqu> dqs}
A (e

< /0 C _F%);ﬂ_l) Flm, w(m))dym + /\x(u)) dqu> dqs}

el S



Par suit :

e sup [ @)Y (T wmgm) O N () | dum
() = a(t) | < sup [T ([P T o () = flon (o)

(g — am) D
( / % | f(ma(m)) — flm.a(m)) | dgmet | A]] () — a(u) |)

oo { [ S (5

Wy — gm)B-D
( / % | FOm.a(m) = F(m. x(m)) | dgmet | X| () — 2(u) l)

i) dysy + o { [ U ([T o)~ o) |

dgm+ [ M| zn(u) — x(u) [) dgu}
comme [ est une fonction continue,alors :
| Az, (t) — Az(t) [[oo—> 0 quand n — oo

D ou A est continue.

Etape 2

On montre que A transforme un ensemble bornée en un ensemble bornée dans X.
Soit I’ensemble :

B.—{zeX,|zl<r}.

Pour tout x € X,t € [0,1], on a :



asto) | = | [ ([T st + o)) dy
R A
( / %ﬂm, 2(m))dgm + mu)) dqu) dqs}
g G (g
([ _pi?;))w_l)f(m,x(m))dqm #2w(0)) doe) s
e =) { / a ;qq(:))w ( / e q(ng;ﬂ £, w(m))dgm + M(u)) dqu} |

Cl— o)D) (g — ) B-D)
()| < [ (MBS o a(m) | g | A 2(0) ) d

e  (

([ ) |ty A ) ) ) s

ran { [ U ([P B ) |ty | A1 0 )

En utilisant [’hypothése Hs on obtient :




Elt— oD [ (4 — am) B
()| < [ ([P e ) Dt |30 1)

st { [ ()

([ ol m) Dt |3 (0 1) ) s

([ (5

< i (= T o] o(m) gt | A1 () |) dqu> dqs}

.09
oy { [ ([ O ) i 050 )

Par suit :

|Amw|suﬂwmm[ Lo, !

T +A+1) T,7+A+a

) (al | a | nﬁ+a+’}’*1) + g | b | 0.(a+6+’yl)):|

(1 —f-ag) 1
VEES AR W

+r | A [ arlalnte D +az | b a“‘”‘”)]

Ce qui donne :

| Az(t) [<I[ p | ¢(r)ks +r [ A ks

avec

1+ ay 1
k = + a a B+a+y—1 T b 0.(a+,6’+’yfl)
3 T,y +3+1) Fq(v+ﬁ+a)( vhaln ) +a [b] )

1

ko = _
? Ty(y + )

1+ an)+ {farJa|ne=D +a, | b|oletrD]

(v+1)(

Par U'hypothese Hy on obtient :
| Az(t) [<r

Alors A est bornée.



Etape 3

On montre que A est equicntinue
Soit x € Rty ty € [0,1], t1 < ta,0m a

| Asty) — st | = | [0 (/ = o )y + () ) s

Ly (5)

i {a/f ey ([

( /0 C _F%))(ﬁ_l) Flm, w(m))dym + Ax(u)) dqu> dqs}

AT [ (i

( /0 C _F%))(B_l) F(m, w(m))dym + Ax(u)) dqu> dqs}

[5115;A_ 52 {/01 (1 ;qq(:;vl (/Ou (u }j&g))ﬁlf(m,iﬂ(m»dqm + )\J;(u)) qu}

_ /Ot1 (i —qu)™Y (/Ou Mf(m, 2(m))dgm + )\x(u)> dgu

qu)

A [ (]
( /Ou w _FTB))(M) f(m, x(m))dgm + Aa:(a)) dqu> dqs}
B [ (e

( /0 C _Fz?g;ﬂ_l) Flm, x(m))dym + Ax(u)) dqu) dqs}

Ly(9)

+[51t¥A— 0] { /01 (1 ;qq{;))”‘l ( /0 ’ (“—Fj% £ (m, z(m))dgm + )\x(u)) dqu} |




Bt — gu) =D U (4 — am)BT
| Alalts) — Ala(t) | | [ (2 —4 >) (| (= @) a(m))dym + A(u))dgu

Ly (9)

B R 1 A B Ut ) R

to (t2 — qu)’y—l u (u N qm)(ﬁ—l)
’ /t Tq(7) (/0 mipy ) Umaim) + Ax(u))dgu

[B5 B ot [

( / . }%ﬂ_” F(m,e(m))d,m + Aw(n)) dqu) dqs}

e B o e (g

( /Ou . _pi?(%))(ﬂ_l) f(m, x(m))dgm + /\:L“(u)> dqu) dqs}

. {[(MA— % _ WgA_ 52]] {/01 - ;j:))ﬂ

(/Ou & _Fj(rg))ﬁl flm,w(m))dgm + )\x(u)) dqu} |




Ce qui donne :
U (0 (8-1)
u—qm
a7 o, am))dm

I o A e e e [ A

o — a) D [ (4 — gm)B-D
Az (w))dgu + /t (t2 rj( 7)) ( /0 ( Fi( 5)) Fm, 2(m))dym + Az (u))dyu

S [ sy ([

([ fonaton)dyn + 3ot

dqu)dqs}+—6 1t =) { o = qs ( r
(5 som i + 2t )d“)“}

v (tYA_ = { /01 . }qq(z))“ ( /Ou - _pqq(ng)) ﬂf (m, z(m))dym + /\x(U)> dqu} ’




Ce qui implique :

ofty) — s L = Y — (1 — oo ([ e
At = Ar() | < s [ =00 == }(/ Ly(5)

to — au)—D
| F(m, x(m)) | dgm+ | A || (u) | >d‘I“+/t %

v (g — gm)P-D
(/0 % | f(m,z(m)) | dgm+ | X || x(u) |)dyu

e ] — 17 | {a/” (n—gs) @2 (/ (s — qu)O~Y
| A o Tgla—1) 0 Ly(v)

([ B st gt | 300 ) ) s

Lol ty — 1] | {b/" (o —gs)@? ((8 — qu)Y
| A o Tgla—1) Ly(v)

([ B ot gt | 300 ) o) s

I

+ A 2(w) [) dyuy

En utilisant [’hypothése Hs on obtient :



1
Fq(V)

| Aw(ts) — Av(t) | < |yu|y¢<r>]§1 [(t2 — )0 — (1 — qu)*V)]

</Ou%+\)\\r)dqu

1 Y e e L LT
*ﬁyw>”“”¢(>ﬂl r,0) <4 0,0 +‘A')dq

M {a/" (n — gs)@? (/ (s — qu)~Y
’ A ’ 0 Fq(a - 1) 0 Fq(”Y)

v RDEDLY

LLad 5 — 1] | {b/” (o —gs)@? ((S—QU)”‘”
| A o Tgla—1) Ly(v)

* (4 — qm)#-D) ) ) } 16— 4|
-~ 2 4+t ANlrldu)dsy + ——=—
<A o, AT dee)da A

)
| Aats) — Acty) | < 2NN ysin s

LyB+v+1)

A 5 yt+at+B—1
L e e el el )
Ly() | A Lo(y+ 8 +a)

[0 [| Afla|mr*e Lol pll o(r) [ B ] oot P T

t’Y_t"/ + t"/_t’Y

Lala+7) [ A -t T,(y+B8+a)|A] L
AL Lo b o™t o o) Ll |y I UAT
Fy(y+a) [A] Dyv+a)[A] T 2T (v+1) (A 2

Donc si t; —> ty on trouve :



Alors A(B,) est équicontinue.

Etape 4
On montre que l’ensemble ) définie par :
Q={re X,z =0A2,0 <0 <1}

est bornée.

| 0z(t) | = ‘H/Ot % (/Ou %ﬂm,x(m))dqm + )\x(u)) dyu

_W {a/on (nrq_(zsz(i_;) (/OS (s _FZQ(LV);%I)

(/Ou %ﬂm, (m))d,m + )\x(u)) dqu) dqs}

0 [51257 — 51] 7 (o’ - qs)("‘_Q) (5 — qu)(v—l)
i A {b/o Fy(a—1) ( L'y(7)

( /0 ' % Flm, z(m))d,m + Aaz(u)) dqu) dqs}

Ce qui donne :

1+C¥2 4 1
Loy +8+1) Ty +B8+a)

| 0z(t) [ <| |l o(r) [ (o |a|nProtr =D +ay | b| U(a+ﬁ+7—1))}

eESAOE

_|_/r | A | |: (al | a | rr]('Y‘i’afl) _|_ Q9 | b | O—(OZ+'Yl)):|

D ou par [’hypotheése Hy on a :
| Oz (t) |< r

Donc Q) est un ensemble bornée.



Graces auz étapes 1,2,3 et 4 et d’aprés théoréme du point fize de Schaefer,on déduit que A

admet une point fize qui est une solution du probléme g-fractionnaire (3,2).

Exemple 6.

1 1
2/(c2 2sin T
DF(D§ + f)e(t) = Bm0 2 i€ [0,1],

2(0) = I2x(3) (3.10)

| 2(1) = 3122(2)
Ou~y=p= %,a =1b= %,a =3,0= %,n = %,q = % avec f(t,x(t)) = ttan~' x(t).
Soient x,y € R,t € [0, 1]. Alors :

2sin(t) T
exp? +4 el*l + cos(t)

1
< — |z (3.11)

| F(t,2(1) [=| < 55

Donc (Hs) est satisfait avec p = 5= et p(| 2 |) =| |

ausst on a :

01 = —0.925926,02 = 0.030136 ,03 = —0.851852 ,0, = —0.914762 ,A = —0.872674 ,
a1 = 0.072089,a9 = 1.09555, kg = 2.158402,ky = 2.37938, k4 = 2.754225

Donc Uhypothese Hy est satisfait avec v >|| || p(r) = 7 > 5zky

ainsi tout les hypothéses de théoréme (3,2) soit satisfaites,par conséquent le probléeme (3,10)

posseéde au moins une solution dans l’espace X.
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