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Résumé

Le travail de ce mémoire porte sur I’étude de I’existence, I'unicité et la stabilité de solutions des problémes
du pantographe d’ordre fractionnaire avec des dérivées fractionnaires au sens de Caputo et Caputo-Hadamard.
Dans ce mémoire, on s’intéresse aux techniques de points fixes pour étudier 'existence des solutions pour
les problémes du pantographe fractionnaire avec des dérivées fractionnaires au sens de Caputo et Caputo-
Hadamard. Aussi, on s’intéresse a ’étude de la stabilité au sens d’Ulam-Hyers.

Abstract

The work of this graduation note focuses on the study of the existence, the uniqueness and the stability
of solutions of the problems of fractional order pantograph with fractional derivatives in the sense of Caputo
and Caputo-Hadamard. In this graduation note, we are interested in fixed point of techniques to study the
existence of solutions for the problems of the fractional pantograph with fractional derivatives in the sense of
Caputo and Caputo-Hadamard. Also, we are interested in the study of stability in the sense of Ulam-Hyers.
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Symbole et notation

R := Ensemble des nombres réels.
RT := Ensemble des nombres réels positifs ou nuls.
C := Ensemble des nombres complexes.

|| := Valeur absolue d'un nombre réel.

II.1] := norme infinie.

LP[a,b] := Espace des fonctions mesurables de puisance p € [0,+1) intégrables.
T(.) := Fonction Gamma d'Ealer.
B(.) := La fonction Beta.



Introduction Général

Le calcul fractionnaire est défini comme étant la branche mathématique qui étudie la généralisation des
notions de dérivation et d’intégration & des ordres non nécessairement entiers, permettant le calcul de la
deérivée d’ordre a réel ou complexe d’une fonction différentiable f(t) soit :

(o )ty = L0,

La théorie des équations différentielles fractionnaire joue un roéle important en théorie du calcul fraction-
naire. De plus, les équations différentielles de type fractionnaire sont également assez importante dont les
applications sont trés nombreuses, notamment en mathématiques et physique. Les théorémes du point fixes
[15, 16, 17] est un outil excrément important qui intervient dans 'étude des équations différentielles fraction-
naires et permet d’établir des résultats d’existences et d’unicités. Les équations du pantographe se posent dans
la modélisation de divers problémes en sciences et en ingénierie tels que I’économie, la biologie, le controle et
lélectrodynamique[2, 11] . Récemment, les équations différentielles d’ordre fractionnaire du pantographe ont
été étudiées par de nombreux chercheurs. L’un des sujets intéressants dans ce domaine, est ’investigation de
I'existence et la stabilité de solutions.

Ce travail est divisé en trois chapitres :
Le premier chapitre est consacré aux définitions et notations qui seront utiles dans la suite de travail.
Le deuxiéme chapitre sera consacré a I’étude de I'existence, 'unicité et la stabilité de solutions d’un pro-
bléme de pantographe avec deux dérivées fractionnaires de Caputo suivant :
D™ (DP + N u(t) =@t u(t),unt),tel0,1],
uw(0)=0, wu(l)=46, 08>0,

AeR, 0<a,8<1, 0<n<],

oit DP et D* sont des dérives fractionnaires au sens de Caputo et ¢ : [0,7] x R? — R est une fonction
continue.

Pour le troisiéme chapitre, on étudie ’existence, I'unicité et la stabilité au sens Ulam-Hyers et Ulam-Hyers-
Rassais d’une équation de pantographe fractionnaire avec une dérivée fractionnaire de caputo-Hadamard sui-
vant :

GDu(t) = p(t,u(t),u(At)), t € [I,T], 0<a <1, 0<A<1,

u(l) =us — 0(u), up € R,

ott § D% est la dérivée fractionnaire de type caputo-Hadamard d’ordre aet ¢ : [0,T] x R? — R est une
fonction continue.



Chapitre

Notions Générales et Définitions

Ce chapitre rassemblent les définitions et les propriétés essentielles correspondantes & la notion de in-
tégration et la dérivation fractionnaire. Le section 1.2 et consacré au equation de pantographe. La der-
niére section de ce chapitre est consacrée a la présentations de quelques théorémes classiques de point
fixe[13, 3, 7, 5, &, 6, 14, 4].

1.1 Notions de bases

Dans cette section, on présente les notations, les définitions et quelques propriétés préliminaires qui sont
utilisées dans ce travail.

Définition 1.

On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r, l’ensemble noté B(a,r) telle que
B(a,r) ={z € E/||lx — al| <r}.

Définition 2.

On appelle boule fermée de centre a et de tayon r, 'ensemble noté B'(a,r) tele que
B'(a,r)={x € E/||x —a| <r}.

Définition 3.

On dit que A est une partie compact de (E,||.||) si de toute suite de points de A on peut extraire une sous-suite
qui converge vers un €lément de A .

Définition 4.

Une partie A de (E, ||,|), est dite relativement compact si son adhérence est compact.

Définition 5.

Soient E et ' deux espace de Banach, et A : E — F une application lineaire. On dit que A et borné si elle
envoie les parties bornées de E sur des parties bornées de F'.

Définition 6.

Soient E et F deux espaces de Banach. on appelle opérateur borné toute application linéaire continue de E
dans F.

Définition 7.

Soient E et F' deux espaces de Banach et f une application définie de E a. valeurs dans F. On dit que f
est complétement continue si elle est continue et transforme tout borné de E en une ensemble relativement
compact dans F. f est dite compact si f(E) est relativement compact dans F'.
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Définition 8.

Soit A un sous ensemble de C(J,R), L’ensemble A est equicontinue. i.e pour tout e > 0, il existe § > 0 tel que :

[t1 —t2] <& = ||f (t1) — f (t2)|| < € pour tout t1,t2 € J et tout f € A.

Définition 9.

Soit E un espace de Banach muni de la norme ||.| et T : E — E une application. Un élément x de E est un
point fixre de T si Tx = x.

1.2 Pantographe :

Le pantographe est un dispositif installé sur le toit d’un train qui relie automatiquement une locomo-

tive & une caténaire pour collecter ’énergie électrique via le contact mécanique entre ses bandes de contact
et le fil de contact de la caténaire. Il est constitué de bras articulés et une bande de captage en carbone qui
permet de capter le courant électrique par frottement sur la ligne aérienne d’alimentation.
Le pantographe est un élément d’une importance vitale et doit donc répondre & une série de critéres garan-
tissant un comportement optimal, comme une structure adaptée a réinstallation, c’est-a-dire adaptée aux
variations et aux contraintes typiques de chaque ligne, un bon comportement et une bonne résistance aux
conditions de ligne et d’environnement, ainsi qu’'un entretien facile qui n’implique pas de dépenses inutiles
ou excessives.
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les types de pantographe :

e Pantographe a symtrique polygonal.

e Pantographe polygonal double etage.

e Pantographe a symtrique.

e Pantographe symtrique double etage.
Modéle mathématique du pantographe :

L’équation du pantographe est :
y'(t) = ay(t) + by(Mt).

ol a et b sont des réels, et 0 < A < 1.
Différentes formes de I’équation du pantographe :

Ces derniéres années, de nombreuses recherches ont porté sur I’équation du pantographe et différentes

formes de cette équation ont vu le jour :
1. L’équation du pantographe non autonome :

y'(t) = a(t)y(t) + b(t)y(M), ¢=>0

y(0) =7,

ou : a(t) et b(t) sont des fonctions continues a valeurs complexes et A € (0,1) est une constante fixe. On
étudie également notre analyse & I’équation

y'(t) = a(t)y(t) + by(M) + f(2),

o : f(t) est également une fonction continue a valeurs complexes.

2. I’équation du pantographe de second ordre :

y"(2) — ay'(2) — by(z) + My(az) =0

ou : z est complexe, & > 0,a > 0 et b > 0 sont des constantes et \ # 0 est un paramétre réel ou complexe.

3. L’équation multi-pantographe :
W(t) = Ault) + 377 piu (qit)

'UJ(O):'LL07
ou :
O<qn<qn71 <. <q <let )\a,ul?/J'??"' 7/Jn,U0€C

4. L’équation du pantographe non homogéne :

u'(t) = 3205 Mi(u(git) + f(2),t € [0,T]
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o : 0 < g <1et A\ sont des fonctions continues sur [0,7] pour ¢ = 1,--- ,m et f est intégrable au sens de
Riemann.

1.3 Fonctions Spéciales

Dans cette section on présente des définitions et quelques propriétés pour les fonctions :
Gamma et Béta.Ces deux fonctions jouent un réle trés important dans la théorie du calcul fractionnaire et
ces applications.

Fonction Gamma

La fonction Gamma est tout simplement la généralisation de la notion de factoriel a& tous les nombres
réels. Elle est définie par une intégrale impropre.

Définition 10.

On appelle fonction Gamma la fonction définie par :
+oo
I'(z) = / t*~te~tdt,z € C etz > 0. (1.1)
0

Exemple 1.
1) T(1) = [ e tdt = 1.
2) T(3) = 0+°° tzetdt =2 f0+oc e=*"ds = /7, (posant le changement de variable, t = s%).

Proposition 1.

pour tout z € C,z>0,n €N, on a:

i)
ii)
iii)

Preuve 1.

i) En intégrant par partie

“+oo +oo “+oo
I'(z+1) = / te tdt = [—tZeft}O + z/ t*~te~tat
0 0
= z[(z).
it) On pose z=n — 1,
I'n) = (n—1)T(n-1)

= (n—1)(n—2)..T(1)

= (n—-1)!
iti) On démontre la formule T'(n + 3) = (22)'71‘,5 par récurrence pour n € N
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pourn =0 on a :

1 0)!\/7

- Supposons que la formule est vérifiée pour (n — 1) et considére n.

Supposons que X ) .
(0= 1)+ ) = e O

est vérifié. Alors

Pnt3) = (n—5)Pn—3)
2 4 1(n — 1)
2n—1 (2n —2)I/m
2 41— 1)l
2n2n —1 (2n — 2)I/7
2 2 4n-1(n—1)!
(2017

4np)

Donc la formule est vérifée pour n € N.

Fonction Béta

Dans de nombreux cas ,il est préférable d’utiliser la fonction Béta au lieu de certaines combinaisons de la
fonction Gamma.

Définition 11.

La fonction Béta est donnée par :
1
B(z,w) = / 71 =)t 2> 0,w > 0. (1.5)
0

le changement de variable u =1 — t permet de montrer que la fonction Béta est symétrique c’est-a-dire
B(z,w) = B(w, 2). (1.6)

Proposition 2.

la fonction Béta est reliée au fonction Gamma par la relation suivante : Vz,w > 0, on a :

B(z,w) = m (1.7)

En effectuant le changement de variable tlz =t + 1t
On trouve,

+oo +oo , ,
r(z)l'(w) = /0 t:f—ldtl/o (ty — 1) te tadt,

+o0 ;o o,
/ e_t2dt2/ (ty —t1) " 5 dty.
0 0
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. / . N
Si on pose t; = %, on arrive a :
1 t) ’

+o00 1
L(x)l(w) = / e 2dt, (/ (taty)*(ty — t2t1)w_1t2dt1)
0 0

+oo / ’ ’
- / e~ dty ()7 B(z,w))
0

Ce qui donne le résultat désiré.

Exemple 2. Calculons B(3, %)

1.4 Intégrale et dérivées d’ordre fractionnaire

Dans cette section, on présente 'opérateur d’intégration fractionnaire ainsi que les définitions les plus
utilisées des dérivées fractionnaires, a savoir, les dérivées de Riemann-Liouville, Caputo, Hadamard et de

Caputo-Hadamard.

Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 12.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue, on appelle integrale d’ordre o au sens de Riemens Liouville de f

lintégrale suivante :

Iof(t) = 1/t(t— $)* L f(s)ds t>a,a>0.

I'(a)
Exemple 3.

On consideére la fonction f definie par :

ft)=(t—a)® tela,b),BeR,(8>-1).

- _ ra _ 1 ! o
Iaf(t)—l'a(t—a)ﬁ—@/a(t—s) Y(s —a)Pds.

Soit le changement de variable suivant :

s=t—r(t—a) = ds=—(t —a)dr.



1.4. INTEGRALE ET DERIVEES D’ORDRE FRACTIONNAIRE 14

Ainsi,
« —aﬁz—_l OT —a)* t—a—rt—a)’t—-a)dr
T2t = )" = g5 [ (=)™ === )t a)d

1

= — 1 —a)*tPre=l(1 — »)Bdr
i [ e

—a)et8 1

= (t—a)*” F(o)z) /0 re Y1 —r)Pdr
_ o)+

= WB(a,6+ 1),

en utilisant la proposition (2), on obtient :

ﬁa—@ﬁzrmﬂ+n (t — a)* 2, (1.8)

(a+pB+1)

Sia=1, alors :
I;(t _ a)ﬁ — M(t — a)ﬁ"’l.

I'(B+2)
D’apres la propriété (i) du proposition (1), on a :
g N6 _ rp+1) _\B+1
Ia(t a) == (ﬂ—i—l)T’(/B‘i‘l)(t a)
_ (t—a)Pt!
B+1

Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 13.

On appelle dérivée d’ordre a au sens de Riemenn-Lion ville de la fonction f. la fonction définie par :

pest = () @) o

S (jt) / (1= sy (o),

avec a >0 et n = [a] + 1.
®Pour a=neN, ona :

D f(t) = (1),
En particulier, D2 f(t) = f(t).

Exemple 4.

Soit la fonction
f)y=(—-a)’, telab,feR (B> 1)

Ona : N
pete- ) = (§) (-],
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en utilisant (1.9), on obtient :
d\" rp+1) _
afy _ N8 — _ ,\ntB—a
ba(t=a) <dt> {F(na+5+1)(t @) }

_ e+ A", yptpea
CT(n—a+pB+1) <dt) (t =)™

Or, on sait que :

T(A+1)

m(tfa))‘*". (1.10)

(d>n(ta)’\A()\l)...()\nJrl)(ta)’\"

Ainsi,

d\" n+pB—a F(Tl—f—ﬁ—&—‘rl) —a
(dt) b = T ey "

1l s’ensuit que :

L(B+1)

Dg(t—a)ﬁ = m(t—a)ﬁ_a. (111)
Sia=1, alors : ( )
Lt _ )P g+1),, a)f-1
Dit )’ = (-0

Par la propriété (i), on trouve :

Remarque 1.
On pose =0 dans (1.11), on obtient :

aq 1 —«
Dal_m(t—a) .

Ce qui montre que in dérivé au sens de Riemann-Liouville d’une constante n’est pas nulle.

Dérivée fractionnaire au sens Caputo

Définition 14.

Soit a« > 0 et n = [a] + 1 la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est définir par la dérivée fractionnaire
au sens de Riemann-Liouville tel que :

(k)
paf() =2 | fy - S L
k=0

Si « €10;1] alors n =1 tel que

—a)*| (z), (1.12)

D f(x) = Dg [f(t) — f(a)] (x), (1.13)
Lemme 1.

Si o ¢ N et f est une fonction continue, la dérivée fractionnaire au sens Caputo et Riemann-Liouville
existent, on a la relation suivant :

n—1

D) = D)~ Y

k=0

7Oé+1)(x—a)k_o‘, (1.14)
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Théoréme 1.

La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre oo > 0 avec n = [a] + 1 est définie par :

1

V€ [a,b],° Dy fz) = I *(D" f)(x) = T

Cas particulier : Si a € [0,1] alors n = 1, la dérivée fractionnaire de Caputo est

“Dyf(x) =T, (Df) () = ﬁ / " ) f gy

Corollaire 1.

Soit a > 0) et n = [a] + 1, tel que “D* et D existent.

Si f*)(a) = 0 pour tout k € {0,1,...,n — 1}, alors

“Df(x) =D f(z)

Proposition 3.
Soit a > 0,8 > 0,avec n = [a] + 1, on a les propriétés suivantes :
i) Si f(x) € CP([asb]), p= [+ B + 1,

alors
DD f(x) =7 D ()
it) Si f(x) € C™([a;b]) ou f(x) € AC™([a;b]), alors

= M)

o (x — a)k

139Dy f(x) = f(x)

k=0

Exemple 5.

i) La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle .
“peC = 0.
ii) La dérivée de f(z) = (x —a)’~! au sens de Caputo :

Soit a non entier etn—1<a<n et —1>0, alors on a

D f(w) = Iy~ (D" f)(w) = ﬁ / (o= e ) (a,
et
cZTn(x —a)f ' =B-1)(B-2)..(8—n)(z—a)f ",
posons

(t—a)=s(zx—a) etsel0;1]
dt = (x — a)ds.

[ e

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)
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CDgf(x) — (ﬂ - 1)(6 - 2)(6 — n) (SL’ _ a),@—oz—l/o (1 _ S)n—a—lsﬁ—n—lds

I'(n—a)
(B-1E=2.-8=1) g
I'(n—a) ( ) B( L )

_ B-1(B-2)...(6-n)(n—-—a)'(8—n) (2 — Q)Bﬂkl
F(n—a)I'(8 - a)

_ F<B) m—aﬁ_a_l
R L

Le méme resultat avec la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville .

L’intégrale fractionnaire au sens de de Hadamard
Soit [a,b] un intervalle fini ou infinie telle que (0 < a < b < +00) et f : [a,b] — R.

Définition 15.
Soit (> 0). L’intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre o de f est définie par :

(Z2) (1) = %a) / t (mgj)al @df.

Proposition 4. Sia>0,6>0¢et (0<a<b< +00), on a:

(Jf <10g 2)51> (1) = I‘(l;(f-)/@) <10g Z)Bml |

Dérivées fractionnaires au sens de de Hadamard

Soit [a, ] un intervalle de R, et ou a la fonction f : [a,b] — Ret (6 =t2) le § -dérive
et

AC?[a,b] = {g s Ja,b] = C: 8" tg(t) € ACIa,b],6 = tjt} .

Définition 16.

Soit « > 0 et n = [a] + 1. Les dérivées fractionnaires de Hadamand d’ordre o de f sont définies par :

(HDgf) (t)y =o" ( a"fo‘f) (t). (1.19)
n t n—a-+1
_ (t5t> ﬁ/ <1og i) @dr, > a). (1.20)

et

("D = £) (t) = (=0)" (T f) (®).
d\" 1 b r\n—a+l f(1) (1.21)
(<) Ty [ Ces ) B e,
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Proposition 5. Sia > 0,5 > 0, alors

(Hpg <10g Z>61> () = F(Z(f)a) <log 2>6a1 . B>a.

En particulaire, si 5 =1, on a

(D2 +1) (t) = G <10g t) - .

Lemme 2.

Soit & >0 et n = [a] + 1, si f € AC]"[a,b], alors
n-l k—a n—a—1
=Y (9%f) (a) t 1 bt .
("Pef) (6 = ZT(1+k—a) (log a) TTm—a) /a <10g T) (6" f) (T)dr.

et En particulaire, si 0 < o < 1, alors pour f € AC|a,b),
t\ 1 t t\ " f(7)
Tpe ) () — 2D (106 7/17 I3 g,
( af)() F(l—a) Og(l +F(1—0¢) . OgT - T
Théoréme 2.

Soit a >0, et f € L(a,b) et (J;'~°f) (t) € AC}[a,b]. Alors En particulaire, sia =n € N et f € AC}[a,b],

Alors ) i
< (6°f) (a) t
(T2 Def) () = £() = > % (1og ) :
k=0 ’
Dérivées fractionnaires au sens de Caputo-Hadamard
On définie les modification du type Caputo des dérivés fractionnaire de Hadamard comme suite :

Définition 17.

Soita>0etn=|a]+1, si f e AC}, Les dérivées fractionnaires de Caputo-Hadamard & gauche et a droite
d’ordre o de f sont définies par :

(§D21) (t) = Tra6m f(t).
O (O P

respectivement. Si a € N, alors

FDLf(t) = 0" f(1).
Théoréme 3.
Soita>0etn=[a]+1,si feACy. Alors :

n—1 k
o o 5% f(a t
GD2f(1) = 1D lf(t) -3 (s ] (0
En particulaire, si 0 < a <1, on a

‘Do f(t) =""DIf(t) - f(a)](2)
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Lemme 3. Soit a > 0,n=[a]+ 1 et f € Cla,b].

(i) Sia # 0 ou a € N, alors :
5D (T2f) () = f(1),

(i) Si « € N et a« # 0, alors :

et

¢ k
aDe (loga> =0.

Les dérivés fractionnaire de type Caputo-Hadamard peut étre définie sur le demi-aze positif RY par remplacant
a par 0 dans la formulel.22 & condition que f(t) € ACP (RT) ou f(t) € C} (RT), on a :

t n—a—1
D f(t) = ﬁ/o <log i) 6”@6&'.

1.5 Différents Théoréme du point fixe

Dans ce paragraphe, on présente les théorémes de points fixes que on va utiliser tout au long de ce
mémoire.

Théoréme du point fixe de Banach
Le théoréme du point fixe de Banach, connu aussi sous le nom du principe de contraction de Banach.

Théoréme 4. Principe de contraction de Banach, 1922

Soit (X, d) un espace métrique complet. Soit T : X — X un opérateur contractant. Alors : T admet un point
fixe unique.i.e
Nz e X tel que Tz =x.

Théoréme de point fixe de Schaefer

Soit X un espace de Banach et A: X — X est un opérateur complétement continue.
Si 'ensemble
{e =2 € X : Nz = x pour certain 0 < X < 1};

est borné,
alors A posséde au moins une point fixe.
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Théoréme du point fixe de Krasnoselskii

On donne un théoréme d’existence du point fixe concernant les applications de la forme T'= F + G, ou
F est continue et compacte et G une contraction.

Théoréme 5. (Krasnoselskii, 1958)

Soit X un espace de Banach et K un sous ensemble non vide, fermé, borné et convexe de X. Soient F et G
deux applications de K dans X telles que :

1.Vz,ye K,F(x)+ G(y) € K ;
2. F est continue et compacte ;

3. G est contractante de constante k < 1; Alors, il existe v* € K tel que (F + G) (¢*) = z*.

Théoréme du point fixe de Leray-Schauder

Soit X un espace de Banach et M un convexe fermé borné de X et A : M —— M un opérateur continue

et compact alors A admet au moins un point fixe.

Théoréme d’Arzela-Ascoli

Définition 18.

Soit {fn} une suite de fonctions définies sur Uintervalle I ¢ valeurs dans R. On dit que la suite {f,} est
équicontinue si : Vr € I,Ye > 0,3n > 0 tels que :

VneNVyel:|lz—yl <n=|fulx)— fuly)| <e.

Autrement dit, toutes les fonctions f, sont continues sur I, et elles sont continues "de la méme fagon”.

Théoréme 6.

Soient (E,d) une espace métrique compacte, (F,0) un espace métrigue complet. Une partie A de C(E, F) est
relativement compacte si et seulement si :
1. A est équicontinue, ie :

Vo € E,Ve > 0,3n > 0 tels que :Vf € AVy e E:d(z,y) <n=0(f(x),f(y) <e

2. Pour tout x € E, 'ensemble A = {f(x), f € A} est relativement compact.



Chapitre

Equation du pantographe fractionnaire avec deux dérivées

fractionnaires au sens de Caputo

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse ’étude de 'existence et I'unicitéé des solutions pour un probléme du
pantographe fractionnaire avec deux dérives fractionnaires au sens de Caputo. On considére alors le probléme
suivant [19, 18, 20] :

D> (DP + N u(t) = (t,u(t),u(nt),te0,1],

w(0)=0, wu(l)=46, 6>0, (2.1)

AeR 0<a, <1, 0<n<1,

ou D? et D sont des dérives fractionnaires au sens de Caputo, ¢ : [0,7] x R®> — R est une fonction
continue et W = C ([0, 1],R) est l'espace de Banach de toutes les fonctions continues de [0, 1] dans R muni
de la norme |||, ||Jull = {Ju (¢)] : t € [0,1]}. On prouvera l'unicité de la solution du probléme en utilisant le
théoréme de Banach, aussi on montre I'existence de la solution du probléme fractionnaire en appliquant les
théorémes de Krasnosselski et Schaefer.

2.2 Solution Intégrale

Lemme 5.

Soient o > 0 et g,une fonction définie sur RT. Alors la solution de I’équation
D%p(t) = 0,

est donnée par :
o(t) = co + c1t + cot? + ...+ cpt" T,

ouc, €ER i =0,...... ,n—1,n=[a]+1.

Lemme 6.

Soient a > 0 et g,une fonction définie sur R™, alors
I“D%p (t) = @ (t) + co + c1t + cot® + ... 4+ cnt™ 1,

ouc €Ri=0,1,2,.....n—1, n=[a] + 1.

21
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Lemme 7.

Soit 6 € C ([0,1],R), alors la solution du probléme aux limites fractionnaire suivant :

DB (D + N u(t)=6(t), t€[0,1], 0<a, B<1,

est donné par :

s ! L [fe=9)
u(t)—/o Tlatd) d(s)ds )\/0 ————u(s)ds (2.2)

+17

B 1 (1 o S)Oﬁ*ﬁfl 1 (1 . S)ﬁfl
0 /0 Tatd) 5(5)d5+/\/0 ————u(s)ds|.

Preuve 2. Appliquant les lemmes (5),(6)on trouve :

w(t) = I8 (1) = MPu ) + D48 4e, (2.3)

(B+1)

ou cg et cq sont des constants arbitraires.
D’apres les conditions w (0) =0 et u (1) =6, on peut écrit

co=T(B+1)(0—J*F5(1)+APu(l)),c; =0.
On remplace ¢y et ¢1 dans (2.3) on trouve (2.2) .

Maintenant, on transforme le probléme(2.1) & un probléme du point fixe. Pour cela, on considére
Vopérateur T : C([0,1],R) — C([0,1],R) défini par :

s !
Tu(t)—/o il 0 ) ds (2.4)

1 _ s a+p-1
+ 18 <9+/0 Wf(s,U(t)»U(HS))dS>

- ti(t_s)ﬁ_lus s+ tP 17(1_8)[3_1115 s
M s [ St as

2.3 Existence et Unicité du probléme

Unicité de Solutions

En se basant sur le principe de contraction de Banach, l'unicité de la solution du probléme (2.1) sera
prouvée.

Théoréme 7.

Soit f:10,1] x R® — R une fonction continue. Supposons que I’ hypothése suivante est satisfaite :
(Hy) : 1l existe une constante w telle que pour tout t € [0,1] et u;, v; € R (1 =1,2), on a

lo (t,ur,u2) — @ (t,v1,v2)] < w (Jur —v1] + Jug —va|).
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St
w Al

F(a+ﬁ+1)+r(5+1)

alors le probleme fractionnaire (2.1) admet une solution unique.

<1
2a

Preuve 3.

Pour démontrer le théoréme (7) il suffit de montrer que lopérateur T admet un point fize sur :

ey + 1l
B, ={ueW:|uly <r},r>

1-2

AT
MatptD T F(ﬁﬂ)}
On montre que TB, C B,.. Soit u € B,., alors :

T (b (8) ()] < (1T (¢ u () u (1) = T (2,0,0)] + T (£,0,0)])

<w(u@)]+ lu(®)])+ N <w2lull + N
< w2llully + N
< wr+ N.

Alors,

tt_ g a+pB-1
ru) < [ U el ds

B 1% s.u(s).,u(ns S
t <|9|+/0 P P b ))d)

fi-s)"" sy (=9
—H)\|/0 TG |u(s)|ds+t \)\|/0 T |u(s)] ds.

En utilisant (2.6), on obtient

t . a+p—1
ru) < [ e e uls) sl ds

L1 g)eth-t
+17 <e|+ / wws,wsm(ns)nds)

tp_ )81 L _gf1
+|A|/0 (tr(;) u(s)ds+tﬁ|A|/0 (IF(B)) lu ()| ds
2 w

- [ A }T 2N
T T(a+B+1) T(B+1) r(

0.
a+ﬁ+1)+| |

D’ou,

+161,

w || 2N
Tul <2
Il <2 ; Jr+ 57

(a+p+1) T(B+1) a+pf+1)

Cela implique TB, C B, donc T est une application de B, dans Bi,.
Maintenant, on montrant que T est contractante :

(2.7)

(2.10)
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Soient u,v € B,., pour tout t € [0,1], on a :

|pu (t) — pv (¢)]
_ S)a+6—1

t(t
S/oWI@(&U(S)W(W))—w(s,v(S)w(nS))lds

1 s a+p—1
0 [ O o u(s) ) — o (5,0 (9,0 () ds

_Sﬂ 1 1 _g)f1
+|)\|/ (t (s)—v(s)\ds+|)\\t5/0 “F(g)m(s)—v(s)ms. (2.11)

En utilisant (Hy), on obtient
|pu (t) — oo (1)]

t s a+pB—-1
< [ ) s — 0 () o ) ds

1] _ g)atp-t
v (1<)|¢<s,u<s>,u<ns>>—w(s,v<s>,v<ns>>lds

T'(a+8)

_sﬁl 1 _8571
[ e el + e [ ) s ds
< ol o ]
—Fa+,6+1) rB+1)

( Al
a+ﬂ+1 T(B+1)

Ce qui implique :

) lu —v|| = 2A1 Ju —v]|. (2.12)

1T(u) = T(0)]| < 2A1 flu—of. (2.13)

Comme Ay alors T est contractant. On conclut par le théoréme de point fire de Banach opérateur T

admet au moins un point fire uw € W qui est la solution du probleme fractionnaire (2.1), ce qui achéve la
preuve..

Existence de la solution du probléme (2.1)

Existence de la solution via le théoréme du point fixe de Krasnosselski

Théoréme 8.

Soit f : [0.1] x R> — R une fonction continue,supposons que I’hypothése suivants est satisfaite :
(H2) : Il existe une constant positives L telle que :
o(t,u,v) < L,Vt € [0.1],u,v € R

Si

2w n [\l
F(a+8+1) T(B+1)

<1, (2.14)

alors le probléme fractionnaire (2.1) admet au moins une seule solution .
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Preuve 4.
Pour montrer lexistence de la solution du probleme (2.1); il suffit de vérifier les hypotheéses du théoréme du
point fixe de Krasnosselski.

Soit :

> 2L+ 0|T(a+B+1)+T(B+2)
T T(a+B+1)+T(B+2) -2\’

et on considére l’ensemble :
B, ={ue W,|u|] <o}

on définit aussi les opérateur Sy et Sy sur B, comme suit :

Tu(t) = (Syu(t), Sau(t)),t € [0.1],

t o otB8-1
Siu(t) :/ (ta)Jrﬂ)@(S u(s),u(ns))ds
(t— 3)6 !
/\/ T 0) u(s)ds. (2.15)
et

1 _s a+pB-1
Sau(t) =t/ <9+/O (IF(Oc)—}-ﬁ)QD (s,u(s),u(ns)) ds)

1 _g)pft
+t6)\/0 Olj(ﬁ))(u(s))ds (2.16)

Premiérement, on montre que si u;v € By ; alors,S1u(t) + Sqv(t) € B, En effet, pour tout u;v € B, et t
€1[0.1]; on a :

)a+5*1

tit_s t _8671
St S < [ o) utm) s = [T o) as

1 a+p—-1 B-1
g A=) s S lds | + ¢ i o) ds
+th+A e ), m»w>+tw/‘ o s 217)

En utilisant Uhypothése (Hy) et(Ha) et en calculant les intégrales du second membre (2.17) ,on obtient :

t— s at+p—1
|S1u+S2v|§/0 (F() |)\|/ ds

a+pB—1 B—1
+ P <|9|+/ c _(S)+6) ) t5|/\\/ 1_5 ds.
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par conséquent,
2L [2)0]
Siu+ S| < + + 10
<o. (2.18)
Donc
Slu(t) + ng(t) € B,. (219)

Deuziement, on montre que Sy est continu et compact.
e On montre que R est continu.
Soit (up)neny C W une suite telle que u,, — wu, alors pour tout t € [0,1], on a :

|Saun () — Sau (t)]

- B ' 7(1 _ S)a+ﬁ_1 S, U U S S B 1 7(1 _ S)ﬂ_l u S S
= |t <9+/0 Tlatd) @ (s, (), n(n))d>+tA/0 T (5) n(s)d

1 _ s a+pB—1 1 — s B—1
—t? (0—1—/0 W@(s,u(t),u(ns))ds) —tﬂ)\/o %u(s)ds .

Ce qui donne :

| Satn () — Sau (t)]

1 (1 _ S)a+ﬂ—1

Stﬂ/o W\w(s,un (t)un (ns)) — @ (s,u(t) ,u(ns))|ds
1(1_g B-1

+ P |/\|/0 (11“(;) [un (8) —u(s)|ds.

Par suite

[Saty, (t) — Sau (t)]

S Far gD P (0 (15) = 0 (5, (0), u )|
\
MREEERV A

Puisque ¢ est continue, alors
152 (un) — So (w)|]| — 0, quand n — 0,

ce qui prouve la continuité de S.

ee) : On montre que Sa2(B,) est borné. En effet, soit u € (B,) et t € [0.1]alors

T1_g a+p-1
(Saul =t <9+ / st,u(s),u(ns»ds)

1] _ g)B-1
+t5A/O “F([_)})(u(s))ds.|
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Ce qui donne :

1 (1 _ S)(X+/3—1
|Soul <t” <|9| +/0 WW(SvU(S)aU(nS))dSO

1 _g)pft
+t%|/0 “F(ﬁ))uu(s)) |ds. (2.20)

En utilisant Uhypothése (Hz) et en calculant les intégrales du second membre de (2.20), on obtient :

L n [Alo
a+p+1) TB+1)

ISzl < ¢ 6] = N. (2.22)

Donc

[Saull < N.

D’on Sy est bornée.

e o o : Maintenant, on montre que Sa2(B,) est équicontinu. En effet, soient t1;ta € [0.1], tel que ty < t1 et
u € Br, alors par (Hy)et(Hsz), on

1Sau(ts) — Soulta)]] (£ — )] + L t2)uPrcoy(f) [a=sreas
0

T(a+B)
G L PR,
+ B [ s (223)
De (2.23),0n obtient :
I20(ts) = Seuta)l| < 11+ g + ey | 6~ ) (2:24)

Commet; — tale second nombre de (2.24)tend vers zéro.Par conséquent Sa(B,) est équicontinu. D’apres
le théoréme d’Ascoli-Arzela, So est compact.

Finalement ,on prouve que Sy est une contraction.En effet pour v € X et t € [0.1],0n a :
[S1(u) — S1(v)]]
< % /Ot (t— )P o (s,u(s),u(ns)) — o (s,v(s),v(ns)) ||ds
L AL /Ot (t = )P flu(s) — v (s) ||ds. (2.25)

En appliquant I’hypothése (Hy), on aboutit d :

[151(u) = S1(v)]

wlu =l [* o avser g Wllu—oll T e
Sr(a+5)/0(t ) ds + (3 /O(t ) ds. (2.26)
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En calculant Uintégrale du second membre de (2.26), on obtient :

w|u—o|| | [Aflu— vl
[S1(u) = Si(v)]| < T(ath) () (2.27)
et donc,
IIS1(u) — S1(v)] < v + A [l — o] (2.28)
" T(a+B)  T(B)

En utilisant la condition (2 :14), on conclut que Sy est une contraction.

Par conséquence du théoréeme du point fize de Krasnosselski, on peut conclure que a un point fixe qui est
une solution du probleme(2.1).

Existence de la solution via le théoréme du point fixe de Schaefer

Dans la présente section 1’étudie de lexistence et 'unicité de la solution du du probléme (2.1) est base
sur le théoréme de point fixe de Schaefer.

Théoréme 9.

Soit ¢ : [0,1] x R? — R une fonction continue. Supposons que 'hypothése (Ha) est satisfaite.

Si
R

T(B+1)

alors le probleme(2.1) admet au moins une solution.

- 1

2 )
Preuve 5. On va utiliser le théoréme de Schaefer pour montrer que T admet des points fixes qui sont des
solutions de probléeme(2.1). La prewve sera donnée en plusieurs étapes :

Etape 1 : T est un opérateur continu sur W (p : est continue).

Etape 2 : L’image d’un ensemble borné est un ensemble borné.
En effet, il su t démontrer que pour tout r > 0 ; il existe une constante positive M telle que pour chaque

u€ B, ={ueW:|u| <r},

on a :

tp— g)eth1
ru) < [ g e (s ) u ) ds

t _8671
+|>\|/0 (tF(g) u(s)ds

1 (1 N S)OH*ﬁ*l
% <|o+/0 Ww(s,u(s),u(nsws)

1] _ g)p-1
+tﬂ\A|/O UF(;)|u(s)|ds. (2.29)
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D’aprés Uhypothése (Hs) ; on obtient lestimation suivante :

t 75a+671 t 7SB71
[T (t)] S/o (tl"(a)—i—B)LdS+|/\/ (t))u(s)ds

7Sa+ﬁ 1
448 <|0|+/ ( (a)+5) ) tﬂw/ lu (s)] ds.

En calculant les intégrales du second membre, on aboutit a :

2L 2|Alr B
||T(u)||§F<a+ﬁ+1)+r(ﬁ+1)+|9|7M

Donc
1T (w)|] < M.
Etape 3 : L’image d’un ensemble borné est un ensemble équicontinu dans W.

Soient t1,te € [0,1], t1 < to. Siu € B, , alors

T (t2) = Tu(tr)| =

2ty —5)° !
+|)\|/0 Wu(s)ds

1] _ gjetBl
—|—t§ <|9+A Mg@(s,u(s),u(ns))ds)

I'(a+8)

1 B—1
1—
(1-s""

+ 5|\ (s) ds.
0
to

_ \atB-1
_/ %@(S,U(S),u(ns)) ds

[ ) as
1 _ s a+p—1
ft? <|9 +/0 (11_‘(Oé>_~_5)<p(s,u(s),u(ns))ds>

ey [T
[ S s

En utilisant(Hs), on obtient :

|Tu (to) — Tu (t1)]

t1 _ \atB-1 _ ets-1 t _ yatB-1
<L / (t2 — 5) (t2 — 5) ds+ L / (a—s) ™ 7
0 I'(a+p) 0

ty — 55—1 ta 2785_1
+|/\|r/0 (t—5)" P(ﬂ() ) ds+|)\|r/t te=s)

1_ a+,81
+(5-4) L <|0|+/ 2+5 ds>

(=)W / (1F(ﬁ)> o

(2.30)

(2.31)

(2.32)
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Ce qui implique

|Tu (tg) — Tu (t1)|

(to — tl)a+B_1 +tp AL pjatbol (t2 — t1)ﬁ_1 L P

=L Fa+pB+1) + Al F(a+B+1)
B _ B L A7
Jr(t? 41) <|9|+I‘(a+5+1) +1“(5+1)>‘ (2.33)

Lorsque t1 — ta, le second membre de linégalité précédent tend vers zéro. Comme une conséquence des
étapes 1, 2 et 3 avec le théoréme de Arzela -Ascoli, on peut conclure que T est continu et complétement
continu.

Etape 4 : Finalement, on montre que l’ensemble Q défini par :

Q={ueW: :u=pTu(t), 0<p<1},
est borné. En effet, soit u € ), alors

u = pTu(t)

t g g)atB-1 tt—s)!
o [ e utsds = [ S s

1 _s a+p-1 1 _ s p—1
+ pt? <9+/0 (1F(04)+[3)(p (S,U(t),u(ns))ds> +pt5)\/0 (1F(;)u(s) ds. (2.34)

Alors pour tout t € [0,1], on a :

t (t— S)Oﬂrﬁfl t (t— 8)5*1
ol < [ Y e atlas+ [ ) as

1 (1 . S)a+[3—1 1 (1 _ 8)6_1
+ 7 <9| +/0 Tth) |Lp(s,u(t),u(775))|ds> + 19 |)\|/0 T |u(s)|ds. (2.35)

Gréce 6 (Hs) ; on a :

_sa+51 861
i< [ s [ s

a+pB—1
8 <|e|+/ (1_(3) +) >+t5|/\/ s, (2.36)

En calculant les intégrales du seconde membre de (2.36), on trouve :

oL 27

Il <t 5D 0+ F e - (237)

De (2.56), il vient

21| 2L
ol (1- o5 ) < e + 10
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D’ou -
ratsn T 10 _

2|\l
(1~ rihi)
Cela montre que l’ensemble ) est borné. En conséquence du théoréme de point fixe de Schaefer, on en
déduit que T a des points fixes qui sont des solutions du probléme (2.1).

Jull < (2,38)
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2.4 Stabilité de la solution du probléme (2.1.1)

Dans la présente section, on va définir et étudies la stabilité au sens d’Ulam Hyers de la solution du
probléme(2.1.1).

D™ (DP + N u(t) =@t u(t),u(nt),)te0,1],
w(0)=0, wu(l)=46, >0, (2.1.1)

AeR, 0<a,8<], 0<n<1,

Stabilité au sens de Ulam-Hyer
Définition 19.

On dit que le probleme (2.1.1) est stable au sens d’Ulam-Hyers, s’il existe un nombre réel C, > 0 tel que pour
toute € > 0, et pour toute solution v € W de l'inégalité suivante :

|(D*) (DP +X)v(t) —pto(t),vint)| <ete [0,1], (2.1.2)
il existe une solution uw € W du probleme (2.1.1) satisfait :

(DY) (D +A)u(t) — ¢ (tu(t),ulyt) = 0, t € [0,1],

w(0)=0, wu(l)=80, >0,
telle que :

[o(t) —u(t)|w < Cpe, te [0,1], (2.1.3)

2.5 Stabilité au sens de Ulam-Hyers généralisé

Définition 20.

On dit que le probléme (2.1.1) est stable au sens d’Ulam-Hyers généralisé s’il existe une fonction
€ C(RT;RY)tel que quelque soit € > 0 et pour toute solution v € W de I'inégalité suivante :

(D) (D + A (1) — ¢ (b (1) o ()| < et € [0.1], (2.1.4)
il existe une solution u € w qui satisfait :
(D) (D7 +X) u(t)) = ¢ (t,u(t),u(nt) = 0t € [0,1],

w(0) =0, wu(l)=46,0>0,
telle que :

[v(t) —u(t)]w < ¥(e),t € [0,1], (2.1.5)
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Remarque 2.

Une fonction u € w est une solution de ’inégalité(2.1.1) si et seulement si il existe une fonction
S € C(]0,1];R) telle que :

(a) [S(t)] <&, vt €0,1].

(b) DY(DP 4+ Nu(t) = ¢ (t,u (t),u(nt)) + S(t).

Remarque 3.
Il est clair que : Définition (2.1.1) = Définition (2.1.2).

Etude de la stabilité

Théoréme 10.

Suppose que ¢ : [0,1] Xx R X R — R est une fonction continue satisfaite (Hy) :
Si,

w 1 [\l
Ta+is]) 2 THL) (2.16)

sont vérifies, alors (2.1.1) est stable au sens de Ulam-Hyers et par conséquent, est stable Ulam-Hyers géné-
ralisé.

Preuve 6.
Soit v € W qui satisfait 'inégalité (2.1.4) :

|(DY) (DP + X) v () — ¢ (t,v (t) v (nt))| < e pourtout ,t € [0,1], (2.1.7)
Notons par u € w la solution qui satisfait le probleme :
D> (DP + N u(t) = (t,u(t),u(nt),)te0,1],
u(0) =v(0), wu(l)=0,0>0, (2.1.8)
AeR, 0<a, <1, 0<y<1.

D’apres la proposition (7)

tt_ g a+pB-1
wi)= [ e us) s

11 _g)etps-1
+t8 <9+/0 W¢(S,U(t),u(n5))d8>

— ti(t_s)ﬂ_lu s)ds + P 17(1_5)5_1u s)ds
M s [ St s
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Donc,

u(t) = JoVPs (t) = ATPu(t) + %tﬁ +er

On intégré Uinégalité (2.1.4), on trouve :

tB+a
tﬁ—b1|§7€
F'a+p8+1)

€
L —
- F(Oz-l-ﬁ—i—l)

d’autre part, si u(0) = v(0) et u(1) = v(1), on trouve co = by et ¢y = by :
pour toutt € [0.1], on a :

v (t) — JOTB6 (t) — AJPu (t) + %

v (t) —u(t) =v(t) — JP, (t) — \JPu(t) — T bo by

_ O 4B
G+
LIPS, (8) — 8 (1)) — AP (0 (1) — u (£).

’ 5.t u(t), u(nt)) et 6,(t,v(t), v(nt)).
et

T8, (1) = 04 (1) = TP [u (8, 0(t), () — u(t, u(t), u(nt))]
1

1
= )/0 (1- 3)(a+571) [o(t,v(t),v(nt)) — o(t,u(t), u(nt))].

T(a+ 3
En utilisant les Uhypotheése (Hy), on obtient :

atp _ 2 [ — )P lu(s) — v (s)| ds
7 6 ()= 8. ()] € g [ €= 9 ) = (9] ds

Ce qui implique que

v (t) — JOPs, (1) — AJPu(t) — . bo 5y,

(B+1)

2 t —5)B 1w (s) — v (s)| ds
g [ =0T ) — vl a

A

=< t —SBU,S—US S.
g [ =97 ) —v @) d

v (t) —u )] <

Ce qui donne

0O 001 < e+ g T 1) — ol

(a+p+1) a+p+1) T(B+1)

Donc
2w |A] €

ots) = u(s)llw (1 - {F(a A+ T(@E+ 1)]) “Tla+s+D)
Alors, pour tout t € [0,1]

3
I'(a+p+1) (1 - {r(a%H) + F(liﬁlrl)D

D’ow le probléme(2.1.1) est stable au sens de Ulam-Hyers.

u(t) —v(t)] <

= Cye.

(2.1.9)

(2.1.10)

(2.1.11)

(2.1.12)

Si on pose A (e) = de, ¢ (0) =0, alors on peut dire que (2.1.1) est stable au sens de Ulam-Hyers généralisé.
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2.6 Exemple

Soit le probléme suivant :

o1 p_3 pg_ A5
Pour cet exemple, on a:a=35,8=%,0= % et

1 1 1 1

Soit t € [0,1] et (u,v), (u1,v1) € R%. Alors
1
|f (¢ u,0) = f(tu,m)] < 0 (Ju—v+ |ur —v1]).

Par conséquent, 'hypothése(H;) est vérifiée avec w = % et, on peut avoir

w
'a+p+1) T

1
=0.16080 < =,
(B+1) 2

D’aprés le Théoréme 2.1, le probléme (2.26) admet une solution unique sur [0,1. On a aussi :

1 A
hd _8.8261x102< (46373,

I'la+pB+1) 2 r'(p+1)

Donc, la condition (2.24) est satisfaite, d’ou le probléme (2.28) est stable au sens de Ulam-Hyers.



Chapitre

Existence et Unicité de solution des équations différentielles
fractionnaires du pantographe avec dérivée au sens de

Caputo-Hadamard

Ce chapitre, est consacré a I’étude de 'existence, I'unicité et la stabilité d’Ulam-Hyers de la solution d’'une
équation différentielle d’ordre fractionnaires du pantographe avec une seul dérivée de Caputo-Hadamard
[12, 1, 9, 10]. En effet, aprés avoir donné la solution du probléme fractionnaire, on utilisera les théorémes de
point fixe du Banach, 'alternative de Leray-Schauder pour démontrer I'existence et I'unicité de la solution
du probléme posé.

On considére alors :

GDu(t) = p(t,ut),u(At)), t € [1,T], 0<a <1, 0< A<,

(3.1)
u(l) =u; — 0(u), ug € R,
ou %DO‘ est la dérivée fractionnaire de type caputo-Hadamard d’ordre .
avec p : [I,T] xRxR =R, §:C([1,T],R) — R des fonctions continues .
3.1 Lemme auxiliaire et Hypothéses
Lemme 8.
soient v € ACY([a,b],R). Alors :
n—1 )
uI® (55D%u) (t) = u(t) — Y c;(logt)’,c; € R. (3.2)
=0

Avec AC}([a,b],R) = {h: [a,b] > R:6"'h € AC([a,b],R)}.

On note X = C([1,T],R) lespace de Banach de toutes les fonctions continues de [1,T] a R doté de la
norme définie par :

lul| = sup{|u(t)],t € [1,T]}.

36
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Lemme 9.
Soit : h € C™([0, T, R], Ya € 0,
on a:
HIa (%Dah<t)) = h(t) +co + Clt + 62t2 + ... + Cnfltn_l.
ol
¢ €Ri=0,....;n—1. et n=[a]+1.
Lemme 10.
Supposons que g(t) € (C[1,T, R]), et on considérer le probléeme fractionnaire :
GDYu(t) = g(t)),t € [1,T],0 < a < 1. (3.3)
Avec les condition :
u(1l) = ug — O(u). (3.4)
Alors, la solution de(3.1)est donnée par :
1 ¢ £\t ds
)= — log — — +6(u) — .
) = e [ (1068) " 9% 00 - (35)
Preuve 7.
Ona:
FDu(t) = @(t, u(t), u(xt)).
On pose :
e(t, u(t), u(At)) = g(t).
Alors :

7 Du(t) = g(t).
al* (5D u(t) = u1*(9(1)).
On utilisant le lemme (8),0n obtiens :

ul® (gDau(t)) = u(t) + co.

En remplace en (3.5)

u(t) +co = g1*(g(t)).
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Donc :

S

1 N d
u(t) = m/l (log ) g(s)f — o, ou ¢y € R. (3.6)
Maintenant en recherche le constante ”cq”.

D’aprés le condition sur (8,4),0n obtiens :

et u(1) d’aprés (3.6) on a :

Donc :
co = 0(u) — uy.

remplacer la valeur de ¢o dans (3,6) donne la solution(3,4)

On désigné par u = C([1,T], R) Pespace de Banach de toutes les fonctions continues de [1, T| dans R
associe par la norme définie par u = sup|x(t)|, ¢t € [1,T].

On définit 'opérateur O : X — X par :

t a—1
Ou(t) = L logE o(s,ul(s), u()\(s))ﬁ +60(u) — uy. (3.7)
) )1 $

S
Hypothése
Pour Etablir I'existence et I'unicité de la solution du probléme (3.1), on considére les hypothéses suivantes :

(H,) : il existe une constante w > 0 telle que :

lo (t,ur,u2) — @ (t,v1,v2)| Sw (Jlug —v1] + Jug —va|),t € [1,T],us,v; € Ry =1,2.

(Hg) : il existe une constante w > 0 telle que :

|0(u) — 0(v)| < wlu —v|,u,v € C([1,T],R).

(Hj) : il existe des constantes w; > 0(i = 1,2) et wy > 0 telleque : pour tout u,v € R on a :

lp(t, u,v)| < wo + wilul +walv|.
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(Hy) :ilexiste M, € R telque :

0(u)| < MlJull, Vu € C([1.T], R)

3.2 Existence et Unicité

Unicité de solution

On va maintenant montre que O posséde un point fixe unique. Pour cela, on va prouver que O est un
opérateur contractant.

Théoréme 11.

Soit ¢ : [1,T] x RxR —=Ret:C([1,T],R) = R deux fonctions continues. Supposons que les conditions
(Hy) et (Hy) sont vérifiées.
Si

2w(logt)® < (1 —w)I'(a+ 1), (3.8)

alors, le probleme(3.1) admet une solution unique sur [1,T).
Preuve 8.
On définis M = supc(o 1) l¢(t,0,0)] et N = [|6(0)[|. On suppose que :

M+ N + |u|
Tl (2wt w)
On montre que : OB, C B,., ot
B, ={ueX:|u| <r},

Soit x € B, on a :

ot u(t), w(AE))| = [@(t, u(t), w(At) + ¢(s,0,0) — ¢(s,0,0)|.
< I‘p(t’u(t)?u()‘t)) - 90(57 0, 0)| + |Lp(8’ 0, 0)|

< 2wl|ul| + M. (8:9)
< 2wr + M.
et
|0(u)| = [6(u) — 6(0) + 6(0)|.
< [o(u) — 000)| + 600)]. 510)

< @|lull + 16(0)].
< wr+ N.
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En utilisant (3.9), on trouve :
—1

1 ¢ t\* ds
0ut) < s [ (102) et A% + o] +

<2wr+ M+ wr+ N+ |u] (3.11)
< Qw4 w)r+ M+ N+ |uq]
<.

Ce qui implique OB, C B,..

Maintenant, pour u,v € B, et pour toute t € J,on trouve :

Ou(t) - Ou(t)
<t [ (1og t)al (s, u(s),u(As)) — p(s, o(5), o8| = +16(u) — B(0) 5.12)
< (2 logt ) ol
Alors,
10w — Ov] < <2w1£l(cfi);) +w) o — o]]. (3.13)

Il s’ensuit de la condition (H1), que l'opérateur O est contractant. Donc O posséde un point fixe unique qui
est une solution unique du probléeme (3.1) .

Existence de solution

Théoréme 12.

Soit ¢ : [1,T] x RxR —=Ret 0:C([1,T],R) = R deuzx fonctions continues. Supposons que les conditions
(H3) et (Hy) sont vérifiées.Si :

2wp(logt)® < (1 —@)T(a + 1).

Alors le probléme (3.1) a au moins un solution dans R.

Preuve 9.

Tout d’abord, on montre que l'opérateur O : X — X est complétement continus. L’opérateur O est continue
puisque les fonctions ¢ et 6, sont continue.

Soit © C X est borné, alors il existent deux constantes positives L, N telle que :

lo(t, u(t),u(At))| < L et |ful| < N. Yue®.

Alors pour toute u € ©, On a :
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M [ AN
< - .
joul < s [ (1os%) as+ ol +

Par conséquent, on obtient :
L log(T)"

<
1Ou]l < T(a+1)

+ N+ |uy].

D’ot lopérateur est uniformément borné.
Ensuite, on montre que O est equicontinu.

Soit t1,ta € [1,T] avec 1 <t <t <T.
FEnsuite ona :

ta

Yaya—1 1
S (log

tia—i—l@
S) ]8

M t
Ou(ty) — Ou(t S—/ log
|Ou(ts) (1)l e 1[(
< —[(log ta)* — (logt1)?].
_F(afl)[(Og 2) (Og 1)]
Lorsque to —t1 — 0, le coté droite de linégalité ci dessus tend a zero indépendamment de u.

Par conséquent, par le théoréeme de Arzeld-Ascoli l'opérateur O est complétement continuous.
Enfin, on vérifiera que Uensemble Q = {u € X : u=00(u),0 < o < 1} est borné.

Soit u € Q,alors u = 00(u). Pour tout t € [1,T], ona :
u(t) = oOu(t).
Alors

t a—1 s
) <oty [ (1082) ot + o) + ).

D’apres (Hs), on peut écrire :

log(t)~
u(t) < 1‘(54(431)(“’0 +wyfJul]) 4+ 0(w)| + |uy.
Par conséquent,on trouve :
log(t)* log(t)”
<
Il < Fom 170 + Tra =gyl + 10 +
log(t)* log(t)*
- — 0 .
lull = a1l < g gy o+ 106+
Et donc
log(t)
0
Fa gy * 1061 + )
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Ce qui montre que Q) est borné.

Donc d’apres le théoréme de Leray-Schauder l'opérateur O a au mois un point fize .

3.3 Etude de Stabilité

Dans ce section, on va définir et étudier la stabilité de Ulam Hyers, la stabilité de Ulam Hyers généralisé
et la stabilité de Ulam-Hyers-Rassias, stabilité de Ulam-Hyers-Rassias généralisé du probléme fractionnaire
du pantographe avec un seul dérivés de Caputo- Hadamard(3.1).

Dans ce qui suit, on présente quatre types de stabilité d’Ulam pour le probléme fractionnaire.Soit ¢ un
nombre réel positif et la fonction A € X, on considére ce qui suit inégalités différentielles fractionnaires
suivante :

GD*v(t) — o(t, v(t),v(A)| < o,t € [1,T] (3.14)
7D y(t) — p(t,y(t), y(At))| < h(t),t € [1,T] (3.15)

et
GDy(t) — o(t,y(t), y(A))| < oh(t),t € [1,T]. (3.16)

Stabilité au Sens de Ulma-Hyers
Définition 21.

On dit que le probleme fractionnaire(3.1) est stable au sens d’Ulam- Hyers, s’il existe une constante 7, > 0
tel que pour tout o > 0 et pour tout solution v € X du linégalité (3.14), il existe une solution u € X du
probleme fractionnaires (3.1), avec :

lo(t) — u(t)| < 1p0,t € [1,T).
Définition 22.

On dit que le probléme fractionnaire(3.1) est stable au sens d’Ulam- Hyers-généralisé s’il existe
Y, € C(Ry,Ry),9¥,(0) = 0, tel que pour tout solution v € X du linégalité (3.14), il existe une solution
u € X du fractionnaires(3.1), avec :

[o(t) —u(t)| < o, t e [1,T].
Remarque 4.

Une fonction v € X est solution de linégalité (3.14) si et seulement s’il existe une fonction f : [1,T] - R
telle que :

(1) : [F(5)] < 0.t € [1,T].

(2) : GDY(t) = p(t,v(t),v(\t)) + f(t),t € [1,T],0 < A < 1.

Théoréme 13.

Suppose que ¢ : [1,T] x R x R = R est une fonction continue satisfaisant (Hy).
Si
2w(logT)* < T(a+1). (3.17)

Alors le probléme fractionnaires (3.1) est stable d’Ulam-Hyers et par conséquent, stable d’Ulam-Hyers

généralisé.
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Preuve 10.

Soit v € X soit une solution de l’inégalité (3.14) et notons par u € X lunique solution du ce probléeme :

GD%u(t) = p(t,u(t),u(\t)),t € J,0 < a < 1,0 < A < 1.
{ (3.18)
u(l) =v(1)
En utilisant Lemme (7), on a :
t a—1
u(t) = ﬁ/l (log Z) g(s)% +co = gI%u(t) + co.
Et par intégration de l'inégalité (3.14), on obtient :
[o(t) — g 1%g,(t) — 1| < 7 (log t)~.
I‘(ag—i— 1) (3.19)
< m(logT) :
D’autre part, si u(1) =v(1), alors co = ¢1. Pour tout t € [1,T], on a :
v(t) —u(t) = v(t) — H*gu(t) — c1 + H* (g5(t) — gu()) -
’ gult) = p(t,u(t),u\) and go(t) = ol 0(t), v(ND).
Alors :
I (90(t) — gu(t)) = BI%[0(s,v(s), v(AL)) — @(s, u(s), u(At))].
1 ¢ £\ ds
~ i (8] o) el
On utilise (Hy), on trouve :
t a—1 P
117 (60(0) = (1)) ‘s s [ (1) ol 2
)~ )] <10 10—l +ps [ (1or ) o
B (a) /1 s s
ce qui implique : )
o 2w [* AN ds
o)~ )] < T+ [ (2] e -
Ainsi :
o 2w(log T«
1) = (0] < oy + gy ) — )]
D’ou
2w(log T)* o
[lo(s) —u(s)|| (1 " et ) < Fatl) (3.20)
Ensuite, pour chaque t € [1,T]
1
lu(t) —v(t)] < Tla+1) = 2w(logT)0‘U = T,0. (3.21)

Done, le probléeme fractionnaire (3.1) est stable d’Ulam-Hyers.
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Stabilité Au Sens Ulam-Hyers-Rassias
Définition 23.

Le probléeme fractionnaire (3.1) est stable au sens d’Ulam-Hyers-Rassias avec respecte h € X s’il existe un
nombre réel T, > 0 tel que pour tout 6 > 0 et pour tout solution v € X de l'inégalité (3.14), il existe une
solution u € X du probléeme (3.1), avec :

[o(t) —u(t)| < Tpoh(t), t € [1,T].
Définition 24.
Le probleme aux limites fractionnaires (3.1) est généralisé Ulam-Hyers Rassias stable par rapport a h € X
sl existe un nombre réel T, > 0 tel que pour chaque solution v € X de linégalité (3.15), il existe une
solution u € X du probléme(3.1),avec :

[o(t) —u(t)| < T nh(t), t € [1,T].
Théoréme 14.

Soit ¢ : [1,T] x R x R — R est une fonction continue, on supposons que (Hs) et (3.15), qui satisfaits, alors
il existe une fonction h € C ([1,T],Ry)et il existe ny, > 0 tel que pour tout t € [1,T]

1 K £\ ds
— log - h(s)— < nph(t). 3.22
e () % <mat) (3.22)
Alors le probléme fractionnaires (3.1) est stable au sens Ulam-Hyers-Rassias.

Preuve 11.

Soit v € X est une solution de ’inégalité (3.16) et notons par uw € X unique solution du probléme(3.1).

GDu(t) = f(t,u(t),u(M)),t € [1,T,0<a<1,0< A< 1

et donc :

et par intégration (3.16), on obtient :

ds
T

o0 = n0) +orl < o | t (1gf> h(s)

Par (Hs), on trouve :

—1

[v(t) —u(t)| < |v(t) — gI%gy(t) — c1] —|—%/1 <10g Z) v — u|?

En utilisant (Hy), nous pouvons écrire

t a—1 s
0(0) = u)] < omnle) + oo [ (10 2] ote) w2 (3.23)

Par conséquent,
2w(log 7)™

[o(0) = ult)| < omh() + F 5

[v(s) — u(s)]-
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ce qui implique :

2w(log T)*
— 1—-————— | < . .24
Jote) — u(e)] (1= ZE 0 ) < omnte) (3:24)
Ensuite, pour chaque t € [1,T]
Th
‘u(t) — U(t)| S Wgh(t) (325)
L- T'(a+1)

Donc, le probléme fractionnaire (3.1) est stable au sen Ulam-Hyers-Rassias.

3.4 Exemples

Exemple 6.
On considérer I’équation fractionnaire du pantographe de type Caputo-Hadamard.
@ Dru(t) = T+ ooma(t) + eou (3t) T € 1€,

(3.26)
u(l) =1- Zu(y),1<v<e

Pour cet exemple, nous avons o = %, A= % etT =e.
D’autre part,

A B 3
pltsw,0) = 7+ s U T Tgers ¥
2
O(u) = Eu(’y), l<y<e

Pourt € [1,2] et (u1,v1), (ug,v2) € R% ona :

o (8, ur,01) = @ (b, u2,v2)| < Jmg (lur — ua| + o1 = 2
Par conséquent, 'hypothése (Hy)est satisfait avec w = %

Aussi, pour tout uy,v1 € C([1,¢€]), ona :

2
lg (u1) —g(v1)] < 19 lur — o1

Donc, (Ha)est satisfait de w = 2.
Ainsi les conditions

2w(log T)™ = 2.5267 x 1072 < (1 — @)T(a + 1) = 0.79294,
et
(log T)*
I'a+1)
Donc, le probleme (3.26) a un unique solution sur [1,e€], et d’aprés le théoréme président, le probleme
fractionnaire(3.26) est stable au sens d’Ulam-Hyers.

2w =928511 x 1072 < 1.
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Exemple 7.

On considérer I’équation fractionnaire du pantographe de type Caputo-Hadamard suivante :

GDYu(t) = § + & cos(t)u(t) + Fu (4) .t € [1,¢]

21
(3.27)
u(1) = % — i diu(t) -
oul <ty <te<...<t,<ed;,i=1,2,...,n sont des constantes positives avec :

" 1

Considérons l’équation fractionnaire du pantographe avec ;

1 1
lo (t,ur,v1) — @ (t,u2, v2)| < 5|C08(t)| lur — ug| + o1 |v1 — val .

IN

1
o (lur —ua| + o1 —val).
21

D’ot Uhypothése (Hy) est satisfait de w = 2.
Aussi, pour tout ui,us € C([1,€]), ona :

g(ur) —g(ug) = Zdiul (t;) — Zdiug (t;)] < Zdi lug — usl.
i=1 i=1 i=1

D’ou Uhypothese (Hs) est satisfait de w =Y d; < £ donc :

2w(log T)™

— = 7 ~(0.13332 < 1.
(1-w)(a+1)

comme h(t) = t3. alors :

F(la)/lt <logi>alh(s>d8 < L0 = o).

r'4)
r(%)’

Done, le probleme (3.26) a un unique solution sur [1,e], et d’apreés le théoréme président, le probléeme
fractionnaire(3.26) est stable au sens d’Ulam-Hyers.

Ainsi Uhypothése (H3) est satisfait de h(t) =t> et gy, =



Conclusion

Dans ce mémoire, on s’est intéressé a I’étude de ’existence, I'unicité et la stabilité de solutions de certain
type de problémes du pantographe d’ordre fractionnaire au sens de Caputo et au sen de Caputo-Hadamard. En
effet, on a d’abord proposé la solution intégrale d’un probléme pantographe avec deux dérivées fractionnaires
au sen de Caputo, puis on appliqué les techniques de points fixes pour étudier l'existence et 'unicité de
solutions pour le probléme donné. On a présenté également une étude de la stabilité au sens d’Ulam-Hyers de
tel probléme. Aussi on a abordé la question de ’existence, I'unicité ainsi que la stabilité de la solution d’un
probléme du pantographe avec une dérivée fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard. En effet, aprés avoir
donné la solution générale du probléme, on utilisera les théorémes de point fixe du Banach et Leray-Schauder
pour démontrer I'existence et 'unicité de la solution du probléme fractionnaire.

47



Bibliographie

[1] A. Ardjounia and A. Djoudi, Existence and uniqueness of solutions for nonlinear implicit Caputo Ha-
damard fractional differential equations with nonlocal conditions, Advances in the Theory of Nonlinear
Analysis and its Applications, 3(1) (2019), 46-52.

[2] K. Balachandran, S. Kiruthika, J. J. Trujillo, Existence of solutions of Nonlinear fractional pantograph
equations, Acta Mathematica Scientia, 33B (2013) 1-9.

[3] P.L. Butzer, A.A. Kilbas, J.J. Trujillo, Compositions of Hadamard-type fractional integration operators
and the semigroup property, Journal of Mathematical Analysis and Applications 269, 2002, page 3871400

[4] ] F. M dehaghan, " I'utilisation de la procédure de la décomposition d’adomian pour résoudre une équation
différentielle de retard apparaissant en électrodynamique ". Journal phys scr, vol. 78, p. 8. Décembre, 2008.

[5] A. Granas and J. Dugundji, Fixed point theory, Springer-Verlas, New York. 2003.

[6] M. N. Gugliemlmi, " Stability of one-leg-2-methods for the variable coefficient pantograph equation on
the quassi-geometric mesh ", vol. 23, pp.

[7] J.Hadamard : Essai sur letude des fonctions donnees par leur developpment de Taylor ,Math. Pures Appl,
PIER 8, pp 101186, (1892).

[8] J. K. Hale and S. V. Lunel, Introduction to functional differential equations, Applied Mathematical
Sciences, 99, Springer-Verlag, New York, 1993.

[9] M. Houas, Existence and stability of fractional pantograph differential equations with Caputo-Hadamard
type derivative, (submitted).

[10] S. Harikrishnan. K. Kanagarajan and D. Vivek, Existence and stability results for boundary value
problem for differential equation with w-Hilfer fractional derivative, Journal of Applied Nonlinear Dynamic,
8(2) (2019), 251-259.

[11] R. W. Ibrahim, Generalized Ulam-Hyers stability for fractional differential equations, International Jour-
nal of mathematics, 23, (2012)

[12] A. Iserles, Exact and discretized stability of the pantograph equation, Applied Numerical Methods, 24
(1997), 295-308.

[13] | A, Iserles, Y. Liu, On pantograph integro-differential equations, J. Integral Equations Appl., 6 (1994),
213-237.

[14] F. Jarad, Thabet and B. Dumitru, Caputo-type modiOcation of the Hadamard fractional derivatives,
Advances in Digerence Equations, 2012, page 2 - 8

[15] | G. W. j. C. Marshall, B. van-brunt, " A natural boundary for solutions to the second order pantograph
equation ", Journal d’analyse et application mathématique, vol. 299, pp. 21-314, 2004.

[16] Y. Zhang, Z. Bai and T. Feng, Existence results for a coupled system of nonlinear fractional three-point
boundary value problems at resonance. Comput.Math. Appl. 61, (2011), 1032-1047.

[17] X. Zhang, C. Zhu and Z.Wu, Solvability for a coupled system of fractional differential equations with
impulses at resonance. Boundary Value Problems, 80, (2013), 1-13.

[18] W. Zhong and W. Lin, Nonlocal and multiple-point boundary value problem for fractional differential
equations. Comput. Math. Appl. 39 (2010), 1345-1351.

[19] J. Wang, L. Lv, Y. Zhou, Ulam stability and data dependence for fractional differential equations with
Caputo derivative, Electronic Journal of Qualitative Theory of Differential Equations, 63, 1-10, (2011).

48



	Notions Générales et Définitions
	Notions de bases
	Pantographe:
	Fonctions Spéciales
	Intégrale et dérivées d'ordre fractionnaire
	Différents Théorème du point fixe

	Équation du pantographe fractionnaire avec deux dérivées fractionnaires au sens de Caputo
	Introduction
	Solution Intégrale
	Existence et Unicité du problème 
	Stabilité de la solution du problème (2.1.1)
	 Stabilité au sens de Ulam-Hyers généralisé
	Exemple

	Existence et Unicité de solution des équations différentielles fractionnaires du pantographe avec dérivée au sens de Caputo-Hadamard
	Lemme auxiliaire et Hypothèses
	Existence et Unicité
	Étude de Stabilité 
	Exemples

	Bibliographie

