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Résumé

Le travail de ce mémoire porte sur l’étude de l’existence, l’unicité et la stabilité de solutions des problèmes
du pantographe d’ordre fractionnaire avec des dérivées fractionnaires au sens de Caputo et Caputo-Hadamard.
Dans ce mémoire, on s’intéresse aux techniques de points fixes pour étudier l’existence des solutions pour
les problèmes du pantographe fractionnaire avec des dérivées fractionnaires au sens de Caputo et Caputo-
Hadamard. Aussi, on s’intéresse à l’étude de la stabilité au sens d’Ulam-Hyers.

Abstract

The work of this graduation note focuses on the study of the existence, the uniqueness and the stability
of solutions of the problems of fractional order pantograph with fractional derivatives in the sense of Caputo
and Caputo-Hadamard. In this graduation note, we are interested in fixed point of techniques to study the
existence of solutions for the problems of the fractional pantograph with fractional derivatives in the sense of
Caputo and Caputo-Hadamard. Also, we are interested in the study of stability in the sense of Ulam-Hyers.
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Symbole et notation

R := Ensemble des nombres réels.

R+ := Ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

C := Ensemble des nombres complexes.

|.| := Valeur absolue d’un nombre réel.

‖.‖ := norme infinie.

Lp[a, b] := Espace des fonctions mesurables de puisance p ∈ [0,+1) intégrables.

T (.) := Fonction Gamma d’Ealer.

β(.) := La fonction Beta.
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Introduction Général

Le calcul fractionnaire est défini comme étant la branche mathématique qui étudie la généralisation des
notions de dérivation et d’intégration à des ordres non nécessairement entiers, permettant le calcul de la
dérivée d’ordre α réel ou complexe d’une fonction différentiable f(t) soit :

(Dαf)(t) =
dα f(t)

dtα
.

La théorie des équations différentielles fractionnaire joue un rôle important en théorie du calcul fraction-
naire. De plus, les équations différentielles de type fractionnaire sont également assez importante dont les
applications sont très nombreuses, notamment en mathématiques et physique. Les théorèmes du point fixes
[15, 16, 17] est un outil excrément important qui intervient dans l’étude des équations différentielles fraction-
naires et permet d’établir des résultats d’existences et d’unicités. Les équations du pantographe se posent dans
la modélisation de divers problèmes en sciences et en ingénierie tels que l’économie, la biologie, le contrôle et
l’électrodynamique[2, 11] . Récemment, les équations différentielles d’ordre fractionnaire du pantographe ont
été étudiées par de nombreux chercheurs. L’un des sujets intéressants dans ce domaine, est l’investigation de
l’existence et la stabilité de solutions.

Ce travail est divisé en trois chapitres :
Le premier chapitre est consacré aux définitions et notations qui seront utiles dans la suite de travail.

Le deuxième chapitre sera consacré à l’étude de l’existence, l’unicité et la stabilité de solutions d’un pro-
blème de pantographe avec deux dérivées fractionnaires de Caputo suivant :


Dα

(
Dβ + λ

)
u (t) = ϕ (t, u (t) , u (ηt)) , t ∈ [0, 1] ,

u (0) = 0, u (1) = θ, θ > 0,

λ ∈ R, 0 < α, β ≤ 1, 0 < η < 1,

où Dβ et Dα sont des dérives fractionnaires au sens de Caputo et ϕ : [0, T ] × R2 −→ R est une fonction
continue.

Pour le troisième chapitre, on étudie l’existence, l’unicité et la stabilité au sens Ulam-Hyers et Ulam-Hyers-
Rassais d’une équation de pantographe fractionnaire avec une dérivée fractionnaire de caputo-Hadamard sui-
vant :


C
HD

αu(t) = ϕ(t, u(t), u(λt)), t ∈ [1, T ], 0 < α ≤ 1, 0 < λ < 1,

u(1) = u1 − θ(u), u1 ∈ R,

où C
HD

α est la dérivée fractionnaire de type caputo-Hadamard d’ordre αet ϕ : [0, T ] × R2 −→ R est une
fonction continue.
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Chapitre 1

Notions Générales et Définitions

Ce chapitre rassemblent les définitions et les propriétés essentielles correspondantes à la notion de in-
tégration et la dérivation fractionnaire. Le section 1.2 et consacré au equation de pantographe. La der-
nière section de ce chapitre est consacrée à la présentations de quelques théorèmes classiques de point
fixe[13, 3, 7, 5, 8, 6, 14, 4].

1.1 Notions de bases

Dans cette section, on présente les notations, les définitions et quelques propriétés préliminaires qui sont
utilisées dans ce travail.

Définition 1.

On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r, l’ensemble noté B(a, r) telle que

B(a, r) = {x ∈ E/‖x− a‖ < r}.

Définition 2.

On appelle boule fermée de centre a et de tayon r, l’ensemble noté B′(a, r) tele que

B′(a, r) = {x ∈ E/‖x− a‖ ≤ r}.

Définition 3.

On dit que A est une partie compact de (E, ‖.‖) si de toute suite de points de A on peut extraire une sous-suite
qui converge vers un élément de A .

Définition 4.

Une partie A de (E, ‖, ‖), est dite relativement compact si son adhérence est compact.

Définition 5.

Soient E et F deux espace de Banach, et A : E −→ F une application lineaire. On dit que A et borné si elle
envoie les parties bornées de E sur des parties bornées de F .

Définition 6.

Soient E et F deux espaces de Banach. on appelle opérateur borné toute application linéaire continue de E
dans F .

Définition 7.

Soient E et F deux espaces de Banach et f une application définie de E a. valeurs dans F. On dit que f
est complètement continue si elle est continue et transforme tout borné de E en une ensemble relativement
compact dans F. f est dite compact si f(E) est relativement compact dans F .
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Définition 8.

Soit A un sous ensemble de C(J,R), L’ensemble A est equicontinue. i.e pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que :

|t1 − t2| < δ =⇒ ‖f (t1)− f (t2)‖ ≤ ε pour tout t1, t2 ∈ J et tout f ∈ A.

Définition 9.

Soit E un espace de Banach muni de la norme ‖.‖ et T : E → E une application. Un élément x de E est un
point fixe de T si Tx = x.

1.2 Pantographe :

Le pantographe est un dispositif installé sur le toit d’un train qui relie automatiquement une locomo-
tive à une caténaire pour collecter l’énergie électrique via le contact mécanique entre ses bandes de contact
et le fil de contact de la caténaire. Il est constitué de bras articulés et une bande de captage en carbone qui
permet de capter le courant électrique par frottement sur la ligne aérienne d’alimentation.
Le pantographe est un élément d’une importance vitale et doit donc répondre à une série de critères garan-
tissant un comportement optimal, comme une structure adaptée à réinstallation, c’est-à-dire adaptée aux
variations et aux contraintes typiques de chaque ligne, un bon comportement et une bonne résistance aux
conditions de ligne et d’environnement, ainsi qu’un entretien facile qui n’implique pas de dépenses inutiles
ou excessives.
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les types de pantographe :

• Pantographe a symtrique polygonal.

• Pantographe polygonal double etage.

• Pantographe a symtrique.

• Pantographe symtrique double etage.

Modèle mathématique du pantographe :

L’équation du pantographe est :
y′(t) = ay(t) + by(λt).

où a et b sont des réels, et 0 < λ < 1.
Différentes formes de l’équation du pantographe :

Ces dernières années, de nombreuses recherches ont porté sur l’équation du pantographe et différentes

formes de cette équation ont vu le jour :
1. L’équation du pantographe non autonome : y′(t) = a(t)y(t) + b(t)y(λt), t ≥ 0

y(0) = ȳ,

où : a(t) et b(t) sont des fonctions continues à valeurs complexes et λ ∈ (0, 1) est une constante fixe. On
étudie également notre analyse à l’équation

y′(t) = a(t)y(t) + by(λt) + f(t),

où : f(t) est également une fonction continue à valeurs complexes.

2. L’équation du pantographe de second ordre :

y′′(z)− ay′(z)− by(z) + λy(αz) = 0

où : z est complexe, α > 0, a > 0 et b > 0 sont des constantes et λ 6= 0 est un paramètre réel ou complexe.

3. L’équation multi-pantographe : u′(t) = λu(t) +
∑n
i=1 µiu (qit)

u(0) = u0,

où :
0 < qn < qn−1 < · · · < q1 < 1 et λ, µ1, µ2, · · · , µn, u0 ∈ C

4. L’équation du pantographe non homogène : u′(t) =
∑m
i=1 λi(t)u (qit) + f(t), t ∈ [0, T ]

u(0) = 0,
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où : 0 < qi ≤ 1 et λi sont des fonctions continues sur [0, T ] pour i = 1, · · · ,m et f est intégrable au sens de
Riemann.

1.3 Fonctions Spéciales

Dans cette section on présente des définitions et quelques propriétés pour les fonctions :
Gamma et Bêta.Ces deux fonctions jouent un rôle très important dans la théorie du calcul fractionnaire et
ces applications.

Fonction Gamma

La fonction Gamma est tout simplement la généralisation de la notion de factoriel à tous les nombres
réels. Elle est définie par une intégrale impropre.

Définition 10.

On appelle fonction Gamma la fonction définie par :

Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt, z ∈ C etz > 0. (1.1)

Exemple 1.

1) Γ(1) =
∫ +∞

0
e−tdt = 1.

2) Γ( 1
2 ) =

∫ +∞
0

t−
1
2 e−tdt = 2

∫ +∞
0

e−s
2

ds =
√
π,(posant le changement de variable, t = s2).

Proposition 1.

pour tout z ∈ C, z > 0, n ∈ N, on a :

i)
Γ(z + 1) = zΓ(z). (1.2)

ii)
Γ(n) = (n− 1)!. (1.3)

iii)

Γ(n+
1

2
) =

(2n)!
√
π

4nn!
. (1.4)

Preuve 1.

i) En intégrant par partie

Γ(z + 1) =

∫ +∞

0

tze−tdt =
[
−tZe−t

]+∞
0

+ z

∫ +∞

0

tz−1e−tdt

= zΓ(z).

ii) On pose z = n− 1,

Γ(n) = (n− 1)Γ(n− 1)

= (n− 1)(n− 2)...Γ(1)

= (n− 1)!

iii) On démontre la formule Γ(n+ 1
2 ) = (2n)!

√
π

4nn! par récurrence pour n ∈ N
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pour n = 0 on a :

Γ(0 +
1

2
) =

(0)!
√
π

40(0!)
=
√
π.

- Supposons que la formule est vérifiée pour (n− 1) et considère n.
supposons que

Γ((n− 1) +
1

2
) =

(2(n− 1))!
√
π

4n−1(n− 1)!
.

est vérifié.Alors

Γ(n+
1

2
) = (n− 1

2
)Γ(n− 1

2
)

= (n− 1

2
)
(2(n− 1))!

√
π

4n−1(n− 1)!

=
2n− 1

2

(2n− 2)!
√
π

4n−1(n− 1)!

=
2n

2n

2n− 1

2

(2n− 2)!
√
π

4n−1(n− 1)!

=
(2n)!

√
π

4nn!
.

Donc la formule est vérifée pour n ∈ N.

Fonction Bêta

Dans de nombreux cas ,il est préférable d’utiliser la fonction Bêta au lieu de certaines combinaisons de la
fonction Gamma.

Définition 11.

La fonction Bêta est donnée par :

B(z, w) =

∫ 1

0

tz−1(1− t)w−1dt. z > 0, w > 0. (1.5)

le changement de variable u = 1− t permet de montrer que la fonction Bêta est symétrique c’est-à-dire

B(z, w) = B(w, z). (1.6)

Proposition 2.

la fonction Bêta est reliée au fonction Gamma par la relation suivante : ∀z, w > 0, on a :

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
. (1.7)

En effectuant le changement de variable t
′

2 = t1 + t2
On trouve,

Γ(z)Γ(w) =

∫ +∞

0

tz−1
1 dt1

∫ +∞

0

(t
′

2 − t1)w−1e−t
′
2dt

′

2

=

∫ +∞

0

e−t
′
2dt

′

2

∫ t1

0

(t
′

2 − t1)w−1tz−1
1 dt1.
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Si on pose t
′

1 = t1
t
′
2

, on arrive à :

Γ(z)Γ(w) =

∫ +∞

0

e−t
′
2dt

′

2

(∫ 1

0

(t
′

2t
′

1)z−1(t
′

2 − t
′

2t
′

1)w−1t
′

2dt
′

1

)
=

∫ +∞

0

e−t
′
2dt

′

2((t
′

2)z+w−1B(z, w))

=

∫ +∞

0

e−t
′
2(t

′

2)z+w−1dt
′

2B(z, w)

= Γ(z + w)B(z, w).

Ce qui donne le résultat désiré.

Exemple 2. Calculons B( 1
2 ,

1
2 )

B(
1

2
,

1

2
) =

Γ( 1
2 )Γ( 1

2 )

Γ(1)

= π.

1.4 Intégrale et dérivées d’ordre fractionnaire

Dans cette section, on présente l’opérateur d’intégration fractionnaire ainsi que les définitions les plus
utilisées des dérivées fractionnaires, a savoir, les dérivées de Riemann-Liouville, Caputo, Hadamard et de
Caputo-Hadamard.

Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 12.

Soit f : [a, b] −→ R une fonction continue, on appelle integrale d’ordre α au sens de Riemens Liouville de f
l’intégrale suivante :

Iαa f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds t > a, α > 0.

Exemple 3.

On considère la fonction f definie par :

f(t) = (t− a)β t ∈ [a, b], β ∈ R, (β > −1).

On a :

Iαa f(t) = Iαa (t− a)β =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1(s− a)βds.

Soit le changement de variable suivant :

s = t− r(t− a) =⇒ ds = −(t− a)dr.
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Ainsi,

Iαa (t− a)β =
−1

Γ(α)

∫ 0

1

[r(t− a)]α1[t− a− r(t− a)]β(t− a)dr

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

(t− a)α+βrα−1(1− r)βdr

=
(t− a)α+β

Γ(α)

∫ 1

0

rα−1(1− r)βdr

=
(t− a)α+β

Γ(α)
B(α, β + 1),

en utilisant la proposition (2), on obtient :

Iαa (t− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(α+ β + 1)
(t− a)α+β . (1.8)

Si α = 1, alors :

I1
a(t− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β + 2)
(t− a)β+1.

D’après la propriété (i) du proposition (1), on a :

I1
a(t− a)β =

Γ(β + 1)

(β + 1)T ′(β + 1)
(t− a)β+1

=
(t− a)β+1

β + 1
.

Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 13.

On appelle dérivée d’ordre α au sens de Riemenn-Lion ville de la fonction f . la fonction définie par :

Dαa f(t) =

(
d

dt

)n (
In−a
n f

)
(t)

=
1

Γ(n− α)

(
d

dt

)n ∫ t

a

(t− s)n−α−1f(s)ds,

(1.9)

avec α ≥ 0 et n = [α] + 1.
�Pour α = n ∈ N, on a :

Dnaf(t) = f (n)(t).

En particulier, Dρaf(t) = f(t).

Exemple 4.

Soit la fonction
f(t) = (t− a)β , t ∈ [a, b], β ∈ R, (β > −1).

On a :

Dαa (t− a)β =

(
d

dt

)n [
In−αa (t− a)β

]
.
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en utilisant (1.9), on obtient :

Dαa (t− a)β =

(
d

dt

)n [
Γ(β + 1)

Γ(n− α+ β + 1)
(t− a)n+β−α

]
=

Γ(β + 1)

Γ(n− α+ β + 1)

(
d

dt

)n
(t− a)n+β−α.

Or, on sait que :(
d

dt

)n
(t− a)λ = λ(λ− 1) . . . (λ− n+ 1)(t− a)λ−n =

Γ(λ+ 1)

Γ(λ+ 1− n)
(t− a)λ−n. (1.10)

Ainsi, (
d

dt

)n
(t− a)n+β−a =

Γ(n+ β − α+ 1)

Γ(β − α+ 1)
(t− a)β−a.

Il s’ensuit que :

Dαa (t− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(β − α+ 1)
(t− a)β−α. (1.11)

Si α = 1, alors :

D1
a(t− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β)
(t− a)β−1

Par la propriété (i), on trouve :

D1
a(t− a)β = β(t− a)β−1 =

d

dt
(t− a)β .

Remarque 1.

On pose β = 0 dans (1.11), on obtient :

Dαa 1 =
1

Γ(1− α)
(t− a)−α .

Ce qui montre que in dérivé au sens de Riemann-Liouville d’une constante n’est pas nulle.

Dérivée fractionnaire au sens Caputo

Définition 14.

Soit α > 0 et n = [α] + 1 la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est définir par la dérivée fractionnaire
au sens de Riemann-Liouville tel que :

CDαa f(x) = Dαa

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

]
(x), (1.12)

Si α ∈ ]0; 1] alors n = 1 tel que
CDαa f(x) = Dαa [f(t)− f(a)] (x), (1.13)

Lemme 1.

Si α /∈ N et f est une fonction continue, la dérivée fractionnaire au sens Caputo et Riemann-Liouville
existent, on a la relation suivant :

CDαa f(x) = Dαa f(x)−
n−1∑
k=0

fk(a)

Γ(k − α+ 1)
(x− a)k−α, (1.14)
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Théoréme 1.

La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α > 0 avec n = [α] + 1 est définie par :

∀x ∈ [a, b],C Dαa f(x) = In−αa (Dnf)(x) =
1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)(n−α−1)f (n)dt, (1.15)

Cas particulier : Si α ∈ [0, 1] alors n = 1, la dérivée fractionnaire de Caputo est

CDαa f(x) = I1−α
a (Df)(x) =

1

Γ(1− α)

∫ x

a

(x− t)(−α)f (1)dt, (1.16)

Corollaire 1.

Soit α > 0) et n = [α] + 1, tel que CDα et Dα existent.

Si f (k)(a) = 0 pour tout k ∈ {0, 1, ..., n− 1}, alors

CDαf(x) = Dαf(x)

Proposition 3.

Soit α > 0,β > 0,avec n = [α] + 1, on a les propriétés suivantes :

i) Si f(x) ∈ Cp([a; b]), p = [α+ β] + 1,

alors

CDαa CDβaf(x) =C Dα+β
a f(x) (1.17)

ii) Si f(x) ∈ Cn([a; b]) ou f(x) ∈ ACn([a; b]), alors

Iαa CDαa f(x) = f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k (1.18)

Exemple 5.

i) La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle .

CDαC = 0.

ii) La dérivée de f(x) = (x− a)β−1 au sens de Caputo :

Soit α non entier et n− 1 < α < n et β − 1 > 0, alors on a

CDαa f(x) = In−αa (Dnf)(x) =
1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)(n−α−1)f (n)(t)dt,

et
dn

dxn
(x− a)β−1 = (β − 1)(β − 2)...(β − n)(x− a)β−n−1,

posons
(t− a) = s(x− a) et s ∈ [0; 1].

dt = (x− a)ds.
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CDαa f(x) =
(β − 1)(β − 2)...(β − n)

Γ(n− α)
(x− a)β−α−1

∫ 1

0

(1− s)n−α−1sβ−n−1ds

=
(β − 1)(β − 2)...(β − n)

Γ(n− α)
(x− a)β−α−1B(n− α, β − n)

=
(β − 1)(β − 2)...(β − n)Γ(n− α)Γ(β − n)

Γ(n− α)Γ(β − α)
(x− a)β−α−1

=
Γ(β)

Γ(β − α)
(x− a)β−α−1.

Le même resultat avec la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville .

L’intégrale fractionnaire au sens de de Hadamard

Soit [a, b] un intervalle fini ou infinie telle que (0 ≤ a < b < +∞) et f : [a, b] −→ R.

Définition 15.

Soit (α > 0). L’intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre α de f est définie par :

(Iαa f) (t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(
log

t

τ

)α−1
f(τ)

τ
dτ.

Proposition 4. Si α > 0, β > 0 et (0 < a < b < +∞), on a :(
J αa

(
log

t

a

)β−1
)

(t) =
Γ(β)

Γ(α+ β)

(
log

t

a

)β+α−1

.

Dérivées fractionnaires au sens de de Hadamard

Soit [a, b] un intervalle de R, et ou a la fonction f : [a, b] −→ R et
(
δ = t ddt

)
le δ -dérivé

et
ACnj [a, b] =

{
g : [a, b]→ C : δn−1g(t) ∈ AC[a, b], δ = t

d

dt

}
.

Définition 16.

Soit α > 0 et n = [α] + 1. Les dérivées fractionnaires de Hadamand d’ordre α de f sont définies par :(
HDαa f

)
(t) = δn

(
J n−αa+ f

)
(t). (1.19)

=

(
t
d

dt

)n
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(
log

t

τ

)n−α+1
f(τ)

τ
dτ, (t > a). (1.20)

et

(
HDαb − f

)
(t) = (−δ)n

(
J n−ab− f

)
(t).

=

(
−t d
dt

)n
1

Γ(n− α)

∫ b

t

(
log

τ

t

)n−a+1 f(τ)

τ
dτ, (t < b),

(1.21)
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Proposition 5. Si α > 0, β > 0, alors(
HDaa

(
log

t

a

)β−1
)

(t) =
Γ(β)

Γ(β − α)

(
log

t

a

)β−α−1

, β > α.

En particulaire, si β = 1, on a

(
HDa

a + 1
)

(t) =
Γ(β)

Γ(1− α)

(
log

t

a

)−∞
.

Lemme 2.
Soit α > 0 et n = [α] + 1, si f ∈ ACmb [a, b], alors

(
HDaaf

)
(t) =

n−1∑
k=0

(
δkf
)

(a)

Γ(1 + k − α)

(
log

t

a

)k−α
+

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(
log

t

τ

)n−a−1

(δnf) (τ)dτ.

et En particulaire, si 0 < α < 1, alors pour f ∈ AC[a, b],

(
HDα

a f
)

(t)− f(a)

Γ(1− α)

(
log

t

a

)−a
+

1

Γ(1− α)

∫ t

a

(
log

t

τ

)−α
f ′(τ)

τ
dτ.

Théoréme 2.
Soit α > 0, et f ∈ L(a, b) et (J n−αa f) (t) ∈ ACnδ [a, b]. Alors En particulaire, si α = n ∈ N et f ∈ ACnj [a, b],

Alors (
J na HDnaf

)
(t) = f(t)−

n−1∑
k=0

(
δkf
)

(a)

k!

(
log

t

a

)k
.

Dérivées fractionnaires au sens de Caputo-Hadamard

On définie les modification du type Caputo des dérivés fractionnaire de Hadamard comme suite :

Définition 17.

Soit α ≥ 0 et n = [α] + 1, si f ∈ ACnδ , Les dérivées fractionnaires de Caputo-Hadamard à gauche et a droite
d’ordre α de f sont définies par :(

C
HDaaf

)
(t) = J n−aa δnf(t).

=
1

Γ(n− α)

∫ t

α

(
log

t

τ

)n−α+1(
τ
d

dτ

)n
f(τ)

dτ

τ
, (t > a),

(1.22)

respectivement. Si α ∈ N, alors
C
HDaaf(t) = δnf(t).

Théoréme 3.
Soit α ≥ 0 et n = [α] + 1, si f ∈ ACnb . Alors :

C
HDαa f(t) = HDαa

[
f(t)−

n−1∑
k=0

δkf(a)

k!

(
log

t

a

)k]
(t).

En particulaire, si 0 < α < 1, on a

cDαa f(t) = HDαa [f(t)− f(a)](t)
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Lemme 3. Soit α > 0, n = [α] + 1 et f ∈ C[a, b].

(i) Siα 6= 0 ou α ∈ N, alors :
C
HDαα (J a

a f) (t) = f(t),

(ii) Si α ∈ N et α 6= 0, alors :

cDαα (J a
a f) (t) = f(t)− J

a−n+1
a f(a)

Γ(n− α)

(
log

t

a

)n−a
· .

Lemme 4. Soit α > 0, et f ∈ ACmb [a, b] ou Cnb [a, b]. Alors

J αa (cDαa f) (t) = f(t)−
n−1∑
k=0

δkf(a)

k1

(
log

t

a

)k
Proposition 6. Soit α ≥ 0, n = [α] + 1 et β > 0. Alors

C
HDo

α

(
log

t

a

)β−1

=
Γ(β)

Γ(β − α)

(
log

t

a

)β−α−1

, β > α.

et
C
HDαa

(
log

t

a

)k
= 0.

Les dérivés fractionnaire de type Caputo-Hadamard peut être définie sur le demi-axe positif R+ par remplaçant
a par 0 dans la formule1.22 à condition que f(t) ∈ ACm

δ (R+) ou f(t) ∈ Cnd (R+), on a :

CDα0+f(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

0

(
log

t

τ

)n−a−1

δn
f(τ)

τ
dτ.

.

1.5 Différents Théorème du point fixe

Dans ce paragraphe, on présente les théorèmes de points fixes que on va utiliser tout au long de ce
mémoire.

Théorème du point fixe de Banach

Le théorème du point fixe de Banach, connu aussi sous le nom du principe de contraction de Banach.

Théoréme 4. Principe de contraction de Banach, 1922
Soit (X, d) un espace métrique complet. Soit T : X → X un opérateur contractant. Alors : T admet un point
fixe unique.i.e

∃!x ∈ X tel que Tx = x.

Théorème de point fixe de Schaefer

Soit X un espace de Banach et A : X −→ X est un opérateur complètement continue.
Si l’ensemble

{ε = x ∈ X : λAx = x pour certain 0 < λ < 1};
est borné,
alors A possède au moins une point fixe.
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Théorème du point fixe de Krasnoselskii

On donne un théorème d’existence du point fixe concernant les applications de la forme T = F + G, où
F est continue et compacte et G une contraction.

Théoréme 5. (Krasnoselskii, 1958)

Soit X un espace de Banach et K un sous ensemble non vide, fermé, borné et convexe de X. Soient F et G
deux applications de K dans X telles que :

1. ∀x, y ∈ K,F (x) +G(y) ∈ K ;

2. F est continue et compacte ;

3. G est contractante de constante k < 1 ; Alors, il existe x∗ ∈ K tel que (F +G) (x∗) = x∗.

Théorème du point fixe de Leray-Schauder

Soit X un espace de Banach et M un convexe fermé borné de X et A : M 7−→M un opérateur continue

et compact alors A admet au moins un point fixe.

Théorème d’Arzela-Ascoli

Définition 18.

Soit {fn} une suite de fonctions définies sur l’intervalle I à valeurs dans R. On dit que la suite {fn} est
équicontinue si : ∀x ∈ I, ∀ε > 0,∃η > 0 tels que :

∀n ∈ N,∀y ∈ I : |x− y| ≤ η ⇒ |fn(x)− fn(y)| < ε.

Autrement dit, toutes les fonctions fn sont continues sur I, et elles sont continues "de la même façon".

Théoréme 6.

Soient (E, d) une espace métrique compacte, (F, δ) un espace métrique complet. Une partie A de C(E,F ) est
relativement compacte si et seulement si :
1. A est équicontinue, ie :

∀x ∈ E,∀ε > 0,∃η > 0 tels que : ∀f ∈ A,∀y ∈ E : d(x, y) ≤ η ⇒ δ(f(x), f(y)) < ε

2. Pour tout x ∈ E, l’ensemble A = {f(x), f ∈ A} est relativement compact.



Chapitre 2

Équation du pantographe fractionnaire avec deux dérivées
fractionnaires au sens de Caputo

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse l’étude de l’existence et l’unicitéé des solutions pour un problème du
pantographe fractionnaire avec deux dérives fractionnaires au sens de Caputo. On considère alors le problème
suivant [19, 18, 20] : 

Dα
(
Dβ + λ

)
u (t) = ϕ (t, u (t) , u (ηt)) , t ∈ [0, 1] ,

u (0) = 0, u (1) = θ, θ > 0,

λ ∈ R, 0 < α, β ≤ 1, 0 < η < 1,

(2.1)

ou Dβ et Dα sont des dérives fractionnaires au sens de Caputo, ϕ : [0, T ] × R3 −→ R est une fonction
continue et W = C ([0, 1] ,R) est l’espace de Banach de toutes les fonctions continues de [0, 1] dans R muni
de la norme ‖.‖ , ‖u‖ = {|u (t)| : t ∈ [0, 1]} . On prouvera l’unicité de la solution du problème en utilisant le
théorème de Banach, aussi on montre l’existence de la solution du problème fractionnaire en appliquant les
théorèmes de Krasnosselski et Schaefer.

2.2 Solution Intégrale

Lemme 5.

Soient α > 0 et g,une fonction définie sur R+. Alors la solution de l’équation

Dαϕ(t) = 0,

est donnée par :
ϕ(t) = c0 + c1t+ c2t

2 + ...+ cnt
n−1,

ou ci ∈ R, i = 0, ......, n− 1, n = [α] + 1.

Lemme 6.

Soient α > 0 et g,une fonction définie sur R+, alors

IαDαϕ (t) = ϕ (t) + c0 + c1t+ c2t
2 + ...+ cnt

n−1,

ou ci ∈ R, i = 0, 1, 2, ...., n− 1, n = [α] + 1.

21
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Lemme 7.

Soit δ ∈ C ([0, 1] ,R) , alors la solution du problème aux limites fractionnaire suivant : Dβ (Dα + λ)u (t) = δ(t), t ∈ [0, 1] , 0 < α, β ≤ 1,

u (0) = 0, u (1) = θ,

est donné par :

u (t) =

∫ t

0

(t− s)α+β−1

Γ (α+ β)
δ (s) ds− λ

∫ t

0

(t− s)β−1

Γ (β)
u (s) ds (2.2)

+ tβ

[
θ −

∫ 1

0

(1− s)α+β−1

Γ (α+ β)
δ (s) ds+ λ

∫ 1

0

(1− s)β−1

Γ (β)
u (s) ds

]
.

Preuve 2. Appliquant les lemmes (5),(6)on trouve :

u (t) = Jα+βδ (t)− λJβu (t) +
c0

Γ (β + 1)
tβ + c1, (2.3)

ou c0 et c1 sont des constants arbitraires.
D’après les conditions u (0) = 0 et u (1) = θ, on peut écrit

c0 = Γ (β + 1)
(
θ − Jα+βδ (1) + λJβu (1)

)
, c1 = 0.

On remplace c0 et c1 dans (2.3) on trouve (2.2) .

Maintenant, on transforme le problème(2.1) à un problème du point fixe. Pour cela, on considère
l’opérateur T : C([0, 1] ,R)→ C([0, 1] ,R) défini par :

Tu (t) =

∫ t

0

(t− s)α+β−1

Γ (α+ β)
f (s, u (t) , u (ηs)) ds (2.4)

+ tβ

(
θ +

∫ 1

0

(1− s)α+β−1

Γ (α+ β)
f (s, u (t) , u (ηs)) ds

)

− λ
∫ t

0

(t− s)β−1

Γ (β)
u (s) ds+ tβλ

∫ 1

0

(1− s)β−1

Γ (β)
u (s) ds.

2.3 Existence et Unicité du problème

Unicité de Solutions

En se basant sur le principe de contraction de Banach, l’unicité de la solution du problème (2.1) sera
prouvée.

Théoréme 7.

Soit f : [0, 1]× R3 → R une fonction continue. Supposons que l’ hypothèse suivante est satisfaite :
(H1) : Il existe une constante ω telle que pour tout t ∈ [0, 1] et ui, vi ∈ R (i = 1, 2) , on a

|ϕ (t, u1, u2)− ϕ (t, v1, v2)| ≤ ω (|u1 − v1|+ |u2 − v2|) .
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Si
ω

Γ (α+ β + 1)
+

|λ|
Γ (β + 1)

<
1

2
, (2.5)

alors le problème fractionnaire (2.1) admet une solution unique.

Preuve 3.

Pour démontrer le théorème (7) il suffit de montrer que l’opérateur T admet un point fixe sur :

Br = {u ∈W : ‖u‖W ≤ r} , r ≥
2N

Γ(α+β+1) + |θ|

1− 2
[

ω
Γ(α+β+1) + |λ|

Γ(β+1)

] .
On montre que TBr ⊂ Br. Soit u ∈ Br, alors :

|T (t, u (t) , u (ηt))| ≤ (|T (t, u (t) , u (ηt))− T (t, 0, 0)|+ |T (t, 0, 0)|)
(2.6)

≤ ω(|u (t)|+ |u (t)|) +N ≤ ω2 ‖u‖+N

≤ ω2 ‖u‖W +N

≤ ωr +N.

Alors,

|Tu (t)| ≤
∫ t

0

(t− s)α+β−1

Γ (α+ β)
|ϕ (s, u (s) , u (ηs))| ds

+ tβ

(
|θ|+

∫ 1

0

(1− s)α+β−1

Γ (α+ β)
|ϕ (s, u (s) , u (ηs))| ds

)

+ |λ|
∫ t

0

(t− s)β−1

Γ (β)
|u (s)| ds+ tβ |λ|

∫ 1

0

(1− s)β−1

Γ (β)
|u (s)| ds. (2.7)

En utilisant (2.6), on obtient

|Tu (t)| ≤
∫ t

0

(t− s)α+β−1

Γ (α+ β)
|ϕ (s, u (s) , u (ηs))| ds

+ tβ

(
|θ|+

∫ 1

0

(1− s)α+β−1

Γ (α+ β)
|ϕ (s, u (s) , u (ηs))| ds

)

+ |λ|
∫ t

0

(t− s)β−1

Γ (β)
u (s) ds+ tβ |λ|

∫ 1

0

(1− s)β−1

Γ (β)
|u (s)| ds (2.8)

≤ 2

[
ω

Γ (α+ β + 1)
+

|λ|
Γ (β + 1)

]
r +

2N

Γ (α+ β + 1)
+ |θ| .

D’où,

‖Tu‖ ≤ 2

[
ω

Γ (α+ β + 1)
+

|λ|
Γ (β + 1)

]
r +

2N

Γ (α+ β + 1)
+ |θ| , (2.10)

Cela implique TBr ⊂ Br donc T est une application de Br dans Br.
Maintenant, on montrant que T est contractante :
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Soient u, v ∈ Br, pour tout t ∈ [0, 1], on a :

|φu (t)− φv (t)|

≤
∫ t

0

(t− s)α+β−1

Γ (α+ β)
|ϕ (s, u (s) , u (ηs))− ϕ (s, v (s) , v (ηs))| ds

+ tβ
∫ 1

0

(1− s)α+β−1

Γ (α+ β)
|ϕ (s, u (s) , u (ηs))− ϕ (s, v (s) , v (ηs))| ds

+ |λ|
∫ t

0

(t− s)β−1

Γ (β)
|u (s)− v (s)| ds+ |λ| tβ

∫ 1

0

(1− s)β−1

Γ (β)
|u (s)− v (s)| ds. (2.11)

En utilisant (H1), on obtient

|φu (t)− φv (t)|

≤
∫ t

0

(t− s)α+β−1

Γ (α+ β)
|ϕ (s, u (s) , u (ηs))− ϕ (s, v (s) , v (ηs))| ds

+ tβ
∫ 1

0

(1− s)α+β−1

Γ (α+ β)
|ϕ (s, u (s) , u (ηs))− ϕ (s, v (s) , v (ηs))| ds

+ |λ|
∫ t

0

(t− s)β−1

Γ (β)
|u (s)− v (s)| ds+ |λ| tβ

∫ 1

0

(1− s)β−1

Γ (β)
|u (s)− v (s)| ds

≤ 2ω

Γ (α+ β + 1)
‖u− v‖+

2 |λ|
Γ (β + 1)

‖u− v‖

=

(
ω

Γ (α+ β + 1)
+

|λ|
Γ (β + 1)

)
‖u− v‖ = 2Λ1 ‖u− v‖ . (2.12)

Ce qui implique :
‖T (u)− T (v)‖ ≤ 2Λ1 ‖u− v‖ . (2.13)

Comme Λ1 alors T est contractant. On conclut par le théorème de point fixe de Banach l’opérateur T
admet au moins un point fixe u ∈ W qui est la solution du problème fractionnaire (2.1), ce qui achève la
preuve.�

Existence de la solution du problème (2.1)

Existence de la solution via le théorème du point fixe de Krasnosselski

Théoréme 8.

Soit f : [0.1]×R2 −→ R une fonction continue,supposons que l’hypothèse suivants est satisfaite :

(H2) : Il existe une constant positives L telle que :

ϕ(t, u, v) ≤ L,∀t ∈ [0.1], u, v ∈ R

Si

2ω

Γ (α+ β + 1)
+

|λ|
Γ (β + 1)

< 1, (2.14)

alors le problème fractionnaire (2.1) admet au moins une seule solution .
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Preuve 4.

Pour montrer l’existence de la solution du problème (2.1) ; il suffit de vérifier les hypothèses du théorème du
point fixe de Krasnosselski.

Soit :

σ ≥ 2L+ |θ|T (α+ β + 1) + T (β + 2)

T (α+ β + 1) + T (β + 2)− 2|λ|σ
,

et on considère l’ensemble :
Bσ = {u ∈W, ‖u‖ ≤ σ}.

on définit aussi les opérateur S1 et S2 sur Bσ comme suit :

Tu(t) = (S1u(t), S2u(t)), t ∈ [0.1],

où

S1u(t) =

∫ t

0

(t− s)α+β−1

Γ (α+ β)
ϕ (s, u (s) , u (ηs)) ds

− λ
∫ t

0

(t− s)β−1

Γ (β)
u (s) ds. (2.15)

et

S2u(t) =tβ

(
θ +

∫ 1

0

(1− s)α+β−1

Γ (α+ β)
ϕ (s, u (s) , u (ηs)) ds

)

+tβλ

∫ 1

0

(1− s)β−1

Γ (β)
(u (s)) ds. (2.16)

Premièrement, on montre que si u; v ∈ Bσ ; alors,S1u(t) + S2v(t) ∈ Bσ En effet, pour tout u; v ∈ Bσ et t
∈ [0.1] ; on a :

|S1u+ S2v| ≤
∫ t

0

(t− s)α+β−1

Γ (α+ β)
|ϕ (s, u (s) , u (ηs)) |ds− |λ|

∫ t

0

(t− s)β−1

Γ (β)
|u (s) |ds

+ tβ

(
|θ|+

∫ 1

0

(1− s)α+β−1

Γ (α+ β)
|ϕ (s, v (s) , v (ηs)) |ds

)
+ tβ |λ|

∫ 1

0

(1− s)β−1

Γ (β)
|v (s)| ds. (2.17)

En utilisant l’hypothèse (H1) et(H2) et en calculant les intégrales du second membre (2.17) ,on obtient :

|S1u+ S2v| ≤
∫ t

0

(t− s)α+β−1

Γ (α+ β)
L ds− |λ|

∫ t

0

(t− s)β−1

Γ (β)
σds

+ tβ

(
|θ|+

∫ 1

0

(1− s)α+β−1

Γ (α+ β)
L ds

)
+ tβ |λ|

∫ 1

0

(1− s)β−1

Γ (β)
σds.



2.3. EXISTENCE ET UNICITÉ DU PROBLÈME 26

par conséquent,

‖S1u+ S2v‖ ≤
2L

Γ (α+ β + 1)
+
|2λσ|

Γ (β + 1)
+ |θ|

≤ σ. (2.18)

Donc

S1u(t) + S2v(t) ∈ Bσ. (2.19)

Deuxièment, on montre que S2 est continu et compact.
• On montre que R est continu.

Soit (un)n∈N ⊂W une suite telle que un → u, alors pour tout t ∈ [0, 1], on a :

|S2un (t)− S2u (t)|

=

∣∣∣∣∣tβ
(
θ +

∫ 1

0

(1− s)α+β−1

Γ (α+ β)
ϕ (s, un (t) , un (ηs)) ds

)
+ tβλ

∫ 1

0

(1− s)β−1

Γ (β)
un (s) ds

−tβ
(
θ +

∫ 1

0

(1− s)α+β−1

Γ (α+ β)
ϕ (s, u (t) , u (ηs)) ds

)
− tβλ

∫ 1

0

(1− s)β−1

Γ (β)
u (s) ds

∣∣∣∣∣ .
Ce qui donne :

|S2un (t)− S2u (t)|

≤ tβ
∫ 1

0

(1− s)α+β−1

Γ (α+ β)
|ϕ (s, un (t) , un (ηs))− ϕ (s, u (t) , u (ηs))| ds

+ tβ |λ|
∫ 1

0

(1− s)β−1

Γ (β)
|un (s)− u (s)| ds.

Par suite

|S2un (t)− S2u (t)|

≤ 1

Γ (α+ β + 1)
|ϕ (s, un (t) , un (ηs))− ϕ (s, u (t) , u (ηs))|

+
|λ|

Γ (β + 1)
|un (s)− u (s)| .

Puisque ϕ est continue, alors

‖S2 (un)− S2 (u)‖ → 0, quand n→ 0,

ce qui prouve la continuité de S.

••) : On montre que S2(Bσ) est borné. En effet, soit u ∈ (Bσ) et t ∈ [0.1]alors

|S2u| =|tβ
(
θ +

∫ 1

0

(1− s)α+β−1

Γ (α+ β)
ϕ (s, u (s) , u (ηs)) ds

)

+tβλ

∫ 1

0

(1− s)β−1

Γ (β)
(u (s)) ds.|
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Ce qui donne :

|S2u| ≤tβ
(
|θ|+

∫ 1

0

(1− s)α+β−1

Γ (α+ β)
|ϕ (s, u (s) , u (ηs)) ds|

)

+tβ |λ|
∫ 1

0

(1− s)β−1

Γ (β)
(|u (s)) |ds. (2.20)

En utilisant l’hypothèse (H2) et en calculant les intégrales du second membre de (2.20), on obtient :

‖S2u‖ ≤
L

T (α+ β + 1)
+

|λ|σ
T (β + 1)

|θ| = N. (2.22)

Donc
‖S2u‖ ≤ N.

D’où S2 est bornée.

• • • : Maintenant, on montre que S2(Br) est équicontinu. En effet, soient t1; t2 ∈ [0.1], tel que t2 < t1 et
u ∈ Br, alors par (H1)et(H2), on

‖S2u(t1)− S2u(t2)‖ ≤(tβ1 − t
β
2 )|θ|+

(tβ1 − t
β
2 )supt∈[0.1]v(t)

T (α+ β)

∫ 1

0

(1− s)α+β−1ds

+
(tβ1 − t

β
2 )|λ|

T (β)

∫ 1

0

(1− s)β−1‖u(s)‖ds. (2.23)

De (2.23),on obtient :

‖S2u(t1)− S2u(t2)‖ ≤
[
|θ|+ V

T (α+ β + 1)
+

|λ|r
T (β + 1)

]
(tβ1 − t

β
2 ). (2.24)

Commet1 −→ t2le second nombre de (2.24)tend vers zéro.Par conséquent S2(Br) est équicontinu. D’après
le théorème d’Ascoli-Arzela, S2 est compact.

Finalement ,on prouve que S2 est une contraction.En effet pour u ∈ X et t ∈ [0.1],on a :

‖S1(u)− S1(v)‖

≤ 1

Γ (α+ β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 ‖ϕ (s, u (s) , u (ηs))− ϕ (s, v (s) , v (ηs)) ‖ds

+
|λ|

Γ (β)

∫ t

0

(t− s)β−1 ‖u (s)− v (s) ‖ds. (2.25)

En appliquant l’hypothèse (H1), on aboutit à :

‖S1(u)− S1(v)‖

≤ w‖u− v‖
Γ (α+ β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1
ds+

|λ|‖u− v‖
Γ (β)

∫ t

0

(t− s)β−1
ds. (2.26)
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En calculant l’intégrale du second membre de (2.26), on obtient :

‖S1(u)− S1(v)‖ ≤ w‖u− v‖
Γ (α+ β)

+
|λ|‖u− v‖

Γ (β)
. (2.27)

et donc,

‖S1(u)− S1(v)‖ ≤
[

w

Γ (α+ β)
+
|λ|

Γ (β)

]
‖u− v‖. (2.28)

En utilisant la condition (2 :14), on conclut que S1 est une contraction.

Par conséquence du théorème du point fixe de Krasnosselski, on peut conclure que a un point fixe qui est
une solution du problème(2.1).

Existence de la solution via le théorème du point fixe de Schaefer

Dans la présente section l’étudie de l’existence et l’unicité de la solution du du problème (2.1) est base
sur le théorème de point fixe de Schaefer.

Théoréme 9.

Soit ϕ : [0, 1]× R2 → R une fonction continue. Supposons que l’hypothèse (H2) est satisfaite.
Si

|λ|
Γ (β + 1)

<
1

2
,

alors le problème(2.1) admet au moins une solution.

Preuve 5. On va utiliser le théorème de Schaefer pour montrer que T admet des points fixes qui sont des
solutions de problème(2.1). La preuve sera donnée en plusieurs étapes :

Étape 1 : T est un opérateur continu sur W (ϕ : est continue).

Étape 2 : L’image d’un ensemble borné est un ensemble borné.
En effet, il su t démontrer que pour tout r > 0 ; il existe une constante positive M telle que pour chaque

u ∈ Br = {u ∈W : ‖u‖ ≤ r} ,

on a :

|Tu (t)| ≤
∫ t

0

(t− s)α+β−1

Γ (α+ β)
|ϕ (s, u (s) , u (ηs))| ds

+ |λ|
∫ t

0

(t− s)β−1

Γ (β)
u (s) ds

+ tβ

(
|θ|+

∫ 1

0

(1− s)α+β−1

Γ (α+ β)
|ϕ (s, u (s) , u (ηs))| ds

)

+ tβ |λ|
∫ 1

0

(1− s)β−1

Γ (β)
|u (s)| ds. (2.29)
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D’après l’hypothèse (H3) ; on obtient l’estimation suivante :

|Tu (t)| ≤
∫ t

0

(t− s)α+β−1

Γ (α+ β)
Lds+ |λ|

∫ t

0

(t− s)β−1

Γ (β)
u (s) ds

+ tβ

(
|θ|+

∫ 1

0

(1− s)α+β−1

Γ (α+ β)
Lds

)
+ tβ |λ|

∫ 1

0

(1− s)β−1

Γ (β)
|u (s)| ds. (2.30)

En calculant les intégrales du second membre, on aboutit a :

‖T (u)‖ ≤ 2L

Γ (α+ β + 1)
+

2 |λ| r
Γ (β + 1)

+ |θ| = M.

Donc
‖T (u)‖ ≤M.

Étape 3 : L’image d’un ensemble borné est un ensemble équicontinu dans W.
Soient t1, t2 ∈ [0, 1], t1 < t2. Si u ∈ Br , alors

|Tu (t2)− Tu (t1)| =

∣∣∣∣∣
∫ t2

0

(t2 − s)α+β−1

Γ (α+ β)
ϕ (s, u (s) , u (ηs)) ds

+ |λ|
∫ t2

0

(t2 − s)β−1

Γ (β)
u (s) ds

+ tβ2

(
|θ|+

∫ 1

0

(1− s)α+β−1

Γ (α+ β)
ϕ (s, u (s) , u (ηs)) ds

)

+ tβ2 |λ|
∫ 1

0

(1− s)β−1

Γ (β)
u (s) ds.

−
∫ t2

0

(t2 − s)α+β−1

Γ (α+ β)
ϕ (s, u (s) , u (ηs)) ds

− |λ|
∫ t1

0

(t1 − s)β−1

Γ (β)
u (s) ds

− tβ1

(
|θ|+

∫ 1

0

(1− s)α+β−1

Γ (α+ β)
ϕ (s, u (s) , u (ηs)) ds

)

−tβ1 |λ|
∫ 1

0

(1− s)β−1

Γ (β)
u (s) ds

∣∣∣∣∣ . (2.31)

En utilisant(H2), on obtient :

|Tu (t2)− Tu (t1)|

≤ L
∫ t1

0

(t2 − s)α+β−1 − (t2 − s)α+β−1

Γ (α+ β)
ds+ L

∫ t1

0

(t2 − s)α+β−1

Γ (α+ β)
ds

+ |λ| r
∫ t1

0

(t2 − s)β−1 − (t2 − s)β−1

Γ (β)
ds+ |λ| r

∫ t2

t1

(t2 − s)β−1

Γ (β)
ds

+
(
tβ2 − t

β
1

)
L

(
|θ|+

∫ 1

0

(1− s)α+β−1

Γ (α+ β)
ds

)

+
(
tβ2 − t

β
1

)
|λ| r

∫ 1

0

(1− s)β−1

Γ (β)
ds. (2.32)
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Ce qui implique

|Tu (t2)− Tu (t1)|

≤ L (t2 − t1)
α+β−1

+ t2
α+β−1 − t1α+β−1

Γ (α+ β + 1)
+ |λ| r (t2 − t1)

β−1
+ t2

β−1 − t1β−1

Γ (α+ β + 1)

+
(
tβ2 − t

β
1

)(
|θ|+ L

Γ (α+ β + 1)
+

|λ| r
Γ (β + 1)

)
. (2.33)

Lorsque t1 → t2, le second membre de l’inégalité précédent tend vers zéro. Comme une conséquence des
étapes 1, 2 et 3 avec le théorème de Arzela -Ascoli, on peut conclure que T est continu et complètement
continu.

Étape 4 : Finalement, on montre que l’ensemble Ω défini par :

Ω = {u ∈W : u = ρTu (t) , 0 < ρ < 1} ,

est borné. En effet, soit u ∈ Ω, alors

u = ρTu (t)

= ρ

∫ t

0

(t− s)α+β−1

Γ (α+ β)
ϕ (s, u (t) , u (ηs)) ds− ρλ

∫ t

0

(t− s)β−1

Γ (β)
u (s) ds

+ ρtβ

(
θ +

∫ 1

0

(1− s)α+β−1

Γ (α+ β)
ϕ (s, u (t) , u (ηs)) ds

)
+ ρtβλ

∫ 1

0

(1− s)β−1

Γ (β)
u (s) ds. (2.34)

Alors pour tout t ∈ [0, 1] , on a :

‖u‖ ≤
∫ t

0

(t− s)α+β−1

Γ (α+ β)
|ϕ (s, u (t) , u (ηs))| ds+ |λ|

∫ t

0

(t− s)β−1

Γ (β)
|u (s)| ds

+ tβ

(
|θ|+

∫ 1

0

(1− s)α+β−1

Γ (α+ β)
|ϕ (s, u (t) , u (ηs))| ds

)
+ tβ |λ|

∫ 1

0

(1− s)β−1

Γ (β)
|u (s)| ds. (2.35)

Grèce à (H3) ; on a :

‖u‖ ≤
∫ t

0

(t− s)α+β−1

Γ (α+ β)
Lds+ |λ|

∫ t

0

(t− s)β−1

Γ (β)
‖u‖ ds

+ tβ

(
|θ|+

∫ 1

0

(1− s)α+β−1

Γ (α+ β)
Lds

)
+ tβ |λ|

∫ 1

0

(1− s)β−1

Γ (β)
‖u‖ ds. (2.36)

En calculant les intégrales du seconde membre de (2.36), on trouve :

‖u‖ ≤ 2L

Γ (α+ β + 1)
+ |θ|+ 2 |λ|

Γ (β + 1)
‖u‖ . (2.37)

De (2.36), il vient

‖u‖
(

1− 2 |λ|
Γ (β + 1)

)
≤ 2L

Γ (α+ β + 1)
+ |θ| .
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D’où

‖u‖ ≤
2L

Γ(α+β+1) + |θ|(
1− 2|λ|

Γ(β+1)

) = N. (2,38)

Cela montre que l’ensemble Ω est borné. En conséquence du théorème de point fixe de Schaefer, on en
déduit que T a des points fixes qui sont des solutions du problème (2.1).
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2.4 Stabilité de la solution du problème (2.1.1)

Dans la présente section, on va définir et étudies la stabilité au sens d’Ulam Hyers de la solution du
problème(2.1.1). 

Dα
(
Dβ + λ

)
u (t) = ϕ (t, u (t) , u (ηt) , ) t ∈ [0, 1] ,

u (0) = 0, u (1) = θ, θ > 0,

λ ∈ R, 0 < α, β ≤ 1, 0 < η < 1,

(2.1.1)

Stabilité au sens de Ulam-Hyer

Définition 19.

On dit que le problème (2.1.1) est stable au sens d’Ulam-Hyers, s’il existe un nombre réel Cϕ > 0 tel que pour
toute ε > 0, et pour toute solution v ∈W de l’inégalité suivante :

|(Dα)
(
Dβ + λ

)
v (t))− ϕ (t, v (t) , v (ηt)) | ≤ ε, t ∈ [0, 1] , (2.1.2)

il existe une solution u ∈W du problème (2.1.1) satisfait :

(Dα)
(
Dβ + λ

)
u (t))− ϕ (t, u (t) , u (ηt)) = 0, t ∈ [0, 1] ,

u (0) = 0, u (1) = θ, θ > 0,

telle que :

|v(t)− u(t)|w 6 Cϕε, t ∈ [0, 1] , (2.1.3)

2.5 Stabilité au sens de Ulam-Hyers généralisé

Définition 20.

On dit que le problème (2.1.1) est stable au sens d’Ulam-Hyers généralisé s’il existe une fonction
ψ ∈ C (R+;R+)tel que quelque soit ε > 0 et pour toute solution v ∈Wde l’inégalité suivante :

|(Dα)
(
Dβ + λ

)
v (t))− ϕ (t, v (t) , v (ηt)) | ≤ ε, t ∈ [0, 1] , (2.1.4)

il existe une solution u ∈ w qui satisfait :

(Dα)
(
Dβ + λ

)
u (t))− ϕ (t, u (t) , u (ηt)) = 0 t ∈ [0, 1] ,

u (0) = 0, u (1) = θ, θ > 0,

telle que :

|v(t)− u(t)|w 6 ψ(ε), t ∈ [0, 1] , (2.1.5)
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Remarque 2.

Une fonction u ∈ w est une solution de l’inégalité(2.1.1) si et seulement si il existe une fonction
S ∈ C([0, 1];R) telle que :

(a) |S(t)| ≤ ε,∀t ∈ [0, 1].

(b) Dα(Dβ + λ)u(t) = ϕ (t, u (t) , u (ηt)) + S(t).

Remarque 3.

Il est clair que : Définition (2.1.1) ⇒ Définition (2.1.2).

Etude de la stabilité

Théoréme 10.

Suppose que ϕ : [0, 1]×R×R −→ R est une fonction continue satisfaite (H1) :

Si,

ω

Γ (α+ β + 1)
<

1

2
− |λ|

Γ (β + 1)
, (2.1.6)

sont vérifies, alors (2.1.1) est stable au sens de Ulam-Hyers et par conséquent, est stable Ulam-Hyers géné-
ralisé.

Preuve 6.

Soit v ∈W qui satisfait l’inégalité (2.1.4) :

|(Dα)
(
Dβ + λ

)
v (t))− ϕ (t, v (t) , v (ηt)) | ≤ ε pourtout , t ∈ [0, 1] , (2.1.7)

Notons par u ∈ w la solution qui satisfait le problème :
Dα

(
Dβ + λ

)
u (t) = ϕ (t, u (t) , u (ηt) , ) t ∈ [0, 1] ,

u (0) = v(0), u (1) = θ, θ > 0,

λ ∈ R, 0 < α, β ≤ 1, 0 < η < 1.

(2.1.8)

D’après la proposition (7)

u (t) =

∫ t

0

(t− s)α+β−1

Γ (α+ β)
ϕ (s, u (t) , u (ηs)) ds

+ tβ

(
θ +

∫ 1

0

(1− s)α+β−1

Γ (α+ β)
ϕ (s, u (t) , u (ηs)) ds

)

− λ
∫ t

0

(t− s)β−1

Γ (β)
u (s) ds+ tβλ

∫ 1

0

(1− s)β−1

Γ (β)
u (s) ds.
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Donc,

u (t) = Jα+βδ (t)− λJβu (t) +
c0

Γ (β + 1)
tβ + c1. (2.1.9)

On intégré l’inégalité (2.1.4), on trouve :

|v (t)− Jα+βδ (t)− λJβu (t) +
b0

Γ (β + 1)
tβ − b1| ≤

tβ+αε

Γ (α+ β + 1)

≤ ε

Γ (α+ β + 1)
. (2.1.10)

d’autre part, si u(0) = v(0) et u(1) = v(1), on trouve c0 = b0 et c1 = b1 :
pour toutt ∈ [0.1], on a :

v (t)− u (t) =v (t)− Jα+βδu (t)− λJβu (t)− b0
Γ (β + 1)

tβ − b1

+ Jα+β(δv (t)− δu (t))− λJβ(v (t)− u (t)). (2.1.11)

avec,
δu(t, u(t), u(ηt)) et δv(t, v(t), v(ηt)).

et

Jα+β(δv (t)− δu (t)) = Jα+β [ϕv(t, v(t), v(ηt))− ϕu(t, u(t), u(ηt))]

=
1

T (α+ β)

∫ 1

0

(1− s)(α+β−1) [ϕ(t, v(t), v(ηt))− ϕ(t, u(t), u(ηt))] .

En utilisant les l’hypothèse (H1), on obtient :∣∣Jα+β (δv (t)− δu (t))
∣∣ ≤ 2

Γ(α+ β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 ‖u (s)− v (s)‖ ds.

Ce qui implique que

|v (t)− u (t)| ≤
∣∣∣∣v (t)− Jα+βδu (t)− λJβu (t)− b0

Γ (β + 1)
tβ − b1

∣∣∣∣
+

2

Γ(α+ β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 ‖u (s)− v (s)‖ ds

+
|λ|

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β ‖u (s)− v (s)‖ ds.

Ce qui donne

|v (t)− u (t)| ≤ ε

Γ (α+ β + 1)
+

[
2ω

Γ (α+ β + 1)
+

|λ|
Γ(β + 1)

]
‖v(s)− u(s)‖ .

Donc
‖v(s)− u(s)‖W

(
1−

[
2ω

Γ (α+ β + 1)
+

|λ|
Γ(β + 1)

])
≤ ε

Γ (α+ β + 1)
.

Alors, pour tout t ∈ [0, 1]

|u (t)− v (t)| ≤ ε

Γ (α+ β + 1)
(

1−
[

2ω
Γ(α+β+1) + |λ|

Γ(β+1)

]) = Cϕε. (2.1.12)

D’où le problème(2.1.1) est stable au sens de Ulam-Hyers.
Si on pose λ (ε) = δε, ϕ (0) = 0, alors on peut dire que (2.1.1) est stable au sens de Ulam-Hyers généralisé.
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2.6 Exemple

Soit le problème suivant :
D

1
2

(
D

3
4 + 1

15

)
= 1

5 + 1
11u (t) + 1

11u
(

1
3 t
)
, t ∈ [0, 1] ,

u (0) = 0, u (1) =
√

5
3 .

Pour cet exemple, on a : α = 1
2 , β = 3

4 , θ =
√

5
3 et

f (t, u, v) =
1

5
+

1

11
u (t) +

1

11
u

(
1

3
t

)
.

Soit t ∈ [0, 1] et (u, v) , (u1, v1) ∈ R2. Alors

|f (t, u, v)− f (t, u1, v1)| ≤ 1

10
(|u− v|+ |u1 − v1|) .

Par conséquent, l’hypothèse(H1) est vérifiée avec ω = 1
10 et, on peut avoir

ω

Γ (α+ β + 1)
+

|λ|
Γ (β + 1)

= 0.160 80 <
1

2
,

D’après le Théorème 2.1, le problème (2.26) admet une solution unique sur [0, 1. On a aussi :

ω

Γ (α+ β + 1)
= 8. 826 1× 10−2 <

1

2
− |λ|

2Γ(β + 1)
= 0.463 73.

Donc, la condition (2.24) est satisfaite, d’où le problème (2.28) est stable au sens de Ulam-Hyers.



Chapitre 3

Existence et Unicité de solution des équations différentielles
fractionnaires du pantographe avec dérivée au sens de
Caputo-Hadamard

Ce chapitre, est consacré à l’étude de l’existence, l’unicité et la stabilité d’Ulam-Hyers de la solution d’une
équation différentielle d’ordre fractionnaires du pantographe avec une seul dérivée de Caputo-Hadamard
[12, 1, 9, 10]. En effet, après avoir donné la solution du problème fractionnaire, on utilisera les théorèmes de
point fixe du Banach, l’alternative de Leray-Schauder pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution
du problème posé.
On considère alors :


C
HD

αu(t) = ϕ(t, u(t), u(λt)), t ∈ [1, T ], 0 < α ≤ 1, 0 < λ < 1,

u(1) = u1 − θ(u), u1 ∈ R,

(3.1)

où C
HD

α est la dérivée fractionnaire de type caputo-Hadamard d’ordre α.

avec ϕ : [1, T ]× R× R→ R, θ : C([1, T ],R)→ R des fonctions continues .

3.1 Lemme auxiliaire et Hypothèses

Lemme 8.

soient u ∈ ACnδ ([a, b],R). Alors :

HI
α
(
C
HD

αu
)

(t) = u(t)−
n−1∑
i=0

ci(log t)i, ci ∈ R. (3.2)

Avec ACnδ ([a, b],R) =
{
h : [a, b]→ R : δn−1h ∈ AC([a, b],R)

}
.

On note X = C([1, T ],R) l’espace de Banach de toutes les fonctions continues de [1, T ] à R doté de la
norme définie par :

‖u‖ = sup{|u(t)|, t ∈ [1, T ]}.

36
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Lemme 9.

Soit : h ∈ Cm([0, T,R], ∀α ∈ 0,
on a :

HI
α
(
C
HD

αh
(
t)) = h(t) + c0 + c1t+ c2t

2 + ......+ cn−1t
n−1.

où

ci ∈ R, i = 0, ......, n− 1. et n = [α] + 1.

Lemme 10.

Supposons que g(t) ∈ (C[1, T,R]), et on considérer le problème fractionnaire :

C
HD

αu(t) = g(t)), t ∈ [1, T ], 0 < α < 1. (3.3)

Avec les condition :

u(1) = u1 − θ(u). (3.4)

Alors, la solution de(3.1)est donnée par :

u(t) =
1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

g(s)
ds

s
+ θ(u)− u1. (3.5)

Preuve 7.

On a :
C
HD

αu(t) = ϕ(t, u(t), u(λt)).

On pose :
ϕ(t, u(t), u(λt)) = g(t).

Alors :
C
HD

αu(t) = g(t).

HI
α
(
C
HD

αu
(
t)) = HI

α(g(t)).

On utilisant le lemme (8),on obtiens :

HI
α
(
C
HD

αu
(
t)) = u(t) + c0.

En remplace en (3.5)

u(t) + c0 = HI
α(g(t)).
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Donc :

u(t) =
1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

g(s)
ds

s
− c0, ou c0 ∈ R. (3.6)

Maintenant en recherche le constante ”c0”.

D’après le condition sur (3,4),on obtiens :

u(1) = θ(u)− u1,

et u(1) d’après (3.6) on a :
u(1) = −c0.

Donc :
c0 = θ(u)− u1.

remplacer la valeur de c0 dans (3,6) donne la solution(3,4)

On désigné par u = C([1, T ], R) l’espace de Banach de toutes les fonctions continues de [1, T] dans R
associe par la norme définie par u = sup|x(t)|, t ∈ [1, T ].

On définit l’opérateur O : X −→ X par :

Ou(t) =
1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

ϕ(s, u(s), u(λ(s))
ds

s
+ θ(u)− u1. (3.7)

Hypothèse

Pour Établir l’existence et l’unicité de la solution du problème (3.1), on considère les hypothèses suivantes :

(H1) : il existe une constante ω > 0 telle que :

|ϕ (t, u1, u2)− ϕ (t, v1, v2)| ≤ ω (|u1 − v1|+ |u2 − v2|) , t ∈ [1, T ], ui, vi ∈ R, i = 1, 2.

(H2) : il existe une constante $ > 0 telle que :

|θ(u)− θ(v)| ≤ $|u− v|, u, v ∈ C([1, T ],R).

(H3) : il existe des constantes wi ≥ 0(i = 1, 2) et w0 > 0 telleque : pour tout u, v ∈ R on a :

|ϕ(t, u, v)| ≤ w0 + w1|u|+ w2|v|.
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(H4) : ilexiste Mϕ ∈ R telque :

|θ(u)| 6M‖u‖, ∀u ∈ C([1.T ], R)

.

3.2 Existence et Unicité

Unicité de solution

On va maintenant montre que O possède un point fixe unique. Pour cela, on va prouver que O est un
opérateur contractant.

Théoréme 11.

Soit ϕ : [1, T ] × R × R → R et θ : C([1, T ],R) → R deux fonctions continues. Supposons que les conditions
(H1) et (H2) sont vérifiées.
Si

2ω(log t)α < (1−$)Γ(α+ 1), (3.8)

alors, le problème(3.1) admet une solution unique sur [1, T ].

Preuve 8.

On définis M = supt∈[0,T ] |ϕ(t, 0, 0)| et N = ‖θ(0)‖. On suppose que :

r ≥ M +N + |u1|
1− (2ω +$)

.

On montre que : OBr ⊂ Br, où
Br = {u ∈ X : ‖u‖ ≤ r},

Soit x ∈ Br, on a :

|ϕ(t, u(t), u(λt))| = |ϕ(t, u(t), u(λt) + ϕ(s, 0, 0)− ϕ(s, 0, 0)|.
≤ |ϕ(t, u(t), u(λt))− ϕ(s, 0, 0)|+ |ϕ(s, 0, 0)|.
≤ 2ω‖u‖+M.

≤ 2ωr +M.

(3.9)

et
|θ(u)| = |θ(u)− θ(0) + θ(0)|.

≤ |θ(u)− θ(0)|+ |θ(0)|.
≤ $‖u‖+ ‖θ(0)‖.
≤ $r +N.

(3.10)
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En utilisant (3.9), on trouve :

|Ou(t)| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

|ϕ(s, u(s), u(λs))|ds
s

+ |θ(u)|+ |u1|

≤ 2ωr +M +$r +N + |u1|
≤ (2ω +$)r +M +N + |u1|
≤ r.

(3.11)

Ce qui implique OBr ⊂ Br.

Maintenant, pour u, v ∈ Br et pour toute t ∈ J ,on trouve :

|Ou(t)−Ov(t)|

≤ 1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

|ϕ(s, u(s), u(λs))− ϕ(s, v(s), v(λs))|ds
s

+ |θ(u)− θ(v)|

≤
(

2ω
(log t)α

Γ(α+ 1)
+$

)
‖u− v‖.

(3.12)

Alors,

‖Ou−Ov‖ ≤
(

2ω
(log T )α

Γ(α+ 1)
+$

)
‖u− v‖. (3.13)

Il s’ensuit de la condition (H1), que l’opérateur O est contractant. Donc O possède un point fixe unique qui
est une solution unique du problème (3.1) .

Existence de solution

Théoréme 12.

Soit ϕ : [1, T ]× R× R→ R et θ : C([1, T ],R)→ R deux fonctions continues. Supposons que les conditions
(H3) et (H4) sont vérifiées.Si :

2w0(logt)α < (1−$)Γ(α+ 1).

Alors le problème (3.1) a au moins un solution dans R.

Preuve 9.

Tout d’abord, on montre que l’opérateur O : X −→ X est complètement continus. L’opérateur O est continue
puisque les fonctions ϕ et θ, sont continue.

Soit Θ ⊂ X est borné, alors il existent deux constantes positives L, N telle que :

|ϕ(t, u(t), u(λt))| ≤ L et |θu| ≤ N. ∀ u ∈ Θ.

Alors pour toute u ∈ Θ, On a :

|u(t)| =

∣∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

g(s)
ds

s
+ θ(u) + u1

∣∣∣∣∣ .
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‖Ou‖ ≤ M

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

ds+ |θ(u)|+ |u1|.

Par conséquent, on obtient :

‖Ou‖ ≤ L log(T )α

Γ(α+ 1)
+N + |u1|.

D’où l’opérateur est uniformément borné.
Ensuite, on montre que O est equicontinu.

Soit t1, t2 ∈ [1, T ] avec 1 ≤ t1 < t2 ≤ T.
Ensuite ona :

|Ou(t2)−Ou(t1)| ≤ M

Γ(α)

∫ t

1

[(log
t2
s

)α−1 − (log
t1
s

)α+1]
ds

s

≤ M

Γ(α− 1)
[(log t2)α − (log t1)α].

Lorsque t2 − t1 → 0, le coté droite de l’inégalité ci dessus tend a zero indépendamment de u.

Par conséquent, par le théorème de Arzelá-Ascoli l’opérateur O est complètement continuous.
Enfin, on vérifiera que l’ensemble Ω = {u ∈ X : u = σO(u), 0 ≤ σ ≤ 1} est borné.

Soit u ∈ Ω,alors u = σO(u). Pour tout t ∈ [1, T ], ona :

u(t) = σOu(t).

Alors

u(t) ≤ σ(
1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

|ϕ(s, u(s), u(λs))|ds
s

+ |θ(u)|+ |u1|).

D’après (H3), on peut écrire :

u(t) ≤ log(t)α

Γ(α+ 1)
(w0 + w1‖u‖) + |θ(u)|+ |u1|.

Par conséquent,on trouve :

‖u‖ ≤ log(t)α

Γ(α+ 1)
w0 +

log(t)α

Γ(α− 1)
w1‖u‖+ ‖θ(u)‖+ |u1|

.

‖u‖ − log(t)α

Γ(α+ 1)
w1‖u‖ ≤

log(t)α

Γ(α+ 1)
w0 + ‖θ(u)‖+ |u1|.

Et donc

‖u‖ ≤

log(t)α

Γ(α+ 1)
w0 + ‖θ(u)‖+ |u1|

1− log(t)α

Γ(α+ 1)
w1

.
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Ce qui montre que Ω est borné.

Donc d’après le théorème de Leray-Schauder l’opérateur O a au mois un point fixe .

3.3 Étude de Stabilité

Dans ce section, on va définir et étudier la stabilité de Ulam Hyers, la stabilité de Ulam Hyers généralisé
et la stabilité de Ulam-Hyers-Rassias, stabilité de Ulam-Hyers-Rassias généralisé du problème fractionnaire
du pantographe avec un seul dérivés de Caputo- Hadamard(3.1).

Dans ce qui suit, on présente quatre types de stabilité d’Ulam pour le problème fractionnaire.Soit σ un
nombre réel positif et la fonction h ∈ X, on considère ce qui suit inégalités différentielles fractionnaires
suivante : ∣∣C

HD
αv(t)− ϕ(t, v(t), v(λt))

∣∣ ≤ σ, t ∈ [1, T ] (3.14)∣∣C
HD

αy(t)− ϕ(t, y(t), y(λt))
∣∣ ≤ h(t), t ∈ [1, T ] (3.15)

et ∣∣C
HD

αy(t)− ϕ(t, y(t), y(λt))
∣∣ ≤ σh(t), t ∈ [1, T ]. (3.16)

Stabilité au Sens de Ulma-Hyers

Définition 21.
On dit que le problème fractionnaire(3.1) est stable au sens d’Ulam- Hyers, s’il existe une constante τϕ > 0
tel que pour tout σ > 0 et pour tout solution v ∈ X du l’inégalité (3.14), il existe une solution u ∈ X du
problème fractionnaires (3.1), avec :

|v(t)− u(t)| ≤ τϕσ, t ∈ [1, T ].

Définition 22.
On dit que le problème fractionnaire(3.1) est stable au sens d’Ulam- Hyers-généralisé s’il existe
ψϕ ∈ C (R+,R+) , ψϕ(0) = 0, tel que pour tout solution v ∈ X du l’inégalité (3.14), il existe une solution
u ∈ X du fractionnaires(3.1), avec :

|v(t)− u(t)| ≤ ψϕσ, t ∈ [1, T ].

Remarque 4.
Une fonction v ∈ X est solution de l’inégalité (3.14) si et seulement s’il existe une fonction f : [1, T ] → R
telle que :
(1) : |f(t)| ≤ σ, t ∈ [1, T ].
(2) : CHD

αv(t) = ϕ(t, v(t), v(λt)) + f(t), t ∈ [1, T ], 0 < λ < 1.

Théoréme 13.
Suppose que ϕ : [1, T ]× R× R→ R est une fonction continue satisfaisant (H1).
Si

2ω(log T )α < Γ(α+ 1). (3.17)
Alors le problème fractionnaires (3.1) est stable d’Ulam-Hyers et par conséquent, stable d’Ulam-Hyers

généralisé.
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Preuve 10.
Soit v ∈ X soit une solution de l’inégalité (3.14) et notons par u ∈ X l’unique solution du ce problème :

C
HD

αu(t) = ϕ(t, u(t), u(λt)), t ∈ J, 0 < α < 1, 0 < λ < 1.

u(1) = v(1).
(3.18)

En utilisant Lemme (7), on a :

u(t) =
1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

g(s)
ds

s
+ c0 = HI

αgu(t) + c0.

Et par intégration de l’inégalité (3.14), on obtient :

|v(t)− HI
αgv(t)− c1| ≤

σ

Γ(α+ 1)
(log t)α.

≤ σ

Γ(α+ 1)
(log T )α.

(3.19)

D’autre part, si u(1) = v(1), alors c0 = c1. Pour tout t ∈ [1, T ], on a :

v(t)− u(t) = v(t)−Hαgu(t)− c1 +Hα (gv(t)− gu(t)) .

où,
gu(t) = ϕ(t, u(t), u(λt)) and gv(t) = ϕ(t, v(t), v(λt)).

Alors :

HI
α (gv(t)− gu(t)) = HI

α[ϕ(s, v(s), v(λt))− ϕ(s, u(s), u(λt))].

=
1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

[ϕ(s, v(s), v(λt))− ϕ(s, u(s), u(λt))]
ds

s
.

On utilise (H1), on trouve :

|H I
α (gv(t)− gu(t))

∣∣∣∣∣≤ 2ω

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1
∣∣∣∣∣ v − u | dss .

|v(t)− u(t)| ≤ |v(t)− HI
αgv(t)− c1| +

2ω

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

|v − u|ds
s
.

ce qui implique :

|v(t)− u(t)| ≤ σ

Γ(α+ 1)
+

2ω

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

‖v(s)− u(s)‖ds
s
.

Ainsi :
|v(t)− u(t)| ≤ σ

Γ(α+ 1)
+

2ω(log T )α

Γ(α+ 1)
‖v(s)− u(s)‖.

D’où
‖v(s)− u(s)‖

(
1− 2ω(log T )α

Γ(α+ 1)

)
≤ σ

Γ(α+ 1)
. (3.20)

Ensuite, pour chaque t ∈ [1, T ]

|u(t)− v(t)| ≤ 1

Γ(α+ 1)− 2ω(log T )α
σ = τϕσ. (3.21)

Donc, le problème fractionnaire (3.1) est stable d’Ulam-Hyers.
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Stabilité Au Sens Ulam-Hyers-Rassias

Définition 23.

Le problème fractionnaire (3.1) est stable au sens d’Ulam-Hyers-Rassias avec respecte h ∈ X s’il existe un
nombre réel τϕ,h > 0 tel que pour tout θ > 0 et pour tout solution v ∈ X de l’inégalité (3.14), il existe une
solution u ∈ X du problème (3.1), avec :

|v(t)− u(t)| ≤ τϕσh(t), t ∈ [1, T ].

Définition 24.

Le problème aux limites fractionnaires (3.1) est généralisé Ulam-Hyers Rassias stable par rapport à h ∈ X
s’il existe un nombre réel τϕ,h > 0 tel que pour chaque solution v ∈ X de l’inégalité (3.15), il existe une
solution u ∈ Xdu problème(3.1),avec :

|v(t)− u(t)| ≤ τϕ,hh(t), t ∈ [1, T ].

Théoréme 14.

Soit ϕ : [1, T ]× R× R→ R est une fonction continue, on supposons que (H3) et (3.15), qui satisfaits, alors
il existe une fonction h ∈ C ([1, T ],R+)et il existe ηh > 0 tel que pour tout t ∈ [1, T ]

1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

h(s)
ds

s
≤ ηhh(t). (3.22)

Alors le problème fractionnaires (3.1) est stable au sens Ulam-Hyers-Rassias.

Preuve 11.

Soit v ∈ X est une solution de l’inégalité (3.16) et notons par u ∈ X l’unique solution du problème(3.1).
C
HD

αu(t) = f(t, u(t), u(λt)), t ∈ [1, T ], 0 < α ≤ 1, 0 < λ < 1

u(1) = v(1).

et donc :
u(t) = HI

αg(t) + c0

et par intégration (3.16), on obtient :

|v(t)− HI
αgv(t) + c1| ≤

ε

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

h(s)
ds

s
.

Par (H3), on trouve :

|v(t)− u(t)| ≤ |v(t)− HI
αgv(t)− c1| +

2ω

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

|v − u|ds
s
.

En utilisant (H1), nous pouvons écrire

|v(t)− u(t)| ≤ σηhh(t) +
2ω

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

‖v(s)− u(s)‖ds
s
. (3.23)

Par conséquent,

|v(t)− u(t)| ≤ σηhh(t) +
2ω(log T )α

Γ(α+ 1)
‖v(s)− u(s)‖.
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ce qui implique :

‖v(s)− u(s)‖
(

1− 2ω(log T )α

Γ(α+ 1)

)
≤ σηhh(t). (3.24)

Ensuite, pour chaque t ∈ [1, T ]

|u(t)− v(t)| ≤ ηh

1− 2ω(log T )α

Γ(α+1)

σh(t). (3.25)

Donc, le problème fractionnaire (3.1) est stable au sen Ulam-Hyers-Rassias.

3.4 Exemples

Exemple 6.

On considérer l’équation fractionnaire du pantographe de type Caputo-Hadamard.
C
HD

1
2u(t) = 1

4 + 3
16et+5x(t) + 3

16et+5u
(

1
2 t
)
, t ∈ [1, e],

u(1) = 1− 2
19u(γ), 1 < γ < e

(3.26)

Pour cet exemple, nous avons α = 1
2 , λ = 1

2 et T = e.
D’autre part,

ϕ(t, u, v) =
1

4
+

3

16et+5
u+

3

16et+5
v,

θ(u) =
2

19
u(γ), 1 < γ < e.

Pour t ∈ [1, 2] et (u1, v1) , (u2, v2) ∈ R2,ona :

|ϕ (t, u1, v1)− ϕ (t, u2, v2)| ≤ 3

16e5
(|u1 − u2|+ |v1 − v2|) .

Par conséquent, l’hypothèse (H1)est satisfait avec ω = 3
16es

Aussi, pour tout u1, v1 ∈ C([1, e]), ona :

|g (u1)− g (v1)| ≤ 2

19
|u1 − v1| .

Donc, (H2)est satisfait de $ = 2
19 .

Ainsi les conditions
2ω(log T )α = 2.5267× 10−3 < (1−$)Γ(α+ 1) = 0.79294,

et
2ω

(log T )α

Γ(α+ 1)
= 2.8511× 10−3 < 1.

Donc, le problème (3.26) a un unique solution sur [1, e], et d’après le théorème président, le problème
fractionnaire(3.26) est stable au sens d’Ulam-Hyers.
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Exemple 7.

On considérer l’équation fractionnaire du pantographe de type Caputo-Hadamard suivante :
C
HD

1
3u(t) = 1

2 + 1
21 cos(t)u(t) + 1

21u
(

1
3 t
)
, t ∈ [1, e]

u(1) = 2
5 −

∑n
i=1 diu (ti) .

(3.27)

où 1 < t1 < t2 < . . . < tn < e, di, i = 1, 2, . . . , n sont des constantes positives avec :

n∑
i=1

di <
1

5
.

Considérons l’équation fractionnaire du pantographe avec ;

α = 1
3 , λ = 1

3 , ϕ(t, u, v) = 1
2 + 1

21 cos(t)u+ 1
21v, θ(u) =

∑n
i=1 diu (ti) Pour (u1, v1) , (u2, v2) ∈ R2

et t ∈ [1, e], ona :

|ϕ (t, u1, v1)− ϕ (t, u2, v2)| ≤ 1

21
| cos(t)| |u1 − u2|+

1

21
|v1 − v2| .

≤ 1

21
(|u1 − u2|+ |v1 − v2|) .

D’où l’hypothèse (H1) est satisfait de ω = 5
21 .

Aussi, pour tout u1, u2 ∈ C([1, e]), ona :

g (u1)− g (u2) =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

diu1 (ti)−
n∑
i=1

diu2 (ti)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

di |u1 − u2| .

D’où l’hypothèse (H2) est satisfait de $ =
∑n
i=1 di <

1
5 donc :

2ω(log T )α

(1−$)Γ(α+ 1)
' 0.13332 < 1.

comme h(t) = t3. alors :

1

Γ(α)

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1

h(s)
ds

s
≤ Γ(4)

Γ
(

13
3

) t3 = ηhh(t).

Ainsi l’hypothèse (H3) est satisfait de h(t) = t3 et ηh = Γ(4)

Γ( 13
3 )

.

Donc, le problème (3.26) a un unique solution sur [1, e], et d’après le théorème président, le problème
fractionnaire(3.26) est stable au sens d’Ulam-Hyers.



Conclusion

Dans ce mémoire, on s’est intéressé à l’étude de l’existence, l’unicité et la stabilité de solutions de certain
type de problèmes du pantographe d’ordre fractionnaire au sens de Caputo et au sen de Caputo-Hadamard. En
effet, on a d’abord proposé la solution intégrale d’un problème pantographe avec deux dérivées fractionnaires
au sen de Caputo, puis on appliqué les techniques de points fixes pour étudier l’existence et l’unicité de
solutions pour le problème donné. On a présenté également une étude de la stabilité au sens d’Ulam-Hyers de
tel problème. Aussi on a abordé la question de l’existence, l’unicité ainsi que la stabilité de la solution d’un
problème du pantographe avec une dérivée fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard. En effet, après avoir
donné la solution générale du problème, on utilisera les théorèmes de point fixe du Banach et Leray-Schauder
pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution du problème fractionnaire.
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