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Abstract

In this memoir, I discuss the existence, uniqueness and Ulam stability of solutions for g-
fractional Duffing problem involving two Caputo and Riemann-Liouville g-fractional deri-
vatives. Uniqueness result for solution of the underlying Duffing problem is presented with
the aid of Banach’s fixed point theorem, while the existence result is derived from Leray-
Schauder’s alternative. Also the Ulam stability outcomes are obtained by using generalized
singular Gronwall’s inequality. An illustrative example is also included.

Keywords : g-Fractional derivative, Duffing equation, Ulam stability, fixed. point

Résumé

Dans ce mémoire, je discute de I'existence, de I'unicité et de la stabilité de Ulam des solutions
du probléme de Duffing g-fractionnaire impliquant deux dérivées q-fractionnaires de Capu-
to et de Riemann-Liouville. Le résultat d'unicité pour la solution du probléme de Duffing
sous-jacent est présenté a I'aide du théoréme du point fixe de Banach, tandis que le résultat
d'existence est dérivé de l'alternative de Leray-Schauder. De plus, les résultats de stabilité de
Ulam sont obtenus en utilisant l'inégalité de Gronwall singuliere généralisée. Un exemple
illustratif est également inclus.

Mots-clés : Dérivée g-fractionnaire, equation de Duffing, stabilit¢ de Ulam, point fixe.
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Notations

Pour facilité la lecture, on commence par introduire les différentes notations utilisées tout au

long de ce travail.

R : Ensemble des nombres réels.

C : Ensemble des nombres Complexes.

K:Le corps des nombres réels ou complexes.

Fq () : Fonction g-Gamma.

Bq(-: ) : Fonction q-Béta.

(X , H . H) : Espace vectoriel norme.

H . H : norme infinie .

C([0;1],R) : Espace de Banach des fonctions continues définies de [0; 1] a valeur dans R .

1 q& f (33 ) : Intégrale g-fractionnaire d'ordre o de la fonction f(x) selon la définition de Riemann-

Liouville.

RL Dgf (CU ) : Dérivée g-fractionnaire d'ordre o de la fonction f(x) selon la définition de Riemann-

Liouville.

CDgf (ZC ) : Dérivée d'ordre non enti¢re « de la fonction f(x) selon la définition de Caputo.



Introduction

ES équations g-différentielles avec des opérateurs dérivés g-fractionnaires ont attiré une grande
L attention ces dernicres années. Ces équations différentielles g-fractionnaires interviennent
dans la modélisation de divers problémes scientifiques et d'ingénierie tels que I'économie, le controle,
la biologie et 1'¢lectrodynamique, etc.. Les conditions aux limites intégrales ont des applications
différentes dans la conception chimique, la thermoélectricité, le flux d'eau souterraine et le flux
de population. Les conditions de détermination de la solution peuvent étre imposées a I'espace du
noyau de reproduction, et on peut donc calculer le noyau de reproduction satisfaisant aux condi-
tions de détermination de la solution.

Ces derniéres années, de nombreux chercheurs se sont intéressés au domaine de la théorie des
équations différentielles fractionnaires non linéaires, qui peuvent étre utilisées pour décrire des
merveilles du monde réel . L'une des équations différentielles non linéaires les plus importantes est

I'équation de Duffing, donnée par :

D?z(t) + kD' (t) = m(t) — p(t,2(t)), &> 0,t€[0;1],
avec la condition aux limites :

(0)—a; =0, Dlz(0)—az=0, a €R,(i=1,2),

ou m et p sont des fonctions continues données, cette équation est utilisée pour modéliser cer-
tains oscillateurs amortis pilotés. De nombreux chercheurs ont discuté de la version fractionnaire

de I'équation de Duffing. Dans [5], les auteurs ont considéré le probleme de Duffing fractionnaire
‘D" + K“CD/Bx(t) = SZ”(Mt) - (10‘1'(75) - £$3<t)7 K, ¢, 5) M > 07

Vt € [0;1], sous les conditions (0) — a; = 0,°DPz(0) —ay = 0,a; € R(i = 1,2), ou

1 <x<2,0<B<1,°D*et°D? sont les dérivées fractionnaires de Caputo.



7 Table des matiéres

Dans cet mémoire de fin étude, on discute de 'existence et I'unicité et de la stabilité Ulam des
solutions pour le probleme de Duffing g-fractionnaire séquentiel de Caputo-Riemann-Liouville,

donnée par :

;

Dy [°D [ Dyx(t)]] = m(t) — Ap(t, x(t),"" Di[a(t)]) — q(t, x(t), I7[2(1))),

q

2(0) =0, “DF[**Djx(1)] =0, ®FD[x(1)] = Ij[x(N)],

(0.1)

Ve [0;1] , a,B,7,A€(0;1], p<v,w@,0 >0, A>0 Ly(y+0+1)#NT°,

Ou CD};, J € a, B,7L D7 désignent les dérivées g-fractionnaires de Caputo et de Riemann-Liouville,
RLS, € 6, est l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville, et p,¢ : [0;1] x R — R et
m : [0; 1] — R sont des fonction continue.

Ce mémoire décompose en trois chapitre :

Le premier chapitre, est un rappel de quelque définitions, notions de base, résultats sur la dérivation
q-fractionnaire et quelque théoréme de point fixe utilisés dans ce travail.

Le deuxieme chapitre, on s'intéresse a 1'é¢tude de l'existence et I'unicité des solution pour le pro-
bléme g-fractionnaire (0.1). L'idée est que transforme ce probléme en un probléme du point fixe et
le point fixe déterminé est considéré soit comme une solution unique pour le probléme, soit I'une
de ses solution. On donne deux résultats, Le premier est un résultat d'unicité obtenu par utilisation
du théoréme de point fixe de Banach. Le deuxieme est un résultat d'existence basés respectivement
sur le théoréme de Leray-Schauder.

Le troisiéme chapitre, on étudie la stabilité au sens de Ulam-Hyers du probléme traité (0.1). On

termine ce chapitre par un exemple illustratif.




Chapitre 1

Notion de base de calcul
g-fractionnaire

Ce chapitre rappel quelques notations, concepts et résultats généraux concernant la théorie du
g—-calcul fractionnaire. Ces notions de base et résultats sont bien connus dans la littérature et seront

utiles pour ce travail, voir [9], [7], [12].

1.1 Fonction de base

1.1.1 Fonction g-Gamma

Définition

Pour tout nombre réel a(ou méme complexe (Re(a) > 0), tel que o > 0, on définit la

fonction q-Gamma par :

(1—q)"
(1—gq)t’

Elle admet une représentation intégrale :

Fy(a) = 0<g<l.

Propriété :

Pour tout o > 0, la fonction q-Gamma satisfait les propriétés suivantes :

L. Ty(a+1) = [a],Ty(a), avec [a], =

2. Vne N, T'y(n+1) =n],!, avec [n],!=[n],n—1],..[1],
En particulier, I',(1) = 1.

(1.1)
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1.1.2 Fonction g-Béta

Définition

La fonction g-Béta est donnée par l'intégrale suivante :
1
By(a, B) = / 11 — qz)Ptd . vV oa,s>0. (1.2)
0

La relation entre g-Gamma et gq-Béta

La fonction g-Béta est liée a la fonction g-Gamma par la relation suivante :

_ Fq(a)rq(@
Byla, B) = T,a+8)

1.2 Intégration g-fractionnaire

1.2.1 Intégrale g-fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition

Soit f : [a,b] — R une fonction continue, on appelle intégrale q-fractionnaire de Riemann-
Liouville de f l'intégrale suivante :

@ — xx—so‘_l s)d,s
13N = / (& — g5)°~ f(s)dgs. (1.3)

Iy(c
Ou « est un réel (ou méme complexe) convenablement choisi.

Proposition
Soit f € C%([a, b]), pour a,3 complexes tels que Re(a) > 0 et Re(3) > 0,0ona
10(10) = 197,
et pour Re(a) > 0ona:

d
S4paf = oy,

d,x

Excnple 01 N

Considérons la fonction f(z) = z°.
Soient a > 0 et 3 > 0, en remplacant dans la définition de l'intégrale de R-L, on obtient :

B0 = | @
_ 1 ’ 2(1— g2 1sPd, s

1 /x -1 Sya—1
= — [ 271 —¢2)* s d,s,
Fy(a) Jo r !
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en effectuant le changement de variable

S
y=—- = s=uy,
X

avec
dys = zdyy,

donc on obtient

BN = i | o0 ) )y

= P;a) /0 1(1 — qy)* Py dyy

B 2ot 1 5 o1

= Fq<04)/0 Y7 (1 —qy)* dgy
a8

= mﬁq(ﬁ +1,a)

_ ™ T (B + 1Ty (0)
T, T, a+ D)

— FQ(B+ 1) J]CH—’B
,(8+a+1) '

1.3 Dérivation g-fractionnaire

1.3.1 Dérivée g-fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
Définition
Soitm — 1 < a < m avec m € N*, on appelle la dérivée q-fractionnaire d'ordre v au sens

de Riemann-Liouville la fonction définie par :

(%D )(x) = (j—) [(I;Mf)m]. (1.4

q

10
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Exemple 02 >>>

On prend la fonction f(x) =

(LDgf)(a) = Dyl

(x — a)P.
—a)’]
m Fq(ﬁ"‘l) +m—a
q[Fq(ﬁ+1+m—a)(x_a)ﬁ ]
Iy(8+1) m o
LG+ ltm_a)e (o —a)’
Ly(B+1) Fq(5+m_a+1)(x_a)ﬁ—a
FyB+1+m—a) TIy(B—-a+l)
Fq(ﬁ_‘_l) (.’L‘—&)ﬁ_a
N Fq(ﬂ—a—Fl) ’

1.3.2 Dérivées g-fractionnaire au sens de Caputo

’_| Définition i

Soit m—1<a<m

(“Dg f)(x) =

Caputo la fonction définie par :

Ly ") ()

et f € C™([a,b]). On appelle dérivée g-fractionnaire au sens de

1

*(p _ pym—a—1 p(m)
o [, €= 0 ).

(1.5)

Exemple 03 >>>

Soit f(z) =

Alors

(z —a)P,z € la;b],ona:

¢D%(x —a)® (v —a)®
st o
<B+1— a)ﬁ_m)
A et —aypr
(ﬂ+1 m) 1
Fq(ﬂ +1) Ty(B+1-m) (z — a)ﬁfa
LyB+1-—m)Ty(B+1-a) .
°Dg(z — a)’ = %(w —a)f,

11



12 Chapitre un : Notion de base de calcul g-fractionnaire

Quelques Propriétés

1. La dérivation g-fractionnaire au sens de Caputo est une opération linéaire,

“Dg(Af(t) + pg(t)) = A°Dg + pDgg(t).

2. °D(°DEf(t)) =° DEAf(t) =¢ DE(eD2f(t))ou f € CY([0;T],R), 0 < o, B < let
O<a+p<1.

3. <D2lIgf] = f.

4 D fI(@) = fla) + z;?:ol“”%yf%).

1.4 Quelques théoremes du point fixe

Dans cette section, on présenté les définition et les théoréme du point fixe qui utilisées dans ce
mémoire.

Définition 1.4.1
Soit (X, || . ||) un espace vectoriel normé, et A : X — X une application, on appelle point fixe
deA tout point x € X tel que : Az = x.

Définition 1.4.2

Soit X un espace de Banach, l'opérateur linéaire A : X — X est compact s'il transforme tout
ensemble borné de X dans un ensemble relativement compact de X.

Définition 1.4.3

Un opérateur est dit compleétement continue, s'il est compact et continu.

Définition 1.4.4
Soit (X, || . ||) un espace vectorielle normé, une application A : X — X est dite contractante, s'il
existe un nombre positif k£ €]0, 1] tel que Vz,y € X, ona:

Az — Ay [<Eflz -yl

Définition 1.4.5
Soit A une application de C([0; 1], R), A est équicontinue si pour tout ¢ > 0, pour tout x1, x2 € [0; 1]
ettout f € A, il existe o > 0 tel que :

|21 — 22| <0 =|| fo1) — flo) [|[< e
Définition 1.4.6

Soit A une application de C([0;1],R), A est uniformément bornée s'il existe une constante £ > 0
telleque : || f(x) ||< k, pour tout z € [0; 1] et tout f € A.

12



13 Chapitre un : Notion de base de calcul g-fractionnaire

Théoreme de point fixe de Banach
Théoréme :[2]Soit X un espace de Banach et A : X — X un opérateur contractant

| Ar - Ay [[< K|z -y .

Alors A admet un point fixe unique, c'est-a-dire 3!z € X tel que Ax = .

Théoreme de I'Alternative de Leray-Schauder
Théoréme :[8]Soit A : X — X telle que pour tout » > 0, l'application A |, est une contrac-
tion.
Soit
ea={reX:x e dzr Ve |0;1]}

Alors, au moins l'un des énoncés est vérifie :

1. L'ensemble € 4 est non-borné.
2. L'application A a un point fixe.

Théoréme de Arzela-Ascoli
Théoréme :[2]Soit A une application de C([0; 1], R), A est relativement compact dans C([0; 1], R)
si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. A est uniformément borné.
2. A est équicontinue.

3. Pour tout x € [0; 1] I'ensemble { f(x), f € A} C X est relativement compact.

13



Chapitre 2

Existence et unicité du Probléme
g-fractionnaire de Duffing

Dans ce chapitre, on s'intéresse a I'é¢tude de 1'existence et 1'unicité des solutions pour un pro-
bléme g-fractionnaire de Duffing avec des dérivées g-fractionnaires au sens de Caputo et Riemann-
Liouville.

On consideére le probléme de Duffing suivant :

(“Dg [“Dy [ Dya(t)]] = m(t) — Ap(t, x(t),"" Dy[x(t)]) — q(t, «(¢), I [x(t)]),
2(0) =0, <D[RLDIZ(1)] =0, RLDYx(1)] = I°[x(\)], o)

vVt € [0;1], «,B,7,A€[0;1], p<v,@,0>0, A>0 Ty(y+6+1)#£p1+.

\

Ou “D¢ et “DJ sont des dérivées g-fractionnaire au sens de Caputo. #*D7 et #* Dk sont des
dérivees g-fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, I;7 et | g sont des intégrale de Riemann-
Liouville.

p,q: [0;1] xR?2 - R et m: [0;1] x R sont des fonction continue.

On va étudier l'existence et 1'unicité de la solution a l'aide de principe de contraction de Banach puis
on montre 'existence de solution pour le probléme avant est montre par utilisation du théoréme de
point fixe de Leray-Schauder[10],[8] .

2.1 Lemmes auxiliaire :

Lemme 1:
Soit h € C™ (]0;1],

0; m € N* pour m — a < a < m. La solution général de 1'équation diffé-
rentielle DY [h(t)] =

),
est donnée par :

h(t) = co + cit + cot® 4+ .. 4 Cop_it™ 1,

oug €eR, i=0m—1, m=a]+1
Lemme 2:
Soith € C™ ([0;1],R), m € N*pourm —1 <a <m,ona:

I8 [°De[h®)]] = h(t) 4 co + it 4 oo + Cpt™

14



1¥hapitre deux : Existence et unicité du Probleme qg-fractionnaire de Duffing

pourtoutc; € R, i =0,m—1, m=[o]+ 1.

Lemme 3:
Soith € C™ ([0;1],R), m € N*pourm —1 <a <m,ona:

[((1l [R'LDg [h(t)” = h(t) + 1t + CQtQ ...... + Cpp1t™ T,

pourtoutc; e R, i=0,m—1, m=[a]+ 1.

Lemme 4:

Soit h € C' ([0;1],R), alors la solution du probléme de Duffing g-fractionnaire suivant :

(<Dg *D§I* Dy (1)]) = (1),

q

|Vt € [0;1], a, 8,7, A €[0;1], n<vy,w,0>0, A>0,

est donnée par :

1 t
o) =m0 s
8+ 1 o
T T T J, 0 0 e
A )
Ty(a+ 6t+ y+0) /0 (= g™ () dys
AP
+—F (aiﬁ)/o (1 —qs)* " h(s)d,s
AN+ 0y 1 o
T+ +0+ ly() /0 (1= 5" h(e)dys
AP !
T i)r (a)/o (1— ¢5)* Lh(s)d,s.

Ou
— gy +0+1)
Po(y + DX =To(y + 6 + 1)}

2(0) =0, “DF[**Djx(1)] =0, *ED[x(1)] = IJ[x(N)],

(2.2)

15



1€hapitre deux : Existence et unicité du Probleme qg-fractionnaire de Duffing

Preuve :
Soit 1'équation

‘DS DI DY (t)]] = h(t).

En appliquant l'intégrale g-fractionnaire de R.L d'ordre o > 0, on obtient :

afc hafe R.L o
12D DS Dy (e)] = 17 [h(2))
Par lemme 2, on trouve :
“DIFEDY(t)] + co = IS h(1)).
Alors :

c R.L 6%
DI EDYx(t)] = I3 [h(t)] — co.
En appliquant l'intégrale q-fractionnaire de R.L d'ordre 8 > 0, on obtient :

LD Dy ()] = LI [R(1)] — col.

Par lemme 2, on trouve :

BLDIx(t)] = I3 [h(t)] — I7]co] — c1.
En appliquant l'intégrale g-fractionnaire de R.L d'ordre v > 0, on obtient :

LD )] = LI [h(t)] = I [co] — cal.

Par lemme 3, on trouve :

w(t) = I7 ()] = 1) [eo) — I [e] — et
Alors, la solution générale du probléme (2.2) est exprimée sous la forme de I'équation intégrale
suivante :

= 1 t — q8)* P (8)d, s
£(t) = )A@ 45)" 1 (s)d,

Lyla+ B8+
8+ Y
- CO —_
LB +)" T,h+D " 2
Maintenant pour trouve les constante ¢y, ¢; et ¢ on utilise le condition du probléme (2.2).
D'apres la condition z(0) = 0; on obtient :

C1 — Cgt’y_l. (24)

—c =0 = = 0,
et’ DI [P DYx(1)] = 0, on obtient :

‘DIFEDIz(1)] = ISR(1)] —co=0 = o =" ITh(1).

q
On passe par la dernier condition #* D7 [x(1)] — I¢[:(\)] = 0, on obtient :

Loy +0+1) (14470 [y (V)] — ]q”ﬂh(l)]

Ccl = q

SN T (y+0+41)
A\B+r+o 1

_mfg[h(l)] + mlg"[h(l)])-

Substituant ¢y, ¢; et ¢ en (2.4) , on obtient la solution (2.3).

16



1TChapitre deux : Existence et unicité du Probleme qg-fractionnaire de Duffing

2.2 Existence et unicité de solution du probléeme (2.2)

Considérons l'espace de Banach X telle que :
X={z: 2eC([0;1,R) et "FDIeC([0;1],R)}.

De notes I'espace équipé de la norme ||z||x = ||| 4 ||**Dhz|| ot :

lzll = sup |z(t)] et ||*FDjzl| = sup [*FDya(t)].
te(0;1] te(0;1]

D'apres (2.3) on défini l'opérateur A telle que :

A: X — X
x(t)— Az(t), vV te[0;1],
tel que :
(1) = plt, (1) Dy (),
et
G310 = alt, 2(0). 2 T ().
Ona:
Aalt) = s [ (= 0™ () = Api(e) = 2(00) dys
8+ 1 ol . .
T T T, (e ms) = Ap) — () s
At A ot B 01 ; ]
T O e () — A (s) = () s
At ! atfo1 . .
a4 () = Api(s) — () dys
AN+ ! ael \ \
T T, (9 () = A — () dys
At ! el \ N
e | ) - Apis) — ) . 25)

Et "PDEA x(t) estdonné par :

1
Fola+ B8+~ —p
$8+7—1 1 1 . .
Ty(B+7—p+1) Tyla) /0 (1= as)" (mls) = Apa(s) = 6(9)) oo
T,(B+7+ DA
T,B8+7y—pu+ D) (a+B8+7+60

Ly(y+ 1)A—* 1 Bl . .
i (e ) = Api(e) () dys

RLDEAx(t) =

) /0 (t — qS)a+B+7*ufl (m(s) — Api(s) — q;(s)) dys

) /0 (A—gs) TP (m(s) — Api(s) — ¢3(s)) dys
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1&Lhapitre deux : Existence et unicité du Probleme qg-fractionnaire de Duffing

ANFHT (v + 1)1+

T, B4+ 0+ )hy(a)T,(v— i+

1) /0 (1—gs)* " (m(s) — Api(s) — ¢(s)) dys

AT, (y+ )+

_qu + DIg(a)ly(y —p+1

) /0 (1—gs)* " (m(s) — ApL(s) — qi(s)) dys.  (2.6)

Dans la suite, on prouve l'existence et 1'unicité de la solution de I'équation non linéaire de Duffing-

(2.2).

Ainsi, introduire les notation suivantes :

Et

1 1
Lyla+B+v+1) +Fq(,8_|_7+1) T (o +1)

|A|)\a+ﬂ+w+9
J’_
F,B+v+ Dl (a+B8+7v+60+1)

N A
Lo(v+ DT+ B +1)

‘A’)\ﬁ-i-"f—i-e
+
F,B+7+0+D(a+ 1)l (y+1)

Al

Ly(B+ DTg(a+ Dly(y + 1) (2.7)

1 1
+
Fq(a‘f'ﬁ‘f’/y_,u—f‘l) FQ(5+7_M+1> Pq(Oé—l—l)

|AIT (B + v + 1)AtFr+6
R I O E R Y

0" =

[AlLg(y +1)
Lo(y =+ Dlg(a+ B +1)

F,B+v+0+D(a+ 1)l (y—pu+1)

Al (v +1)

Lo(B+Dlg(a+Dlg(y — p+1). (2.8)
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1€hapitre deux : Existence et unicité du Probleme qg-fractionnaire de Duffing

2.2.1 Unicité de la solution du probléeme (2.2)

En se basant sur le principe de contraction de Banach, 1'unicité de la solution du probléme g-
fractionnaire (2.2) sera prouvée.

Théoréme 2.2.1 h
Soit p,q :[0;1] x R — R et m: [0;1] — R des fonction continue, supposons que :

(H,) : il existe une constant k; > 0, (i=1,2) telle que V¢ € [0;1] et x;,y; € R, (i = 1,2)

Ip(t, x1,22) — p(t,y1,y2) < k1 (Jzr — y1)| + |x2 — y2 ),

et

lq(t, 21, 22) — q(t,y1,y2) < k2 (|Jz1 —y1)| + |22 — 12| ).
Si
1
Fg(w+1)

Ou® etO* sontdonnées par (2.7), (2.8). Alors le probléme (2.2) admet une solution unique
sur [0; 1].

ki A+ ko(1 + ) < (©+6%L (2.9)

4

Preuve :

Pour montrer que .A admet un point fixe unique, il suffit de montrer que l'opérateur .A est contrac-
tant. Définir II = max{Il; i =1,2,3}, oull; sont des nombres finis donnés par :

I, = sup [p(t,0,0)] Il = sup [q(t,0,0)]
te[0;1] te(0;1]
et

II; = sup |m(?)]
te(0;1]

On montrons que AB. C B, ou B, ={z € X, |z|x <¢€}
telle que :
> H(A+2)(@[;|—@) |
- KA+ Ko+ ———| (0 +©
At Rt T O

(2.9)

pour z € B, on obtient :

pa ()] = Ip(t, =(t)," Dx(t))]

< |p(t, =(8),"" Dffa(t)) — p(£,0,0)| + [p(t, 0,0)]

19



2@Chapitre deux : Existence et unicité du Probleme g-fractionnaire de Duffing

< Ky (|l=ll + |+ Dya]]) + 11

< Kilz|x + I < Kpe +1I. (2.10)
Et

|2 (0)] = la(t, 2 (t), ITx(1)))]
< lq(t,2(t),""* ITx(t)) — q(t,0,0) + |q(t, 0,0)]

< Ko ([lofl + %7 (2)]]) + T

< K (1+ ) ey + T,

Lg(w +1)

1
<Koy|1l+=—F7—— IT. 2.11
< s (14 ) o 21

J'utilise maintenant (2.10) et (2.11), on peut écrire

A < supreion {m Jtt=as+ 5071 (nls) = Api(s) = :(5)) ldgs

tﬁ+7 ' a—1 * *
T [, () ) = Ani(s) = (5 s
At? ’ a+p+y+0-1 * *
Ty(a+B+7+0) /0 (A = gs)™ 77 (m(s) — Apy(s) — 4;(5)) ldgs
Aﬁ’ ' a+p8—1 * *
a1 e nls) = A (s) = () by
AN 04y

T T, (90 nle) = A (s) = 6(5) s

At
T,(B+1)

Fq(a)/o (1—(18)0‘_1’(771(8)—141);(8)—q;(g))’dqs}.

Ce qui implique que :

ko 1
A < |kfA+k
| (x)”—{l * 2+rq<w+1>] (Fq(a+5+v+1)
1 |A‘)\a+/3+7+9

T8t 4D Tat 1) T3yt Dl @t Biyt0tl)

N |A| N |A|)\B+w+9
Ly + 1Dl (a+B8+1)  TyB+v+0+ 1) (a+1)T(y+1)

20



2Chapitre deux : Existence et unicité du Probleme g-fractionnaire de Duffing

Al 1

ﬂwﬁ+wnm+wuw+w)€+mA+”<nm+ﬁ+v+w
1 |A|)\a+ﬁ+w+9

+Fq(ﬁ+7+1) [y(a+1) +Fq(ﬁ+7+1)rq(a+6+7+6+1)

N \A] N ’A‘)\ﬁﬂw
Loy + Dhg(a+B+1)  Ty(B+7+0+ 1) (a+ 1)y(y +1)

N A )
I'y(8+ 1)Fq(a + 1)Fq(7 +1) )

ko
=k A - I1(A +2)6.
[kl +k2+rq(w+1)]@e+ (A+2)0

Aussi, en utilisant (2.6), on a

ko 1
R.L D < |k A
"Dy Al < [kl +k2+rq(w+1)} <Fq(a+ﬁ+7—,u+1)

1 N |A|T4(B + 7 + 1)Aerstate
L,B4+7y—n+1) Tyla+1) T 8+7—pu+1)(a+8+y+0+1)

+

|A[Ty(y + 1) [ANTHT (v 4 1)
Fo(v=p+Dlg(a+B+1)  Ty(B+v+0+1DT(a+Dl(y—p+1)
T, Do+ D0 —a+ 1) ) T AT R e v — a1
N 1 |AID (B + 7 + L)Aetpte
FyB+~y—p+1) I'y(a+1) T, B+y—p+DI(a+5+7+0+1)
|A[Ty(y + 1) AT (v 4 1)
Ty —p+ D)T(a+B4+1)  To(B+v+0+1)T(a+ 1) (y —p+1)
Al (v +1)
Fq(ﬁ + I)Fq(a + 1)Fq('7 —p+ 1) ‘

res]

Par conséquent :
lA(@)]|x = [ A®@)]| + | Dy A=) |
< {klA + ko + L} (O 4 O%)e

I'y(w+1)
+II(A+2)(0+0%) <e
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2Lhapitre deux : Existence et unicité du Probleme g-fractionnaire de Duffing

Cela montre que A mappe B, sur lui meme . En effet pour z,y € B, ett € [0;1]ona:

|Ax(t) — Ay(t)| =

Donc :

|Az(t) — A

y(t)

Eﬁﬁ%iﬁl[“_q”HM%%m“%"%ﬁﬁ_@“”%S
e | e 0l — )~ ) s
Twa+§iv+ﬂ%AXA—wwWﬂ”*0MQ—Amwr—ﬁwn%s
.%Mﬁiﬁ)lil—wwﬂﬁ%m@»—A@@»—@@»%s

A)\,B“F’Y-l-@t‘y
J’_
FyB+y+0+1

T,(a) /0 (1—gs)* ' (m(s) — Api(s) — qi(s)) dys

1“5fgnm,47vwﬁawm@»n@X$—@@»%s

'i@fgrglb—ww%”%m@—A@@—@@»%s

TG Vtiﬂn r,(a) /01(1 = 45)™"" (m(s) = Ap(s) = ;(s)) dys

+Fq(a +§th v +6) /OA(A = qs)* P (m(s) — Apy(s) — gy (s)) dys
AtY

_m/o (1-— qs)a+,3—1 (m(s) — ApZ(S) — qZ(S)) d,s

A)\/B+7+9tv
T,(B+7+0+1

)T, (@) /0 (1—gs)* " (m(s) — Ap:(s) — ¢(5)) dys

ALY
+
Ly (5 + 1)

r,(a) /0 (1—gs)*! (m(s) — Ap,(s) — q;(s)) dgs|.  (2.12)

1 ! a+p+vy—1 * * * *
< e € e A ) = o)+l s) — a5

8+
+
L(B+y+1

) Ty(a) /0 (1 —as)* " (Alpy(s) = py ()] + laz(s) — q5(s))dys
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T,(a |+A gi; ) /0 A(A—618)“*5*””‘1(Alp;i(s)—p;;(s)|+|q;;(s)—q;;(s)|>dqs
*rﬁlf 5) /01<1 = qs)" P (Alpi(s) — py(s)] + laz(s) — 45 (5))dys
*rﬁlf 8) /01“ — )" Al () = ()] + lai(s) — a3 )dys

Fq<ﬁ!j§¥;fq<ag jﬁl<1 = 5)* M (Alpi(s) = P (s)] + |43(5) = gy (5)])dgs
¥ m / (¢ — 45 (Alpa(s) — B5)] + 1a2(6) — a3 (6) s
T+ fjl) T, (o) /01(1 —qs)" " (Alp(s) = py(8) + laz(s) — gy (s)]dys

I, (a 'f /|at iv ) /OA“—‘IS)“”“”1<Arp;;<s>—p;;<s>\+|q;;<s>—q;<s>|>dqs

INA

S [ = A ) = )1+ 1665 — a5

|A|)\B+7+9t’y
LyB+y+0+1)

r,(a) / (1=gs)™ " (Alp;(s) = pj ()| + a3 (s) = g} (5)]) dys

Al
EESIY

(a)/o (1=gs)* " (Alps(s) —py ()| +1az(s) —gy(s))dgs.  (2.13)

1 ! a+B+vy—1 * " * o
HA(w)—Aw)HStztﬁ]{m J =0 A ) = 530 162 6) = a0 s

B+
_l’_
Fe(B+7+1

) Fq(a)/o (1 —as)* " (Alpi(s) — py ()] + laz(s) — q5(s)])dys
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T,(a |+A gi; ) /0 A(A—618)“*5*””‘1(Alp;i(s)—p;;(s)|+|q;;(s)—q;;(s)|>dqs
% /01(1 — qs)* P (Alpi(s) — ()| + |5 (s) — g (s)])dys
g%%%gﬁ71—wfﬂg%&m@»—m@»+my@—@b%s
T, (8 f‘lt)}q(a) /0 (1 g5 AILS) — Bl + a2 (5) — g5(5) s
" m /Ot(t —qs)* P (Alpy(s) — py ()] + laz(s) — gy (5)])dys
T+ fjl) T, (o) /01(1 —qs)" " (Alp(s) = py(8) + laz(s) — gy (s)]dys
I}(a!iigif1“+f” /ﬁA<A“q5>“*5*”*91@4u§<s>—¢5<s>w+|q;<s>—¢g<sn>dqs
fﬁ%%ﬁA%PW®ﬁﬁ%Mﬁﬁ—@@»ﬂ@@—@@WQS
N

Iuﬁ+7+e+nn@gﬂ<“ﬂ@““m@@*mﬂﬂ+Wﬂ@—@@m%s

At ' a1( gl . o)
Pq(5+1)rq(a)/0(1—98) (Alpm(S)—py(S)|+|qz(s)—qy(s)|)dqs}. (2.14)

Donc, en utilisant 'hypothése (/;), on trouve :

WM@—A@NS{&A+Kr% olle - yl. (2.15)

)

et

K
R.L nyp _RL pp 2 * _
"D A) = DA < |Knd ot Ko+ s | €l =l (2.16)
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2%Chapitre deux : Existence et unicité du Probléeme g-fractionnaire de Duffing

De la définition de ||.|| x, on obtient :

lA(z) — A@y) | x = [l Az — Ay|| + || Dy Az == Dy Ay |

K

< | KA+ Ky+ ——2
—{1 " Ty(w +1)

} © + Ol — ylx.

Ou O et ©* sont donnés par (2.7)(2.8),ona:

ks

A+ kg + ———
[1 2T T(w+1)

1 <(®@+069

Par conséquent, .4 est une contraction. Ainsi, selon le théoréme du point fixe de Banach, le

probléme (2.2) admet une solution unique.

Exempic b N

On consideére le probléme de Duffing g-fractionnaire suivante :
(e ] x L+e™ e (2 + Cos(2ma(t))
"D |*Doas | “Disa(t)| | = -z
0.25 { 0.25 025%(t) o5 2 \ 397(e + Ve "

28in(2r R DI [x(1)])  2(cosht + 1)

BTy Tl Ty
- RLTS o

B - = | Sintx(t) + 10.2515(15) n Sinh(t* 4+ 1) |
ntt2) 7 Lnn () -

V3 il
“Dy’s [R'LDS.%x(l)]a = 0;

R'LDEQE@(D =L 152595(3);

4
avec
a:ia6:%§77:%7A:i>O
| n=p<7=LZw=2>0,etl=35, A=2 q=73€(01].
o 1
12 + Cos(2mx(t t2Sin(2rft L DI [x(t t2(cosht + 1
() = 0.25
v 397m(e + /m)e ? 397m(e + /m)e t 397m(e + /m)e '
5
o RLTS, w(t Sinh(t* + 1
() = — ¢ — | Sinx(t) + O'QSf( ) + 20 (t+1) ,
49(In(t + 2) + m2) 1 +RL [52(t) 7
1 t+1
mit) =~
25
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Existence et unicité du Probleme g-fractionnaire de Duffing

a partir de ces données, on obtient :
A Loos(§+35+1)

Fo_25(% + ]_) [(%)5+§ _ FO.QB(% — % + 1):|
A = —4.464919794.

i
| —4.464919794] (3)*" 2
(L+I+DNE+L+I+5+1)
| — 4.464919794]
E+D)+T(5+%+1
| - 4.464919794] (3) 2 "
NG
(F+E+3+ D5+
| — 4.464919794]
+ \/3 e s ’
F%(— + 1)1—‘%(1 + 1)1—‘%(3 +1)

~—

r

1
1

2

© = 10.71615689.

1 1
o = +

Ti(¢+%+2-3+1) T

e V3., xm
| — 4.464919794|0s (2 + £ +1) (3)* "2 757
+ \f e f s 1
D+ 25+ DD (5 + P+ T+ 5+ 1)
| — 4.464919794[T1 (% + 1)
+
Ly(E -+ D)+ T35+ % +1)
V3 w1
| — 44649197941 (2 +1) (3) 2 57
+ 75 . 1
PP+ 5 +5+DI(§+DM(E— 5+ 1)
|—4464919794\F;(§ 1)
+ 4
T2+ DU (§+ DFa(E -5+ 1)

O" = 14.35694133.

Etpour tous ¢ € [0;1] et x;,y; € R i = (1,2)
t2
t —p(t
|p( ,131,1‘2) p( Y1, y2)| = 397T(6—|—\/_) t2| 1=

et

-7

(&
t <
alts 1 p2)] < 19(in(t + 2) + 72)

Donc la condition ( C) est satisfait
e

k= ——— ko =
' 39n(e + /7) ?

lq(t, z1,z2) — |21

— 1|+

t2
wl+ 397(e + /r)e © 2= 1l

—T

49(In(t + 2) + n2)

|1172—3/2|-

—T

e

49(In(2) + )
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2Thapitre deux : Existence et unicité du Probleme g-fractionnaire de Duffing

D'ou (H;)

k1A + Ky + = 0.00688447375 < (© + @*)71 = (0.039883388383,

He

donc tout les condition du théoréme satisfaite, par conséquent le probléme (2.1) admet une
solution unique.

2.2.2 Existence de la solution du probléme (2.2)

Le théoréme suivant établit I'existence d'une solution au moins d'une probléme g-fractionnaire(2.2) :
la preuve du ce théoréme est basé sur le théoréme du point fixe de Leray-Schauder.

Théoreme 2.2.2 h
Soitp,q: [0;1] x R? — R etm:[0;1] — R des fonctions continues, supposons que :
(Hy) : Nl existe des constant &;, x; >0 (i =0,1,2) telles que:

Ip(t, 2, y)| < &+ &ilz] + &alyl.

lq(t, 2, y)| < Ko + Kalz| + Kalyl.
(H,) : 1l existe un constant M > 0 et |m(t)| < M, Vt € [0;1] :

Al + &) +R1+ kR < (040971 (2.17)

Ou O et ©O* sont données par (2.7)(2.8). Alors le probléme (2.2)admet au moins une
solution sur [0;1].

4

Preuve :
On va utiliser le théoréme du point fixe de Leray-Schauder pour montrer 1'existence d'une solution
pour le probléme (2.2), et pour cela on passera par 4 étapes .
Etape 1:
On montre que A est continue
Soit (2, )neny C X une suite telle que : z,, — x (nl_l}}rqoo |zn, — || = 0), il faut montre que

lim |Az, — Az| = 0.
n—-+00

Ona
_ 1 ' a+B+y—1 * %
A1) = ey | (=0 ) = Apii(s) = 0 (6) ds
8+
T T / 149" (m(s) = Apai(s) = a:3(5)) dys
ALY
Fln 6t—|—7—|—9 0 05059 nls) = A 5) -~ ) s
A !
+F(a—t+ﬁ) [ = a9 ) = A o) = 36D s
! AN 0y

)T, () /0 (1—gs)* " (m(s) — Api(s) — quii(s)) dys

L(B+7+6+1
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AtY ! ol . .
Ty(B+ Dly(a) / (=)™ (mls) = Apen(s) = gun(s) dys.

Pour toutz € Rett € [0;1],ona:

A () = A1) = | ey D= 05)" 57 m(s) = A (s) = 3 (9) s
B+ 1
T T / (1= as)" (m(s) = Apei () — 43 (5)) dys
T ), T () = A (s) = 0 (5) s
AtY

) /O (1—gs)*™ 1 (m(s) — Apai(s) — qur(s)) dys

Fyla+p 1
Ty(B+7+0+ 1)Ty(a) /0 (1=g5)""" (m(s) = Apay(s) = Gan(s)) dys

A L . * *
Ly(84 1)Tg(w) /0 (1 —qs)* (m(s) = Apap(s) = Gy (5)) dgs

1 t o
Ty(a+p+7) /0 (t = qs)* 77 (mls) = Apar(s)-a30)) das

ANy

8+
J’_
Fy(B+7+1

) I‘q(a) /0 (1 - QS)O‘*1 (m(S) — Ap;(s) _ q;(s)) qu

¥ A
Ty(a +%t+ 7 +0) /0 (A—qs) 07 (m(s) — Api(s) — q2(s)) dys
At? ' a+p-1 * *
T (atp) /0 (1—gs) (m(s) = Apep(8) — qun(s)) dys
AN Oy

T e Dn G, (0 ) — An0e) — i) s

At 1 . * *
i Lq(8 4 1)T(a) /0 (1—qs)* (m(s) — Apy(s) — ¢;(s)) dgs|.

Ce qui donne :

A, (t) = Aa(t)] <

a -1
(a+ﬁ+7 fO o

A(pan(s) = p3(s) + (@in(s) — 43 (s)) | dgs

8+

T,Gt7+1) rq<a>/o (1=gs)

HAMPEA(8) = PE()) + (ghn(s) — q2(8))|dys

N A ot Byt O—1| 4 ¢ x ) \ :
T O A ) ) o) i) s
s [ 0= 0 A ) = ) + (02n(5) — 06D e

|A|)\ﬁ+v+9tv 1
+ | a-a)
Cy(B+7+0+ 1)y (a) Jo

a—1 A(p;n(s) —p;(S)) + (q;n(‘g) - q;(S))

dgs
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|AtY ! ot
I, + Dhy(a) I

Comme p,q des fonction continue, Alors :

A(Ppn(8) = pp(s)) + (€on(s) — ¢z () |dgs-

lim Az, — Az| = 0.
n——+0o00

D'ou A est continue sur X.
Etape 2:
On montre que A est borné

On définit l'ensemble 2 € B, = {z € X; ||z|| < €}

[Ac(t)] = ﬁ [ = a9 ) = Api(s) () dys
8+
e a>/0 (1= 49)" " (ms) — Api(s) — G3(5) dos
T Bﬂw [0 05059 (nls) = A ()~ a2(6) s
+% [ =07 ) = i) — a5 s
BA+04y 1
T, (e ) = A () = o) ds
T L (19907 ) = A () — a2 (5) )
Alors
A < ey [ (= 0™ () = A (o) = g2(5)) s

B+ 1 ol . .
T T, (e me) A (s) = g (s)) s
|A|t’y ’ a+pf+y+0—1 * *
Fq(a+6+v+9)/o (A = gs)™ 77 (jm(s) — Apy(s) — 45 (s)]) dys
|A|t7 ' a+p-1 * *
T ) (mls) = A (s) = () s
’AH)\lﬁ-ﬁ-Wﬁ-@t’Y

T L (0 e ) — A e) — o)) s

At ! = * *
T3+ DT, (a) /0 (1—gs)* " ((s) — ApL(s) — qi(s)]) dys.

Il existe une constante positive A; (i = 1, 2), telle que :

p(s)] = Ip(s, 2 (), Dyla(s)]] < As,
|4:(s)] = la(s, o(s),"" " I7 [ (V)] < As.
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En utilisant I'hypothése (H-), on obtient :

|Az(t)|| < O[M + AN + Ay).
|4 DEAz(t)|| < ©F[M + AAy + Ay,

D'apres la définition de ||.|| x, on a;

@) lx = I A@)] + "Dy A=)
< OIM + ANy + Ao] + O [M + ANy + A9
< H + K < 00

Donc A est bornée.
Etape 3:
On montre A est équicontinue

Soitz € Ret t;,ty € [0;1] avect; <ty, ona:

[Aalta) = Ae(t)] = | s [ (=)™ () = Api(s) = a2(s)) dys

Fq(a+6+7

o+ ! aci . .
Ty(B+v+1) Ty(a) /0 (1 —gs)* " (m(s) — Apy(s) — q;(s)) dys

At
Fjla+8+~v+6

A
) /0 (A — qs)* TP (m(s) — Api(s) — ¢i(s)) dys

At] ! atB1 . .
+m/0 (1 —gs)*™~1 (m(s) — Api(s) — qi(s)) dys

ANSHIH0L]
+
L (B+y+0+1

)T, () /0 (1—gs)* ' (m(s) — Api(s) — qi(s)) dys

At) ! ol ; )
'rqwﬂ)rq(a)/o (1 qs)° (m(s) — Api(s) — q(s)) dys

1 h a+B+y—1 _ * —a*
‘m/o (t1 = gs)* 7T (m(s) — Api(s) — ¢ (s)) dys

tfﬂ 1 - * *
T, B+ +1) Tya) / (1= qs)™" (m(s) — Apy(s) — q;(s)) dys

N At]
Lola+p+~v+0

) /O (A — qs)* P01 (m(s) — Api(s) — ¢3(s)) dys

30
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At} ! atB1 ) ]
_E@:E[Xyﬂg13om@—m4$—%@Mw

AN+

T,(B+7+0+ 1), () /0 (1= g5)"" (mls) — Ap(s) — 4(5)) dys

Af] 1 . o
Fq(ﬁ + 1)Fq(a) /0 (1 —gs) (m(s) — Api(s) — ¢;(s)) dys

Ce qui donne :

1 " atB+y-1 at+f+y-1 . *
|Az(t2) — Az(t)] < m/o ((t2 — gs)*** — (ty = gs)* ) Im(s) — Api(s) — gi(s)|dys

+E@§?iafn@wwﬁvﬁm@Mﬂ@ﬂﬂ%s
VCESESY aL/(< — qs)" ) m(s) — Ap(s) — q3(5)|dys
(géli;;jjil-e j{ gs)* 7 71) Im(s) — Ap(s) — q3(s)|dys
DU BL T4 g7 ) — i) = 06

JAMmlik; ﬂy/ 255 m(s) — Apt(s) — g2()ldos.

En utilisant 'hypothese, on trouve :

M+ AN+ Ay

I At) ~ A ()] < 5

(tQ _ tl)a+ﬁ+’y + |t<2x+ﬁ+7 _ t?+ﬁ+7|:|

M+ AN + Ay

to — ¢ atB+y
Tatptyrn

(M + AN + Ay) |t6+7 _ tﬁ-w,
T,(B+7+ )T (a+1)"

(M + ANy + Ao)|A|[t5T7 — ¢7F7| yot5-1
T a+B8+y+0+1)

(M + AN + Ao)|Altg — ¢
Fya+8+1)

(M + ANy + Ay)| Aty — L] |NH
T, (B+7y+0+0+ 1T (a+1)

(M + AN + Ao)|Altg — ¢
LB+ Dlg(a+1) 7
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d'autre part on a :

|%L Db A (t) —EDE Ax(ty) || <

M+ AN + Ay [(tg )t B e |fat B _ ety
Fja+p+v+1) 2 !

+ M+ AN+ Ay (ta+,8+w—u _ ta+,3+7—u)
Lola+4+y+1)"" 1

(M + AAy + Ay) |tb’+vw _ t5+77u|
B4+ D (a+1)" 2

(M 4+ ANy + Ao)|A|[t5H77H — s \otb-1
T a+B+7y+04+1)

(M + AN+ Ag)|AJlt; ™" — 87"
Fyla+B8+1)

(M + ANy + Ay)|A|t37F — ] #INPHH0
T,(B+7+0+0+ 1T, (a+1)

(M + A + A)|AJIE T —
LB+ Dha+])
| Az(ty) — Az(t;)|| — O car ty — t; — 0,
d'ou A est équicontinue.
Etape 4:
On montre que l'ensemble

w={zre X, z=pAx 0<p<l1},

est borné.

0) = pAr(D)] = | ot Syt = 09)7 07 m(s) = Api(s) = 2(5) s
e | e ) — )~ ) s
T (3= gs) I (s) = Api(s) = 42(5) dys
o [ ) = A9 — ) ds
A [0 ) = Api(0) — () s
e | A ()~ Api6) — ) |

Alors :

()] < (M + Ao + &|z] + &) + (ko + Kalz| + kaly]) )
- L+ B+7+1)

+(M+ Ao + &ulz] + &) + (ko + K1 x| + kaly]) )
T (B+~+1) Ty(a+1)
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(M 4 Ao + ale] +8) + (ko + kale] + haly) )| A7+
Ty(B+7+ Dlg(a+B+7y+0+1)

(M + A(&o + &ilw] + &) + (Ko + kifa| + kafy]) )|A|

" T,y + Dly(a+ A+ 1)

(M + A& + &ilx| + &) + (ko + kilz| + Kaly]) )|A|/\ﬁ+7+9

" .+ +0+ Dy + D0y + 1)

+(M + A& + &ilz] + &) + (ko + kifz] + kalyl) )|A|
Ly(B+ DT g(a+ DT (v +1) ‘

Ce qui implique que

lz(t)] < [M + A&y + ko + [A(&1 + &2) + (k1 + ko)] ||z x] ©.

D'autre part on a :

FEDRO] = oD 1) |= | oy o T () = Ap(s) = a3(o)) s
T,(8+ fypiﬁl"j;ﬂl) T, (@) /01(1 —q5)*7" (m(s) — Apy(s) — 4;(s)) dgs
'nw+g%fi%E2ﬁZ;JHﬂ%AX*ﬂ$ﬁmw“%m@%w@y@—@@»%s

rq<§r_q(,f++ f))é ﬁ(H ) / (1= 4975 (o) — Apis) — 42(5)) dys
Ly(8 +va i@fifﬁi@?ﬁjﬁ p+ 1) /0 1(l_qs)“‘1 (m(s) — Apy(s) — q(s)) dgs
A D g () = A9~ 6(9) s
Alors

(M + A& + & x| + &) + (ko + ki|x| + kaly]))
Fyla+B8+vy—p+1)

R.L
[ Dy (t)]| <

+(M + A& + &ilz] + &) + (ko + Ki[z| + Kalyl) )
LB+~ —pu+1) Ty(a+1)

4 (M + A(& + &lz| + &) + (ko + ka|z| + kaly]) ) |A[T4(B + v + 1)AeArto
LyB+y—p+D)l(a+B+y+0+1)

M + A(&o + &z + &) + (ko + Kilz| + Faly|) )| A[Tg(y + 1)

!
y(y = p+ DT (a+ B+ 1)

+(M + Ao + &ilz] + &) + (ko + kalx| + kaly|) )‘A’)"Bﬂqu('y +1)
FyB+y+0+ 1)l (a+1l(y —p+1)
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(M 4 A(&o + &1lz| + &) + (ko + ku|z| + kaolyl) ) A[Tq(y + 1)

" LB+ D+ Dly(y =+ 1)

(B2 DEa(t)] < [M + Ao + ko + [A(E + &) + (b + k2)] ]l x] ©".
Ce qui implique que

[ zllx < [A(G + &) + (k1 + k2] (O + ©7) ]| x

+HM + A& + ko] (© + ©7).

par conséquent ;

(M + A& + ko] (6 4+ ©6%)
A&+ &) + (ki + ko] (B 4+ 07)

<
Jollx < =

Cela montre que w est borné. Ainsi, d'aprés le théoréme(2.2.2), I'opérateur A a au moins un

indiquer. le probléme(2.2) a admet au moins une solution sur [0;1].

Excopic 15 N

On considére le probléme de Duffing q-fractionnaire suivante :

(
1 1 1 5t4+1 e [t mTe 1 t
‘D, [CDS.Q [R'LDS.zx(t)H =5 " 1% (1—0[33(15) t13 Dgox(t) + ﬁ])

\ ,u:% vzé,w:%>0,et0:§,)\:§, q:%e[(),l]
Ou

oy e pl t
pi(t) = 10 z(t) + 2m°Dgyx(t) + o2 |-

o !

(1) = 100 Ta(t) + elgyx(t) +1 |
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ot +1
t) = ——.
mlt) = =5
a partir de ces données, on obtient :

To2(z +Z+1)
1, m :
ooy + 1) ()7 —Toald +3 1)

A = —1.987764946.
1 1

o= +
Fi(i+4+141) LG +i+10
itatsts

Utl=

é
| — 1.987764946| ()
(+s+ DG+ +5+F+1)

r

%
| — 1.987764946
G+D+Ti(G+3+1)

r

1
5

1,1,z
|-—]_987764946|(§)3 TET

|—-L987764946
(5 +DTa(z+a(; +1)

+
r

1
5

© = 7.790252099.
1

1
0" = +
Ti(§+3 +——$+U Pi(z+5—++ 1T

1
5

|
)—l
©
(0]
|
N
D
W~
Ne)
e~
9
=
o=
—~
W=
Ull»—t
_|_
[S—y
N~—
—~
(S]]
I,
+
=
+
il
+
oy

+3
| — 1.987764946|T1 (£ + 1)

+ 5
(5—++D+Ta(3+5+1)

r

é
| — 1.987764946|T'1 (5 + 1) (

+

F43+5+5+DF4 +1)r

|—-1.987764946|P1(§ +1)

(5+DT2(z+1Ta(; — 5 +1)

+
r

1
5

O* = 7.788996583.
Etpourtoust € [0;1] et x;,y; € R i = (1,2)

U‘\'—‘\I\»—t

p(t,=(t),"" D HW_—+E(M

alt, 2(0), T eO)]] < 70+ —slalh)] +

o IRED a1,

I ()],
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A(& + &) + k1 + ko = 0.058611955 < (O + ©*) ™' = 0.064187947.

Ainsi toutes les hypothéses du théoréme(2.2.2) sont satisfaites, par conséquent le probléme

(2.1) posé de au moins une solution = dans I'espace X.
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Chapitre 3

Stabilité du probleme g-fractionnaire

du Duffing

Dans ce chapitre, on définir et étudier les stabilités au sens du Ulam-Hyers [3] et Ulam-Hyers-
Rassais [11],[4] du probléme g-fractionnaire du Duffing qui traite dans le chapitre 2 [8].
Pour o > 0 est un nombre réel positif et g : [0; 1] — R™ est une fonction continue, on donne la
suivre les inégalités g-fractionnaires.

"Dy [°DJ [*FDy(1)]] — (m(t) + Apj(t) + q5(1))| <o, L€ [0;1], (3.1)

et

°Dg [°DJ [*Dyy(1)]] — (m(t) — Apj(t) — qj(1))| < og(t),  te[0;1].  (32)

Ou

pi(t) =p (tyt)," Di(t) et q(t) =q(t,y), ITy(t))
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38 Chapitre trois : Stabilité du probléme g-fractionnaire du Duffing

3.1 Stabilité de g-fractionnaire du Duffing

3.1.1 Stabilité au sens d’Ulam-Hyers

Définition
Le probléme (2.2) est stable au sens d'Ulam-Hyers s'il existe un nombre réel positive d, > 0,
tel que pour tout o > 0 et pour chaque solution y € X de l'inégalité (3.1), il existe une

solution x € X de probléme(2.2) avec

ly(t) — z(t)| < dyo, te0;1].

Théoréme 3.2.1 "

Supposons que p,q : [0;1] x R? — Retm : [0;1] — R soient des fonction continues et

suppose que (H;) est vérifié si :

k
YR Garan NN I S—— — Pl I 3.3
' ( 2 T (w+1) = (3:3)

Alors le probleme (2.2) est stable au sens d'Ulam-Hyres.

Prove :
Soit y € X une solution de l'inégalité (3.1), et notons x € X I'unique solution du probléme g-

fractionnaire de Duffing suivant :

(

DD [ Dx(t)]] = m(t) — Ap(t) — Aq;(t)

z(0) = y(0),

Dy Dyx(1)] = D[ Djy(1)],

FLDY ()] =" DIly(1)].

\
En utilisant le Lemme 2,0n a :
Cotﬂ+v ety

o(t) = 177 e ()] - TB+y+1) Ty(v+1) et (35)

Et par intégration de I'inégalité(3.1), on obtient :

Cot5+’y o t?

) =1 ) TG A D

+ CQt'yil ‘
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39 Chapitre trois : Stabilité du probléme g-fractionnaire du Duffing

F(a+8+~v+1)

g

. 3.6
Pq(a+/3+’7+1) ( )
Alors :
() = ()] = [y(t) — Lo [ha(t)] 4+ —2 AP e
‘ TR T (B 1) Ty(y+1)
+ 19 [hy (t) — ha(t)] |
! B+ ity
< ly(t) — 1P [h, ()] + % + ! + 1

15 [y () = ha ()]

Tel que

ha(t) = m(t) — Apy(t) — ¢;(t),
hy(t) = m(t) — Ap,(t) — q;(t).

Lg% [y (1) = ha()] = TP [AWL (1) = (1) + (@) — g5(1))]

A
T (atB17) (= gs)o P (pi(t) — Py (t))dys
q
+ m fo — qs)* P (gx(t) — q;(t))dqs
Maintenant, en utilisant (3.4) et (H), on peut écrire :
g
— <
ly=2llx < 5 771
Ak, Jo
+F (Oé—i-ﬁ-i-’)/ fo Hh+y- 1Hy_xHXdS
ko + Ty(w+1
—7;f;f§ﬁ) as)" Ty = ] xdys
LA Yy TS P B, R [ T
~Tya+8+7) Ly(w+1) ’
alors
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40 Chapitre trois : Stabilité du probleme qg-fractionnaire du Duffing

v
Ly(a+B+7)

ks '
AkqtotPry | by + ————— [totB+y
e Chav e

ly — zllx <
1—

Par conséquent, le probléme g-fractionnaire de Duffing (2.2) est stable au sens d'Ulam-Hyers.

3.1.2 Stabilité au sens d’Ulam-Hyers-Rassais :
Définition
On dit que I'équation (2.2) est stable au sens d'Ulam-Hyers-Rassais par rapporta g € X, s'il
existe un nombre réel d, > 0 tel que quelque soit o > 0 et pour toute solution x € X qui
satisfait :

°Dg [Dy [**Dj=(®)]] — (m(t) — Aps(t) — 4x()| < og(t),  te[0:1],  (3.7)

q

il existe une solution y € X qui satisfait :

|(t) —y ()| < dpog(t) t € [0;1].

Remarque :
Une fonction y € C([0;1],R) est une solution de l'inégalité (3.1), si et seulement s'il existe une

fonction g : [0; 1] — R tel que :

1L [g(t)] <o, te[0;1].
2 ‘D¢ DI [FDy(t)]] = m(t) — Apj(t) — ¢;(t) + g(t),  t€[0;1]. (3.8)
Théoréeme 3.2.1 |

Soit p,q : [0;1] x R? — Ret m : [0;1] — R des fonction continue et supposons que H et
(3.3) sont satisfaites. De plus 1'hypothése suivante est satisfaite.

(H) : il existe une fonction g € C'([0; 1], R™) et il existe y > 0 tel que :

1 ' a+pB+y—1 .
m/g (t = qs)* "7 g(s)dys < xg(t), tel01]. (3.9

Alors le probléme g-fractionnaire (2.2) est Ulam-Hyers-Rassais stable.

4
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41 Chapitre trois : Stabilité du probléme g-fractionnaire du Duffing

Pouve :

En utilisant la remarque (3.8), on peut écrire

C(]tﬁ—i_’y i Clt’y
LyB+v+1)  Tyv+1)

|y(t) — 1P [hy (1)) + + et

S g e a0 < onglo)

Ouy € C([0; 1], R) est solution de I'inégalité (3.2). En appliquant le lemme 2, on peut écrire
C0t5+7 ety

x(t) = [a+,8+7[hx(t)] — ) — T+ 1) — o’

ouc € R(i =0,1,2), etz € C([0; 1], R) est I'unique solution du probléme (3.4).

Ensuite, on obtient :

0 = (0l < =y (=0 s
A t
T atB17) / (t = qs)* 7 p(s) = pa(s)]dys

1 /t 1
‘I'— t_qs a+pB+y
Tq(a+ﬁ+7) 0 ( )

En utilisant (3.8) et (H;),ona:

0y(5) — ¢z(s)|dgs

ly(t) — =(t)[[x < oxg(t)

Ak ! B
"Rt / (t =487 ly(s) = 2(s)dgs
q
b+ e [
P T D) / (t = 4577 ly(s) = 2(5)lds:
q

Ce qui implique que :

ly(2) —z(®)]x < oxg(t)

2
+ {Aklt‘”ﬁ” + (ky + 2

m)tawﬂ} ly(t) — z(t)[|x,
q
ce qui donnée :

oxg(t)
1— {AkltaWﬂ + (ko +

ly(t) —z@)]x <

k
Fq(w2+1) )ta—&-ﬁ—&-’y}
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42 Chapitre trois :

Ensuite, le probléme de g-fractionnaire de Duffing (2.2)est stable au sens d'Ulam-Hyers-Rassais.

Exemple 06 >>>

Considérons le probléme g-fractionnaire de Duffing suivant.

e —2  In(e+5) <tSin(27r:v(t))

4 2 4 T
cn3 cP5 R.L1s _
Do.16 [ Dis [ b 5’116"3(’5)“ T 20 47 Vre t? 412
tSin(2rBE D¢ ex(t))  tSinh(t? + 1) e "Cos(2mx(t))
Vre t? +12 Vre t? +12 ett? 412 (3.10)
3 .
e "Cos(2nttL 12,2 (t)) N tCosh(t* + 1)
et+2 4+ 12 et+2 1 12 ’
4 us us 5
\I(O) =0, CD§.16[R'LD(‘)3.16x(1)] =0, R'LDOG.lﬁx(l) =L 1(33.16‘%‘<§>
1
Pr(t) = tSin(2rz(t))  tSin(2n D ex(t))  tSinh(t? + 1)
P memt 112 Vet 412 Vre 4127
3
(t) = e "Cos(2mz(t)) e "Cos(2nftlIZ ,x(t)) tCosh(t* +1)
4\t) = ett2 1 19 ett2 1 19 ett2 1 192
et+3 -9
m(t) = 50

a partir de ces données, on peut conclure que :
Toi(E+2+1)

9\ 5+ ;
Loa6(5 +1) <§> —Lows(§ +5+1)

A = —1.43418908942
1 1

e =
Tows(3+2+2+1)

+
To6(3 + 5+ 1lo16(3 + 1)

| — 1.43418908942)

| — 1.43418908942| (2)° 5187 N
Toa6(E + Dloa6(3 + 2 +1)

J’_
Tows(2+E+Dlos(3+:+5+2+1)
4
3

T4 5
N | — 1.43418908942| (2)5 76"
To6(3 + 54 2+ 1)oa6(2 + Dlo6(E + 1)

s | — 1.43418008942|
FOJG(% + 1)F0.16(451 + Dloa6(§ +1)

© = 5.08010372805

CEE ! +
Fo_m(% + % + % - % + 1) FO.IG(

+I 14 D62 +1)

(SN
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2,4 T4 5
| — 1.43418908942| T 16(2 + T +1) (2)3 757 ¢ s . |— 1. 43418908942|F0 16(Z +1)
Poss(5+5 =3+ Dlos(F+5+5+3+1)  Toas(§ — 7+ Dloas(5+5+1)
brg+d

N | — 1.43418908942|T.16(% + 1) (2)
Fo.m(% +5+ % + UFOJG(% +Dloa6(5 — ‘ll +1)

N | — 1.43418908942|T 16(% 1)
F0~16(§ + 1)F0.16(3 + 1)F0.16(% — Z +1)

O* = 5.78261031129
pour toutt € [0;1] et z;y; € R i = (1,2)

—92)

t
p(t, 21, 2) — p(t, y1,92)| < Jre P 112 (|21 = y1| + |22

e’TI'

lq(t, @1, 22) — q(t, y1,92) < 2112 (lzr = yal + [w2 — 1)

Donc (H,) est satisfaite avec :

k ¢ et - _°
P T 12 2T 212
De plus,
kA4 ky + ———=—— = 0.06193058059 < (© + ©*) " = 0.09205802494,
Lo6(3; +1)
et

ly —zf| <

Alors (H,) est satisfaite, par conséquent le probléme (3.6) posséde un solution unique, et

stable au sens d'Ulam-Hyers avec :

ly — || < 1.230.
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