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Résumé
Dans ce mémoire, en utilisant l’intégrale fractionnaire au sens de Hada-

mard, nous présenterons, les intégrales de l’espérance fractionnaire, la variance
fractionnaire et le moment fractionnaire pour une variable aléatoire continue.

Abstract
In this paper, using the fractional integral in the sense of Hadamard, we

present, the fractional hope integrals, the fractional variance and the fractional
moment for a continuous random variable.
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Introduction

Les inégalités intégrales est un outil extrêmes important qui intervient dans
l’étude des équations différentielles fractionnaires et les sciences appliquées.
Dans les deux dernières décennies, plusieurs de chercheurs en mathématiques
ont investi dans le développement de cette théorie [1,2]. Les inégalités d’ordre
fractionnaire sont également assez importantes dont les applications sont très
nombreuses, notamment en théorie des équations différentielles fractionnaires
et en théorie de probabilités. Plusieurs auteurs s’intéressent à l’étude des inéga-
lités intégrales fractionnaires, voir [3,4,5,6,7,8,16,17,19,20]. Dans ce mémoire,

nous intéressons aux inégalités intégrales fractionnaires et les inégalités inté-
grales fractionnaire au sens de Hadamard pour une variable aléatoire continue
X avec une fonction de densité de probabilité (f : d : p :) f : [a, b] −→ R+

définie sur un intervalle fini. Nous présenterons des estimations des moments
fractionnaires en utilisant l’intégrale fractionnaire de Hadamard.
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Chapitre 1

Intégration fractionnaire

1.1 Fonctions spéciales
Dans ce paragraphe, on présente deux fonctions spéciales qui sont trés

utilisées dans l’intégration fractionnaire. Il s’agit de la fonction Gamma et de
la fonction Bêta.[15]

1.1.1 Fonction Gamma
La fonction Gamma est simplement la généralisation de la factorielle, cette

fonction est l’un des outils de base du calcul fractionnaire.

Définition 1.1.1. La fonction Gamma est définie par l’intégrale

Γ (α) =
∫ +∞

0
tα−1e−tdt, Re(α) > 0. (1.1)

Exemple 1.1.1. Evaluons Γ
(

1
2

)
par définition

Γ
(1

2

)
=
∫ +∞

0

1√
t
e−tdt. (1.2)

Posons t = v2 alors dt = 2vdv

D’où
Γ
(1

2

)
=
∫ +∞

0

1
v
e−v

2
2vdv,

Γ
(1

2

)
= 2

∫ +∞

0
e−v

2
dv.
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Calculons
[
Γ
(

1
2

)]2
, on trouve

[
Γ
(1

2

)]2
=

[
2
∫ +∞

0
e−v

2
dv

]2

= 2
∫ +∞

0
e−v

2
dv

= 4
∫ +∞

0

∫ +∞

0
e−(u

2+v2)dudv

= 4
∫ ∞

0
e−u

2
du.

On pose {
u = r cos θ
, v = r sin θ, r ∈

[
0,+∞

[
, θ ∈

[
0, π2

] .

On aura [
Γ
(1

2

)]2
=4

∫ π
2 +∞

θ=0r=0
e−r

2
rdrdθ

=4
∫ π

2

θ=0

−e−r2

2

+∞
0

dθ

=4
−e−r2

2

+∞
0

∫ π
2

θ=0
dθ

=41
2
π

2 = π

⇒ Γ
(1

2

)
=
√
π

.

Propriétés de la fonction Gamma

Une propriété importante de la fonction Γ(α) est la relation de récurrence
suivante :

Γ(α+ 1) = αΓ(α).
qu’on peut démontrer par une intégration par partie :

Γ(α+ 1) =
∫ ∞

0
tαe−tdt =

[
−e−ttα

]+∞
0

+ α
∫ +∞

0
tα−1e−tdt = αΓ(α).

Puisque Γ(1) = 1, en utilisant la relation de récurrence, on obtient pour z =
1, 2, 3 . . .

Γ(2) = 1Γ(1) = 1!,
Γ(3) = 2Γ(2) = 2!,
Γ(4) = 3Γ(3) = 3!,

donc
Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n(n− 1)! = n!.
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1.1.2 Fonction Bêta
Définition 1.1.2. La fonction Bêta est donnée par :

β(p, q) =
∫ 1

0
(1− t)p−1tq−1dt, Re(p) > 0, Re(q) > 0.

Propriétés de la fonction Bêta

1. La fonction Bêta est symétrique c’est-à-dire que :

β(p, q) = β(q, p).

2. Elle peut prendre aussi les formes intégrales :

β(p, q) = 2
∫ π

2

0
sin2p−1 θ cos2q−1 θdθ,

β(p, q) =
∫ ∞

0

tp−1

(1 + t)p+q
dt.

Proposition 1.1.1. Les fonctions Gamma et Bêta sont reliées par la relation :

β(p, q) = Γ(p)Γ(q)
Γ(p+ q)

.

1.2 Intégrale fractionnaire de Hadamard

1.2.1 Variable aléatoire fractionnaires
Définition 1.2.1. [1, 4, 5] L’intégrale fractionnelle de l’ordre α ∈ R+ de la
fonction f(x), pour tout x > 1 est défini comme

HI
αf(t) =

1
Γ(α)

∫ t

1

(
ln t

s

)α−1
f(s)

ds

s
. (1.3)

où Γ(α) =
∫∞
0 e−uuα−1du.

Quelques propriétés :

Proposition 1.2.1. [1, 4, 5] (La linéarité) Soient f et g deux fonctions conti-
nues sur [a, b] à valeurs dans R. ∀λ1,λ2 ∈ R,∀α > 0 on a :

HIαa (λ1f(x) + λ2g(x)) = λ1HIαaf(x) + λ2HIαag(x). (1.4)

Pour la preuve on utilisant la linéarité de l’intégrale classique.

4



5

Proposition 1.2.2. [1, 4, 5] (Propriété de semi groupe) Soit f : [a, b] 7→ R

une fonction continue, f ∈ Lp([a, b]) ∀α, β ∈ R∗+, on a :

HIαaHIβaf(x) = HIα+βa f(x)

= HIβaHIαaf(x).
(1.5)

Démonstration. .
∀α, β ∈ R∗+, on a

HIαa fβa f(x) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

∫ t

a

(
log x

t

)α−1 (
log t

s

)β−1
f(s)

ds

s

dt

t
, (1.6)

On remarque que :

a ≤ t ≤ x,
et

a ≤ s ≤, t
(1.7)

Donc, on prend s ≤ t ≤ x Puis, on pose le changement de variable :

y =
log

(
t
s

)
log

(
x
s

) , (1.8)

On obtient alors :

HIαaHIβaf(x) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

[∫ t

s

(
log x

t

)α−1 (
log t

s

)β−1
f(s)

dt

t

]
ds

s
, (1.9)

On remplace (1.8) dans (1.9) , on obtient :

∫ t

s

(
log x

t

)α−1 (
log t

s

)β−1
f(s)

dt

t
=
∫ 1

0

[
log x− y log x

s
− log s

]α−1 [
y log x

s
+ log s− log s

]β−1

=
∫ 1

0

(
(1− y)α−1yβ−1

)(
log x

s

)α+β−1
dy

= B(α, β)
(

log x
s

)α+β−1

=
Γ(α)Γ(β)
Γ(α+ β)

(
log x

s

)α+β−1
,

(1.10)
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égalité (1.6) devient :

HI
α
a HI

β
a f(x) =

B(α, β)
Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

(
log

(
x

s

))α+β−1 f(s)

s
ds

=
1

Γ(α+ β)

∫ x

a

(
log

(
x

s

))α+β−1 f(s)

s
ds

= HIα+βa f(x).

(1.11)

De la même manière, on trouve :

HIβaHIαaf(x) = HIα+βa f(x). (1.12)

D’où la résultat.

Exemple 1.2.1. Soient α > 0, β > 0 et f(t) =
(
log

(
t
a

))β−1

HIαaf(t) =
Γ(β)

Γ(α+ β)

(
log t

a

)α+β−1
, (1.13)

En effet

HIαa
(

log t
a

)β−1
=

1
Γ(α)

∫ t

a

(
log t

s

)α−1 (
log s

a

)β−1 ds

s
, (1.14)

Effectuant le changement de variable

u =

(
log s

a

)
(
log t

a

) , (1.15)

alors,(1.14) devient

Jαa

(
log

(
t

a

))β−1
=

(
log t

a

)α+β−1

Γ(α)

∫ 1

0
(1− u)α−1uβ−1, (1.16)

6



7

En utilisant les deux formules (Iαaf) (t) = 1
Γ(α)

∫ t
a(t− s)α−1(s− a)βds et

(Iαaf) (t) = 1
Γ(α)

∫ t
a(t− s)α−1f(s)ds on a

HIαaf(t) =
B(β,α)

Γ(α)

(
log t

a

)α+β−1

=
Γ(β)

Γ(α+ β)

(
log t

a

)α+β−1
.

(1.17)

Exemple 1.2.2. Calcul fractionnaire de la fonction f(t) = c au sens de ha-
damard

Hα
a c =

1
Γ(α)

∫ t

a

(
log t

s

)α−1 c

s
ds,

On pose x = log t
s ⇒ exp(x) = t

s ⇒ s = t. exp(−x) ds = −t. exp(−x)dx

Hα
a c =

1
Γ(α)

∫ t

a

(
log t

s

)α−1 c

s
ds

=
c

Γ(α)

∫ 0

log t
a

(x)α−1−t · exp(−x)
t. exp(−x) dx

=
−c

Γ(α)

∫ 0)

log t
a

(x)α−1dx

=
c

Γ(α)

∫ log t
a

0
(x)α−1dx

=
c

Γ(α)

[
(x)α

α

]log t
a

0

=
c

Γ(α+ 1)

(
log t

a

)α

. (1.18)

Exemple 1.2.3. calcul fractionnaire de la fonction f(t) = cr au sens de ha-
damard

Hα
a c

r =
1

Γ(α)

∫ t

a

(
log t

s

)α−1 cr

s
ds,

On pose x = log t
s ⇒ exp(x) = t

s ⇒ s = t. exp(−x) ds = −t. exp(−x)dx

7
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Hα
a c

r =
1

Γ(α)

∫ t

a

(
log t

s

)α−1 cr

s
ds

=
cr

Γ(α)

∫
log t

a
0(x)

α−1−t · exp(−x)
t. exp(−x) dx

=
−cr

Γ(α)

∫
log t

a
0(x)

α−1dx

=
cr

Γ(α)

∫ log t
a

0
(x)α−1dx

=
cr

Γ(α)

[
(x)α

α

]log t
a

0

=
cr

Γ(α+ 1)

(
log t

a

)α
.

(1.19)

Maintenant, On introduisons les définitions suivantes :

Définition 1.2.2. [6, 7, 12] La fonction espérance fractionnaire de l’ordre α >
0, pour une variable aléatoire X avec une fonction de densité de probabilité
positive (f.d.p ) f définie le [a, b], avec un α > 1, est définie comme suit :

EX,α(t) = HD
α[tf(t)] =

1
Γ(α)

∫ t

a

(
ln t

s

)α−1
sf(s)

ds

s
; α > 0, a < t < b.

(1.20)

Définition 1.2.3. [6, 7, 12] La fonction espérance fractionnaire de l’ordre α >
0, pour une variable aléatoire X −E(X) est défini comme

EX−E(X),α(t) = HD
αtf(t)

=
1

Γ(α)

∫ t

a

(
ln t

s

)α−1
(s−E(X))f(s)

ds

s
; α > 0, a < t < b.

(1.21)
où f : [a, b] −→ R+ est le f.d.p. de X avec α > 1.

Pour t = b, nous introduisons le concept suivant :

Définition 1.2.4. [6, 7, 12] L’espérance fractionnaire de l’ordre α > 0, pour
une variable aléatoire X avec une f.d.p. positive f définie le [a, b], avec α > 1,
est définie comme suit :

EX,α(b) = HD
α[bf(b)] =

1
Γ(α)

∫ b

a

(
ln b
s

)α−1
sf(s)

ds

s
; α ≥ 0.

Définition 1.2.5. [6, 7, 12] La fonction de variance fractionnaire de l’ordre
α ≥ 0, pour une variable aléatoire X ayant a f.d.p. f : [a, b] → R+ avec

8
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a > 1, se définit comme un

σ2
X,α := HD

α
[
(t−E(X))2f(t)

]

=
1

Γ(α)

∫ t

a

(
ln t

s

)α−1
(s−E(X))2f(s)

ds

s
, α > 0, a < t < b.

où EX(t) =
∫ b
a sf(s)ds est l’attente classique de X.

Définition 1.2.6. [6, 7, 12] La variance fractionnaire de l’ordre α > 0, pour
une variable aléatoire X avec un f.d.p. f : [a, b]→ R+ se définit comme suit :

σ2
X,α :=

1
Γ(α)

∫ b

a

(
ln b
s

)α−1
(s−E(X))2f(s)

ds

s
, α ≥ 0, a > 1.

(1.22)
où EX(t) =

∫ b
a sf(s)ds est la espérance classique de X.

9



Chapitre 2

Estimations fractionnaires :
Espérances, Variances

2.1 Inégalités pondérées de type Gruss via
intégrales fractionnaire de hadamard

2.1.1 Introduction
En 1935, G. Gruss [7] a prouvé l’inégalité intégrale classique suivante :

1
b−a

∫ b
a f(x)g(x)dx−

(
1
b−a

∫ b
a f(x)dx

) (
1
b−a

∫ b
a g(x)dx

)

≤ (Φ− ϕ)(Ψ− ψ)
4 .

(2.1)

à condition que f et g soient deux fonctions intégrables sur [a, b] et répon-
dant aux conditions

ϕ ≤ f(x) ≤ Φ,ψ ≤ g(x) ≤ Ψ; Φ,ϕ, Ψ,ψ ∈ R,x ∈ [a, b], (2.2)

Dans le cas d’une fonction positive p sur [a, b], Dragomir [6] a prouvé que

|T (f , g, p)| ≤ (Φ− ϕ)(Ψ− ψ)
4

(∫ b

a
p(x)

)2
, (2.3)

où

T (f , g, p) :=
∫ b

a
p(x)dx

∫ b

a
p(x)f(x)g(x)dx−

(∫ b

a
p(x)f(x)dx

)(∫ b

a
p(x)g(x)dx

)
.

(2.4)
et f et g sont deux fonctions intégrables sur [a, b] satisfaisant (2.2).

De nombreux chercheurs ont accordé une attention considérable à (2.1) et (2.3)
et un certain nombre de les inégalités sont apparues dans la littérature, pour
n’en citer que quelques-unes, voir [8, 9, 10, 11] et les références qui y sont citées.
dans le cas des intégrales fractionnaires [1], en prenant un cas particulier ;
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h(x) = (b− x)α−1f(x), k(x) = (b− x)α−1g(x), α > 1
2 , et h, k satisfont à

la condition (2.2), G. Anastassiou établi une autre inégalité partielle intégrale.
D’autres documents traitant de diverses extensions ont paru dans la littérature
[2-5]. L’objectif principal de ce document est d’établir nouveaux résultats pour
(2.1) et (2.3), en utilisant les intégrales fractionnaires Hadamard.

2.1.2 Inégalité intégrale fractionnaire de type Gruss via
l’intégrale de hadamard

Pour prouver notre résultat principal, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.1.1. [2, 3, 8, 9] Soit m,M ∈ R et v être une fonction intégrable sur
[0,∞), Puis pour tous t > 0,α > 0, nous avons

(ln t)α
Γ(α+1)HD

αv2(t)− (HD
αv(t))

2 =
(
M (ln t)α

Γ(α+1) − HD
αv(t)

)
(
HD

αv(t)−m (ln t)α
Γ(α+1)

)
− (ln t)α

Γ(α+1)HD
α(M − v(t))(v(t)−m).

(2.5)

Démonstration. Soit m,M ∈ R et v soit une fonction intégrable sur [0,∞).
Pour tous τ , ρ ∈ [0,∞), nous avons

(M − v(ρ))(v(τ )−m) + (M − v(τ ))(v(ρ)−m)

−(M − v(τ ))(v(τ )−m)− (M − v(ρ))(v(ρ)−m)

= v2(τ ) + v2(ρ) + 2v(τ )v(ρ).

(2.6)

Multiplier les deux côtés de ( 2.6) par (ln( tτ ))
α−1

τΓ(α) , et est positif parce que
τ ∈ (0, t), t > 0 puis l’intégration de l’identité résultante en ce qui concerne τ
de 1 à t, nous obtenons

(M − v(ρ))
(
HD

αv(t)−m (ln t)α
Γ(α+1)

)
+
(
M (ln t)α

Γ(α+1) − HD
αv(t)

)
(v(ρ)−m)− HD

α((M − v(t))(v(t)−m))− ((M − v(ρ))(v(ρ)−m))× (12)

(ln t)α
Γ(α+1) = HD

αv2(t) + v2(ρ) (ln t)α
Γ(α+1) + 2v(ρ)HDαv(t).

(2.7)

Multipliant à nouveau les deux côtés de ( 2.7) par (ln( tρ))
α−1

ρΓ(α) , ce qui est positif
parce que ρ ∈ (0, t), t > 0, puis l’intégration de l’identité résultante en ce qui

11
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concerne ρ de 1 à t nous obtenons(
HD

αv(t)−m (ln t)α
Γ(α+1)

)
1

Γ(α)
∫ t
1
(
ln t

ρ

)α−1
(M − v(ρ))dρρ

+
(
M (ln t)α

Γ(α+1) − HD
αv(t)

)
1

Γ(α)
∫ t
1
(
ln t

ρ

)α−1
(v(ρ)−m)dρρ

−HDα((M − v(t))) 1
Γ(α)

∫ t
1
(
ln t

ρ

)α−1
(1)dρρ

− (ln t)α
Γ(α+1)

1
Γ(α)

∫ t
1
(
ln t

ρ

)α−1
(M − v(ρ))(v(ρ)−m)dρρ

= (ln t)α
Γ(α+1)HD

αv2(t) + v2(ρ) (ln t)α
Γ(α+1) + 2HDαv(t)HD

αv(t).

(2.8)

Ce qui donne ( 2.5 ), et prouve le lemme.

Théorème 2.1.1. Soit f , g soit deux fonctions intégrables sur [0,∞), satis-
faisant à la condition que

m ≤ f(t) ≤M , p ≤ g(t) ≤ P ;m,M , p,P ∈ R, t ∈ [0,∞). (2.9)

nous avons ∣∣∣ (ln t)αΓ(α+1)HD
αfg(t)− HD

αf(t)HD
αg(t)

∣∣∣
≤
(

(ln t)α
2Γ(α+1)

)2
(M −m)(P − p).

(2.10)

Démonstration. Soit f et g deux fonctions satisfaisant la condition (2.9) Définir

H(τ , ρ) := (f(τ )− f(ρ))(g(τ )− g(ρ)); τ , ρ ∈ (0, t), t > 0. (2.11)

il s’ensuit que

H(τ , ρ) := f(τ )g(τ )− f(τ )g(ρ)− f(ρ)g(τ ) + f(ρ)g(ρ). (2.12)

Puis, en multipliant (2.12) par (ln( tτ ))
α−1

τΓ(α) , ce qui est positif car τ ∈ (0, t), t > 0
puis l’intégration de l’identité résultante en ce qui concerne τ de 1 à t, nous
obtenons

1
Γ(α)

∫ t
1
(
ln t

τ

)α−1
H(τ , ρ)dττ

= HD
αfg(t)− f(τ )HDαf(t)− f(ρ)HDαg(t) + f(ρ)g(ρ)HD

α(1).
(2.13)

Encore une fois, en multipliant (2.13) par (ln( tρ))
α−1

ρΓ(α) , ce qui est positif parce
que ρ ∈ (0, t), et intégrer avec respectivement ρ de 1 à t, nous avons,

1
Γ2(α)

∫ t
1
∫ t
1
(
ln t

τ

)α−1 (
ln t

ρ

)α−1
H(τ , ρ)dρρ

dτ
τ

= 2
(

(ln t)α
Γ(α+1)HD

αfg(t)− HD
αf(t)HD

αg(t)
)

.
(2.14)
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En appliquant l’inégalité Cauchy-Schwarz, nous avons,
(

(ln t)α
Γ(α+1)HD

αfg(t)− HD
αf(t)HD

αg(t)
)2
≤

(
(ln t)α

Γ(α+1)HD
αf2(t)− (HD

αf(t))
2)×

(
(ln t)α

Γ(α+1)HD
αg2(t)− (HD

αg(t))
2) .

(2.15)

Puisque (M − f(t))(f(t)−m) ≥ 0 et (P − g(t))(g(t)− p) ≥ 0, alors

(ln t)α
Γ(α+ 1)HD

α(M − f(t))(f(t)−m) ≥ 0. (2.16)

et
(ln t)α

Γ(α+ 1)HD
α(P − g(t))(g(t)− p) ≥ 0. (2.17)

Ainsi
(ln t)α

Γ(α+1)HD
αf2(t)− (HD

αf(t))
2

≤
(
M (ln t)α

Γ(α+1) − HD
αf(t)

) (
HD

αf(t)−m (ln t)α
Γ(α+1)

)
.

(2.18)

Et
(ln t)α

Γ(α+1)HD
αg2(t)− (HD

αg(t))
2

≤
(
M (ln t)α

Γ(α+1) − HD
αf(t)

) (
HD

αf(t)−m (ln t)α
Γ(α+1)

)
.

(2.19)

En combinant (2.15), (2.18) et (2.19), en utilisant lemme 2.1.1, nous concluons
que

(
(ln t)α

Γ(α+1)HD
αfg(t)− HD

αf(t)HD
αg(t)

)2

≤
(
P (ln t)α

Γ(α+1) − HD
αg(t)

) (
HD

αg(t)− p (ln t)α
Γ(α+1)

)
×

(
P (ln t)α

Γ(α+1) − HD
αg(t)

) (
HD

αg(t)− p (ln t)α
Γ(α+1)

)
.

(2.20)

Maintenant en utilisant l’inégalité élémentaire 4ab ≤ (a+ b)2, a, b ∈ R, nous
pouvons montrer que

4
(
M (ln t)α

Γ(α+1) − HD
αf(t)

) (
HD

αf(t)−m (ln t)α
Γ(α+1)

)

≤
(

(ln t)α
Γ(α+1)(M −m)

)2
.

(2.21)

13
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et
4
(
P (ln t)α

Γ(α+1) − HD
αg(t)

) (
HD

αg(t)−m (ln t)α
Γ(α+1)

)

≤
(

(ln t)α
Γ(α+1)(P − p)

)2
.

(2.22)

À partir de (2.20), (2.21) et (2.22), nous obtenons le résultat ( 2.10)

Lemme 2.1.2. Soit f et g soient deux fonctions intégrables sur [0,∞). alors
pour tous t > 0,α > 0, β > 0, nous avons :[

(ln t)α
Γ(α+1)HD

βfg(t) + (ln t)β
Γ(β+1)HD

αfg(t)− HD
αf(t)HD

βg(t)−

HD
βf(t)HD

αg(t)
]2

≤
(

(ln t)α
Γ(α+1)HD

βf2(t) + (ln t)β
Γ(β+1)HD

αf2(t)− 2HDαf(t)HD
βf(t)

)
×

(
(ln t)α

Γ(α+1)HD
βg2(t) + (ln t)β

Γ(β+1)HD
αg2(t)− 2HDαg(t)HD

βg(t)
)

.

(2.23)

Démonstration. Multiplier ( 2.13) par (ln( tρ))
β−1

ρΓ(β) , ce qui est positif parce que
ρ ∈ (0, t) et intégrer avec respectivement ρ de 1 à t, puis appliquer l’inégalité
Cauchy-Schwarz pour double intégrale, nous obtenons ( 2.23 ).

Lemme 2.1.3. Soit v une fonction intégrable sur [0,∞) et m,M ∈ R, puis
pour tous t > 0,α > 0, β > 0, nous avons :

(ln t)α
Γ(α+1)HD

βv2(t) + (ln t)β
Γ(β+1)HD

αv2(t)− 2HDαv(t)HD
βv(t) =

(
M (ln t)α

Γ(α+1) − HD
αv(t)

)(
HD

βv(t)−m (ln t)β
Γ(β+1)

)

+
(
M (ln t)β

Γ(β+1) − HD
βv(t)

) (
HD

αv(t)−m (ln t)α
Γ(α+1)

)

− (ln t)α
Γ(α+1)HD

α(M − v(t))(v(t)−m)

− (ln t)β
Γ(β+1)HD

α(M − v(t))(v(t)−m).

(2.24)

Démonstration. Multiplier (2.7) par (ln( tr ))
β−1

ρΓ(β) , ce qui est positif car ρ ∈ (0, t)
t > 0, puis intégration de l’identité résultante par rapport à ρ de 1 à t, nous

14
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obtenons(
HD

αv(t)−m (ln t)α
Γ(α+1)

)
1

Γ(β)
∫ t
1
(
ln t

ρ

)β−1
(M − v(ρ))dρρ

(
M (ln t)α

Γ(α+1) − HD
αv(t)

)
1

Γ(β)
∫ t
1
(
ln t

ρ

)β−1
(v(ρ)−m)dρρ

−HDα((M − v(t))(v(t)−m)) 1
Γ(β)

∫ t
1
(
ln t

ρ

)β−1
(1)dρρ

− (ln t)α
Γ(α+1)

1
Γ(β)

∫ t
1
(
ln t

ρ

)β−1
(M − v(ρ)(v(ρ)−m))dρρ

= (ln t)β
Γ(β+1)HD

βv2(t) + HD
βv2(t) (ln t)α

Γ(α+1) − 2HDαv(t)HD
βv(t).

(2.25)

Théorème 2.1.2. Soit f , g soit deux fonctions intégrables sur [0,∞), satis-
faisant à la condition que

m ≤ f(t) ≤M , p ≤ g(t) ≤ P ;m,M , p,P ∈ R, t ∈ [0,∞). (2.26)

alors pour tous T > 0,α > 0, β > 0, Nous avons :

(
(ln t)α

Γ(α+ 1)HD
βfg(t) +

(ln t)β
Γ(β + 1)HD

αfg(t)− HD
αf(t)HD

βg(t)− HD
βf(t)HD

αg(t)
)2

≤
[(
M

(ln t)α
Γ(α+ 1) − HD

αf(t)

)(
HD

βf(t)−m (ln t)β
Γ(β + 1)

)

+

(
HD

αf(t)−m (ln t)α
Γ(α+ 1)

)(
M

(ln t)β
Γ(β + 1) − HD

βf(t)

)]

×
[(
P

(ln t)α
Γ(α+ 1) − HD

αg(t)

)(
HD

βg(t)− p (ln t)β
Γ(β + 1)

)

+

(
HD

αg(t)− p (ln t)α
Γ(α+ 1)

)(
P

(ln t)β
Γ(β + 1) − HD

βg(t)

)]
.

(2.27)

Démonstration. Depuis (M − f(x))(f(x)−m) ≥ 0 et (P − g(x))(g(x)− p) ≥
0, alors nous pouvons écrire

− (ln t)α
Γ(α+1)HD

β(M − f(t))(f(t)−m)−

(ln t)β
Γ(β+1)HD

α(M − f(t))(f(t)−m) ≤ 0.
(2.28)

15



16

− (ln t)α
Γ(α+1)HD

β(P − g(t))(g(t)− p)−

(ln t)β
Γ(β+1)HD

α(P − g(t))(g(t)− p) ≤ 0.
(2.29)

Appliquer la lemme 2.1.3 à f et g, puis utiliser la lemme 2.1.2 et l’équation (
2.28) et (2.29) nous obtenons (2.27 ).

Théorème 2.1.3. Soit f et g être deux fonctions intégrables sur [0,∞] satis-
faisant à la condition (2.2) sur [0,∞] et laisser p être une fonction positive
sur [0,∞] : Alors pour tous t > 0, α > 0, nous avons :

|HIαp(t)HIαpfg(t)− HI
αpf(t)HI

αpg(t)|

≤
(
HI

αp(t)
2

)2
(Φ− ϕ)(Ψ− ψ).

(2.30)

Pour prouver ce théorème, nous avons besoin de la lemme suivante

Lemme 2.1.4. Soit u est une fonction intégrable sur [0,∞] satisfaisant à la
condition (2.2) sur [0,∞] et laisser p être une fonction positive sur [0,∞] :
Alors pour tous t > 0, α > 0, nous avons :

HI
αp(t)HI

αpu2(t)− (HI
αpu(t))

2

= (ΦHI
αp(t)− HI

αpu(t)) (HI
αpu(t)− ϕHIαp(t))

−HIαp(t)HIα((Φ− u(t))(u(t)− ϕ)p(t)).

(2.31)

Démonstration. Nous avons
(Φp(ρ)− u(ρ)p(ρ))(p(τ )u(τ )− ϕp(τ ))

+(Φp(τ )− u(τ )p(τ ))(p(ρ)u(ρ)− ϕp(ρ))

−p(τ )(Φ− u(τ ))(u(τ )− ϕ)p(ρ)− p(ρ)(Φ− u(ρ))(u(ρ)− ϕ)p(τ )

= p(ρ)u2(τ )p(τ ) + p(τ )u2(ρ)p(ρ)− 2p(τ )u(τ )u(ρ)p(ρ).

(2.32)

Multiplication des deux côtés de (2.32) par ln
(
t
τ

)α−1 1
τΓ(α) , τ ∈ (0, t) et

l’intégration de l’identité résultante par rapport à τ de 0 à t, nous obtenons

(Φp(ρ)− u(ρ)p(ρ)) (HIαp(t)u(t)− ϕHIαp(t))

+ (ΦHI
αp(t)− HI

αu(t)p(t)) (p(ρ)u(ρ)− ϕp(ρ))

− p(ρ)HIα(p(t)(Φ− u(t))(u(t)− ϕ))− p(ρ)(Φ− u(ρ))(u(ρ)− ϕ)HIαp(t)

= p(ρ)HI
αu2(t)p(t) + p(ρ)u2(ρ)HI

αp(t)− 2p(ρ)u(ρ)HIα(u(t)p(t)).
(2.33)
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Maintenant, en multipliant les deux côtés de (2.33) par ln
(
t
τ

)α−1 1
τΓ(α) , ρ ∈

(0, t) et l’intégration de l’identité résultante par rapport à ρ de 0 à t, nous ob-
tenons

(HI
αp(t)u(t)− ϕHIαp(t)) 1

Γ(α)
∫ t
1 ln

(
t
ρ

)α−1
(Φp(ρ)− u(ρ)p(ρ))dρρ

+ (ΦHI
αp(t)− HI

αu(t)p(t)) 1
Γ(α)

∫ t
0 ln

(
t
ρ

)α−1
(p(ρ)u(ρ)− ϕp(ρ))dρρ

−HIα(p(t)(Φ− u(t))(u(t)− ϕ)) 1
Γ(α)

∫ t
0 ln

(
t
ρ

)α−1
p(ρ)dρρ

−HIαp(t) 1
Γ(α)

∫ t
0 ln

(
t
ρ

)α−1
p(ρ)(Φ− u(ρ))(u(ρ)− ϕ)dρρ

= HI
αp(t)HI

αpu2(t) + HI
αpu2(t)HI

αp(t)− 2HIαpu(t)HIαpu(t).
(2.34)

qui donne (2.31) et prouve la lemme.

Preuve de théorème 2.1.3

Définir
H (τ , ρ) := (f(τ )− f(ρ)) (g(τ )− g(ρ)) . (2.35)

Multiplication des deux côtés de (2.35) par
ln
(
t
τ

)α−1
ln
(
t
ρ

)α−1

τρ (Γ(α))2 p(τ )p(ρ), ρ ∈

(0, t) intégrer ensuite l’identité résultante par rapport à ρ plus (0, t)2, nous
pouvons affirmer que

1
(Γ(α))2

∫ t

1

∫ t

1
ln
(
t

τ

)α−1
ln
(
t

ρ

)α−1
p(τ )p(ρ)H(τ , ρ)

τρ
dτdρ

= 2HIαp(t)HIαpfg(t)− 2HIαpf(t)HIαpg(t).

(2.36)

D’une application de l’inégalité intégrale pondérée de Cauchy Schwartz
(pour double intégrale), nous pouvons écrire

 1
(Γ(α))2

∫ t

1

∫ t

1
ln
(
t

τ

)α−1
ln
(
t

ρ

)α−1
p(τ )p(ρ)H(τ , ρ)

τρ
dτdρ

2

≤ 1
(Γ(α))2

∫ t

1

∫ t

1
ln
(
t

τ

)α−1
ln
(
t

ρ

)α−1
p(τ )p(ρ) (f(τ )− f(ρ))2

τρ
dτdρ

× 1
(Γ(α))2

∫ t

1

∫ t

1
ln
(
t

τ

)α−1
ln
(
t

ρ

)α−1
p(τ )p(ρ) (g(τ )− g(ρ))2

τρ
dτdρ.

(2.37)
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En utilisant Iαf(t) = 1
Γ(α)

∫ t
0(t− τ )α−1f(τ )dτ nous pouvons développer le

côté droit de (2.37) comme suit

1
(Γ(α))2

∫ t

1

∫ t

1
ln
(
t

τ

)α−1
ln
(
t

ρ

)α−1
p(τ )p(ρ) (f(τ )− f(ρ))2

τρ
dτdρ

= 2HIαp(t)HIαpf2(t)− 2 (HIαpf(t))2 .

(2.38)

et

1
(Γ(α))2

∫ t

1

∫ t

1
ln
(
t

τ

)α−1
ln
(
t

ρ

)α−1
p(τ )p(ρ) (g(τ )− g(ρ))2

τρ
dτdρ

= 2HIαp(t)HIαpg2(t)− 2 (HIαpg(t))2 .

(2.39)

En utilisant (2.36) ; (2.38) et (2.39) ; nous pouvons écrire (2.37) comme suit

(HI
αp(t)HI

αpfg(t)− HI
αpf(t)HI

αpg(t))
2

=
(
HI

αp(t)HI
αpf2(t)− (HI

αpf(t))
2) (

HI
αp(t)HI

αpg2(t)− (HI
αpg(t))

2) .
(2.40)

Application de Lemme 2.1.4 avec u = f puis avec u = g , on obtient
respectivement

HI
αp(t)HI

αpf2(t)− (HI
αpf(t))

2

= (ΦHI
αp(t)− HI

αpf(t)) (HI
αpf(t)− ϕHIαp(t))

−HIαp(t)HIα((Φ− f(t))(f(t)− ϕ)p(t)).

(2.41)

et

HI
αp(t)HI

αpg2(t)− (HI
αpg(t))

2

= (ΨHI
αp(t)− HI

αpg(t)) (HI
αpg(t)− ψHIαp(t))

−HIαp(t)HIα((Ψ− g(t))(g(t)− ψ)p(t)).

(2.42)

car

− HI
αp(t)HI

α((Φ− f(t))(f(t)− ϕ)p(t)) ≤ 0. (2.43)

et

− HI
αp(t)HI

α((Ψ− g(t))(g(t)− ψ)p(t)) ≤ 0. (2.44)
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alors nous avons respectivement

HI
αp(t)HI

αpf2(t)− (HI
αpf(t))

2

≤ (ΦHI
αp(t)− HI

αpf(t)) (HI
αpf(t)− ϕHIαp(t)) .

(2.45)

et

HI
αp(t)HI

αpg2(t)− (HI
αpg(t))

2

≤ (ΨHI
αp(t)− HI

αpg(t)) (HI
αpg(t)− ψHIαp(t)) .

(2.46)

Maintenant en utilisant (2.45) et (2.46) ; nous pouvons estimer l’inégalité
(2.40) comme suit

(HI
αp(t)HI

αpfg(t)− HI
αpf(t)HI

αpg(t))
2

≤ (ΦHI
αp(t)− HI

αpf(t)) (HI
αpf(t)− ϕHIαp(t))×

(ΨHI
αp(t)− HI

αpg(t)) (HI
αpg(t)− ψHIαp(t)) .

(2.47)

Utilisation de l’inégalité 4rs ≤ (r+ s)2, r, s ∈ R donne

4 (ΦHI
αp(t)− HI

αpf(t)) (HI
αpf(t)− ϕHIαp(t)) ≤ ((Φ− ϕ)HIαp(t))

2 .
(2.48)

et

4 (ΨHI
αp(t)− HI

αpg(t)) (HI
αpg(t)− ψHIαp(t)) ≤ ((Ψ− ψ)HIαp(t))

2 .
(2.49)

En combinant (2.47), (2.48) et (2.49) nous obtenons (2.30).
Théorème 2.1.4. Soit f et g être deux fonctions intégrables sur [0,∞] satis-
faisant à la condition (2.2) sur [0,∞] et laisser p être une fonction positive
sur [0,∞], Puis pour tous les t > 0, α > 0, β > 0, nous avons :(
HI

αp(t)HI
βpfg(t) + HI

βp(t)HI
αpfg(t)− HI

αpf(t)HI
βpg(t)− HI

βpf(t)HI
αpg(t)

)2

≤
[
(ΦHI

αp(t)− HI
αpf(t))

(
HI

βpf(t)− ϕHIβp(t)
)

+ (HI
αpf(t)− ϕHIαp(t))

(
ΦHI

βp(t)− HI
βpf(t)

)]

×
[
(ΨHI

αp(t)− HI
αpg(t))

(
HI

βpg(t)− ψHIβp(t)
)

+ (HI
αpg(t)− ψHIαp(t))

(
ΨHI

βp(t)− HI
βpg(t)

)]
.

(2.50)

19



20

Pour prouver le théorème 2.1.3, nous avons besoin des lemmes suivants :
Lemme 2.1.5. Que f et g soient deux fonctions intégrables sur [0,∞] et que
p soit un positif fonction sur [0,∞], Puis pour tous les t > 0, α > 0, β > 0,
nous avons :(
HI

αp(t)HI
βpfg(t) + HI

βp(t)HI
αpfg(t)− HI

αpf(t)HI
βpg(t)− HI

βpf(t)HI
αpg(t)

)2

≤
(
HI

αp(t)HI
βpf2(t) + HI

βp(t)HI
αpf2(t)− 2HIαpf(t)HIβpf(t)

)
×
(
HI

αp(t)HI
βpg2(t) + HI

βp(t)HI
αpg2(t)− 2HIαpg(t)HIβpg(t)

)
.

(2.51)

Démonstration. Multiplication des deux côtés de (2.33) par ln
(
t
ρ

)β−1 1
ρΓ(β) , ρ ∈

(0, t) intégration de l’identité résultante par rapport à ρ plus (0, t), puis ap-
plication de l’inégalité Cauchy-Schwartz pour les intégrales doubles, nous ob-
tenons (2.51)

Lemme 2.1.6. Soit u est une fonction intégrable sur [0,∞] satisfaisant à la
condition (2.2) sur [0,∞] et laisser p être une fonction positive sur [0,∞] :
Alors pour tous t > 0, α > 0, β > 0, nous avons :

HI
αp(t)HI

βpu2(t) + HI
βp(t)HI

αpu2(t)− 2HIαpu(t)HIβpu(t)

=
(

ΦHI
βp(t)− HI

βpu(t)
)
(HI

αpu(t)− ϕHIαp(t))

+ (ΦHI
αp(t)− HI

αpu(t))
(
HI

βpu(t)− ϕHIβp(t)
)

− HI
βp(t)HI

α((Φ− u(t))(u(t)− ϕ)p(t))− HI
αp(t)HI

β((Φ− u(t))(u(t)− ϕ)p(t)).
(2.52)

Démonstration. Multiplication des deux côtés de (2.33) par ln
(
t
ρ

)β−1 1
ρΓ(β) , ρ ∈

(0, t) intégration de l’identité résultante par rapport à ρ plus (0, t), nous avons :

(HI
αpu(t)− ϕHIαp(t)) 1

Γ(β)
∫ t
0(t− ρ)β−1p(ρ)(Φ− u(ρ))dρ

+ (ΦHI
αp(t)− HI

αpu(t)) 1
Γ(β)

∫ t
0(t− ρ)β−1p(ρ)(u(ρ)− ϕ)dρ

−HIα((Φ− u(t))(u(t)− ϕ)p(t)) 1
Γ(β)

∫ t
0(t− ρ)β−1p(ρ)dρ

−HIαp(t) 1
Γ(β)

∫ t
0(t− ρ)β−1p(ρ)(Φ− u(ρ))(u(ρ)− ϕ)dρ

= HI
βp(t)HI

αpu2(t) + HI
αpu2(t)HI

βp(t)− 2HIαpu(t)HIβpu(t).

(2.53)
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La lemme est ainsi prouvée.

Preuve de théorème 2.1.4

Depuis (Φ− f(x))(f(x)−ϕ) ≥ 0 et (Ψ− g(x))(g(x)−ψ) ≥ 0, puis peut
écrire

−HI
αp(t)HI

β((Φ−f(t))(f(t)−ϕ)p(t))−HI
βp(t)HI

α((Φ−f(t))(f(t)−ϕ)p(t)) ≤ 0.
(2.54)

et

−HI
αp(t)HI

β((Ψ−g(t))(g(t)−ψ)p(t))−HI
βp(t)HI

α((Ψ−g(t))(g(t)−ψ)p(t)) ≤ 0.
(2.55)

Appliquer Lemme 2.1.6 deux fois ( u = f , u = g ), puis utiliser Lemme
2.1.5 et combiner (2.47) avec (2.48) ; nous obtenons (2.50)

2.1.3 Inégalité intégrale via espérance et variance frac-
tionnaire

Lemme 2.1.7. [10, 11, 18, 19] Soit X une variable aléatoire continue ayant un
f.d.p. f : [a, b]→ R+. Alors nous avons pour tous α > 0 :

σ2
X,α = EX2,α − 2E(X)EX,α +E(X)2

HD
α[f(b)]. (2.56)

Démonstration. On a

σ2
X,α =

1
Γ(α)

∫ b

a

(
ln b
t

)α−1 [
t2 +E(X)2 − 2tE(X)

]
f(t)

dt

t
,

alors

σ2
X,α =

1
Γ(α)

∫ b

a

(
ln b
t

)α−1
t2f(t)

dt

t
− 2E(X)

Γ(α)

∫ b

a

(
ln b
t

)α−1
tf(t)

dt

t

+
E(X)2

Γ(α)

∫ b

a

(
ln b
t

)α−1
f(t)

dt

t
,

et on obtient

σ2
X,α = EX2,α − 2E(X)EX,α +E(X)2

HD
α[f(b)].

Théorème 2.1.5. Soit X une variable aléatoire continue ayant un f.d.p. f :
[a, b]→ R+. Alors nous avons.
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1) ∀α ≥ 0, a < t ≤ b

HD
α[f(t)]σ2

X,α−
(
EX−E(X),α(t)

)2
≤ ‖f‖2∞

2

(
ln t

a

)α
Γ(α+ 1)HD

α
[
t2
]
− 2 (HDα[t])

2

 .

(2.57)
condition que f ∈ L∞([a, b]).

2) l’inégalité

HD
α[f(t)]σ2

X,α −
(
EX−E(X),α(t)

)2
≤ 1

2(t− a)
2 (HD

α[f(t)]) . (2.58)

détient ∀α ≥ 0, a < t ≤ b.

Démonstration. Supposons que pour s, y ∈ (a, t) et a < tb

H(t, y) = (g(s)− g(y))(h(s)− h(y)). (2.59)

Soit f : [a, b]→ R+, multiplier (2.59) par (ln t
s)
α−1

Γ(α) p(s)

1
Γ(α)

∫ t

a

(
ln t

s

)α−1
p(s)H(s, y)ds

s
=HD

α[pgh(t)]− h(y)HDα[pg(t)]

− g(y)HDα[ph(t)] + g(y)h(y)HD
α[p(t)]

.

(2.60)

Multiplier (2.60) par (ln t
y )

α−1

Γ(α) p(y), y ∈ (a, t) et l’intégration de l’identité
résultante en ce qui concerne y = over(a, t), nous pouvons écrire

1
Γ2(α)

∫ t
a

∫ t
a

(
ln t

s

)α−1 (
ln t

y

)α−1
p(y)p(s)H(s, y)dss

dy
y

= 2HDα[p(t)]HD
α[pgh(t)]− 2HDα[ph(t)]HD

α[pg(t)].
(2.61)

en (2.61), prend p(t) = f(t), g(t) = h(t) = t−E(X), t ∈ (a, b), On a

1
Γ2(α)

∫ t
a

∫ t
a

(
ln t

s

)α−1 (
ln t

y

)α−1
f(y)f(s)(s− y)2 ds

s
dy
y

= 2HDα[f(t)]HD
α
[
f(t)

(
t−E(X)2

)]
− 2HDα[f(t)(t−E(X))]2.

(2.62)
D’autre part, nous avons

1
Γ2(α)

∫ t
a

∫ t
a

(
ln t

s

)α−1 (
ln t

y

)α−1
f(y)f(s)(s− y)2 ds

s
dy
y

≤ ‖f‖2∞ 1
Γ2(α)

∫ t
a

∫ t
a

(
ln t

s

)α−1 (
ln t

y

)α−1
(s− y)2 ds

s
dy
y

≤ ‖f‖2∞

[
2(ln t

a)
α

Γ(α+1)H
−α
1,t

[
t2
]
− 2 (HDα[t])

2
]
.

(2.63)
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Par conséquence (2.62) et (2.63), nous obtenons la partie (2.1.5) de théo-
rème 2.1.5. Pour la partie (2.1.5), nous avons

1
Γ2(α)

∫ t

a

∫ t

a

(
ln t

s

)α−1 (
ln t

s

)α−1
f(y)f(s)(s− y)2ds

s

dy

y

≤ sup
s,y∈[a,t]

|(s− y)|2 (HDα[f(t)])
2 = (t− a)2 (HD

α[f(t)])
2 .

(2.64)

Donc, par (2.62) et (2.64), on obtient l’inégalité (2.1.5).

Nous donnons une généraliser le théorème 2.1.5 :

Théorème 2.1.6. Soit X une variable aléatoire continue ayant un f.d.p. f :
[a, b]→ R+. Alors nous avons

a) Pour toute a < t 6 b,α > 0, β > 0,

HD
α[f(t)]σ2

X,β +H Dβ [f(t)]σ2
X,α −

(
EX−E(X),α(t)

) (
EX−E(X),β(t)

)

≤ ‖f‖2∞

[
(ln t

a)
α

Γ(α+1)H
Dβ

[
t2
]
+

(ln t
a)

β

Γ(α+1)H
Dα

[
t2
]
− (HD

α[t])
(
HD

β [t]
)]

.

(2.65)
où f ∈ L∞([a, b]).

b) L’inégalité

HD
α[f(t)]σ2

X,β +H Dβ [f(t)]σ2
X,α −

(
EX−E(X),α(t)

) (
EX−E(X),β(t)

)
≤ (t− a)2 (HD

α[f(t)])
(
HD

β [f(t)]
)

.
(2.66)

tient pour tout a < t 6 b,α > 0, β > 0.

Démonstration. Multiplier (2.60) par (ln t
y )

β−1

Γ(α) p(y), on obtient

1
Γ(α)Γ(β)

∫ t
a

∫ t
a

(
ln t

s

)α−1 (
ln t

y

)β−1
p(y)p(s)H(s, y)dss

dy
y

=H Dα[p(t)]HD
β [p(t)g(t)h(t)] +H Dβ [p(t)]HD

α[p(t)g(t)h(t)]

−HDβ [p(t)h(t)]HD
α[p(t)g(t)]−H Dα[p(t)h(t)]HD

β [p(t)g(t)].

(2.67)

prend p(t) = f(t), g(t) = h(t) = t − E(X), t ∈ (a, b) dans (2.67), nous
obtenons :

1
Γ(α)Γ(β)

∫ t
a

∫ t
a

(
ln t

s

)α−1 (
ln t

y

)β−1
f(y)f(s)(s− y)2 ds

s
dy
y

=H Dα[f(t)]HD
β
[
f(t)

(
t−E(X)2

)]
+H Dβ [f(t)]HD

α
[
f(t)

(
t−E(X)2

)]
−2HDα[f(t)(t−E(X))]HD

β [f(t)(t−E(X))].
(2.68)
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nous avons également

1
Γ(α)Γ(β)

∫ t
a

∫ t
a

(
ln t

s

)α−1 (
ln t

y

)β−1
f(y)f(s)(s− y)2 ds

s
dy
y

6‖ f ‖2∞ 1
Γ(α)Γ(β)

∫ t
a

∫ t
a

(
ln ts

)α−1 (
ln ty

)β−1
(s− y)2 ds

s
dy
y

6‖ f ‖2∞


(
ln ta

)α
Γ(α+ 1)H

D−α[t2] +

(
ln ta

)β
Γ(β + 1)H

Dβ [t2]− 2 (HDα[t])
(
HD

β [t]
) .

(2.69)
Grâce à (2.68) et (2.69), nous obtenons (2.65).

Pour la partie (2.66), nous avons le fait que supt,y∈[a,x] |(s− y)|2 = (t− a)2

1
Γ(α)Γ(β)

∫ t
a

∫ t
a

(
ln t

s

)α−1 (
ln t

y

)β−1
f(y)f(s)(s− y)2 ds

s
dy
y

6 (t− a)2 (HD
α[f(t)])

(
HD

β [f(t)]
)

.
(2.70)

Et, par (2.69) et (2.70), nous obtenons (2.66).
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Chapitre 3

Estimations fractionnaires :
Moments d’ordre (r,α)

3.1 Introduction
Dans cette section, nous présentons certaines définitions qui seront utilisées

tout au long du présent document :

Définition 3.1.1. [19, 20] La fonction de l’ordre du moment fractionnaire
Hadamard (r,α); (r > 0,α > 0), pour une variable aléatoire continue X avec
un f.d.p. f positif défini sur [a, b] est défini comme suit :

HMr,α(t) = HD
α
a [t

rf(t)] =
1

Γ(α)

∫ t

a
ln
(
t

τ

)α−1
τ r−1f(τ )dτ ; a < t ≤ b, a ≥ 1.

(3.1)
Pour t = b, nous introduisons le fractionnement Hadamard de X.

Définition 3.1.2. [19, 20] La fonction de l’ordre du moment fractionnaire
Hadamard (r,α); (r > 0,α > 0), pour une variable aléatoire continue X est
défini comme

HMr,α =
1

Γ(α)

∫ b

a
ln
(
b

τ

)α−1
τ r−1f(τ )dτ ; a ≥ 1. (3.2)

3.2 Inégalité fractionnaire via moment
Á travers ce section, nous présentons quelques inégalités intégrales fraction-

naires pour les moments d’une variable aléatoire continue ayant la fonction de
densité de probabilité f.d.p.

Théorème 3.2.1. Soit X une variable aléatoire continue ayant une fonction
de densité de probabilité f définie sur [a, b]. Alors :
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(1) pour tous α > 0, a < t ≤ b

Hα
a [f(t)]H

α
a

[
tr−1(t−E(X))f(t)

]
− (Hα

a [(t−E(X))f(t)]) HMr−1,α(t)

≤‖f‖2∞


(
ln t

a

)α
Γ(α+ 1)H

α
a [tr]−Hα

a [t]H
α
a

[
tr−1

] .

(3.3)
où f ∈ L∞[a, b].

(2) pour tous α > 0, a < t ≤ b

Hα
a [f(t)]H

α
a

[
tr−1(t−E(X))f(t)

]
− (Hα

a [(t−E(X))f(t)]) HMr−1,α(t)

≤1
2(t− a)

(
tr−1 − ar−1

)
(Hα

a [f(t)])
2 .

(3.4)
Démonstration. Soit p : [a, b]→ R+ et considérons la quantité

ϕ(τ , ρ) = (g(τ )− g(ρ))(h(τ )− h(ρ)), τ , ρ ∈ (a, t), a < t ≤ b. (3.5)

Multiplier (3.5) par ln( tτ )
α−1

Γ(α) p(τ ); τ ∈ (a, t), puis intégrer le résultat

1
Γ(α)

∫ t

a
ln
(
t

τ

)α−1
p(τ )ϕ(τ , ρ)dτ

τ

=Hα
a [pgh(t)]− g(ρ)Hα

a [ph(t)]− h(ρ)Hα
a [pg(t)] + g(ρ)h(ρ)Hα

a [p(t)].

(3.6)

Maintenant, multiplier (3.6) par (ln t
ρ)
α−1

Γ(α) p(ρ); ρ ∈ (a, t), et intégrer l’iden-
tité résultante par rapport à ρ de a à t, nous avons

1
Γ2(α)

∫ t

a

∫ t

a

(
ln t

ρ

)α−1 (
ln t

ρ

)α−1
p(τ )p(ρ)ϕ(τ , ρ)dτ

τ

dρ

ρ

= 2Hα
a [p(t)]H

α
a [pgh(t)]− 2Hα

a [pg(t)]H
α
a [ph(t)].

(3.7)

En (3.7) prise p(t) = f(t), g(t) = t−E(X) et h(t) = tr−1, t ∈ (a, b), nous
avons

1
Γ2(α)

∫ t

a

∫ t

a

(
ln t

ρ

)α−1 (
ln t

ρ

)α−1
(τ − ρ)

(
τ r−1 − ρr−1

)
f(τ )f(ρ)

dτ

τ

dρ

ρ

=2Hα
a [f(t)]H

α
a

[
tr−1(t−E(X))f(t)

]
− 2Hα

a [(t−E(X))f(t)]Hα
a

[
tr−1f(t)

]

=2Hα
a [f(t)]H

α
a

[
tr−1(t−E(X))f(t)

]
− 2Hα

a [(t−E(X))f(t)]HMr−1,α(t).
(3.8)
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nous avons aussi

1
Γ2(α)

∫ t

a

∫ t

a

(
ln t

ρ

)α−1 (
ln t

ρ

)α−1 (
τ r−1 − ρr−1

)
f(τ )f(ρ)

dτ

τ

dρ

ρ

‖f‖2∞
1

Γ2(α)

∫ t

a

∫ t

a

(
ln t

ρ

)α−1 (
ln t

ρ

)α−1
(τ − ρ)

(
τ r−1 − ρr−1

) dτ
τ

dρ

ρ

≤ 2‖f‖2∞


(
ln t

a

)α
Γ(α+ 1)H

α
a [tr]−Hα

a [t]H
α
a

[
tr−1

] .

(3.9)

Par conséquent(3.8) et (3.9), nous obtenons (3.3).
Pour (2), nous avons

1
Γ2(α)

∫ t
a

∫ t
a

(
ln t

ρ

)α−1 (
ln t

ρ

)α−1
(τ − ρ)

(
τ r−1 − ρr−1

)
f(τ )f(ρ)dττ

dρ
ρ

≤ supτ ,ρ∈[a,t] |(τ − ρ)|
∣∣∣(τ r−1 − ρr−1

)∣∣∣Hα
a [f(t)]

2 = (t− a)
(
tr−1 − ar−1

)
Hα
a [f(t)]

2.
(3.10)

Par (3.8) et (3.10), nous obtenons l’inégalité désirée.

Théorème 3.2.2. Soit X une variable aléatoire continue ayant un f.d.p f :
[a, b]→ R+. Alors

(i) pour tout a < t ≤ b,α > 0, β > 0, on a

Hα
a [f(t)]H

β
a

[
f(t)tr−1(t−E(X))

]
+Hβ

a [f(t)]H
α
a

[
f(t)tr−1(t−E(X))

]

−Hα
a [f(t)(t−E(X))]HMr−1,β(t)−Hβ

a [f(t)(t−E(X))]HMr−1,α(t)

≤‖f‖2∞


(
ln t

a

)α
Γ(α+ 1)H

β
a [t

r] +

(
ln t

a

)β
Γ(β + 1)H

α
a [tr]−Hα

a [t]H
β
a

[
tr−1

]
−Hβ

a [t]H
α
a

[
tr−1

] .

(3.11)
où f ∈ L∞[a, b].

(ii) On a aussi

Hα
a [f(t)]H

β
a

[
f(t)tr−1(t−E(X))

]
+Hβ

a [f(t)]H
α
a

[
f(t)tr−1(t−E(X))

]

−Hα
a [f(t)(t−E(X))]HMr−1,β(t)−Hβ

a [f(t)(t−E(X))]HMr−1,α(t)

≤(t− a)
(
tr−1 − ar−1

)
Hα
a [f(t)]H

β
a [f(t)],

(3.12)
pour tout α > 0, β > 0, a < t ≤ b
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Démonstration. Multipliant par (ln t
ρ)
β−1

Γ(β) p(ρ); ρ ∈ (a, t), nous avons

1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

∫ t

a

(
ln t

τ

)α−1 (
ln t

ρ

)β−1
p(τ )p(ρ)H(τ , ρ)dτ

τ

dρ

ρ

=Hα
a [p(t)]H

β
a [pgh(t)] +Hβ

a [p(t)]H
α
a [pgh(t)]

−Hα
a [ph(t)]H

β
a [pg(t)]−Hβ

a [ph(t)]H
α
a [pg(t)].

(3.13)

Dans (3.13), nous prenons p(t) = f(t), g(t) = t − E(X),h(t) = tr−1, t ∈
(a, b). On a

1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

∫ t

a

(
ln t

τ

)α−1 (
ln t

ρ

)β−1
(τ − ρ)

(
τ r−1 − ρr−1

)
f(τ )f(ρ)

dτ

τ

dρ

ρ

=Hα
a [f(t)]H

β
a

[
tr−1(t−E(X))f(t)

]
+Hβ

a [f(t)]H
α
a

[
tr−1(t−E(X))f(t)

]

−HMr−1,α(t)H
β
a [f(t)(t−E(X))]−HMr−1,β(t)H

α
a [f(t)(t−E(X))].

(3.14)
nous avons aussi

1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

∫ t

a

(
ln t

τ

)α−1 (
ln t

ρ

)β−1
(τ − ρ)

(
τ r−1 − ρr−1

)
f(τ )f(ρ)

dτ

τ

dρ

ρ

≤ ‖f‖2∞
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

∫ t

a

(
ln t

τ

)α−1 (
ln t

ρ

)β−1
(τ − ρ)

(
τ r−1 − ρr−1

) dτ
τ

dρ

ρ

= ‖f‖2∞


(
ln t

a

)α
Γ(α+ 1)H

β
a [t

r] +

(
ln t

b

)β
Γ(β + 1)H

α
a [tr]−Hα

a [t]H
β
a

[
tr−1

]
−Hβ

a [t]H
α
[
tr−1

] .

(3.15)
Par (3.14) et (3.15), nous obtenons (3.11).
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Pour prouver (ii), nous remarquons que

1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

∫ t

a

(
ln t

τ

)α−1 (
ln t

ρ

)β−1
(τ − ρ)

(
τ r−1 − ρr−1

)
f(τ )f(ρ)

dτ

τ

dρ

ρ

≤ sup
τ ,ρ∈[a,t]

[
|τ − ρ|

∣∣∣τ r−1 − ρr−1
∣∣∣]Hα

a [f(t)]H
β
a [f(t)]

=(t− a)
(
tr−1 − ar−1

)
Hα
a [f(t)]H

β
a [f(t)].

(3.16)
De, (3.14) et (3.16), nous obtenons (3.12)
Théorème 3.2.3. Soit f est le f.d.p. de la variable aléatoire X sur [a, b]. Alors
pour α > 0, nous avons

Hα
a [f(t)]HM2r,α(t)− HM

2
r,α(t) ≤

1
4 (Hα

a [f(t)])
2
(br − ar)2 , a < t ≤ b.

(3.17)
Démonstration. En utilisant le théorème 3.2 de [19], nous pouvons écrire∣∣∣Hα

a [p(t)]H
α
a

[
pg2(t)

]
− (Hα

a [pg(t)])
2∣∣∣ ≤ 1

4 (Hα
a [p(t)])

2 (M −m)2. (3.18)

Maintenant, nous remplaçons p(t) = f(t) et g(t) = tr, t ∈ (a, b), nous obte-
nons m = ar M = br. Ainsi, l’inégalité (3.18) nous permet d’obtenir

0 ≤ Hα
a [f(t)]H

α
a

[
t2rf(t)

]
− (Hα

a [trf(t)])
2 ≤ 1

4 (Hα
a [f(t)])

2
(br − ar)2 .

(3.19)
cela implique que

Hα
a [f(t)]HM2r,α(t)− HM

2
r,α(t) ≤

1
4 (Hα

a [f(t)])
2
(br − ar)2 . (3.20)

Théorème 3.2.4. Soit X une variable aléatoire continue ayant un f.d.p. f :
[a, b]→ R+ alors, à toutes a < t ≤ b,α > 0, β > 0, nous avons
Hα
a [f(t)]HM2r,β(t) +Hβ

a [f(t)]HM2r,α(t) + 2arbrHα
a [f(t)]H

β
a [f(t)]

≤ (ar + br)
[
Hα
a [f(t)]HMr,β(t) +Hβ

a [f(t)]HMr,α(t)
]

.
(3.21)

Démonstration. Par théorème 3.5 de [19], nous pouvons écrire

[
Hα
a [p(t)]H

β
a

[
pg2(t)

]
+Hβ

a [p(t)]H
α
a

[
pg2(t)

]
− 2Hα

a [pg(t)]H
β
a [pg(t)]

]2

≤
[
(MHα

a [p(t)]−Hα
a [pg(t)])

(
Hβ
a [pg(t)]−mHβ

a [p(t)]
)

+ (Hα
a [pg(t)]−mHα

a [p(t)])
(
MHβ

a [p(t)]−Hβ
a [pg(t)]

)]2
.

(3.22)
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Si nous prenons p(t) = f(t), g(t) = tr, t ∈ [a, b], nous obtenons

[
Hα
a [f(t)]H

β
a

[
t2rf(t)

]
+Hβ

a [f(t)]H
α
a

[
t2rf(t)

]
− 2Hα

a [trf(t)]Hβ
a [t

rf(t)]
]2

≤
[
(MHα

a [f(t)]−Hα
a [trf(t)])

(
Hβ
a [t

rf(t)]−mHβ
a [f(t)]

)

+ (Hα
a [trf(t)]−mHα

a [f(t)])
(
MHβ

a [f(t)]−Hβ
a [t

rf(t)]
)]2

.
(3.23)

ce qui implique que

Hα
a [f(t)]M2r,β(t) +Hβ

a [f(t)]M2r,α(t)− 2Mr,α(t)Mr,β(t)

≤ (MHα
a [f(t)]−Mr,α(t))

(
Mr,β(t)−mHβ

a [f(t)]
)

+ (Mr,α(t)−mHα
a [f(t)])

(
MHβ

a [f(t)]−Mr,β(t)
)

.

(3.24)

Substituer les valeurs de m et M en (3.24), nous obtenons

Hα
a [f(t)] HM2r,β(t) +Hβ

a [f(t)] HM2r,α(t)

≤ (ar + br)Hα
a [f(t)]HMr,β(t) + (ar + br)Hβ

a [f(t)]HMr,α(t)

− 2arbrHα
a [f(t)]H

β
a [f(t)].

(3.25)

Théorème 3.2.5. Soit X une variable aléatoire continue ayant un p.d.f.f :
[a, b]→ R+ et m ≤ f ≤M .Alors, pour tout a < t ≤ b,α > 0, nous avons∣∣∣∣∣(ln t

a)
α

Γ(α+1)HMr,α(t)−Hα
a [f(t)]H

α
a [tr]

∣∣∣∣∣
≤ (M−m)(ln t

a)
α

2Γ(α+1)

(
(ln t

a)
α

Γ(α+1)H
α
a

[
t2r
]
− (Hα

a [tr])2
) 1

2
.

(3.26)

Démonstration. nous utilisons Theorem 7 de [18]. Nous trouvons que∣∣∣∣∣∣∣
(
ln t

a

)α
Γ(α+ 1)H

α
a [fg(t)]−Hα

a [f(t)]H
α
a [g(t)]

∣∣∣∣∣∣∣

≤

(
ln t

a

)α
2Γ(α+ 1) (M −m)


(
ln t

a

)α
Γ(α+ 1)H

α
a

[
g2(t)

]
− (Hα

a [g(t)])
2


1
2

.

(3.27)
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En (3.27), prenant g(t) = tr, a < t ≤ b, nous avons∣∣∣∣∣∣∣
(
ln t

a

)α
Γ(α+ 1)H

α
a [trf(t)]−Hα

a [f(t)]H
α
a [tr]

∣∣∣∣∣∣∣

≤

(
ln t

a

)α
2Γ(α+ 1) (M −m)


(
ln t

a

)α
Γ(α+ 1)H

α
a

[
t2r
]
− (Hα

a [tr])2


1
2

.

(3.28)

Théorème 3.2.5 est ainsi prouvé.

En utilisant deux paramètres fractionnaires, nous considérons la générali-
sation suivante :

Théorème 3.2.6. Soit f le f.d.p. de X sur [a, b] et m ≤ f ≤ M . Alors pour
tous

a < t ≤b,α > 0, β > 0, nous avons

(
ln t

a

)α
Γ(α+ 1)HMr,α(t) +

(
ln t

a

)β
Γ(β + 1)HMr,β(t)−Hα

a [f(t)]H
β
a [t

r]−Hβ
a [f(t)]H

α
a [tr]

≤


M

(
ln t

a

)α
Γ(α+ 1) −H

α
a [f(t)]


Hβ

a [f(t)]−m

(
ln t

a

)β
Γ(β + 1)



+

Hα
a [f(t)]−m

(
ln t

a

)α
Γ(α+ 1)


M

(
ln t

a

)β
Γ(β + 1) −H

β
a [f(t)]




×


(
ln t

a

)α
Γ(α+ 1)H

β
a

[
t2r
]
+

(
ln t

a

)β
Γ(β + 1)H

α
a

[
t2r
]
− 2Hα

a [tr]Hβ
a [t

r]


1
2

.

(3.29)

31



32

Démonstration. En utilisant le théorème 8 de [18], nous avons∣∣∣∣∣(ln t
a)

α

Γ(α+1)H
β
a [fg(t)] +

(ln t
a)

β

Γ(β+1)H
α
a [fg(t)]−Hα

a [f(t)]H
β
a [g(t)]−Hβ

a [f(t)]H
α
a [g(t)]

∣∣∣∣∣
≤
[(
M

(ln t
a)

α

Γ(α+1) −H
α
a [f(t)]

)(
Hβ
a [f(t)]−m

(ln t
a)

β

Γ(β+1)

)

+

(
Hα
a [f(t)]−m

(ln t
a)

α

Γ(α+1)

)(
M

(ln t
a)

β

Γ(β+1) −H
β
a [f(t)]

)]

×
(
(ln t

a)
α

Γ(α+1)H
β
a

[
g2(t)

]
+

(ln t
a)

β

Γ(β+1)H
α
a

[
g2(t)

]
− 2Hα

a [g(t)]H
β
a [g(t)]

) 1
2

.

(3.30)
En prenant g(t) = tr, a < t ≤ b, on peut écrire

| (ln t
a)

α

Γ(α+1)H
β
a [t

rf(t)] +
(ln t

a)
β

Γ(β+1)H
α
a [trf(t)]−Hα

a [f(t)]H
β
a [t

r]−Hβ
a [f(t)]H

α
a [tr]

≤
[(
M

(ln t
a)

α

Γ(α+1) −H
α
a [f(t)]

)(
Hβ
a [f(t)]−m

(ln t
a)

β

Γ(β+1)

)

+

(
Hα
a [f(t)]−m

(ln t
a)

α

Γ(α+1)

)(
M

(ln t
a)

β

Γ(β+1) −H
β
a [f(t)]

)]

×
(
(ln t

a)
α

Γ(α+1)H
β
a

[
t2r
]
+

(ln t
a)

β

Γ(β+1)H
α
a

[
t2r
]
− 2Hα

a [tr]Hβ
a [t

r]

) 1
2

.

(3.31)
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