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Résumé

Dans ce travail, on abordera la question d’existence des solutions d’un problème
fractionnaire de pantographe par l’utilisation des différentes théorèmes de point fixe
dans l’éspace de Banach, ainssi d’étudier la stabilité au sens de Mittag Liffler Ulam.
Mot clé : point fixe, problème de pantographe, Mittag Liffler Ulam stabilité.

Abstract

In this work, we address the question of the existence of solutions for fractional
pantograph problem by using different fixed point theorems in Banach space, also to
study the stability in the sense of Mittag-Liffler- Ulam.
Keyword : fixed point, pantograph problem, Mittag Liffler Ulam.

�
	
jÊÓ

�
é
�
JK. A
�
JË @

�
é¢

�
®
	
JË @

�
HAK
Q

	
¢
	
� Ð@Y

	
j
�
J�AK. ø



Qå�ºË@ pA�

	
�ÖÏ @

�
éË


A�ÖÏ ÈñÊg Xñk. ð

�
éË


A�Ó ÉÒªË@ @

	
Yë ú




	
¯ ÈðA

	
J
�
�
	
K

. ÐBð


@ QÊ

	
®J
Ë h. A

�
JJ
Ó ú

	
æªÖß. ÈñÊmÌ'@ P@Q

�
®
�
J�@

�
é�@PX ½Ë

	
Y»ð ,pA

	
KAK. Z A

	
�
	
¯ ú




	
¯
�
é
	
®Ê
�
J
	
jÖÏ @

. ÐBð@ QÊ
	
®J
Ë h. A

�
JJ
Ó ú

	
æªÖß. P@Q

�
®
�
J�B@ ,pA�

	
�ÖÏ @

�
éÊ¾

�
�Ó ,

�
é
�
JK. A
�
JË @

�
é¢

�
®
	
JË @ :

�
éJ
kA

�
J
	
®ÖÏ @

�
HAÒÊ¾Ë@

4



TABLE DES MATIÈRES

1 Notions préliminaires 7
1.1 Fonctions spécial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1.1 Fonction Gamma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.1.2 Fonction Bêta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.1.3 Fonction Mittag - Leffler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.2 Intégrale fractionnaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.3 Dérivées fractionnaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.3.1 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.3.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville . . . . . . . . . . . . 11

1.4 Lemmes fondamentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.5 Notations et définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.6 Quelques théorèmes du point fixe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.6.1 Théorème de point fixe de Banach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.6.2 Théorème de point fixe de Krasnosselskii . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.6.3 L’alternative non linéaire de Leray-Schauder . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.6.4 Théorème de point fixe de Arzela-Ascoli . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2 Existence et unicité de solution du problème de pantographe 15
2.1 Solution intégrale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.2 Problème du Point fixe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2.1 Unicité de la solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.3 Preuve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.4 Existence d’une Solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.4.1 Existence via le théorème du point fixe de Krasnoselskii . . . . . . . . . 26
2.5 Existence via l’alternative non linéaire de Leray-Schauder . . . . . . . . . . . . . 38

3 Stabilité au sens de Mittag-Leffler-Ulam du problème de Pantographe 47
3.1 Stabilité au sens de Mittag-Leffler-Ulam-Hyers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.2 Stabilité au sens de Mittag-Leffler-Ulam-Hyers-Rassias . . . . . . . . . . . . . . 50

5



INTRODUCTION

Les équations différentielles fractionnaires non linéaires sont parmi les outils les plus puis-
sants des mathématiques modernes, car la plupart des phénomènes dans le monde réel ont une
nature non linéaire . De plus, il existe un grand nombre de phénomènes physiques modélisés
par différentes équations à dérivées d’ordre fractionnaire. L’une de ces équations est celle de
type de pantographe. Voir [2]
Dans [3, 17] Le modèle type de pantographe est donné par la forme suivante :

x′(t) = Ax(t) +Bx(ωt),

x(0) = x0,

0 ≤ t ≤ T, 0 < ω < 1.

l’auteur dans [8] a évalué la diculté suivante du type de pantographe
cDqx(t) = f(t, x(t), y(ωt)),

x(0) = x0,

0 ≤ t ≤ T, 0 < q < 1, 0 < ω < 1.

Le présent travail traité est le problème fractionnaire non linéaire de type de pantographe
suivant :

RLDα(CDβ(CDγx(t))) = Af(t, x(t), x(ωt)) +BIµ [g(t, x(t), x(ϖt))],

x(0) = 0, λ1x(1)− λ2x(η) = φ(x), CDγx(0) = 0, 0 < η < 1, β, λ1, λ2 ∈ R,

t ∈ [0, 1] , 0 < α, β, γ ≤ 1, µ ≥ 0, 0 < ω,ϖ < 1, A,B ∈ R, λ1 ̸= λ2η
α+β+γ−1.

On commencera d’abord par présenter les notions de base relatives au calcul fractionnaire.Puis
on donne quelques théorèmes de point fixe.
Dans le deuxième chapitre, on va étudier l’unicité de solution par le principe de contraction de
Banach. Puis on étudier l’existence des solutions par le théorème de point fixe de Krasnoselski
et L’alternative non linéare de Leary Schauder.
Enfin, dans le troisième chapitre, on donnera des conditions suffisantes pour assurer la stabilité
au sens de Mittag-Liffler-Ulam de notre problème.
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CHAPITRE 1

NOTIONS PRÉLIMINAIRES

Ce chapitre sera consacré aux définitions élémentaire et notions de base relatif au calcul
fractionnaire tels que : l’intégration fractionnaire, la dérivation fractionnaire aux sens de Caputo
et de Riemann-Liouville, définition de certaines fonctions, dont la fonction Gamma et Bêta qui
jouent un rôle très important dans la théorie du calcul fractionnaire et ces applications.

1.1 Fonctions spécial

1.1.1 Fonction Gamma

Définition 1.1.1. [2] on appelle fonction Gamma, la fonction définit par l’intégral suivant :

Γ(α) =

∫ +∞

0

xα−1e−xdx, α > 0.

Propriétés 1. Pour tout α > 0 et n ∈ N∗, la fonction Gamma satisfait les propriétés sui-
vantes :

1. Γ(1) = 1.

2. Γ(α + 1) = αΓ(α).

3. Γ(α + n) = α(α + 1)(α + 2)...(α + n− 1)Γ(α).

4. Γ(n) = (n− 1)!.

1.1.2 Fonction Bêta

Définition 1.1.2. [2] La fonction Bêta est donnée par :

β(m,n) =

∫ 1

0

xm−1(1− x)n−1dx, ∀m,n ∈ R+.

Propriétés 2.
β(m,n) = β(n,m).

Preuve. Par définition on a :

β(m,n) =

∫ 1

0

xm−1(1− x)n−1dx.

7



Chapitre 1.

On pose : x = 1− t, dx = −dt.
Si x = 0 −→ t = 1, x = 1 −→ t = 0.

Alors on aura :

β(m,n) = −
∫ 0

1

(1− t)m−1tn−1dt

=

∫ 1

0

tn−1(1− t)α−1dt = β(n,m).

1.1.3 Fonction Mittag - Leffler

La fonction exponentielle ex joue un rôle très important dans la théorie des équations dif-
férentielles d’ordre entier. La généralisation de la fonction exponentielle à un seul paramètre a
été introduite par G.M. Mittag-Leffler et désignée par la fonction suivante :

Définition 1.1.3. [8] Pour X ∈ C et α est un nombre réelle stréctement positive, on définie
la fonction Mittag - Leffler Eα(x) par le dévleppement en série suivant :

Eα(x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(αk + 1)
.

Pour tout α > 0 et β > 0, la fonction Mittag-Leffler généralisée Eα,β(x) peut être définie
par deux paramétre α et β comme suit :

Eα,β(x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(αk + β)
, α > 0, β > 0.

Exemple

1.

E1,1(x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(k + 1)
=

+∞∑
k=0

xk

k!
= ex.

E1,2(x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(k + 2)
=

+∞∑
k=0

xk

(k + 1)!
=

1

x

+∞∑
k=0

xk+1

(k + 1)!
=

1

x
(ex − 1).

E1,3(x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(k + 3)
=

1

x2

+∞∑
k=0

xk+2

(k + 2)!
=

1

x2
(ex − x− 1).

On générale

E1,m(x) =
1

xm−1

{
ex −

m−2∑
k=0

xk

k!

}
.

2.

E2,1(x
2) =

+∞∑
k=0

x2k

Γ(2k + 1)
=

+∞∑
k=0

x2k

(2k)!
= cosh(x).

E2,2(x
2) =

+∞∑
k=0

x2k

Γ(2k + 2)
=

1

x

+∞∑
k=0

x2k+1

(2k + 1)!
=

sinh(x)

x
.
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Chapitre 1.

Remarque 1.1.1

Pour tout α > 0 et k ∈ N on a :

Eα,1(x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(αk + 1)
= Eα(x).

1.2 Intégrale fractionnaire
Définition 1.2.1. Soit f : [a, b] → R une fonction continue, on appelle intégrale fractionnaire
d’ordre α > 0 de f , l’intégrale suivante :

Iαa [f(x)] =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt.

Propriétés 3. [2] Soit f ∈ C0([a, b]) et α, β > 0. Alors :

1. Iαa [I
β
a f(x)] = Iα+β

a [f(x)].

2. d
dx
Iαa [f(x)] = Iα−1

a [f(x)], α > 1.

Exemple 1. Soit f(x) = xβ, α > 0, β > 0.

Calculer Iα0 [f(x)].

Iα0 [f(x)] =
1

Γ(α)

∫ x

0

(x− t)α−1tβdt

=
1

Γ(α)

∫ x

0

(x(1− t

x
))α−1tβds

=
1

Γ(α)

∫ x

0

xα−1(1− t

x
)α−1tβds,

en effectuant le changement de variable

y =
t

x
=⇒ t = xy,

avec dt = xdy,

donc on obtient

(Iαf)(x) =
1

Γ(α)

∫ 1

0

xα−1(1− y)α−1(xy)βxdy

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− y)α−1xα+βyβdy

=
xα+β

Γ(α)

∫ 1

0

yβ(1− y)α−1dy

9



Chapitre 1.

=
xα+β

Γ(α)
β(β + 1, α)

=
xα+β

Γ(α)

Γ(β + 1)Γ(α)

Γ(β + α + 1)

=
Γ(β + 1)

Γ(β + α + 1)
xα+β.

1.3 Dérivées fractionnaires

1.3.1 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.3.1. Soit m − 1 < α < m, m ∈ N∗, et f ∈ Cm([a, b]), on appelle dérivée
fractionnaire de f au sens de Caputo, la fonction définit par :

cDα
a [f(x)] = Im−α

a [f (m)(x)]

=
1

Γ(m− α)

∫ x

a

(x− s)m−α−1f (m)(s)ds.

Propriétés 4.

1. Soit m− 1 < α < m et λ, µ ∈ R.

cDα
a [λf(x) + µg(x)] = λcDα

a [f(x)] + µcDα
a [g(x)].

2. cDα
a [I

α
a [f(x)]] = f(x).

3. En générale, on a pas : Iαa [cDα
a [f(x)]] = f(x).

4. Si 0 ≤ α ≤ β ≤ 1, et α + β ≤ 1, et f ∈ C1.
Alors,

cDα
a [

cDβ
a [f(x)]] =

cDα+β
a [f(x)] = cDβ

a [
cDα

a [f(x)]].

Exemple 2. Soit f(x) = (x− a)β.
Calculer cDα[f(x)].

cDα[f(x)] =c Dα
[
(x− a)β

]
= Im−α

[
(
d

dx
)m(x− a)β

]
= Im−α

[
Γ(β + 1)

Γ(β −m+ 1)
(x− a)β−m

]
=

Γ(β + 1)

Γ(β −m+ 1)
Im−α

[
(x− a)β−m

]
=

Γ(β + 1)

Γ(β −m+ 1)

Γ(β −m+ 1)

Γ(β −m+m− α + 1)
(x− a)β−m+m−α

=
Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(x− a)β−α.
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Chapitre 1.

1.3.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.2.2
Soit m−1 < α < m avec m ∈ N∗. On appelle dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
d’orde α > 0 la fonction définie par

RLDα
a (f(t)) = (

d

dt
)m(Im−α

a (f(t))

=
1

Γ(m− α)
(
d

dt
)m
∫ t

a

(t− s)m−α−1f(s)ds.

Propriétés 5.

1. Soit m− 1 < α < m et λ, µ ∈ R.

RLDα
a [λf(x) + µg(x)] = λRLDα

a [f(x)] + µRLDα
a [g(x)].

2. lim
α→m

RLDα
a f = fm.

3. RLDα
a ◦ Iαa = id.

Exemple sur la dérivée fractionnaire au sens de RL :
On prend la fonction f(t) = (t− a)β.

(RLDα
a f)(t) = Dα

a (t− a)β = (
d

dt
)m[Im−α

a (t− a)β]

= (
d

dt
)m[

Γ(β + 1)

Γ(β + 1 +m− α)
(t− a)β+m−α]

=
Γ(β + 1)

Γ(β + 1 +m− α)
(
d

dt
)m(t− a)β+m−α

=
Γ(β + 1)

Γ(β + 1 +m− α)

Γ(β +m− α + 1)

Γ(β − α + 1)
(t− a)β−α

=
Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(t− a)β−α.
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Chapitre 1.

1.4 Lemmes fondamentaux
Lemme 1.4.1. Si β ≥ α > 0 et la dérivée fractionnaire cDβ−α

a existe, alors on a :

cDβIαf(t) =c Dβ−αf(t), t ∈ [0, T ].

Pour α > 0 et β > 0 avec β < α, on a :

cDβIαf(t) = Iβ−αf(t), t ∈ [0, T ],

Lemme 1.4.2. Soit h ∈ Cm([0, T ],R),m ∈ N∗, pour α ∈]m − 1,m[, la solution générale de
l’équation différentielle RLDαh(t) = 0 est donnée par :

Iαa [
RLDα

a [f(x)]] = f(x) +
m∑
i=1

cix
α−i.

où ci ∈ R, i = 0, 1, ...m− 1,m = [α] + 1.

Lemme 1.4.3. Soit h ∈ Cm([0, T ],R),m ∈ N∗, pour β ∈]m − 1,m[, la solution générale de
l’équation différentielle cDβh(t) = 0 est donnée par :

Iβa [
cDβ

a [f(x)]] = f(x) +
m−1∑
i=0

cix
i,

où ci ∈ R, i = 0, 1, ...m− 1,m = [β] + 1.

1.5 Notations et définitions
Dans cette sections, nous présentons les notations et définitions et quelques propriétés pré-

liminaires qui sont utilisées dans ce mémoire.
Soit I = [0, T ], T > 0, notons C(I, R) l’espace de Banach des fonctions continues définies de I
dans R, muni de la norme

∥ x ∥∞= {sup |x(t)| /t ∈ I} ,

où |.| est une norme sur R .

Définition 1.5.1. [1] Un espace (X, ∥ . ∥) est dite espace vectoriel normé sur le corps K s’il
est muni d’une application ∥ . ∥: X → R+ qui vérifie :

1. ∀x ∈ X :∥ x ∥= 0 ⇐⇒ x = 0X ,

2. ∀λ ∈ K, x ∈ X :∥ λx ∥= |λ| ∥ x ∥,
3. ∀x, y ∈ X :∥ x+ y ∥≤∥ x ∥ + ∥ y ∥ .

Définition 1.5.2. [5] Une partie A de (X, ∥ . ∥X) est dite relativement compact si son
adhérence est compact.

Définition 1.5.3. Soient X et Y deux espaces de Banach, et Φ : X −→ Y une application
linéaire. On dit que Φ est borné si elle envoie les parties bornées de X sur des parties bornées
de Y .

Définition 1.5.4. [5] Soit A un sous ensemble de C(I,R), A est uniformément borné.
i,e ; il existe une constante k > 0 telle que : ∥ f(x) ∥⩽ k, pour tout x ∈ I et tout f ∈ A.
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Définition 1.5.5. [5] Soient X et Y deux espaces de Banach. on appelle opérateur borné
toute application linéaire continue de X dans Y .

Définition 1.5.6. [5] Soient X et Y deux espaces de Banach et f une application définie de X
à valeurs dans Y . On dit que f est complètement continue si elle est continue et transforme
tout borné de X en une ensemble relativement compact dans Y . f est dite compact si f(X) est
relativement compact dans Y .

Définition 1.5.7. [2] Soit A un sous ensemble de C(I,R), L’ensemble A est équicontinue.
i.e ;
pour tout ε > 0, pour tout t1, t2 ∈ I et tout f ∈ A, il existe δ > 0 telque

|t1 − t2| < δ ⇒∥ f(t1)− f(t2) ∥⩽ ε.

Définition 1.5.8. [1] Soit (X, ∥ . ∥) un espace vectorielle normé, une application A : X → X
est dite contractante, s’il existe un nombre positif k ∈ [0.1] telle que ∀x, y ∈ X, on a :

∥ Ax− Ay ∥⩽ k ∥ x− y ∥ .

Définition 1.5.9. [1] Soit (X, ∥ . ∥) un espace vectorielle normé et A : X → X une application.
On appelle point fixe de A tout point x ∈ X tell que : Ax = x.

1.6 Quelques théorèmes du point fixe
Les équations différentielles fractionnaires sont considérées comme des équations différen-

tielles non-linéaires, alors plusieurs théorèmes ont été utilisés pour résoudre ce type d’équation.
L’un des méthodes les plus utilisées : les théorèmes du point fixe. En effet, ces théorèmes ac-
cordent des conditions suffisantes pour assurer l’existence d’un point fixe pour une fonctions
donnée.
Dans le cas des EDFs, on transforme un problème donné en un problème du point fixe. Les
points fixes du problème transformé sont ainsi les solutions du problème donné.
Dans cette section, on reppel le théorème du point fixe de Banach, Leray-Schauder et krasno-
selskii.

1.6.1 Théorème de point fixe de Banach

Théorème 1.6.1. [5] Soit X un espace de Banach, et A : X −→ X un opérateur contractant.
Alors A admet un point fixe unique.i.e ; ∃ !x ∈ X tel que Ax = x.

1.6.2 Théorème de point fixe de Krasnosselskii

Théorème 1.6.2. [11] Soit X un espace de Banach et M un sous ensemble fermé borné et
convexe de X. On suppose que A1, A2 sont deux opérateurs de X dans X satisfaisants :

1. A1x+ A2y ∈ M,∀x, y ∈ M,

2. A1 est complètement continue ,
3. A2 est contractant.

Alors il existe au moins un élément z ∈ M tel que :

A1z + A2z = z.

13
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1.6.3 L’alternative non linéaire de Leray-Schauder

Théorème 1.6.3. [1] Soit E un espace de Banach, C un sous-ensemble convexe fermé de E,
U un sous-ensemble ouvert de C et 0 ∈ U . l’opérateur A : Ū → C est continue et compact
(c’est-à-dire que A(Ū) est un sous ensemble relativement compact de C). Alors

1. L’application A admet un point fixe dans Ū , sinon
2. Il existe x ∈ ∂U et σ ∈ [0, 1] avec, x = σAx.

1.6.4 Théorème de point fixe de Arzela-Ascoli

Théorème 1.6.4. [1] Soit A un sous ensemble de C(I,R), A est relativement compact dans
C(I,R), si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. L’ensemble A est uniformément borné.
2. L’ensemble A est équicontinue.
3. Pour tout x ∈ I l’ensemble {f(x), f ∈ A} ⊂ X, est relativement compact.
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CHAPITRE 2

EXISTENCE ET UNICITÉ DE SOLUTION DU PROBLÈME DE
PANTOGRAPHE

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude de l’existence et l’unicité des solutions pour un
problème fractionnaire de pantographe. [13]
On considère alors le problème suivant :



RLDα(CDβ(CDγx(t))) = Af(t, x(t), x(ωt)) +BIµ [g(t, x(t), x(ϖt))],

x(0) = 0, λ1x(1)− λ2x(η) = φ(x), CDγx(0) = 0, 0 < η < 1, β, λ1, λ2 ∈ R,

t ∈ [0, 1] , 0 < α, β, γ ≤ 1, µ ≥ 0, 0 < ω,ϖ < 1, A,B ∈ R, λ1 ̸= λ2η
α+β+γ−1.

(2.1)

Où
RLDα,C Dp, p ∈ {β, γ} sont les dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville (RL) et
Caputo f, g : [0, 1]× R× R → R et φ : C([0, 1],R) → R sont des fonctions continues .
On prouvera l’unicité de la solution par le théorème de point fix de Banach. Puis on va aborder
la question de l’existence d’une solution au moins pour le problème (2.1) par l’utilisation du
théorème de point fixe de Krasnoselskii, aussi par L’alternative non linéaire de Leray-Schauder.
L’existence et l’unicité d’une solution est établit par la transformation de ce problème à une
équation intégrale équivalente, dont la solution est identifiée à un point fixe d’un opérateur (sous
certaines hypothèses suffisantes sur la fonction f) dans un espace fonctionnel convenablement
choisi.

2.1 Solution intégrale
Lemme 2.1.1. Soit h ∈ C([0, 1],R), alors la solution du problème fractionnaire suivant :

RLDα(CDβ(CDγx(t))) = h(t),

x(0) = 0, λ1x(1)− λ2x(η) = φ(x), CDγx(0) = 0, 0 < η < 1, β, λ1, λ2 ∈ R,
t ∈ [0, 1] , 0 < α, β, γ ≤ 1, µ ≥ 0, 0 < ω,ϖ < 1, A,B ∈ R, λ1 ̸= λ2η

α+β+γ−1.
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est donné par :

x(t) =
1

Γ(α + β + γ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ−1h(s)ds

+
tα+β+γ−1

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
[

λ2

Γ(α + β + γ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1h(s)ds]

− λ1

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1h(s)ds]

+
tα+β+γ−1

λ1 − λ2ηα+β+Γ−1
φ(x).

(2.2)

Preuve :
Soit l’équation :

RLDα(CDβ(CDγx(t))) = h(t), (2.3)

En prenant l’intégrale de Riemann-Liouville fractionnaire d’ordre α pour (2.3 ), on obtient :

Iα[RLDα(CDβ(CDγx(t)))] = Iα[h(t)],

par (1.4.2), on trouve :
CDβ(CDγx(t)) = Iα[h(t)] + c1t

α−1, (2.4)

on utilise l’intégrale de Riemann-Liouville fractionnaire d’ordre β pour (2.4), on obtient :

Iβ[CDβ(CDγx(t))] = Iα+β[h(t)] + Iβ[c1t
α−1].

Par (1.4.3), on trouve :

CDγx(t) = Iα+β[h(t)] + Iβ[c1t
α−1] + c2, (2.5)

en appliquant l’intégrale de Riemann-Liouville fractionnaire d’ordre γ pour (2.5), on obtient :

Iγ[CDγx(t)] = Iα+β+γ[h(t)] + Iβ+γ[c1t
α−1] + Iγ[c2].

Par (1.4.3), on trouve :

x(t) = Iα+β+γ[h(t)] + Iβ+γ[c1t
α−1] + Iγ[c2] + c3, (2.6)

où c0, c1 et c2 sont des constantes arbitraire.

Maintenant, on cherche les constantes c0, c1 et c2 .
D’après la condition x(0) = 0, on peut écrire :

x(0) = c3 = 0.

On utilise la condition CDγx(0) = 0, on trouve :

CDγ[x(t)] =C Dγ[Iα+β+γh(t)] +C Dγ[Iβ+γc1t
α−1] +C Dγ[Iγc2],

CDγ[x(0)] = Iα+βh(0) + Iβc10
α−1 + c2,

donc
c2 = 0.
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On utilise la condition λ1x(1)− λ2x(η) = φ(x), on calcule x(1) et x(η), on trouve :

x(1) = Iα+β+γh(1) + Iβ+γc1,

x(η) = Iα+β+γh(η) + c1I
β+γηα+β+γ−1.

Donc on obtient,

λ1(I
α+β+γh(1) + c1

Γ(α)

Γ(α + β + γ)
)− λ2(I

α+β+γh(η) + c1
Γ(α)

Γ(α + β + γ)
ηα+β+γ−1) = φ(x),

λ1I
α+β+γh(1) + λ1c1

Γ(α)

Γ(α + β + γ)
− λ2I

α+β+γh(η) + λ2c1
Γ(α)

Γ(α + β + γ)
ηα+β+γ−1 = φ(x),

alors
c1

Γ(α)

Γ(α + β + γ)
(λ1 − λ2η

α+β+γ−1) = φ(x) + λ2I
α+β+γh(η)− λ1I

α+β+γh(1),

donc
c1 =

Γ(α + β + γ)

Γ(α)(λ1 − λ2ηα+β+γ−1)
(φ(x) + λ2I

α+β+γh(η)− λ1I
α+β+γh(1)).

Substituant c0, c1 et c3 dans (2.9) on obtient la solution (2.2).

2.2 Problème du Point fixe
Avant tout, on introduit l’espace de Banach suivant :

X = {x, x ∈ C([0, 1],R)},

muni de la norme :
∥ x ∥= sup

t∈[0,1]
|x(t)|.

D’aprés (2.2), on défini l’opérateur :

A : X → X

x(t) 7−→ Ax(t),

tel que, ∀t ∈ [0, 1], on a :

Ax(t) =
A

Γ(α + β + γ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

+
B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

+
tα+β+γ−1

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
[

λ2A

Γ(α + β + γ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1f((s, x(s), x(ωs))ds
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+
λ2B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

− λ1A

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

+
λ1B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds]

+
tα+β+γ−1

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
φ(x).

Il convient de noter que le problème (2.1) a des solutions si et seulement si l’opérateur A a des
points fixes.

2.2.1 Unicité de la solution

Afin d’établier l’unicité de solutions, on va montrer que l’opérateur A admet un point fix
unique. Pour ce faire, on utilise le théoréme du point fixe de Banach.

Théorème
Soient f, g : [0, 1]× R× R → R sont des fonctions continues. On suppose que :
(H1) : ∃Mi > 0, i = 1, 2 telle que :

|f(t, x1, y1)− f(t, x2, y2)| ≤ M1(|x1 − x2|+ |y1 − y2|),

|g(t, x1, y1)− g(t, x2, y2)| ≤ M2(|x1 − x2|+ |y1 − y2|),

pour tout t ∈ [0, 1], x1, y1, x2, y2 ∈ R.

(H2) : φ : C([0; 1];R) → R est une fonction continue avec φ(0) = 0 et ∃ un
constant k > 0. On suppose que

|φ(x)− φ(y)| ≤ k |x− y| , ∀x, y ∈ C([0, 1],R).

(H3) :

(2M(L1 + L2) + L3) < 1.

Alors le problème (2.2) admet une solution unique sur [0,1].

2.3 Preuve
On preuve que ABr ⊂ Br tel que Br = {x ∈ Z : ∥x∥ ≤ r},

avec
V (L1 + L2)

1− (2M(L1 + L2) +
k

|λ1−λ2ηα+β+γ−1|)
≤ r,
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pour x ∈ Br, on a :

|f(t, x(t), x(ωt))| ≤ |f(t, x(t), x(ωt))− f(t, 0, 0)|+ |f(t, 0, 0)| ,

d’après (H1) on trouve :

|f(t, x(t), x(ωt))|≤ M1(|x(t)− 0|+ ∥x(ωt)− 0|) + |f(t, 0, 0)|,

|f(t, x(t), x(ωt))∥≤ M1 ∥x(t)∥+M1 ∥x(ωt)∥+ |f(t, 0, 0)|,

|f(t, x(t), x(ωt))|≤ 2M ∥x(t)∥+ V1 ≤ 2M1r + V1,

tel que :
V1 = sup |f(t, 0, 0)| ,

|g(t, x(t), x(ϖt))| ≤ |g(t, x(t), x(ϖt)− g(t, 0, 0)|+ |g(t, 0, 0)| ,
d’après (H1) on trouve :

|g(t, x(t), x(ϖt))| ≤ M2 |x(t)− 0|+ |x(ϖt)− 0|+ |g(t, 0, 0)| ,

|g(t, x(t), x(ϖt))| ≤ M2 |x(t)|+M2 |x(ϖt)|+ |g(t, 0, 0)| ,

|g(t, x(t), x(ϖt))| ≤ 2M2 ∥x(t)∥+ V2 ≤ 2M2r + V2,

tel que :
V2 = sup |g(t, 0, 0)| ,

et
|φ(x)| ≤ k ∥x(t)∥ ≤ kr,

∥Ax∥ = || A

Γ(α + β + γ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

+
B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

+
tα+β+γ−1

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
[

λ2A

Γ(α + β + γ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1f((s, x(s), x(ωs))ds

+
λ2B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

− λ1A

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

+
λ1B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds]

+
tα+β+γ−1

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
φ(x)||,
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alors :

∥Ax∥ ≤ |A|
Γ(α + β + γ)

sup
t∈[0,1]

|f(t, x(t), x(ωt))|
∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1ds

+
|B|

Γ(α + β + γ + µ)
sup
t∈[0,1]

|g(t, x(t), x(ϖt))|
∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1ds

+
1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
[

|λ2A|
Γ(α + β + γ)

sup
t∈[0,1]

|f((t, x(t), x(ωt))|
∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1ds

+
|λ2B|

Γ(α + β + γ + µ)
sup
t∈[0,1]

|g(t, x(t), x(ϖt))|
∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1ds

− |λ1A|
Γ(α + β + γ)

sup
t∈[0,1]

|f(t, x(t), x(ωt))|
∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1ds

+
|λ1B|

Γ(α + β + γ + µ)
sup
t∈[0,1]

|g(t, x(t), x(ϖt))|
∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1ds]

+
1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
sup
t∈[0,1]

|φ(x)| .

Par calcule simple, on trouve que :

∥Ax∥ ≤ (2Mr + V )
|A|

Γ(α + β + γ + 1)

[1 +
1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
[|λ2| ηα+β+γ + |λ1|]]

+(2Mr + V )
|B|

Γ(α + β + γ + µ+ 1)

[

[
1 +

1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
[|λ2| ηα+β+γ+µ + |λ1|

]
]

+kr
1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
,

tel que V = sup(V1, V2) et M = sup(M1,M2),
donc

∥Ax∥ ≤ (2M(L1 + L2) +
k

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
)r + V (L1 + L2) ≤ r,

d’où ABr ⊂ Br.
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Pour x, y ∈ X ona :

|Ax(t)− Ay(t)|=

∣∣∣∣∣ A

Γ(α + β + γ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

+
B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

+
tα+β+γ−1

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
[

λ2A

Γ(α + β + γ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1f((s, x(s), x(ωs))ds

+
λ2B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

− λ1A

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

+
λ1B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds]

+
tα+β+γ−1

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
φ(x)

− A

Γ(α + β + γ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ−1f(s, y(s), y(ωs))ds

− B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ+µ−1g(s, y(s), y(ϖs))ds

− tα+β+γ−1

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
[

λ2A

Γ(α + β + γ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1f((s, y(s), y(ωs))ds

− λ2B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1g(s, y(s), y(ϖs))ds

+
λ1A

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1f(s, y(s)y(ωs))ds

− λ1B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1g(s, y(s), y(ϖs))ds]

− tα+β+γ−1

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
φ(y)

∣∣∣∣∣
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≤ |A|
Γ(α + β + γ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ−1|f(s, x(s), x(ωs))− f(s, y(s), y(ωs))|ds

+
|B|

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ+µ−1|g(s, x(s), x(ϖs))− g(s, y(s), y(ϖs))|ds

+
|tα+β+γ−1|

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
[

|λ2A|
Γ(α + β + γ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1|f(s, x(s), x(ωs))− f(s, y(s), y(ωs))|ds

+
|λ2B|

Γ(α + β + γ + µ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1|g(s, x(s), x(ϖs))− g(s, y(s), y(ϖs))|ds

+
|λ1A|

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1|f(s, x(s), x(ωs))− f(s, y(s), y(ωs))|ds

+
|λ1B|

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1|g(s, x(s), x(ϖs))− g(s, y(s), y(ϖs))|ds]

+
tα+β+γ−1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
|φ(x)− φ(y)|

≤ sup
t∈[0,1]

{
|A|

Γ(α + β + γ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ−1|f(s, x(s), x(ωs))− f(s, y(s), y(ωs))|ds

+
|B|

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ+µ−1|g(s, x(s), x(ϖs))− g(s, y(s), y(ϖs))|ds

+
tα+β+γ−1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
[

|λ2A|
Γ(α + β + γ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1|f(s, x(s), x(ωs))− f(s, y(s), y(ωs)ds)|ds

+
|λ2B|

Γ(α + β + γ + µ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1|g(s, x(s), x(ϖs))− g(s, y(s), y(ϖs))|ds

+
|λ1A|

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1|f(s, x(s), x(ωs))− f(s, y(s), y(ωs))|ds

+
|λ1B|

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1|g(s, x(s), x(ϖs))− g(s, y(s), y(ϖs))|ds]

+
tα+β+γ−1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
|φ(x)− φ(y)|

}
.
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En utilisant les hypothèses (H1) et (H2), on obtient :

|Ax(t)− Ay(t)|≤ |A|M1

Γ(α + β + γ)
[|x(t)− y(t)|+ |x(ωt)− y(ωt)|]

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1ds

+
|B|M2

Γ(α + β + γ + µ)
[|x(t)− y(t)|+ |x(ϖt)− y(ϖt)|]

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1ds

+
1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
[
|λ2| |A|M1

Γ(α + β + γ)
[|x(t)− y(t)|+ |x(ωt)− y(ωt)|]

∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1ds

+
|λ2| |B|M2

Γ(α + β + γ + µ)
[|x(t)− y(t)|+ |x(ϖt)− y(ϖt)|]

∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1ds

+
|λ1| |A|M1

Γ(α + β + γ)
[|x(t)− y(t)|+ |x(ωt)− y(ωt)|]

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1ds

+
|λ1| |B|M2

Γ(α + β + γ + µ)
[|x(t)− y(t)|+ |x(ϖt)− y(ϖt)|]

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1ds]

+
k

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
|x− y| .

Par calcule simple, on trouve que :

|Ax(t)− Ay(t)|≤ M1 [|x(t)− y(t)|+ |x(ωt)− y(ωt)|] |A|
Γ(α + β + γ + 1)

[1 +
1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
[|λ2| ηα+β+γ + |λ1|]]

+M2(|x(t)− y(t)|+ |x(ϖt)− y(ϖt)|) |B|
Γ(α + β + γ + µ+ 1)[

1 +
1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
[|λ2| ηα+β+γ+µ + |λ1|

]

+
k

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
|x− y| .

En passant à la norme, on trouve :

∥Ax− Ay∥ ≤ 2M1L1∥x− y∥+ 2M2L2∥x− y∥+ L3∥x− y∥

≤ (2M1L1 + 2M2L2 + L3)∥x− y∥

≤ (2M(L1 + L2) + L3)∥x− y∥,
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tel que

L1 =
|A|

Γ(α + β + γ + 1)

[
1 +

1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
(|λ2| ηα+β+γ + |λ1|)

]
,

L2 =
|B|

Γ(α + β + γ + µ+ 1)

[
1 +

1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
(|λ2| ηα+β+γ+µ + |λ1|)

]
,

L3 =
k

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
.

Et (M = sup(Mi, i = 1, 2)).

D’après (H3) l’opérateur A est contractant, par conséquent le problème (2.1) admet une seule
solution.

Exemple 3. On Considère le problème suivant :



RLD
1
3 (CD

2
5 (CD

3
7x(t))) =

7

20
(

x(t)√
t+ 144

+
e−tx(3

4
t)

12 + et
+ arcsint)

+
2

15
I

1
7

[
2etx(t)

4t+ 20e3t
+

x(5
8
)

10 + t
+

2

7

]
, t ∈ [0, 1],

x(0) = 0,
4

5
(x(1))− 7

11
x(

3

5
) =

1

16
x(t), CD

3
7x(0) = 0,

(2.7)

où

f(t, x(t), x(ωt)) =
x(t)√
t+ 144

+
e−tx(3

4
t)

12 + et
+ arcsint,

g(t, x(t), x(ϖt)) =
2etx(t)

4t+ 20e3t
+

x(5
8
)

10 + t
+

2

7
,

φ(x) =
1

16
x(t).

Et

α =
1

3
, β =

2

5
, γ =

3

7
, µ =

1

7
,

A =
7

20
, B =

2

15
, η =

3

5
,

ω =
3

4
, ϖ =

5

8
,

λ1 =
4

5
, λ2 =

7

11
, λ1 ̸= λ2η

α+β+γ−1.
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Soient x, y ∈ R et t ∈ [0, 1]

|f(t, x(t), x(3
4
t))− f(t, y(t), y(

3

4
t))| =

∣∣∣∣∣ x(t)√
t+ 144

+
e−tx(3

4
t)

12 + et
− y(t)√

t+ 144
−

e−t(y 3
4
t)

12 + et

∣∣∣∣∣
≤ 7

240
(|x(t)− y(t)|+|x(3

4
t)− y(

3

4
t)|),

|g(t, x(t), x(5
8
t))− g(t, y(t), y(

5

8
t))| =

∣∣∣∣∣ 2etx(t)

4t+ 20e3t
+

x(5
8
)

10 + t
+

2

7
− 2ety(t)

4t+ 20e3t
−

y(5
8
)

10 + t
− 2

7

∣∣∣∣∣
≤ 1

10
(|x(t)− y(t)|+|x(5

8
t)− y(

5

8
t)|),

|φ(x)− φ(y)|= | 1
16

x(t)− 1

16
y(t)|≤ 1

16
|x− y|.

Par conséquent, les conditions (H1) et (H2) sont valables avec

M1 =
7

240
, M2 =

1

10
,

et k = 1
16

respectivement.

Avec :

M = max(M1,M2) =
1

10
, λ1 − λ2η

α+β+γ−1 = 0, 21414,

L1 = 1, 852, L2 = 0, 50612.

Ainsi condition
(2M(L1 + L2) + L3) = 0, 9544 < 1.

Ainsi toutes les hypothèses sont satisfaites, par conséquent le problème (2.7) possède une unique
solution.
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2.4 Existence d’une Solution
Dans cette section on étudier l’existence d’une solution par l’utilisation de théorème du

point fixe de Krasnosselskii, puis par L’alternative Non Linéaire de Leray-Shauder.

2.4.1 Existence via le théorème du point fixe de Krasnoselskii

Théorème
Soient f, g : [0, T ] × R2 → R et ϕ : C([0, 1],R → R des fonctions continues, on suppose

que (H1) et (H2) et les hypothèses suivantes sont satisfaites :
(H4) : Ils existent trois constantes U1, U2, p > 0, telle que :

|f(t, x(t), y(t))| ≤ U1, ∀x, y ∈ R, t ∈ [0, 1],

|g(t, x(t), y(t))| ≤ U2, ∀x, y ∈ R, t ∈ [0, 1],

|ϕ(x)| ≤ p, ∀x ∈ R,

(H5) :

S1 =
2M |A|

Γ(α + β + γ + 1)
(|λ2| ηα+β+γ + |λ1|),

S2 =
2M |B|

Γ(α + β + γ + µ+ 1)
(|λ2| ηα+β+γ+µ + |λ1|),

1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
[S1 + S2 + k] ≤ 1,

alors, le problème (2.1) admet au moins une solution.

Preuve :

Pour montrer l’existence de la solution du (2.1), il suffit de vérifier les conditions du théorème
du point fixe de krasnosselski.
On considère l’ensemble suivant :

Br = {x ∈ X : ∥x∥X ≤ r}.

On a
(

U1 |A|
Γ(α + β + γ + 1)

+
U2 |B|

Γ(α + β + γ + µ+ 1)
) ≤ r,

et

U(L1 + L2) +
p

k
L3 ≤ r.

On définit deux opérateur A1 et A2 sur Br comme suite :

A1x(t)=
A

Γ(α + β + γ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

+
B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds.
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A2x(t)=
tα+β+γ−1

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
[

λ2A

Γ(α + β + γ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1f((s, x(s), x(ωs))ds

+
λ2B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

− λ1A

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

+
λ1B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds]

+
tα+β+γ−1

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
φ(x).

Étape 1 :

On montre que si x, y ∈ Br,alors A1x(t) + A2y(t) ∈ Br, c’est a dire

∥A1x(t) + A2y(t)∥ ≤ r.

Soit x, y ∈ Br et t ∈ [0, 1], on a :

|A1x(t) + A2y(t)|=

∣∣∣∣∣ A

Γ(α + β + γ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

+
B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

+
tα+β+γ−1

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
[

λ2A

Γ(α + β + γ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1f((s, y(s), y(ωs))ds

+
λ2B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1g(s, y(s), y(ϖs))ds

− λ1A

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1f(s, y(s), y(ωs))ds

+
λ1B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1g(s, y(s), y(ϖs))ds]

+
tα+β+γ−1

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
φ(y)

∣∣∣∣∣
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≤ |A|
Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1 |f(s, x(s), x(ωs))| ds

+
|B|

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1 |g(s, x(s), x(ϖs))| ds

+
1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
[

|λ2A|
Γ(α + β + γ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1 |f((s, y(s), y(ωs))| ds

+
|λ2B|

Γ(α + β + γ + µ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1 |g(s, y(s), y(ϖs))| ds

+
|λ1A|

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1 |f(s, y(s), y(ωs))| ds

+
|λ1B|

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1 |g(s, y(s), y(ϖs))| ds]

+
1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
|φ(y)|,

d’aprés (H4) on a :

|A1x(t) + A2y(t)|≤
|A|U1

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1ds

+
|B|U2

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1ds

+
1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
[

|λ2A|U1

Γ(α + β + γ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1ds

+
|λ2B|U2

Γ(α + β + γ + µ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1ds

+
|λ1A|U1

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1ds

+
|λ1B|U2

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1ds]

+
p

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
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≤ |A|U1

Γ(α + β + γ + 1)
+

|B|U2

Γ(α + β + γ + µ+ 1)

+
1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
[
|λ2A|U1η

α+β+γ

Γ(α + β + γ + 1)
+

|λ2B|U2η
α+β+γ+µ

Γ(α + β + γ + µ+ 1)

+
|λ1A|U1

Γ(α + β + γ + 1)
+

|λ1B|U2

Γ(α + β + γ + µ+ 1)
] +

p

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|

≤ |A|U1

Γ(α + β + γ + 1)

[
1 +

1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
|λ2| ηα+β+γ + |λ1|

]

+
|B|U2

Γ(α + β + γ + µ+ 1)

[
1 +

1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
|λ2| ηα+β+γ + |λ1|

]

+
p

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
,

d’aprés (H5) on a

|A1x(t) + A2y(t)| ≤ U1L1 + U2L2 +
p

k
L3 = U(L1 + L2) +

p

k
L3 ≤ r,

Et
U = sup{U1, U2},

alors pour tout x, y ∈ Br et t ∈ [0, 1], on trouve A1x(t) + A2y(t) ∈ Br.

Étape 2 :

1. On montre que A1 est continue.
Soit (xn)n∈N ⊂ X une suite telle que : xn ⊂ x dans X. Pour tout t ∈ [0, 1], on a :

|A1xn(t)− A1x(t)|=

∣∣∣∣∣ A

Γ(α + β + γ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ−1f(s, xn(s), xn(ωs))ds

+
B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ+µ−1g(s, xn(s), xn(ϖs))ds

− A

Γ(α + β + γ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

− B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), (ϖs))ds

∣∣∣∣∣

29



Chapitre 2.

≤ |A|
Γ(α + β + γ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ−1|f(s, xn(s), xn(ωs))− f(s, x(s), x(ωs))|ds

+
|B|

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ+µ−1|g(s, xn(s), xn(ϖs))− g(s, x(s), x(ϖs))|ds

≤ sup
t∈[0,1]

{ |A|
Γ(α + β + γ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ−1|f(s, xn(s), xn(ωs))− f(s, x(s), x(ωs))|ds

+
|B|

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ+µ−1|g(s, xn(s), xn(ϖs))− g(s, x(s), x(ϖs))|ds}

≤ |A|
Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1 |f(s, xn(s), xn(ωs))− f(s, x(s), x(ωs))| ds

+
|B|

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1 |g(s, xn(s), xn(ϖs))− g(s, x(s), x(ϖs))| ds,

par calcule simple, on trouve :

|A1xn(t)− A1x(t)|≤
|A|

Γ(α + β + γ + 1)
|f(t, xn(t), xn(ωt))− f(t, x(t), x(ωt))|

+
|B|

Γ(α + β + γ + µ+ 1)
|g(t, xn(t), xn(ϖt))− g(t, x(t), x(ϖt))|.

Comme f est une fonction continue, alors :

∥A1xn − A1x∥ → 0 quand n → +∞.

D’où, A1 est continue sur X.
2. On montre que A1 est compact.
Pour établir la compacité de l’opérateur A1, il suffit de prouver que A1(Br) est relativement
compact .

a) A1(Br) est borné .
Il suffit de montrer que pour tout r > 0 , il existe une constante positive r tel que pour tout
t ∈ [0, 1] et x ∈ Br avec

Br = {x ∈ X : ∥x∥X ≤ r},

on trouve :
∥A1(x)∥X ≤ r.
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On a :

|A1(x)(t)|=

∣∣∣∣∣ A

Γ(α + β + γ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

+
B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

∣∣∣∣∣
≤ |A|

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1 |f(s, x(s), x(ωs))| ds

+
|B|

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1 |g(s, x(s), x(ϖs))| ds.

En appliquant l’hypothèse (H4) , on obtient :

|A1(x)(t)| ≤ (
U1 |A|

Γ(α + β + γ + 1)
+

U2 |B|
Γ(α + β + γ + µ+ 1)

)

on a :
∥A1(x)∥X ≤ r.

D’où, A1(Br) est uniformément borné.

b) A1(Br) est équicontinue .
Soit x ∈ Br, pour tout t1, t2 ∈ [0, 1], t1 < t2 :

|A1(x)(t2)− A1(x)(t1)|=

∣∣∣∣∣ A

Γ(α + β + γ)

∫ t2

0

(t2 − s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

+
B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t2

0

(t2 − s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

− A

Γ(α + β + γ)

∫ t1

0

(t1 − s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

− B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t1

0

(t1 − s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

∣∣∣∣∣
|A1(x)(t2)− A1(x)(t1)|=

∣∣∣∣∣ A

Γ(α + β + γ)

∫ t1

0

(t2 − s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

+
B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t1

0

(t2 − s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds
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+
A

Γ(α + β + γ)

∫ t2

t1

(t2 − s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

+
B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t2

t1

(t2 − s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

− A

Γ(α + β + γ)

∫ t1

0

(t1 − s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

− B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t1

0

(t1 − s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

∣∣∣∣∣
|A1(x)(t2)− A1(x)(t1)|≤

|A|
Γ(α + β + γ)

∫ t1

0

[
(t2 − s)α+β+γ−1 − (t1 − s)α+β+γ−1

]
|f(s, x(s), x(ωs))|ds

+
|B|

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t1

0

[(t2 − s)α+β+γ+µ−1 − (t1 − s)α+β+γ+µ−1]|g(s, x(s), x(ϖs))|ds

+
|A|

Γ(α + β + γ)

∫ t2

t1

(t2 − s)α+β+γ−1|f(s, x(s), x(ωs))|ds

+
|B|

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t2

t1

(t2 − s)α+β+γ+µ−1|g(s, x(s), x(ϖs))|ds.

En appliquant (H4) on obtient :

|A1(x)(t2)− A1(x)(t1)|≤
|A|U1

Γ(α + β + γ)

∫ t1

0

[
(t2 − s)α+β+γ−1 − (t1 − s)α+β+γ−1

]
ds

+
|B|U2

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t1

0

[(t2 − s)α+β+γ+µ−1 − (t1 − s)α+β+γ+µ−1]ds

+
|A|U1

Γ(α + β + γ)

∫ t2

t1

(t2 − s)α+β+γ−1ds

+
|B|U2

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t2

t1

(t2 − s)α+β+γ+µ−1ds
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≤ |A|U1

Γ(α + β + γ + 1)
[tα+β+γ
2 − tα+β+γ

1 − (t2 − t1)
α+β+γ]

+
|B|U2

Γ(α + β + γ + µ+ 1)
[tα+β+γ+µ
2 − tα+β+γ+µ

1 − (t2 − t1)
α+β+γ+µ]

+| |A|U1

Γ(α + β + γ + 1)
[(t2 − t1)

α+β+γ]

+
|B|U2

Γ(α + β + γ + µ+ 1)
[(t2 − t1)

α+β+γ+µ]

≤ |A|U1

Γ(α + β + γ + 1)
[tα+β+γ
2 − tα+β+γ

1 ]

+
|B|U2

Γ(α + β + γ + µ+ 1)
[tα+β+γ+µ
2 − tα+β+γ+µ

1 ],

si t1 → t2, on va avoir :
|A1x(t2)− A1x(t1)|X → 0.

Donc A1(Br) est équicontinue.
D’aprés (a) et (b), A1(Br) est relativement compact, et d’après le théorème d’Arzela-Ascoli. A1

est compact sur Br.

Étape 3 :

On montre que A2 est contractante. Soient x, y ∈ Br, t ∈ [0, 1], on a :

|A2x(t)− A2y(t)| =

∣∣∣∣∣| tα+β+γ−1

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
[

λ2A

Γ(α + β + γ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

+
λ2B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

− λ1A

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

+
λ1B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds]

+
tα+β+γ−1

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
φ(x)

− tα+β+γ−1

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
[

λ2A

Γ(α + β + γ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1f((s, y(s)), y(ωs))ds

− λ2B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1g(s, y(s), y(ϖs))ds
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+
λ1A

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1f(s, y(s), y(ωs))ds

− λ1B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1g(s, y(s), y(ϖs))ds]

− tα+β+γ−1

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
φ(y)

∣∣∣∣∣
≤ tα+β+γ−1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
[

|λ2A|
Γ(α + β + γ)∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1|f(s, x(s), x(ωs))− f(s, y(s), y(ωs))|ds

+
|λ2B|

Γ(α + β + γ + µ)∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1|g(s, x(s), x(ϖs))ds− g(s, y(s), y(ϖs))|ds

+
|λ1A|

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1|f(s, x(s), x(ωs))− f(s, y(s), y(ωs))|ds

+
|λ1B|

Γ(α + β + γ + µ)∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1|g(s, x(s), x(ϖs))ds− g(s, y(s), y(ϖs))ds|]

+
tα+β+γ−1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
|φ(x)− φ(y)|.

En utilisant les hypothèses (H1) et (H2) , on obtient :

|A2x(t)− A2y(t)| ≤ 1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
[
|λ2| |A|M1

Γ(α + β + γ)
(|x(t)− y(t)|+ |x(ωt)− y(ωt)|)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1ds

+
|λ2| |B|M2

Γ(α + β + γ + µ)
(|x(t)− y(t)|+ |x(ϖt)− y(ϖt)|)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1ds

+
|λ1| |A|M1

Γ(α + β + γ)
(|x(t)− y(t)|+ |x(ωt)− y(ωt)|)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1ds
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+
|λ1| |B|M2

Γ(α + β + γ + µ)
(|x(t)− y(t)|+ |x(ϖt)− y(ϖt)|)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1ds]

+
k

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
|x− y| ,

par calcule simple, on trouve :

|A2x(t)− A2y(t)| ≤ 1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
[

|λ2| |A|M1

Γ(α + β + γ + 1)
(|x(t)− y(t)|+ |x(ωt)− y(ωt)|)ηα+β+γ

+
|λ2| |B|M2

Γ(α + β + γ + µ+ 1)
(|x(t)− y(t)|+ |x(ϖt)− y(ϖt)|)ηα+β+γ+µ

+
|λ1| |A|M1

Γ(α + β + γ + 1)
(|x(t)− y(t)|+ |x(ωt)− y(ωt)|)

+
|λ1| |B|M2

Γ(α + β + γ + µ+ 1)
(|x(t)− y(t)|+ |x(ϖt)− y(ϖt)|)]

+
k

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
|x− y| .

En passant à la norme, on trouve :

∥A2x− A2y∥ ≤ 1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
[

2 |λ2| |A|M1

Γ(α + β + γ + 1)
ηα+β+γ

+
2 |λ2| |B|M2

Γ(α + β + γ + µ+ 1)
ηα+β+γ+µ +

|2λ1| |A|M1

Γ(α + β + γ + 1)

+
2 |λ1| |B|M2

Γ(α + β + γ + µ+ 1)
+ k] ∥x− y∥

≤ 1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
[

2M |A|
Γ(α + β + γ + 1)

(|λ2| ηα+β+γ + |λ1|)

+
2M |B|

Γ(α + β + γ + µ+ 1)
(|λ2| ηα+β+γ+µ + |λ1|) + k] ∥x− y∥ .

Et
(M = sup(Mi, i = 1, 2)),

donc, d’après (H3) l’opérateur A est contractante.
Grâces aux étapes (1), (2), (3), et d’après le théorème du point fixe de krasnosselski, on déduit
que le problème (2.1) admet au moins une solution.
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Exemple 4. On Considère le problème suivant :

RLD
3
4 (CD

2
5 (CD

2
3x(t))) =

e−3

45
(

2et

24 + 3t
sinx(t) +

1√
140 + 4et

cosx(
3

8
t) +

sint

12
)

+
1

47e6
I

1
4

[
e2t

2t+ 20
cosx(t) +

7t+ 1

15 + 5t
sin(x(

2

9
t)) +

1

20
cost

]
, t ∈ [0, 1],

x(0) = 0,
5

13
(x(1))− 3

10
x(

1

8
) =

1

25
x(t), CD

2
3x(0) = 0,

(2.8)

où
f(t, x(t), x(ωt)) =

2et

24 + 3t
sinx(t) +

1√
140 + 4et

cosx(
3

8
t) +

sint

12
,

g(t, x(t), x(ϖt)) =
e2t

2t+ 20
cosx(t) +

7t+ 1

15 + 5t
sin(x(

2

9
t)) +

1

20
cost,

φ(x) =
1

25
x(t).

Et
α =

3

4
, β =

2

5
, γ =

2

3
, µ =

1

4
,

A =
e−3

45
, B =

1

47e6
, η =

1

8
,

ω =
3

8
, ϖ =

2

9
,

λ1 =
5

13
, λ2 =

3

10
, λ1 ̸= λ2η

α+β+γ−1.

Soient x, y ∈ R et t ∈ [0, 1]

|f(t, x(t), x(3
8
t))− f(t, y(t), y(

3

8
t))| =

∣∣∣∣∣ 2et

24 + 3t
sinx(t) +

1√
140 + 4et

cosx(
3

8
t) +

sint

12

2et

24 + 3t
sinx(t)− 1√

140 + 4et
cosx(

3

8
t)− sint

12

∣∣∣∣∣
≤ 1

12
(|x(t)− y(t)|+|x(3

8
t)− y(

3

8
t)|),

|g(t, x(t), x(2
9
t))− g(t, y(t), y(

2

9
t))| =

∣∣∣∣∣ e2t

2t+ 20
cosx(t) +

7t+ 1

15 + 5t
sin(x(

2

9
t)) +

1

20
cost

− e2t

2t+ 20
cosx(t)− 7t+ 1

15 + 5t
sin(x(

2

9
t))− 1

20
cost

∣∣∣∣∣
≤ 1

20
(|x(t)− y(t)|+|x(2

9
t)− y(

2

9
t))|,

36



Chapitre 2.

|φ(x)− φ(y)|= | 1
25

x(t)− 1

25
y(t)|≤ 1

25
|x− y|.

En utilisant les hypothèses (H4) , on obtient :

|f(t, x(t), x(ωt))| =

∣∣∣∣∣e−3

45
(

2et

24 + 3t
sinx(t) +

1√
140 + 4et

cosx(
3

8
t) +

sint

12
)

∣∣∣∣∣
≤ | 2et

24 + 3t
sinx(t)|+| 1√

140 + 4et
cosx(

3

8
t)|+|sint

12
)|≤ 3

12
,

|g(t, x(t), x(ϖt))| =

∣∣∣∣∣ e2t

2t+ 20
cosx(t) +

7t+ 1

15 + 5t
sin(x(

2

9
t)) +

1

20
cost

∣∣∣∣∣
≤ | e2t

2t+ 20
cosx(t)|+| 7t+ 1

15 + 5t
sin(x(

2

9
t))|+| 1

20
cost|≤ 3

20
,

|φ(x)|= | 1
25

x(t)|≤ 1

25
.

par conséquent, les conditions (H1) et (H2) sont valables avec M1 =
1
12

, M2 =
1
20

et k = 1
25

respectivement.
Avec :

M = max(M1,M2) =
1

12
, λ1 − λ2η

α+β+γ−1 = 0, 376795.

Ainsi condition

S1 =
2M |A|

Γ(α + β + γ + 1)
(|λ2| ηα+β+γ + |λ1|) = 0, 0000425,

S2 =
2M |B|

Γ(α + β + γ + µ+ 1)
(|λ2| ηα+β+γ+µ + |λ1|) = 0, 000001953,

1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
[S1 + S2 + k] = 0, 091161 ≤ 1.

Ainsi toutes les hypothèses du Théorème (2.4.1) sont satisfaites, par conséquent le problème
(2.8) possède au moins une solution .
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2.5 Existence via l’alternative non linéaire de Leray-Schauder

Théorème
Soient f, g : [0, 1]× R2 → R sont des fonctions continues, on a :
(H6) : πi,Υi ≥ 0, i = 1, 2 et π0,Υ0 > 0 ,∀x1, x2 ∈ R ,on a :

|f(t, x1(t), x2(t)| ≤ π0 + π1 |x1|+ π2 |x2| ,

et
|g(t, x1(t), x2(t)| ≤ Υ0 +Υ1 |x1|+Υ2 |x2| .

(H7) : ϕ : ([0, 1],R) est une fonction continue avec ϕ(0) = 0 et ∃ c > 0 tell que

|ϕ(x)| ≤ c ∥x∥ , ∀x ∈ ([0, 1],R).

(H8) :

(π1 + π2)L1 + (Υ1 +Υ2)L2 +
c

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
< 1.

Alors le probléme ( 2.1) a au moins une solution.

Preuve :
Etape 1 : Montrons que l’opérateur A est complètement continue.
a) Puisque f , g et ϕ sont des fonctions continues alors, l’opérateur A est continu.
b)Montrons que A est uniformément borné :
Soit Ω bornée, pour tout x ∈ Ω, on a :

|Ax(t)| =

∣∣∣∣∣ A

Γ(α + β + γ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

+
B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

+
tα+β+γ−1

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
[

λ2A

Γ(α + β + γ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1f((s, x(s), x(ωs))ds

+
λ2B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

− λ1A

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

+
λ1B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds]

+
tα+β+γ−1

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
φ(x)|

∣∣∣∣∣
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≤ |A|U1

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1ds

+
|B|U2

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1ds

+
1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
[

|λ2A|U1

Γ(α + β + γ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1ds

+
|λ2B|U2

Γ(α + β + γ + µ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1ds

− |λ1A|U1

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1ds

+
|λ1B|U2

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1ds]

+
p

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
.

Par calcule simple, on trouve que :

|Ax(t)| ≤ |A|U1

Γ(α + β + γ + 1)

[1 +
1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
[|λ2| ηα+β+γ + |λ1|]]

+
|B|U2

Γ(α + β + γ + µ+ 1)[
1 +

1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
[|λ2| ηα+β+γ+µ + |λ1|

]

+
P

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
,

ce qui implique que

∥Ax∥ ≤ U1L1 + U2L2 +
P

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
= c,

tel que c > 0,
donc

∥ A(x) ∥≤ c.

D’où A est uniformément borné.
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c)Montrons que A transforme un ensemble borné en un ensemble équicontinue :
Soit x ∈ Br , pour tout t1, t2 ∈ [0, 1], t1 < t2 :

|Ax(t2)− Ax(t1)| ≤

∣∣∣∣∣ A

Γ(α + β + γ)

∫ t2

0

(t2 − s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

+
B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t2

0

(t2 − s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

+
tα+β+γ−1
2

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
[

λ2A

Γ(α + β + γ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1f((s, x(s), x(ωs))ds

+
λ2B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

− λ1A

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

+
λ1B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds]

+
tα+β+γ−1
2

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
φ(x)

− A

Γ(α + β + γ)

∫ t1

0

(t1 − s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

− B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t1

0

(t1 − s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

− tα+β+γ−1
1

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
[

λ2A

Γ(α + β + γ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1f((s, x(s), x(ωs))ds

− λ2B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

+
λ1A

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

− λ1B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds]

− tα+β+γ−1
1

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
φ(x)

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣ A

Γ(α + β + γ)

∫ t1

0

(t2 − s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds
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+
A

Γ(α + β + γ)

∫ t2

t1

(t2 − s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

+
B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t1

0

(t2 − s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

+
B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t2

t1

(t2 − s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

+
tα+β+γ−1
2

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
[

λ2A

Γ(α + β + γ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1f((s, x(s), x(ωs))ds

+
λ2B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

− λ1A

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

+
λ1B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds]

+
tα+β+γ−1
2

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
φ(x)

− A

Γ(α + β + γ)

∫ t1

0

(t1 − s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

− B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t1

0

(t1 − s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

− tα+β+γ−1
1

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
[

λ2A

Γ(α + β + γ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1f((s, x(s), x(ωs))ds

− λ2B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

+
λ1A

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

− λ1B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds]

− tα+β+γ−1
1

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
φ(x)

∣∣∣∣∣
≤ |A|

Γ(α + β + γ)

∫ t1

0

[(t2 − s)α+β+γ−1 − (t1 − s)α+β+γ−1]|f(s, x(s), x(ωs))|ds
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+
|A|

Γ(α + β + γ)

∫ t2

t1

(t2 − s)α+β+γ−1|f(s, x(s), x(ωs))|ds

+
|B|

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t1

0

[(t2 − s)α+β+γ+µ−1 − (t1 − s)α+β+γ+µ−1]|g(s, x(s), x(ϖs))|ds

+
|B|

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t2

t1

(t2 − s)α+β+γ+µ−1|g(s, x(s), x(ϖs))|ds

+
|tα+β+γ−1
2 − tα+β+γ−1

1 |
|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|

[
|λ2A|

Γ(α + β + γ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1|f((s, x(s), x(ωs))|ds

+
|λ2B|

Γ(α + β + γ + µ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1|g(s, x(s), x(ϖs))|ds

+
|λ1A|

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1|f(s, x(s), x(ωs))|ds

+
|λ1B|

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1|g(s, x(s), x(ϖs))|ds]

+
|tα+β+γ−1
2 − tα+β+γ−1

1 |
|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|

|φ(x)|

≤ | |A|U1

Γ(α + β + γ)

∫ t1

0

((t2 − s)α+β+γ−1 − (t1 − s)α+β+γ−1)ds

+
|A|U1

Γ(α + β + γ)

∫ t2

t1

(t2 − s)α+β+γ−1ds

+
|B|U2

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t1

0

[(t2 − s)α+β+γ+µ−1 − (t1 − s)α+β+γ+µ−1]ds

+
|B|U2

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t2

t1

(t2 − s)α+β+γ+µ−1ds

+
|tα+β+γ−1
2 − tα+β+γ−1

1 |
|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|

[
|λ2A|U1

Γ(α + β + γ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1ds

+
|λ2B|U2

Γ(α + β + γ + µ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1ds

+
|λ1A|U1

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1ds

+
|λ1B|U2

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1ds]

+
P |tα+β+γ−1

2 − tα+β+γ−1
1 |

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
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≤ |A|U1

Γ(α + β + γ + 1)

[∣∣∣tα+β+γ
2 − tα+β+γ

1

∣∣∣]

+
|B|U2

Γ(α + β + γ + µ+ 1)

[∣∣∣tα+β+γ+µ
2 − tα+β+γ+µ

1

∣∣∣]

+

∣∣∣tα+β+γ−1
2 − tα+β+γ−1

1

∣∣∣
|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|

[
|λ2| |A|U1

Γ(α + β + γ + 1)
ηα+β+γ

+
|λ2| |B|U2

Γ(α + β + γ + µ+ 1)
ηα+β+γ+µ

− |λ1| |A|U1

Γ(α + β + γ + 1)

+
|λ1| |B|U2

Γ(α + β + γ + µ)
P ].

Alors pour t1 → t2, on va avoir :

∥Ax(t2)− Ax(t1)∥X → 0.

D’où A(Br) est équicontinue.
Par conséquent, d’après le théorème d’Ascoli-Arzelá, l’opérateur A est complètement continue.
Étape 2 :
On vérifiera que l’ensemble

W = {x ∈ X, |x(t)| = σAx(t), 0 < λ < 1},

est borné.
Soit x ∈ W , alors x = σA(x), 0 ≤ σ ≤ 1 . Pour tout t ∈ [0, 1], on a :

|x(t)| = |σAx(t)| = σ |Ax(t)| ,

|x(t)| = |σA(x)(t)| =

∣∣∣∣∣ σA

Γ(α + β + γ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds

+
σB

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

+
σtα+β+γ−1

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
[

λ2A

Γ(α + β + γ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1f((s, x(s), x(ωs))ds

+
λ2B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds

− λ1A

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1f(s, x(s), x(ωs))ds
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+
λ1B

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1g(s, x(s), x(ϖs))ds]

+
σtα+β+γ−1

λ1 − λ2ηα+β+γ−1
φ(x)

∣∣∣∣∣
≤ |A|

Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1 |f(s, x(s), x(ωs))| ds

+
|B|

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1 |g(s, x(s), x(ϖs))| ds

+
1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
[

|λ2A|
Γ(α + β + γ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1 |f((s, x(s), x(ωs))| ds

+
|λ2B|

Γ(α + β + γ + µ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1 |g(s, x(s), x(ϖs))| ds

− |λ1A|
Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1 |f(s, x(s), x(ωs))| ds

+
|λ1B|

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1 |g(s, x(s), x(ϖs))| ds]

+
1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
|φ(x)| .

En appliquant les hypothèses (H6) et (H7), on trouve :

|x(t)| ≤ |A| (π0 + π1 |x(t)|+ π2 |x(ωt)|)
Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1ds

+
|B| (Υ0 +Υ1 |x(t)|+Υ2 |x(ϖt)|)

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1|ds

+
1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
[
|λ2| |A| (π0 + π1 |x(t)|+ π2 |x(ωt)|)

Γ(α + β + γ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ−1ds

+
|λ2B| (Υ0 +Υ1 |x(t)|+Υ2 |x(ϖt)|)

Γ(α + β + γ + µ)

∫ η

0

(η − s)α+β+γ+µ−1ds

−|λ1| |A| (π0 + π1 |x(t)|+ π2 |x(ωt)|)
Γ(α + β + γ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ−1ds

+
|λ1B| (Υ0 +Υ1 |x(t)|+Υ2 |x(ϖt)|)

Γ(α + β + γ + µ)

∫ 1

0

(1− s)α+β+γ+µ−1ds]

+
c

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
|x|,
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par suite, on a :

∥ x ∥ ≤ (π0 + (π1 + π2) ∥x∥) |A|
Γ(α + β + γ + 1)

[1 +
1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
(|λ2| ηα+β+γ + |λ1|)]

(Υ0 + (Υ1 +Υ2) ∥ x ∥) |B|
Γ(α + β + γ + µ+ 1)

[1 +
1

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
(|λ2| ηα+β+γ+µ + |λ1|)]]

+
c

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
∥x∥ ,

ce qui implique

∥ x ∥ | ≤ L1π0 + L1(π1 + π2) ∥ x ∥ +L2Υ0 + L2(Υ1 +Υ2) ∥ x ∥ + c

|λ1−λ2ηα+β+γ−1| ∥x∥

≤ L1π0 + L2Υ0 +

[
L1(π1 + π2) + L2(Υ1 +Υ2) +

c

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|

]
∥ x ∥,

par conséquent

∥x∥ ≤ [π0L1 +Υ0L2]

1−
[(

L1(π1 + π2) + L2(Υ1 +Υ2) +
c

|λ1−λ2ηα+β+γ−1|

)] .
L’ensemble W est borné.

D’où d’après l’alternative non linéaire de Leray-Schauder A admet au moins un point fixe .

Exemple 5. On Considère le problème suivant :

RLD
1
5 (CD

2
3 (CD

1
4x(t))) =

5e−5

52 + 3t
(
5t+ 1

15πet
x(t) +

3et

66 + 9et
x(

1

7
t) + ln 5)

+
2t+ 1

35et + π
I

1
6

[
2π + t

5e5
x(t) +

e−t

5t+ 43
(x(

2

5
t)) + ln 3

]
, t ∈ [0, 1],

x(0) = 0,
2

45
(x(1))− 5

34
x(

1

9
) =

2

95
x(t), CD

1
4x(0) = 0,

(2.9)

où
f(t, x(t), x(ωt)) =

5t+ 1

15πet
x(t) +

3et

66 + 9et
x(

1

7
t) + ln 5,

g(t, x(t), x(ϖt)) =
2π + t

5e5
x(t) +

e−t

5t+ 43
(x(

2

5
t)) + ln 3,

φ(x) =
2

95
x(t).

Et
α =

1

5
, β =

2

3
, γ =

1

4
, µ =

1

6
,

A =
5e−5

52 + 3t
, B =

2t+ 1

35et + π
, η =

1

9
,
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ω =
1

7
, ϖ =

2

5
,

λ1 =
2

45
, λ2 =

5

34
, λ1 ̸= λ2η

α+β+γ−1.

Soient x, y ∈ R et t ∈ [0, 1]

|f(t, x(t), x(1
7
t))| =

∣∣∣∣∣5t+ 1

15πet
x(t) +

3et

66 + 9et
x(

1

7
t) + ln 5

∣∣∣∣∣
≤ ln 5 +

1

15π
|x(t)|+ 1

25
|x(1

7
t)|,

|g(t, x(t), x(2
5
t))| =

∣∣∣∣∣2π + t

5e5
x(t) +

e−t

5t+ 43
(x(

2

5
t)) + ln 3

∣∣∣∣∣
≤ ln 3 +

2π

5e5
|x(t)|+ 1

43
|x(2

5
t)|,

|φ(x)|= | 2
95

x(t)|≤ 1

95
|x|.

Par conséquent, les conditions (H6) et (H7) sont valables avec :

λ1 − λ2η
α+β+γ−1 = 0, 0355,

L1 = 0, 00061438, L2 = 0, 000633470.

Ainsi condition

(π1 + π2)L1 + (Υ1 +Υ2)L2 +
c

|λ1 − λ2ηα+β+γ−1|
= 0, 593089 < 1.

Ainsi toutes les hypothèses du Théorème (2.5) sont satisfaites, par conséquent le problème (2.9)
possède au moins une solution .
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CHAPITRE 3

STABILITÉ AU SENS DE MITTAG-LEFFLER-ULAM DU
PROBLÈME DE PANTOGRAPHE

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude de Stabilité au sens de Mittag-Leffler-Ulam-Hyers
et de Mittag-Leffler-Ulam-Hyers-Rassias pour un problème fractionnaire de pantographe [10].
Le MLUS du problème fractionnaire séquentiel (2.1) sera défini et étudié dans ce chapitre.

Théorème 3.0.1. [14] Pour chaquet ∈ [0, 1). Si

u(t) ≤ p(t) +
n∑

i=1

Ki(t)

∫ t

0

(t− s)ϵi−1u(s)ds,

où toutes les fonctions sont continues et non négatives. Les costants ϵi > 0, Ki(i =
1, 2, ...., n) sont monotones croissantes et bornées sur [0, 1), alors

u(t) ≤ p(t) +
∞∑
i=1

(
n∑

1′,2′,3′,.....,j′=1

∏j
i=1[Ki′(t)Γ(ϵi′)]

Γ(
∑j

i=1 ϵi′

∫ t

0

(t− s)
∑j

i=1 ϵi′−1p(s)ds

)
.

Remarque 3.0.1
Pour n = 2 ; si ϵ1, ϵ2 > 0 ;K1;K2 ≥ 0 ; p(t)est localement intégrable et non négatif sur [0; 1)et
u(t) est localement intégrable et non négatif sur [0; 1) avec

u(t) ≤ p(t) +K1

∫ t

0

(t− s)ϵi−1u(s)ds+K2

∫ t

0

(t− s)ϵ2−1u(s)ds,

alors

u(t) ≤ p(t) +
∞∑
j=1

(
(K1Γ(ϵ1))

j

Γ(jϵ1)

∫ t

0

(t− s)jϵ1−1p(s)ds+ (
(K2Γ(ϵ2))

j

Γ(jϵ2)

∫ t

0

(t− s)jϵ2−1p(s)ds

)
.

Remarque 3.0.2
Soit p(t) une fonction non décroissante sur [0, 1) selon les critères de la remarque 6. Ensuite,
nous avoir

u(t) ≤ p(t)(Eϵ1 [K1Γ(ϵ1)t
ϵ1 ] + Eϵ2 [K2Γ(ϵ2)t

ϵ2 ]),
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où la fonction de Mittag-Leer, Eϵ définie par :

Eϵ[x] =
∞∑
j=1

xϵ

Γ(jϵ+ 1)
, x ∈ C.

Le résultat auxiliaire ultérieur est également nécessaire.

3.1 Stabilité au sens de Mittag-Leffler-Ulam-Hyers

Définition 3.1.1. [13]Le problème (2.1) est stable au sens de Mittag-Leffler-Ulam-Hyers,
par rapport à Eα+β+γ s’il existe un nombre réel v, tel que pour chaque K > 0 et pour
chaque solution y ∈ X de l’inégalité

|RLD(CDβ(CDγx(t)))− Af(t, x(t), x(ωt))−BIµ [g(t, x(t), x(ϖt))] |≤ K, (3.1)

il existe une solution x ∈ X de problème (2.1) avec :

|y(t)− x(t)| ≤ vKEα+β+γ[t], t ∈ [0, 1].

Remarque 3.1.1

Une fonction y ∈ X est une solution de l’inégalité (3.1) si et seulement s’il existe une fonction
f ∈ C([0, 1],R) tel que

|f(t)|≤ K , t ∈ [0, 1],

et

RLD(CDβ(CDγ))x(t)− Af(t, x(t), x(ωt))−BIµ [g(t, x(t), x(ϖt))] = f(t) , t ∈ [0, 1].

Théorème 3.1.1. Soient f, g : [0, 1]× R2 → R et ϕ : C([0, 1],R → R sont des fonctions
continues, si les hypothèses (Hi), i = 1, 2 ; sont satisfaites, alors le problème (2.1) est
stable au sens de MLU-Hyers .

Preuve. Soit y ∈ X la solution de l’inégalité (3.1) et x ∈ X représente la solution unique
du problème suivant :

RLDα(CDβ(CDγx(t))) = Af(t, x(t), x(ωt)) +BIµ [g(t, x(t), x(ϖt))],

x(0) = y(0), λ1x(1)− λ2x(η) = λ1y(1)− λ2y(η),
CDγx(0) =C Dγy(0), 0 < η < 1, β, λ1, λ2 ∈ R,

t ∈ [0, 1] , 0 < α, β, γ ≤ 1, µ ≥ 0, 0 < ω,ϖ < 1, A,B ∈ R, λ1 ̸= λ2η
α+β+γ,

(3.2)
Selon (2.1.1), nous avons

x(t) = Iα+β+γhx(t) +
Γ(α)c1t

α+β+γ−1

Γ(α + β + γ)
+

c2t
γ

Γ(γ + 1)
+ c3 , ci ∈ R, i = 1, 2, 3. (3.3)

Aussi ona

y(t) = Iα+β+γhy(t) +
Γ(α)b1t

α+β+γ−1

Γ(α + β + γ)
+

b2t
γ

Γ(γ + 1)
+ b3 , bi ∈ R, i = 1, 2, 3. (3.4)
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tel que : c1 = b1, c2 = b2, c3 = b3 .
En intégrant l’inégalité (3.1), on obtient

|y(t)− Iα+β+γhy(t)−
Γ(α)b1t

α+β+γ−1

Γ(α + β + γ)
− b2t

γ

Γ(γ + 1)
− b3|

≤ K

Γ(α + β + γ + 1)
. (3.5)

Pour chaque t ∈ [0, 1], ona

|y(t)− x(t)| ≤ |y(t)− Iα+β+γhy(t)−
Γ(α)b1t

α+β+γ−1

Γ(α + β + γ)
− b2t

γ

Γ(γ + 1)
− b3|

+|Iα+β+γhy(t) +
Γ(α)b1t

α+β+γ−1

Γ(α + β + γ)
+

b2t
γ

Γ(γ + 1)
+ b3

−Iα+β+γhx(t)−
Γ(α)c1t

α+β+γ−1

Γ(α + β + γ)
− c2t

γ

Γ(γ + 1)
− c3|

≤ |y(t)− Iα+β+γhy(t)−
Γ(α)b1t

α+β+γ−1

Γ(α + β + γ)
− b2t

γ

Γ(γ + 1)
− b3|

+|Iα+β+γ[hy(t)− hx(t)]|.

On a

|Iα+β+γ[hy(t)− hx(t)]| ≤ |A|
Γ(α + β + γ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ−1 |(f(t, x(t), x(ωt))− f(t, y(t), y(ωt))| ds

+
|B|

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ+µ−1 |(g(t, x(t), x(ϖt))− g(t, y(t), y(ϖt)))| .ds

En utilisant l’hypothèse (H1) , on obtient :

|Iα+β+γ[hy(t)− hx(t)]| ≤
2 |A|M1

Γ(α + β + γ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ−1(|y(t)− x(t)|)ds (3.6)

+
2 |B|M2

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ+µ−1(|y(t)− x(t)|)ds.

En utilisant 3.5 et 3.6, nous avons obtenu

|y(t)− x(t)| ≤ K

Γ(α + β + γ + 1)
+

2 |A|M1

Γ(α + β + γ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ−1(|y(t)− x(t)|)ds

+
2 |B|M2

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ+µ−1(|y(t)− x(t)|)ds.
(3.7)

D’après les remarques 6 et 7, nous avons

|y(t)− x(t)| ≤ K

Γ(α + β + γ + 1)
(Eα+β+γ[2|A|M1t

α+β+γ]

+ Eα+β+γ+µ[2|B|M2t
α+β+γ+µ])

= vK(Eα+β+γ[2|A|M1t
α+β+γ] + Eα+β+γ+µ[2|B|M2t

α+β+γ+µ]).

(3.8)

En conséquence, le problème 2.1 est stable au sens de MLU-Hyers .
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3.2 Stabilité au sens de Mittag-Leffler-Ulam-Hyers-Rassias

Définition 3.2.1. [13] Le problème (2.1) est stable au sens de MLU-Hyers-Rassias, par
rapport à mEα+β+γ s’il existe un nombre réel vm > 0, tel que pour chaque K > 0 et pour
chaque solution y ∈ X de l’inégalité

|RLD(CDβ(CDγx(t)))− Af(t, x(t), x(ωt))−BIµ [g(t, x(t), x(ϖt))] |≤ m(t)K, (3.9)

il existe une solution x ∈ X du problème (2.1) avec

|y(t)− x(t)|≤ vmKm(t)Eα+β+γ[t], t ∈ [0, 1].

Théorème 3.2.1. Soient f, g : [0, 1]× R2 → R et ϕ : C([0, 1],R → R sont des fonctions
continues, si les hypothèses (Hi), i = 1, 2 sont satisfaites, . Supposons qu’il existe vm > 0
tel que

1

Γ(α + β + γ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ−1m(s)ds ≤ vmm(t) , t ∈ [0, 1], (3.10)

où m ∈ C([0, 1];R+) est croissante. Alors le problème (2.1) est stable au sens de Mittag-
Leffler-Ulam-Hyers-Rassias par rapport à mEα+β+γ.

Preuve Soit y ∈ X une solution de l’inégalité (2.1), et soit x ∈ X l’unique solution du
problème suivant :

RLDα(CDβ(CDγx(t))) = Af(t, x(t), x(ωt)) +BIµ [g(t, x(t), x(ϖt))] t,∈ [0, 1] ,

x(0) = y(0), x(1) = y(1), x(η) = y(η), CDγx(0) =C Dγy(0), 0 < η < 1,

(3.11)

Nous avons

x(t) = Iα+β+γhx(t) +
Γ(α)c1t

α+β+γ−1

Γ(α + β + γ)
+

c2t
γ

Γ(γ + 1)
+ c3 , ci ∈ R, i = 1, 2, 3. (3.12)

En intégrant l’inégalité (3.9), on trouve

|y(t)− Iα+β+γhy(t)−
Γ(α)b1t

α+β+γ−1

Γ(α + β + γ)
− b2t

γ

Γ(γ + 1)
− b3|

≤ K

Γ(α + β + γ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ−1m(s)ds,

(3.13)

alors

|y(t)− x(t)| ≤ K

Γ(α + β + γ)

∫ t

0

(ts)
α+β+γ−1m(s)ds

+
2 |A|M1

Γ(α + β + γ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ−1(|y(t)− x(t)|)

+
2 |B|M2

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ+µ−1(|y(t)− x(t)|)ds.

(3.14)
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D’après (3.10), on trouve

|y(t)− x(t)| ≤ Kvmm(t) +
2 |A|M1

Γ(α + β + γ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ−1(|y(t)− x(t)|)

+
2 |B|M2

Γ(α + β + γ + µ)

∫ t

0

(t− s)α+β+γ+µ−1(|y(t)− x(t)|)ds.

(3.15)

Par la remarque 6 et 7, on obtient

|y(t)− x(t)| ≤ Kvmm(t)(Eα+β+γ[2|A|M1t
α+β+γ]

+Eα+β+γ+µ[2|B|M2t
α+β+γ+µ]).

Le problème (2.1) est donc stable au sens de MLU-Hyers-Rassia.

Exemple 6. On Considère le problème suivant :

RLD
2
3 (CD

3
4 (CD

2
5x(t))) =

e−4

25
(

2

20 + t
cosx(t) +

√
4 + t

13e2t + 7
sinx(

5

8
t) + sint)

+
1

35e5
I

1
4

[
1

35 + 4e3t
sinx(t) +

6t+ 2

78
x(

2

7
t) +

cost

39

]
, t ∈ [0, 1],

x(0) = 0,
4

11
(x(1))− 7

12
x(

2

9
) =

3

19
x(t), CD

2
5x(0) = 0,

(3.16)

et les inégalités fractionnaires suivantes

|RLD
2
3 (CD

3
4 (CD

2
5x(t)))− e−4

25
f(t, x(t), x(

5

8
t))− 1

35e5
I

1
4

[
g(t, x(t), x(

2

7
t))

]
|≤ K (3.17)

|RLD
2
3 (CD

3
4 (CD

2
5x(t)))− e−4

25
f(t, x(t), x(

5

8
t)),− 1

35e5
I

1
4

[
g(t, x(t), x(

2

7
t))

]
|≤ Km(t), (3.18)

où

f(t, x(t), x(ωt)) =
2

20 + t
cosx(t) +

√
4 + t

13e2t + 7
sinx(

5

8
t) + sint,

g(t, x(t), x(ϖt)) =
1

35 + 4e3t
sinx(t) +

6t+ 2

78
x(

2

7
t) +

cost

39
,

φ(x) =
3

19
x(t).

Et
α =

2

3
, β =

3

4
, γ =

2

5
, µ =

1

4
,

A =
e−4

25
, B =

2

35e5
, η =

2

9
,

ω =
5

8
, ϖ =

2

7
,

λ1 =
4

11
, λ2 =

7

12
, λ1 ̸= λ2η

α+β+γ−1.
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Soient x, y ∈ R et t ∈ [0, 1]

|f(t, x(t), x(5
8
t))− f(t, y(t), y(

5

8
t))| =

∣∣∣∣∣ 2

20 + t
cosx(t) +

√
4 + t

13e2t + 7
sinx(

5

8
t) + sint

− 2

20 + t
cosy(t)−

√
4 + t

13e2t + 7
siny(

5

8
t)− sint

∣∣∣∣∣
≤ 1

10
|x(t)− y(t)|+|x(5

8
t)− y(

5

8
t)|,

|g(t, x(t), x(2
7
t))− g(t, y(t), y(

2

7
t))| =

∣∣∣∣∣ 1

35 + 4e3t
sinx(t) +

6t+ 2

78
x(

2

7
t) +

cost

39

− 1

35 + 4e3t
siny(t)− 6t+ 2

78
y(
2

7
t)− cost

39

∣∣∣∣∣
≤ 1

39
|x(t)− y(t)|+|x(5

8
t)− y(

5

8
t)|,

|φ(x)− φ(y)|= | 3
19

x(t)− 3

19
y(t)|≤ 3

19
|x− y|.

par conséquent, les conditions (H1) et (H2) sont valables avec M1 = 1
10

, M2 = 1
39

et k = 3
19

respectivement.
Avec les données données, on constate que

M = max(M1,M2) =
1

10
, λ1 − λ2η

α+β+γ−1 = 0, 1928,

L1 = 0, 0013314, L2 = 0, 000544978,

Ainsi condition
(2M(L1 + L2) + L3) = 0, 81916 < 1.

Ainsi les tout-petits les hypothèses sont satisfaites, par conséquent le problème 3.16 possède une
unique solution. MLU-Hyers est-il stable avec

|y(t)− x(t)|≤ K

Γ(169
60
)
(E 109

60
[
2e−4

250
t
109
60 ] + E 31

15
[

2

1365e5
t
31
15 ]) , t ∈ [0, 1].

Soit m(t) = t2 , alors

I
2
3
+ 3

4
+ 2

5m(t) = I
2
3
+ 3

4
+ 2

5 t2 =
2

Γ(229
60
)
t2+

2
3
+ 3

4
+ 2

5 ≤ 2

Γ(229
60
)
t2 = vmm(t).

Ainsi, la condition (3.6) est satisfaite avec m(t) = t2 et vm = 2
Γ( 229

60
)

Ainsi, le théorème (3.2.1)
démontre que problème (3.16) MLU-Hyers-Rassias est-il stable avec

|y(t)− x(t)|≤ 2Kt2

Γ(229
60
)
(E 109

60
[
2e−4

250
t
109
60 ] + E 31

15
[

2

1365e5
t
31
15 ]) , t ∈ [0, 1].
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