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Résumé

Dans ce travail, on abordera la question d’existence des solutions d’un probléme
fractionnaire de pantographe par l'utilisation des différentes théorémes de point fixe
dans I’éspace de Banach, ainssi d’étudier la stabilité au sens de Mittag Lifler Ulam.
Mot clé : point fixe, probléme de pantographe, Mittag Lifler Ulam stabilité.

Abstract

In this work, we address the question of the existence of solutions for fractional
pantograph problem by using different fixed point theorems in Banach space, also to
study the stability in the sense of Mittag-LifHer- Ulam.

Keyword : fixed point, pantograph problem, Mittag Lifler Ulam.
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INTRODUCTION

Les équations différentielles fractionnaires non linéaires sont parmi les outils les plus puis-
sants des mathématiques modernes, car la plupart des phénomenes dans le monde réel ont une
nature non linéaire . De plus, il existe un grand nombre de phénomeénes physiques modélisés
par différentes équations & dérivées d’ordre fractionnaire. L’'une de ces équations est celle de
type de pantographe. Voir 2]

Dans [3,[17] Le modéle type de pantographe est donné par la forme suivante :

S
~
—~
~+~
~—
I

Ax(t) + Bx(wt),

lauteur dans [8] a évalué la diculté suivante du type de pantographe

*Dix(t) = f(t,z(t),y(wt)),
z(0) = xo,
0<t<T O0<qg<l,0<w<l.

Le présent travail traité est le probléme fractionnaire non linéaire de type de pantographe
suivant :

(DDA Da(1)) = Af (¢, a(t), w(wt) + BI* gt o(t), 2(ct))],

2(0) =0, Mz(l) = Xz(n) = p(x), “D2(0)=0, 0<n<l, B A, XeR,

(te0,1], 0<a,fy<l, u>0, O<ww<l, ABER, X\ #Np L

On commencera d’abord par présenter les notions de base relatives au calcul fractionnaire.Puis
on donne quelques théorémes de point fixe.

Dans le deuxiéme chapitre, on va étudier I'unicité de solution par le principe de contraction de
Banach. Puis on étudier I'existence des solutions par le théoréme de point fixe de Krasnoselski
et L’alternative non linéare de Leary Schauder.

Enfin, dans le troisiéme chapitre, on donnera des conditions suffisantes pour assurer la stabilité
au sens de Mittag-Liffler-Ulam de notre probléme.



CHAPITRE 1

NOTIONS PRELIMINAIRES

Ce chapitre sera consacré aux définitions élémentaire et notions de base relatif au calcul
fractionnaire tels que : 'intégration fractionnaire, la dérivation fractionnaire aux sens de Caputo
et de Riemann-Liouville, définition de certaines fonctions, dont la fonction Gamma et Béta qui
jouent un roéle trés important dans la théorie du calcul fractionnaire et ces applications.

1.1 Fonctions spécial

1.1.1 Fonction Gamma

Définition 1.1.1. [2| on appelle fonction Gamma, la fonction définit par l'intégral suivant :

+o0o
MNa) = / e dx, a> 0.
0

Propriétés 1. Pour tout o > 0 et n € N*, la fonction Gamma satisfait les propriétés sui-
vantes :

1. T(1) =1

2. T'a+1) =al(«a)

3. T(a+n)=ala+1)(a+2)..(a+n—1)(«a).
4 T(n) = (n— 1)

1.1.2 Fonction Béta

Définition 1.1.2. [2| La fonction Béta est donnée par :
1
B(m,n) = / 21— 2)" e,  Vm,n € RT.
0

Propriétés 2.

ﬁ<m7n> = B(nam)

Preuve. Par définition on a :

B(m,n) = /1 2" (1 — x)" .
0



Chapitre 1.

Onpose: x=1-t, dx = —dt.
Si r=0—t=1, r=1—t=0.

Alors on aura :
0
5Umn%=—/f1—wm*ﬂ*m
1

_ /l (1 — 1) dt = B(n, m).
0

1.1.3 Fonction Mittag - Leffler

La fonction exponentielle e* joue un role trés important dans la théorie des équations dif-
férentielles d’ordre entier. La généralisation de la fonction exponentielle & un seul paramétre a
été introduite par G.M. Mittag-Leffler et désignée par la fonction suivante :

Définition 1.1.3. [8] Pour X € C et a est un nombre réelle stréctement positive, on définie
la fonction Mittag - Leffler Eq(x) par le dévleppement en série suivant :

Eo(z) = ;m

Pour tout « > 0 et B > 0, la fonction Mittag-Leffler généralisée E, g(x) peut étre définie
par deuxr paramétre o et  comme suit :

+00 k
x
I e R
; [(ak + B)
Exemple
1.
i ¥ Xk
Bu() =Y mrm = =
K '
—~D(k+1) <k
o0 k too +00 ket
12(2) Zr(k+2) Z(k+1)! xz(k—l—l)! 33(6 )
k=0 k=0 k=0
+00 k +oo k+2
x 1 x 1
B () — S A NG Y
13(2) kzzo T(k+3) a2 kzzo Gl
On générale
m—2
1 . "
ELm(fE) = ajmfl {6 o _'}
k=0
2.
, 400 xgk —+00 $2k
2a(e?) =3 T(2k +1) 2 @Rt @
k=0 k=0
By () f a1 M i)
2,2(27) = s - '
T2k +2) o4& (2k+1)! T




Chapitre 1.

Remarque 1.1.1

Pour tout a >0 et k€ Non a :

+oo
Ik

Eo.(z) = % kD~ E.(z).

1.2 Intégrale fractionnaire

Définition 1.2.1. Soit f : [a,b] — R une fonction continue, on appelle intégrale fractionnaire
d’ordre o« > 0 de f, l'intégrale suivante :

10 (@)] = ﬁ / S — 0 (),

Propriétés 3. |[2] Soit f € C%([a,b]) et a, B > 0. Alors :

1. I9[B f(2)] = I9P[f ().

2. L1of(@)] = E @), a>L

Exemple 1. Soit f(z) = 2°, a>0,8>0.

Calculer I§[f(x)].

en effectuant le changement de variable

t
y=—- = t=uxy,
T

avec dt = xdy,

donc on obtient
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a+p

= Wﬂ(@ +1,a)
2P T(B+ 1) ()
S T()T(B+a+1)

_ F(ﬁ + 1) l,a+ﬁ
I'f+a+1) '

1.3 Dérivées fractionnaires

1.3.1 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.3.1. Soit m — 1 < o« < m, m € N* et f € C™([a,b]), on appelle dérivée
fractionnaire de f au sens de Caputo, la fonction définit par :

“Dglf(2)] = Lo [f ") ()]
1

= xx—sm’“’l (M) (s)ds.
vl GRS AIOL

Propriétés 4.
1. Soit m—-—1<a<met\pueclR.

Dy M (@) + pg(x)] = X°Dg(f ()] + p°Dgg(2)].
2. DRSS ()] = f(x).
3. En générale, on a pas : IS[°D¢[f(x)]] = f(x).

4. 5i0<a<B<l,eta+B<1, et feC
Alors,
DD = “DIPlf(@)] = °DIDg[f()]].

Exemple 2. Soit f(x) = (v — a)’.
Calculer “D*[f(z)].

“D°[f(x)] =° D*[(x - a)"]

= e - )

e[ TGED

! [F<ﬁ—m+1)(x ? ]

LT e s

_F(ﬁ—m+1)l K )B }

_ F(ﬁ + 1) F(B —m+ 1) (:L’ _ a)ﬁfm+mfa
FrG—m+1)T(B—-—m+m-—a+1)

_ F(ﬁ + 1) (ZL‘ . a),@—a

S T(B-a+1) '

10



Chapitre 1.

1.3.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.2.2
Soit m—1 < a < m avec m € N*. On appelle dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
d’orde a > 0 la fonction définie par

REDR(F(1) = (I (A)
1

)
d. [ o1
= Tn —a) (a) /a (t —s) f(s)ds.

Propriétés 5.

1. Soit m—-1<a<met\pueR.
DY M (@) + pg(x)] = XD f ()] + " Dglg(x)).

2. limfpof = fm.

a—m

3. BLDa o [@ = id.

Exemple sur la dérivée fractionnaire au sens de RL :
On prend la fonction f(t) = (t — a)®.

a

(DS = Dyt —a) = ([t ~ )]

d T(B+1)

(E)m[r(ﬁ +1+m—a) (t = a)™rm]

rg+1) d

“TEritm_wa ¢ @y

rB+1) Frg+m-—a+1)

:F(/B—I—1+m—a) Fg—a+1) (t—a)™
- F(ﬁ+1) —a)P@
R CETESTL A

11



Chapitre 1.

1.4 Lemmes fondamentaux

Lemme 1.4.1. Si 3> a > 0 et la dérivée fractionnaire D5~ existe, alors on a :

cDPI“f(t) = DP~f(t),t € [0,T).
Pour a >0 et >0 avec B < a, on a :

cDPI*f(t) = I°~*f(t),t € [0,T],
Lemme 1.4.2. Soit h € C™([0,T],R),m € N*, pour a €|m — 1,m|, la solution générale de
Uéquation différentielle 'L D*h(t) = 0 est donnée par :

m

LD f ()] = fla) + ) e

i=1
ouc; e Rii=0,1,..m—1,m=[o] + 1.

Lemme 1.4.3. Soit h € C™([0,T],R),m € N*, pour § €]m — 1,m], la solution générale de
Uéquation différentielle DPh(t) = 0 est donnée par :

EEDI @) = f@)+ Y e’

ouc; € Ryi=0,1,..m—1,m=[p]+ 1.

1.5 Notations et définitions

Dans cette sections, nous présentons les notations et définitions et quelques propriétés pré-
liminaires qui sont utilisées dans ce mémoire.
Soit I =1[0,T],T > 0, notons C(I, R) I'espace de Banach des fonctions continues définies de [
dans R, muni de la norme

|7 [[oo= {sup |z(¢)| /t €1},

ou |.| est une norme sur R .

Définition 1.5.1. |[I| Un espace (X, || . ||) est dite espace vectoriel normé sur le corps K s’il
est muni d’une application || . ||: X — Ry qui vérifie :

1.Vre X:||z||=0 < z =0y,

2.V eKzeX | Xxl|=|A|=z|,

S vryeXfle+yll<lzl+lyl.

Définition 1.5.2. [5| Une partie A de (X,|| . ||x) est dite relativement compact si son
adhérence est compact.

Définition 1.5.3. Soient X et Y deux espaces de Banach, et ® : X — Y wune application
linéaire. On dit que ® est borné si elle envoie les parties bornées de X sur des parties bornées

deY.

Définition 1.5.4. [5| Soit A un sous ensemble de C(I,R), A est uniformément borné.
i,e; il existe une constante k > 0 telle que : || f(x) ||< k, pour tout x € I et tout f € A.

12



Chapitre 1.

Définition 1.5.5. [5| Soient X et Y deux espaces de Banach. on appelle opérateur borné
toute application linéaire continue de X dans'Y .

Définition 1.5.6. [5| Soient X etY deux espaces de Banach et f une application définie de X
a valeurs dans 'Y . On dit que f est complétement continue si elle est continue et transforme
tout borné de X en une ensemble relativement compact dans Y. f est dite compact si f(X) est
relativement compact dans 'Y .

Définition 1.5.7. [2| Soit A un sous ensemble de C(I,R), L’ensemble A est équicontinue.
1.e;
pour tout € > 0, pour tout t1,t5 € I et tout f € A, il existe § > 0 telque

[t —ta] <0 =| f(t1) — f(t2) [[< e

Définition 1.5.8. [1] Soit (X, || . ||) un espace vectorielle normé, une application A : X — X
est dite contractante, s’il existe un nombre positif k € [0.1] telle que Vx,y € X, on a :

| Av — Ay [[<k|z—y .

Définition 1.5.9. |[1] Soit (X, ] . ||) un espace vectorielle normé et A : X — X une application.
On appelle point fixe de A tout point x € X tell que : Ax = x.

1.6 Quelques théorémes du point fixe

Les équations différentielles fractionnaires sont considérées comme des équations différen-
tielles non-linéaires, alors plusieurs théorémes ont été utilisés pour résoudre ce type d’équation.
L’un des méthodes les plus utilisées : les théorémes du point fixe. En effet, ces théorémes ac-
cordent des conditions suffisantes pour assurer l'existence d’'un point fixe pour une fonctions
donnée.

Dans le cas des EDFs, on transforme un probléme donné en un probléme du point fixe. Les
points fixes du probléme transformé sont ainsi les solutions du probléme donné.

Dans cette section, on reppel le théoréme du point fixe de Banach, Leray-Schauder et krasno-
selskii.

1.6.1 Théoréme de point fixe de Banach

Théoréme 1.6.1. |[5| Soit X un espace de Banach, et A: X — X un opérateur contractant.
Alors A admet un point fize unique.i.e; Ilx € X tel que Ax = x.

1.6.2 Théoréme de point fixe de Krasnosselskii
Théoréme 1.6.2. |[11] Soit X un espace de Banach et M un sous ensemble fermé borné et
convexe de X. On suppose que A1, Ay sont deux opérateurs de X dans X satisfaisants :

1. Ajx+ Asy € M\Nx,y € M,

2. Ay est complétement continue

3. Ay est contractant.
Alors il existe au moins un élément z € M tel que :

Az + Ayz = 2.

13



Chapitre 2.

1.6.3 L’alternative non linéaire de Leray-Schauder

Théoréme 1.6.3. [1]| Soit E un espace de Banach, C un sous-ensemble convere fermé de F,
U un sous-ensemble ouvert de C' et 0 € U. l'opérateur A : U — C est continue et compact

(¢’est-a-dire que A(U) est un sous ensemble relativement compact de C'). Alors
1. L’application A admet un point fize dans U, sinon

2. 1l existe x € OU et o € [0,1] avec, x = o Ax.

1.6.4 Théoréme de point fixe de Arzela-Ascoli
Théoréme 1.6.4. |[1] Soit A un sous ensemble de C(I,R), A est relativement compact dans
C(I,R), si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. L’ensemble A est uniformément borné.

2. L’ensemble A est équicontinue.

3. Pour tout © € I l'ensemble {f(x), f € A} C X, est relativement compact.

14



CHAPITRE 2

EXISTENCE ET UNICITE DE SOLUTION DU PROBLEME DE
PANTOGRAPHE

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude de 'existence et I'unicité des solutions pour un
probléme fractionnaire de pantographe. |13]
On considére alors le probléme suivant :

(DDA D (1)) = Af (¢ a(t), w(wt)) + BI* gt o(t), 2(ct))],

2(0) =0, Mz(l) = Xz(n) = p(x), “D2(0)=0, 0<n<l, B, XheR,

(te[0,1], 0<a,B,7<1, p>0, 0<ww<l, ABEeR, X #\y*F
(2.1)

Ou

RLD«C DP p € {B,7} sont les dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville (RL) et
Caputo f,g:[0,1] x Rx R — R et ¢ : C([0,1],R) — R sont des fonctions continues .

On prouvera 'unicité de la solution par le théoréme de point fix de Banach. Puis on va aborder
la question de 'existence d’une solution au moins pour le probléme par l'utilisation du
théoréme de point fixe de Krasnoselskii, aussi par L’alternative non linéaire de Leray-Schauder.
L’existence et 'unicité d’une solution est établit par la transformation de ce probléme a une
équation intégrale équivalente, dont la solution est identifiée & un point fixe d’un opérateur (sous
certaines hypothéses suffisantes sur la fonction f) dans un espace fonctionnel convenablement
choisi.

2.1 Solution intégrale

Lemme 2.1.1. Soit h € C([0,1],R), alors la solution du probléeme fractionnaire suivant :

LD (CDP(“DYa(t))) = h(t),
2(0) =0, Ma(l) = Xz(n) = e(x), “Da(0)=0, 0<n<l, B\, eR,
tel0,1], 0<a,B,7<1, u>0, 0O<w,w<l, ABeR, X #\n*Ftr-L
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Chapitre 2.

est donné par :

1 /t
z(t) = ——m— t— 8) Pt 1n(8)ds
" Fla+B+7) 0( ) )
. A2 ! +B+v-1
—35)“ “his)d
+A1 — AQT]OH—BJ'_’Y_I [F(Oé + /8 + /}/) /0 (77 5) (5) 8]
(2.2)
1
M / (1§51 (5)ds
Cla+6+7) Jo
tatB+y-1
+)\1 — Ao tBHT—1 p(x).
Preuve :
Soit I’équation :
RED(CDP(“ D7 (t))) = h(t), (2.3)

En prenant 'intégrale de Riemann-Liouville fractionnaire d’ordre v pour (2.3|), on obtient :
[[FED(CDP(C DY (t)))] = 1°[h(1)],

par (1.4.2), on trouve :
CDP(EDYa(t)) = I°[h(t)] + crt* Y, (2.4)

on utilise 'intégrale de Riemann-Liouville fractionnaire d’ordre 8 pour , on obtient :
IPICDP(CDYa(t)] = I°TP[h(t)] + I°[eat™™ ).
Par (1.4.3)), on trouve :

CDVa(t) = ITPlR(t)] + IPleit® ™t + ¢y, (2.5)
en appliquant l'intégrale de Riemann-Liouville fractionnaire d’ordre v pour , on obtient :
eDx(t)]) = I“PPH[R(E)] + TP et + Mey].

Par , on trouve :
w(t) = 1P R()] + TP et + I[co] + cs, (2.6)

ol cg, 1 et ¢y sont des constantes arbitraire.

Maintenant, on cherche les constantes ¢y, c; et s .
D’aprés la condition x(0) = 0, on peut écrire :

z(0) = c3 = 0.
On utilise la condition “ D7z(0) = 0, on trouve :
CDV[z(t)] =C DV[IHFHR(E)] +C DI et +¢ D[ ey),
CDVz(0)] = I*TPh(0) 4+ IPc;097 + ¢y,

donc
02:0.

16



Chapitre 2.

On utilise la condition A\jz(1) — Az (n) = ¢(z), on calcule z(1) et x(n), on trouve :
x(1) = I R(1) + IP7¢y,
2(n) = IOHBHR(n) + ¢ IP+1etA+r—1,

Donc on obtient,

MU0 + 0 G = b + e S ) = pla),

(@+B+7) (a@+ B+~
AMIOHBHIR(1) + )\101% — NIV R(n) + Aoy %na+ﬂ+wl
alors F(o) _
ClF(OH'—BJF’Y)()\l BRI = () o ATV R(n) — A TEHHTR(T),
donc
I'a+B8+7)

(p(x) + AT FHIR(1) — M TFHIR(D)).

T T(@) (0 = Ayt

Substituant ¢y, ¢; et ¢g dans (2.9)) on obtient la solution ([2.2]).

2.2 Probléme du Point fixe

Avant tout, on introduit I’espace de Banach suivant :

X = {z,2 € C([0,1],R)},

muni de la norme :

| @ ||= sup |z(t)].
t€0,1]
D’apreés (22.2]), on défini Popérateur :
A: X —> X

x(t) — Ax(t),
tel que, Vt € [0,1], on a :

A

Azx(t) = M/o (t — s)PT71 (s, 1(s), 2(ws))ds

. B
MNa+B8+y+p

)/0 (t— 5)0‘+ﬁ+’7+u71g(5,x(s),x(ws))ds

tatB+y-1 A2 A
N e B T(a+ B+ )

/077(77 — 8)°‘+6+v—1f((8, x(s), z(ws))ds

17
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AoB ! _ g\atftytp—l
TlatB+7+m) /0 (7= s) "lg(s, x(s), x(ws))ds
AMA 1 o
_m/o (1—3s) +8+~ f(s,x(s), x(ws))ds
M B

1 — §) ATl g (s, 2(5s), 2(ws) )ds
e reran AU o, 2(s). 2(am))ds)

tatB+y-1

+)\1 — Azna+6+fy71 90(3:)

Il convient de noter que le probléme ([2.1)) a des solutions si et seulement si 'opérateur A a des
points fixes.

2.2.1 Unicité de la solution

Afin d’établier I'unicité de solutions, on va montrer que 'opérateur A admet un point fix
unique. Pour ce faire, on utilise le théoréme du point fixe de Banach.

Théoréme
Soient f,g:[0,1] x R x R — R sont des fonctions continues. On suppose que :
(Hy) : 3M; > 0,i = 1,2 telle que :

|f(t7$17y1) - f(tax27y2)| S M1(|CL'1 - [E2| + |y1 - y2|)7

|g(t7x17y1) - 9(t7$2a92)| S M2(|'r1 - ZL'2| + |y1 - y2|)7
pour tout t € [0, 1], z1,y1, Z2,y2 € R.

(Hy) : ¢ : C([0;1];R) — R est une fonction continue avec ¢(0) = 0 et 3 un
constant k£ > 0. On suppose que

lp(z) — )| < klr—yl, Vr,y € C([0, 1], R).
(H3) :

(2M(L1 + LQ) + Lg) < 1.

Alors le probléme ([2.2)) admet une solution unique sur [0,1].

2.3 Preuve

On preuve que AB, C B, tel que B, ={x € Z: ||z|| < r},
avec

V(L + Lo) <
k- f— b
1—2M(Ly + Lg) + m————7)

’)\1—>\277°‘+5+771 |

18
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pour x € B,, on a :

[f(t,2(t), z(wt)| < |f(E2(t), 2(wt) — f(2,0,0)| + [ f(£,0,0)[,

d’aprés (H;) on trouve :

tel que :

[f(t,2(t), w(wt))|< My(|2(t) — 0 + [|lz(wt) = O]) + [£(#,0,0)],
f (&, 2(t), w(wt))[[< My [[x(8)]] + My [|z(wt)|| + |£(2,0,0)],

|f (£, 2(t), 2(wt))|< 2M [lx(t)]| + Vi < 2Myr + WA,

Vl = sup \f(t,0,0)] 5
lg(t, (1), x(wt))| < [g(t, (1), z(wt) — g(£,0,0)[ + |g(£,0,0)|,

d’aprés (H;) on trouve :

l9(t, (1), z(at))| < My [a(t) — O + |z(wt) — 0] + |9(t,0,0)]
lg(t, x(t), 2(wt))| < Ma |2(t)] + Ma |2(wt)] + [g(, 0,0)],

lg(t,2(t), 2(w1)| < 20y a(t)]] + Va < 2Mar + Vi,

tel que :
Vo= sup |g(t7070>|7
et
()| < klz@)]] < kr,
A t Biy—1
Az| = —/ t—8) P (s 2(s), x(ws))ds
|| Az ||F(a+5+7) 0( ) f(s,x(s), x(ws))
B ¢ 6 1
+ t— )Pl g (s 2(s), 2(ws))ds
e o, 2(s), 2(as))
tatB+y-1 A A

N A P Tt A )

/On(n — 8) T (s, 2(s), w(ws))ds

Tt 22—157 + 1) /0"(n = 8) T (s, 2(s), w(ws))ds
Tla+ gf Y+ 1) / (1= )™ g (s, 2(s), 2(cos) ) ds]

ta+6+’}’* 1

19
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alors :
||A517|| < L sup ‘f(t :B(t) iU(wt))| 1<1 B 8)a+,3+7_1d8
T T+ B4+ ey o
|B| sup |g(t, z(t), z(wt))] 1(1 B S)a+5+»y+u,1d5
Fla+B8+7+1)wepy ’ 0
1 - [-ser
+ su t l‘ wt _ a y— dS
|)\1 — )\27704+,3+’Yfl‘ [F(Oz 1A+ ’7) te[ori] |f( |
Ao B
e sup |g(t,z(t), z(wt)) ]/ §) Pt =l gg
o+ B+ + 1) tepy
M4 +B84+y—1
A up (5, aw)] [ (1= s ds
o o e [
|\ B 1 s
sSup gt7$t,$ wt 1—80‘ Ytp dS
F(&+ﬁ+7+u)te[o,1]‘ (t, z(t), z(wt))| ; ( ) ]
1

+ su
oy gersr] S 19l

Par calcule simple, on trouve que :

|A]
Lla+B+7+1)

|Az|| < (2Mr+1V)

1

otB
A1 — Ao tBy-1 (el ™7+ [Au]

1+

|B]

2M
+( T+V)F(a+ﬁ—|—fy+u+1)

1

a+B+v+
AL — AgnotBr—1| [1A2]m M

[[1+

1
A1 — AgnotBea=t|’

+kr

tel que V' = sup(Vi, Vs) et M = sup(M;, M,),

donc
k

A — )\277a+,3+’yfl|>

|Az|| < (2M(Ly + Ly) + r+ V(L + Ly) <,

d’ou AB, C B,.
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Pour z,y € X ona :

|Az(t) — Ay(t)|= m/o (t — )1 £ (s 2(s), 2(ws))ds
T+ ﬁi S, /0 (1 = )P g s, (), a(ws)) ds

B Y / "= ) (s, 2(s), a(ws))ds
N = AP BRI (at B+ 7) Jo o o

Ao B

Tatfty+a /O (1 — s) 411 g (s, 2(s), (ws))ds
AMA 1 B
_m/o (1 - 5)a+5+’7 f(S, $(S),x(w3))d5
M B 1 B
+F(a +B8+7+ N) /0 (1 — s)a+ﬁ+w+u 9(3; I(S),l‘(wS))dS]
patBty-1

+/\1 — /\27]a+5+7—1 90(37)

A t
e [ =9 () s
B t
T(a+B+y+p /0 (t — ) g (s, y(s), y(ws))ds
tatBty—1 Ao A

el [ (1= T (s ).yl

. nB
Lla+B+v+p

) /Onm _ 5>a+5+7+u_1g(s,y(s)7 y())ds

T, 0 e

- \B
Lla+B+v+p

)/0 (1- s)a+,6’+w+u—1g(s,y(s),y(ws))ds]

tatB+y-1

— )\1 — )\277a+,8+’771 Sp(y)
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A t athty—l — f(s,y(s), y(ws))|ds
< m/o (t =) f(s,2(s), 2(ws)) — f(s,y(s), y(ws))|d
i t AL —g(s,y(s),y(ws))|ds
T | T gl (). a(9) = gl u(s) ()
|ta+6+7—1’ ’)\214‘

+

T g, (0 T ) a(9) = F ) w(was

‘)\QB| n a+B+y+pu—1 s). (s B s s s s
F(a+5+7+u)/0 (n— )" |9(s,z(s), z(@s)) — g(s, y(s), y(ws))|d
_ Al 1 at+fty—1 B s
T+ +7) /o (1= )™ f (s, 2(s), 2(ws)) — f(s.y(s), y(ws))|d

M B 1 atBt+y+p—1 —qg(s,y(s S S
e | 0 s e, a(s) s p(s) )

tatB+y-1
+ Ay — AgnotB+r-1] lp(x) = ©(y)]

LA| ! «@ v—1 - s s
Stiﬁ)ﬁ]{m/o (t =) f (s, 2(5), w(ws)) — f(s,y(s), y(ws))|d

| B| ! _ o\etByta—1 =) — -
R e, (9 (o) ) — s w(s). ()l
ta-i—,@-i-'y—l |/\2A|

e T g7y (0 99, = s o

A5 ! atbytp—l s), z(ws)) — g(s,y(s),y(ws))|ds
g [ = 9 (s () () — (s, (o) @)
A ' a+pB+y—1 _ <
m/o (1= 8) 7 £ (s, 2(s), w(ws)) — f(s,y(s), y(ws))|d
|\ B

e [ =9 gl a(9).a() - (s, (). (=)

tatB+y-1
+ ‘)\1 . )\2na+5+7,1’ |30<l’) - @(y)‘ :
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En utilisant les hypothéses (Hy) et (Hz), on obtient :

|A| Ml ' a+[B+y—1
|Az(t) — Ay(t)|< Tat8+7) [z (t) —y(t)] + |x(wt) — y(wt)H/O (1 — s)°+A+1gs
|B| M2 : a+f+vy+up—1
fad 35 120 — vl + le(@t) — y(=0)] / (1= s)aHotrin-1 g

- A\ — )\Q;a+ﬁ+v—1| [F|<);42|—f|—f;| —]\flv) [z (t) — y(t)] + |z(wt) — y(wt)]] /On(n _ gerarig,

[Aof [B] My
Fla+B+v+p

[lz(t) — y(t)| + |z(wt) — y(wt)]] /On(n _ S)a+ﬂ+7+u—1d8

[Aul[A] M,y 1 N
Tla+ 51 10—yl +lewt) - y(wt)H/O (1 — s)o8t1-14s
Al |B] My
Dla+ B+ +p)

[l2(t) = (O] + |z(wt) — y(wt)]] /0 (1= )T Hreids]

k
N L

Par calcule simple, on trouve que :

A
(a+pB+7v+1)
Ao P 4 | A ]

Az (t) = Ay(t)|< My [la(t) = y(@)] + e (wt) — y(wi)]] 5

! |
|)\1 _ )\Zna+,8+v—1|

+Ma(|2(t) = y(1)] + [a(wt) — y(@t)])

[1+

|Bi
(@+B+y+u+1)

1 (o3
1+ A — donetBer—1] [ Ag| o FOF7H 4 |y

k
N R

En passant a la norme, on trouve :

[Az — Ayl| < 2MiLy||z — yl| 4+ 2Mz Loz — yl| + Ls|lz — y||

< (2M(Ly + Ly) + Ls)||x =y,
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tel que

|A] 1
Ly = 1 \o| p@ B L\
1 a4+ B+v+1) * |\ —/\277a+6+771|(| 2|7 +IMDY

Ly = || { + ! (A2l
S N (e B D e W R

a+B+v+p 4 |>\1|)} 7

k
Ly = :
3 A — Agnothto—]
Et (M =sup(M;,i =1,2)).

D’aprés (Hs) Uopérateur A est contractant, par conséquent le probléme (2.1) admet une seule
solution.

Exemple 3. On Considére le probleme suivant :

. ~t,.(3
RLAL/CH2/CR2 7 :)s(t) (& x(zt)
D3 (Y Ds (Y D7x(t = +
COCD7t)) = o0 12+
2 2etx(t) z(2) 2
-y 8 1, telo,1
5 |20 T 04t 7| € (0.1, (2.7)

+ arcsint)

=

+

ol

z(t et (3t) ,
ft,x(t), z(wt)) = \/t—i(—ﬁ + 12 +4€t + arcsint,

olt,2(0), (o) = oo D)
p(r) = 1—1651?@)-

_'_

)

Do

Et
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Soient x,y € R et t € [0,1]

1,000,030 — 0,01 - | L .
< sis(lalt) =y (G — u(G0D,

2ie(t) | #(d) 2 2yt)  y(d) _g'
7

5 5
ta(t),x(2t) — g(t.y(t),y(ot))] =
gt x(0), 2(Gh) = oty v GO = 008 T 1041 77 dr g 2088 10+ ¢

< s (lalt) — y(0) +r(0) — y(0))
fola) ~ py)l=eo(t) — Ty DIl ol

Par conséquent, les conditions (H1) et (H2) sont valables avec

1
Ml = L7 M2 = T
240 10
_ 1 ;
et k= 16 respectivement.
Avec :
1
M = max(M;, My) = o A — Aot = 0, 21414,

L, =1,852, Lo=0,50612.

Ainsi condition
(2M (L1 + Lg) + L3) = 0,9544 < 1.

Ainsi toutes les hypothéses sont satisfaites, par conséquent le probléeme posséde une unique
solution.
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2.4 Existence d’une Solution

Dans cette section on étudier l'existence d’une solution par l'utilisation de théoréme du
point fixe de Krasnosselskii, puis par L’alternative Non Linéaire de Leray-Shauder.

2.4.1 Existence via le théoréme du point fixe de Krasnoselskii

Théoréme

Soient f,g:[0,T] x R? = R et ¢ : C([0,1],R — R des fonctions continues, on suppose
que (Hy) et (Hj) et les hypothéses suivantes sont satisfaites :

(H,) : Ils existent trois constantes Uy, Uz, p > 0, telle que :

[F(tx(),y(1) < Ui, Va,y € R, L0, 1],

gt 2,y ) < Us, Yoy eR, teo,1],
6(z)| <p, VreR,

s, = 2M | Al
Ma+B+~v+1)
s, = 2M |B|
Mo+ B+y+p+1)
1
AL — AgmotBAtr—1|
alors, le probléme admet au moins une solution.

(A2 ™27 4+ |\ )),

(I P07 1A,

[Sl+52+k]§1,

Preuve :

Pour montrer l'existence de la solution du ([2.1)), il suffit de vérifier les conditions du théoréme
du point fixe de krasnosselski.
On considére I'ensemble suivant :

B, ={reX:|z|x <r}.
On a

( Ui 4] U, |B]
Fa+p+v+1) Ta+p+vy+pu+1)

)<,

et

U(Ly + Ly) + %Lg <r

On définit deux opérateur A; et Ay sur B, comme suite :

A t o+pB+y—1
Ayx(t)= m/ﬂ () (5, 2(s), 2(ws))ds
B t a+B+y+p—1
v B A A CH ORI
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tatB+y-1 Ay A

Aa(t)= 5 g | 0 (). )

Ao B

n
_ o\atB+y+pu—1
+F(O‘+5+’Y+ﬂ)/o (= &) g (s, (s), 2 (es))ds
_L ' _ \atp+y-1
Fm+5+vxé“8> f(s,2(s), x(ws))ds
M B L P
+F(a+5+’y+u)/o (L= )P40 g(s, a(s), a(ws))ds]
ta—l—ﬂ—i—*y—l

+)\1 — )\277a+,8+77190($)'

Etape 1:
On montre que si z,y € B,,alors Ajx(t) + Ayy(t) € By, c’est a dire
|4y (t) + Asy(t)] < -
Soit x,y € B, et t € [0,1], on a :

|A1z(t) + Ay (t)|= ﬁ/o (t — 8)TF =1 f (s, 2(5), 2(ws))ds
B t atBtytu—1
+Wa+6+v+u%4a_6)ﬁ 9(s,2(s), z(ws))ds

+ tatB+y-1 [ A2 A /n( _ S>a+5+7*1f((8 (S) ((,US))dS
)\1 — )\2770“'!‘6"!‘7—1 F(Oé + /B + /_y) 0 77 7y ’y

n Ao B
Ia+pB+v+p

/On(n _ s)o“rﬁﬂﬂ‘*lg(& y(s), y(s))ds

/\lA ' a+f+vy—1
e ) 0T et

n M B
Fla+B+v+p

)/0 (1= s)* 419 (s, y(s), y(ws))ds]

tatB+y-1

t Al — )\Qna+5+771 go(y)
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L 1 _Sa+ﬁ+771 s 2(s). (ws 5
_F(Oé+5+7)/0(1 ) | f(s,2(s), x(ws))|d

|B| 1 BT (s 2(s). 2(es))| ds
F(a+6+7+u)/0(1 ) (s, 2(s), 2(ws))| d

1 DAl T
T e | @ 9 (s (). v(ws)

A2 ! o+ B+y+p—1
T(a+B+~+p) /0 (n— s)**” l9(s,y(s),y(ws))|ds
|)\1A| ' a+pB+vy—1
R g 9 o) o) s
|AlB| 1 at+B+y+pu—1
F(a+ﬁ+v+u)/o (1= )P g (5, y(s), y(@s))| ds]
1

e g ] lp(y)l,

d’aprés (Hy) on a :

| Al U /1 B
Ajz(t) + Aoy |I< =————— 1 — g)otBtr-1g
’ 11'( ) 2y< )l— F(Oé‘i‘/@—i—’)/) ] ( 8) S
1
|B| Us / (1 . S)a+ﬁ+y+uf1d8
Dla+B+v+w) Jo

1 A AU,y /77 A1
+ _ gotBi-1g
A1~ Mﬂ"‘*ﬁ“—ll[F(wﬁﬂ) 0 (=) °

B U o
Mot Jy 0
1
Al / (1 s)Bigs
Fla+B8+7) Jo
IMB|U 1 ) )
Mt gty imd, G797

p
+ AL — AgnotBr—1|
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| Al U |B| U,
" Ta+p+v+1) Tla+p+y+pu+1)

1 |>\2A| []177(%—’—’3—’—7 ’)\2B| UQT]OH_B—FV—HL
+ [
At = Aot N+ f+y+1)  Dla+B+y+p+1)

M A| Uy I\ B| U p
Pla+B8+7v+1) Tla+B+v+p+1) [N\ —dgpotfri

‘A’Ul [ 1
1+ A\ a+5+"/+ by
T Tla+B+v+1) |A1 — AgnetBtr—1] [Az|n Al
|B| Uy [ 1
1+ Ao| T N
Fa+B+v+p+1) | A1 —)\Qna+ﬂ+v—1|| 2|71 Al

p
+ ;
A — donatB+r—1]

d’aprés (Hs) on a
]Alx(t) =+ Agy(t)l S U1L1 + UQLQ + %Lg = U(Ll + Lg) + %Lg S r,

Et
U = sup{Uy, Us},

alors pour tout z,y € B, et t € [0,1], on trouve A;x(t) + Axy(t) € B,.

Etape 2:

1. On montre que A; est continue.
Soit (2,)nen C X une suite telle que : 2, C = dans X. Pour tout ¢ € [0,1], on a :

| Ay, (t) — A(t)|= ﬁ/o (t — 8)a+'8+’y71f(5,xn(s),xn(ws))ds
—ﬁ/g (t — s)P7 1 f(s, 2(s), 2(ws))ds
SN, O o). s
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L t — )Pl £l g (8), w,(wsS)) — f(s,x(s), z(ws))|ds
< e 9T M s ) 9) = fs () s
|B| ! a+pB+y+pu—1 Yol —qg(s,x(s), x(ws S
su —|A| t — 8)BY T £l 2, (8), 2, (wS)) — F(s, x(s), x(ws))|ds
< s (g g L € 9T o) ) = F (s, (0), (sl

|B|
Na+B8+v+pn

) / (t — )88 g (s 1, (5), () — g(s, 2(5), 2(@s)) s}

B i 1 — )P (s, (8), an(ws)) = F(s, 2(s), x(ws))| ds
<t [ o)) — s, 6), o)

|B|
Na+B8+y+u

)/0 (1= ) g (s, 20 (s), wn(ws)) — g(s, 2(s), 2(ws))| ds,

par calcule simple, on trouve :

Al
(a+p+v+1)

[Arza(t) — Ar(t)|< (8 2 (t), 2n(wl)) = [ (L, 2(1), 2(wl))]

|B]
Fa+B+y+p+1)

|g(t7 J]n(t), xn(Wt)) - g<t7 Z‘(t), x(fm)”

Comme f est une fonction continue, alors :
|Ai1x, — Ajz|| — 0 quand n — +oc.

D’ou, A; est continue sur X.

2. On montre que A; est compact.

Pour établir la compacité de I'opérateur A;, il suffit de prouver que A;(B,) est relativement
compact .

a) Ai(B,) est borné .
Il suffit de montrer que pour tout r > 0 , il existe une constante positive r tel que pour tout
t €1]0,1] et z € B, avec

By ={z e X :|ally <r},

on trouve :
[A1(z)]|x <7
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On a:
A= [T gy €= 9 () aws))ds
B t — §) T g (5 2 (s), 2(ws))ds
e ) ols,2(5), 2(9))d
AL e
< Fara T ). s s
5] 1 — )=l g(s x(s), x(ws))| ds
e [ 09T gl a(s) () s

En appliquant I’hypothése (Hy) , on obtient :

Ui |A] Us | B
Ai@)t)] < (F(a+6+7+1) Mo+ B+y+p+1)

)

on a:
[AL ()] x <7

D’ou, A;(B,) est uniformément borné.

b) Ai(B,) est équicontinue .
Soit x € B,, pour tout t1,ts € [0,1],t; <ty :

4 @)) = A= | = 9 () s
+F(a " @i o /O 2(252 B S)omtﬁntw—u—lg(s7 (s), 2(as))ds
_ﬁ /O 1(751 — )PP (s 2(s), 2(ws))ds
TR, (7 e s

() = 2001~ sy 2= 97 () s
+F(O{ + ﬂBi{— v+ M) /0 1<t2 - S)OH_B—PH_H_IQ(S, CL‘(S), x(ws))ds
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o L (O el el s

Tla+ BB+ ) /: (to — 5)* TP g (5,2 (s), 2 (ws) ) ds

—f@f%ggﬁﬂu—@MMWVQA@awmw

T(a+ BB+ Y+ 1) /Otl (t1 = 8)* g (s, a(s), 2 (ws))ds

A (@) (ts) — Ay(2)(11)] < ﬁ /0 = 85 (1 sy |2 (5), s

Fm+géﬁ+ﬂy4%®_$VWHw1_@Y_$Hmﬁ”mﬂ&ﬂ%$@@Wk
ﬁ /:Q(fz — 8) P f (s, 2(s), 2 (ws))|ds
CoEy EEE }ﬁh(tQ“S>a+ﬁ+”+“‘W9<s7x<s>~r@vs>nds.

En appliquant (H,) on obtient :

AlU b ~ . B
| A1 () (t2) — Ar(z)(t1)|< F(a|+|ﬁ1+7) /0 (£ — 5)*+P+771 — (1, — 5)@+P+171] g

Fm+€fé+m/ﬁ“ SO = (11— )P ds

0
|A|Ul /t2 a+B+y—1
fat sy, 79 ds
B|U- t2 . B

I'(a +|ﬂ |+27 + 1) / (tg — s)* TPl

t1
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AUy

—Pm+ﬁ+v+DHM&ﬁ_ﬁWH’Wh—hW”“]

2

| B| Us

Ha+ﬂ+7+u+n[MMMW_ﬁ%Hﬂ“WQ—hVW”ﬂﬂ

2

Al Uy

ey Gl

| B| Uy

_ ¢ )otB
Flatptytpr iz~

L4|LH ha+ﬂ+w__ta+ﬁ+n
“Ta+B8+y+1)"? !

| B| Uy

[ patBoytn ta+6+’y+u]
DNa+B+vy+p+1) !

2

)

sity — t9, on va avoir :
’All'(tg) — Alx(tl)‘x — 0.

Donc A;(B,) est équicontinue.
D’aprés (a) et (b), A1(B,) est relativement compact, et d’apreés le théoréme d’Arzela-Ascoli. A,
est compact sur B,.

Etape 3:
On montre que A, est contractante. Soient z,y € B,., t € [0,1], on a :

patB+y-1 Ay A

Asx(t) — A -
| Az (t) — Asy(t)] |A1 — A B T (a+ B+ )

/077(7] — s)a+ﬁ+v—1f(s, x(s), 2(ws))ds

Tt 2257 + 1) /0”(n = 8) T g (s, 2(s), w(ws))ds
_F(af—?w)/o (L= )57 f (s, 2(s), 2(ws))ds
T+ glfv + 1) /0 (1= 5)* 75 g (s, 2(s), 2(ws))ds]

patity-1

+)\1 — Aonothtr—1 ()

tatB+y-1 Ao A
A= AT (a + B+ )

/077(’7 _ S)Oéwﬂ_lf((&Z/(S)),y(ws))ds

Ao B

Tla+B+7+p) /0 (1 — )P g (s, y(s), y(ws))ds
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/\lA ! a+B+vy—1
M B ! a+B+y+u—1
_F(a+ﬁ+7+u)/o (1—s5)*? 9(s,y(s),y(ws))ds]

tatB+y-1

A — AgnotB+r—1 »(y)

_ ta+5+771 |)\2A|
AL = AP T (a4 B+ )

/On(n = 8) TP f (s, 2(s), w(ws)) = f(s,y(s), y(ws))|ds

[ A2 B
Lo+ B+ +p)

/On(n = 8) TP g (s, a(s), 2 (ws))ds — g(s, y(s), y(ws))|ds

A4 ! ot Biry1 -
gy [ @ () (ws) = S p(s) ) s

[\ B
o+ B+ +p

/0 (1= )P0 g(s, 2(s), 2(ws) )ds — g(s,y(s), y(ws))ds]]

patB+y-1
+ AL — AgnetBtr—i| lp(x) — p(y)].

En utilisant les hypothéses (H;) et (Hz) , on obtient :

< 1 Pl 141 My
T = Aape P T (@ + B+ )

7
/ (n— 8)a+6+v—1d8
0

| Ag(t) — Ay(t)

(l2(t) = y(@)] + |z(wt) = y(wi)])

Aol | B M, .
s (1) — w0+ elt) — (=) [ (= ot
Ml 14| My o

e ) = 0]+ et — e [ (1= s
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[Au] |B] M
D(a+B+v+np

(lz(t) = y(@)] + |z(wt) — y(wt)]) /O (1 — )Pty

k
T = g 17 Y

par calcule simple, on trouve :

) 1 ] |A] My
< [
|)\1 — )\277a+6+7_1| P(Oé + B + Yy + 1)

| Ag(t) — Agy(t)] (Jo(t) = y(&)] + |2 (wt) — y(wt) )y 7+

Ao [ B Mo
Lla+B+y+p+1)

(l2(t) = y(t)] + |o(@t) — y(at)| o+

Al [A] M,y
MNa+p+v+1)

(le(t) = y(O)] + [z(wt) = y(wi)])

Al [ B] Mo
Lla+B+y+p+1)

(lz(t) = y(O)] + [z(wt) — y(wt)])]

k
i A1 — Agnotftr—l| =l
En passant a la norme, on trouve :
1 2 || |A| M
||A23L’—A2y|| < [ ’ ZH | 1 a+B+y
(AL = Aot T (e + B+ 7+ 1)
2| \o| | B| My atBivin 12A1| |A] My
Fla+B8+v+p+1) Fla+B8+v+1)
2|\| |B| My
+ k] lz -y

Fla+B8+v+p+1)

1 oM |A|
< [
A= AP T (@ + B+ 9+ 1)

(IA2] n™ P + | \))

2M | B
MNa+B8+vy+n+1)

(A2 2550 4 ) + K]l =yl

Et
(M - Sup<Mi7i = 172))7

donc, d’aprés (H3) 'opérateur A est contractante.
Gréaces aux étapes (1), (2), (3), et d’apres le théoréme du point fixe de krasnosselski, on déduit
que le probléme (2.1) admet au moins une solution.
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Exemple 4. On Considere le probleme suivant :

(RLD%(CDg(CDgx(t))) =2 )+ cosa(Cr) + 2
45 24+ 3t V140 + 4et 8 12
L )+ L @) + Scost| € [0,1]
CcCOoSxT Stn\r(— —CO0S
] 47¢5° |2t + 20 15 + 5¢ 9 20 ’ P (2.8)
5 3 1 1 )
0)=0, —(x(1))——z(=)=—x(), °D3x(0)=0
ot 2¢t 1 3
e sint
t a(t ) = ——  sinz(t) + —— 2y 4 St
[t z2(t), z(wt)) 24+3t5mw( )+ 140+46t00856(8 ) + TE
2t Tt+ 1 2 1
g(t,z(t), z(wt)) = Qti— 20003:)&(75) + 10 i5tsm(x(§t)) + Q—Ocost,
1
p(r) = 2—5$(t)-
Lt
3 g 2 2 1
Oé—4, _57 ry_37 M_47
e 3 1
A = = = —
45 a7e6r 1T g
3 9
w=~-=, w=-=
8’ 9’
5 3
)\1 _ E? /\2 _ Ea )\1 7& )\2na+f3+7—1'

Soient z,y € R et t € [0,1]
3 3 2¢t 1 3 sint
tx(t), 2(=t) — F(t,yt), y(51)] = | ————sina(t) + —————cosz(=t) + —o-

2et 1 3 sint

= ) — — — Z >
Y 3t52n$( ) 14O+4€tcos:£ 3 5

3

< %(M(t) - y(t)\+|$(gt) — (50D,

9 9 e Tt+1 2 1
ta(t), 2(=t) — g(t y(t), y(>1)| = t 2(gh) + 5pcost
l9(t. 2(1), 2(51)) — 9(t.y(0), u(GH)| = | 57 5geost(t) + {5 psin(r(Gh) + 5 cos

et Tt+1 . 2

1
- t) — 24)) — —cost
T 2Ocosx( ) 5 5tsm(x(9 ) 20003

< 55(l(t) — y@)+12(G0) ~ ¥ GO,

1
20
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1 1

[o(2) — plu)|= |z 2(t) = eu)IS el — ol

En utilisant les hypothéses (Hy) , on obtient :

e 2t 1 3 sint
G (msmm(t) + N cosx(gt) + W)
< \—2€t sinx(t)]—i—]—l cosx(§t sint < 3
—'24 4+ 3t V140 + 4et 8

[, (t), x(wt)| =

et T+ 1 2 1
lg(t, z(t), z(wt))| T 2Ocosx( )+ 5 5tsm(m(9 )) + 20605
e Tt 41 2 3
< t ; L "
< g st Ot gy sin(a(g ))|+| Geost]< 25,
1 1
=|—zx(t)|I< —.
(@)= 5@l o
par conséquent, les conditions (H1) et (H2) sont valables avec My = 1—12 M, = % ot b — %
respectivement.
Avec :

M = max (M, My) = o A — AP = 0, 376795.

Ainsi condition

2M |A
1= F(a+ﬁ_||-f’y+ (el 7 4 A ]) = 0,0000425,
2M |B
2= Tatpt |7 +| oy (Pl ™77+ x4]) = 0, 000001953,
1

S1+ S+ k] =0,091161 < 1.
‘)\1 _)\2na+5+7,1’[ 1+ 52+ ] ) >

Ainsi toutes les hypothéses du Théoréme sont satisfaites, par conséquent le probléme
(@ possede au moins une solution .
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2.5 Existence via I’alternative non linéaire de Leray-Schauder

Théoréme
Soient f, g :[0,1] x R? — R sont des fonctions continues, on a :
(Hﬁ) s, L >0,0=1,2 et mp, Yo >0 Vo, 20 € R jon a:

(£, 21(2), 22(8)| < mo + 71 [21] + 2 [,
et
lg(t, 21(8), 22(t)] < To + Ty 1] + T |l
(H7) : ¢ (]0,1],R) est une fonction continue avec ¢(0) =0 et 3 ¢ > 0 tell que
o) < cllzll, v e (0,1],R).

(Hg) . C
(m+m2) Ly + (T1 4+ T2) Lo + A — donotB+r—1] <L

Alors le probléme ( [2.1) a au moins une solution.

Preuve :
Etape 1 : Montrons que l'opérateur A est complétement continue.
a) Puisque f, g et ¢ sont des fonctions continues alors, 'opérateur A est continu.
b)Montrons que A est uniformément borné :
Soit €2 bornée, pour tout x € €2, on a :

A t
420 = |55 / (t — )P (s, 2(s), 2(ws) )ds
B t a+B+y+p—
TR, T et
tatB+y-1 Ao A

| /On(n — 5)a+5+7—1f((8, z(s), z(ws))ds

+>\1 — )\27704—&-6—&-7—1 F(Oé + ﬁ + Y

n Ao B
Lla+B+y+p

) /077(77 — §) TR g (s 2(s), 2(ws))ds
_F«xi—;lﬂ)/ (1= )00 f (s, (s). w(ws))ds

M B
+
Fla+8+y+p

) jg (1= s) Pt g (s, x(s), z(ws))ds]

ta—i-,@—f—v—l
+)\1 — )\277a+,3+’yfl 90(1')|
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|A| U /1 +B4+v—1
- - 1 _ o 0 d
T a+B+7) Jo S ’
1
‘B’ Us / (1 _ S)Oz-i-ﬁ-i-’y-i-u—lds
Cla+B8+v+u) Jo

| NoA| Uy / h
+ _ g)etmlg
M=o BT Fat g 17) Jy 1Y) ;

\2B| U. " . .
S T, e
1
__ Al / (1 — s)o8t1-14s
L+ B+7) Jo
I\ B|U. ! o _
Tt feyamly 179

p
+ | AL — AgnotBtr=1|°

Par calcule simple, on trouve que :

Al Uy
“INa+B8+v+1)

| Az (t)]

1
T |Ap — AgnotBr—1]

il (A2 ™57+ A l]

|B| Uy
Fla+B+v+p+1)

1

1 A
T gl

a+B+v+up + |)\1|

N P
’)\1 _ )\2?7a+5+’771| ’

ce qui implique que

P JR—
|)\1 _ )\277a+6+7_1| o

|Az|| < UiLy + UsLa + c,

tel que ¢ > 0,
donc
| A(z) [[< e

D’ou A est uniformément borné.
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c)Montrons que A transforme un ensemble borné en un ensemble équicontinue :
Soit x € B, , pour tout t1,ty € [0,1],¢; < to :

[Aa(t) = Aslt)] < |y [ (= 9 (s ().l
B . a+B+vy+u—1
+F(&+ﬁ+7+u)/0 (ty — 5)2TP g(s,z(s),z(ws))ds

. t;+6+’¥—1 [ A A /ﬂ( . S)a+ﬁ+7*1f((5 x(S) x(ws))ds
M — Aot T (a+ B+9) Jy O o

n Ao B
Do+ B+~ +p)

/On(n _ S)a+ﬁ+v+u—19(s, x(s), x(ws))ds

MA

‘m+—ﬁ+w/0 (1— 8)" TP (s, 2(s), w(ws))ds

M B
+
a4+ B8+vy+p

)/0 (1 —s)* Pty (s, 1(s), x(ws) ) ds]

taJrﬁJr'yfl
2

+)\1 — )\277a+5+771 90(3:)

A

CEET) / (b — )71 f (s, (s), w(ws) )ds

B
Fla+B+~+p

) /0 1(t1 — S)O‘+ﬁ+v+u—lg(s, $(5)7$(ws))ds

t?Jr/D’Jr'yf 1 oA
_M_Aﬁwm“ﬂﬂa+ﬂ+w

/077(77 — )AL (5, 2(s), 2(ws))ds

B X B
T(a+ 8 +7+p)

/077(77 - 3)a+5+7+u—lg(8, 2(s), z(ws))ds
)\IA 1 a+pB+vy—1
m/o (1—s)™t f(s,x(s), z(ws))ds

M B
Na+B+y+p

)/0 (1 — s)a+ﬂ+w+u—lg(s,x(s),x(ws))ds]

t?-‘rﬁ-i-"/—l
B )\1 — )\2na+,3+'y—1 S0(‘%‘)

T S B (g (s). 2(ws)ds
B T(a+ﬁ+v)/o (f2 = ) f(s,2(s), x(ws))d
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A t2
+m/t (t2 — S)a+5+’771f<s’x(s)’ $<w8))d3
B h
+Wa+ﬁ+7+uyé(“_wa“ﬂ‘b@wwhﬂw@ms
B t2
+F(a S, /t (ts — 8)HBF1H 71 (s 2(s), w(aos))ds

+ tg-irﬁ—w_l [ A2 A /77( — 5)a+5+7’1f(<3 z(s), r(ws))ds
N = Aot P T (a+ B47) Sy (),

N Ao B
D(a+B8+7+pu)

/077(77 — §) T g (5, 2(5), 2(ws) )ds
A A 1 e
e [ ) s

M B
_I_
a4+ B+v+p

)/0 (1 — )P40t g(s, 2(s), x(ws) ) ds]

ta+ﬂ+'yfl
2

+ )\1 — )\2na+ﬁ+771 SO(ZL‘)

A

a4 t1 _8a+ﬂ+'y—1 s 2(s). 2lws 5
F(Oz—l—ﬁ—i—fy)/o <t1 ) f(7 ()a ( ))d

B
Ma+B8+v+n

) /0 1(t1 - S)a+ﬁ+7+u—1g(s, z(s), z(ws))ds

t?+5+771 W
TR R a5 7)

/0?7(77 — 8) TP (5, 2(s), w(ws))ds

B \.B
T(a+B+7+u)

/077(17 — )PPl (s 2(s), x(ws))ds
AMA 1 it
+F(O‘+—M/o (1—y5) +8+ f(s,z(s), z(ws))ds

_ M B
Mla+B+v+p

)/0 (1= 8) ™7t g (s, 2(s), 2(ws))ds]

potBty—1
1

_)\1 — )\277a+,8+—y_1 (,D(.l’)

S L ! — )OIl (g — )P £ (s, (), z(ws))|ds
S e MICED (1= )1 s, (). 3)) | d
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L t2 s at+p+y—1 s 2(s). (ws s
ot 5 [ = 9 s als) sl

|B|
Ma+B8+v+n

) /0 [(ta — 8™ (4 — )P (s, a(s), 2(ws) | ds

T J, (9 et

|tgz+6+'yfl B t?+ﬂ+'yfl| |)\2A‘

P R P

! — )P £ (s, 2 (), 2(ws))|ds
; [ = (o). a(s)

|>\2B| n « y4+pu—1 s.2(s). x(ws s
Na+ﬁ+7+uxé(”‘$+“ l9(s, 2(s), 2(ws))|d
’)\114‘ ' a v—1
Tar g, (7 Gl aos)as
A1 B| 1 )BT (s 2(s). 2(wos))|ds
P e R A OO RIER) 1

’ta+ﬁ+'yfl . toz+,3+'yfl
2 1
|)\1 — )\277014’/84"7*1’

|A|U1 h a+B+y—1 a+B+vy—1
< |m ; ((t2 — s) —(t1—s) )ds

+ o))

|A|UL /t2 +B4y-1
- - t _ « vy d
farsiy ), 279 ;

|B|U
la+B+~v+p

t1
) / [(tz . 8)a+6+’y+u71 - (tl . 8)a+6+’7+u71]d8
0

to
| B|U> / (ty — s)a+5+~/+ufld8

n 5P — t?+6+7_1|[ [\ AU, /n(Tl _ ) Algy
AL = Aot T (a+ B+ ) Jo
| A2 B|Us " N _
Tla+B+7+p) /0 (= sy ids
‘)\IA|U1 /1(1 o 8)a+ﬁ+’yflds
Lla+B84+7)Jo
i B|U. ! N _
s o

P|t§v+6+fy—1 _ th—l—B—i—’y—l |

(A1 = Agn Pl

42



Chapitre 2.

AU, [
“Ia+B8+v+1)

goHBHY _ oty

|

a+6+7+u__ta+ﬁ+7+u
2 1

|B|Us [
Ma+B8+~v+p+1)

]

tgﬂrﬁﬂfl _ trlwﬂﬂfl ‘
a+B+y

Aol [AUs

+
= e ] Tlat By + D)

[Aa| |B] U
Mla+B+y+p+1)

a+B+y+p

A
Ma+p+v+1)

(A1l [B| Uy
Fla+B8+v+p)

Alors pour t; — t, on va avoir :

P.

|Az(ta) — Ax(t1)||x — 0.

D’ou A(B,) est équicontinue.

Par conséquent, d’aprés le théoréme d’Ascoli-Arzela, 'opérateur A est complétement continue.
Etape 2:

On vérifiera que ’ensemble

W={zxelX, |z(t)]=0cAz(t), 0<X<1},

est borné.
Soit x € W, alors © = 0 A(x),0 < o < 1. Pour tout ¢ € [0,1], on a :

jz(t)| = |oAx(t)| = o [Ax(t)],

lz(t)| = |oA(2)(t)] = - (t — )P f (s, 2(s), w(ws))ds
Lla+B+7) Jo
cB t atBtybp—1
+F(a S /0 (t — s) TP tn=lg(s 2(s), x(ws))ds
gtothtr—1 A A

| /On('r] — 5)a+5+771f((5, x(s), 2(ws))ds

M e P T (at B+

A2B ! a+B+y+u—1
+Na+ﬁ+v+uyé("_g ’ 9(s, 2(s), a(wws))ds
SR - 1 — §)B L (s x(s), x(ws))ds

e [ 09t () ()
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M B
_|._
Ta+B8+y+u

)/0 (1-— S)a+ﬂ+w+u—1g<8,x(8),x(ws))ds]

O.torl*ﬁ‘i”}/* 1 |

P T

. 1 — 8)TTL £ (s, 2(5), 2(ws))| ds
<t [ A= s s
M T, (T (o) el

. 1 Al
A1 = Aot T + B+

) /077(77 - S)O‘-*-B-i-w—l |f((s,z(s), x(ws))|ds

A2 B| " T
Dla+ B8+ +p /0 (n — )P g (s, 2(s), w(ws)) | ds
e 1 — )AL £ (s, 2(s), x(ws))| ds
g | = () ()
|\ B| 1 _ OB (s a(s) 2 (wos)) | ds
Wa+6+7+uy4(1 ) |9(s,2(s), 2(ws))| ds]

1
+‘)\1 _ )\277a+5+771’ ’90(1')‘ :

En appliquant les hypothéses (Hg) et (H7), on trouve :

Al (7o + 72 (®)] + 7 2@t [*
2(t)] < qomr | a=sea

Bl (Yo + T |z(t)] + 1o Jx(wt)])

1
/ (1 o S)a+ﬂ+’y+,ufl|d8
0

o+ B+v+p
N 1 _ [|/\2| |A| (mo + 1 |2(t)] + 7o |x(wt)|) /n(ﬁ _ g)athi-lgg
A1 — Ao tFta=l Nla+B+7) 0

XoB| (Yo + Y1 |z(t)] + Yo |z(wt)])
D(a+ B+ v+ p)

/n(n . S)a+5+’y+ufld8
0

Al (o + e ()] + melz@h)]) 1 aisee
T(a+ B +7) A(l ) s

Dla+B+v+p)

1
/ (1 — s)PTrr=lgg]
0

C
Ty = gt

|z,
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par suite, on a :

(mo + (m1 + m2) ||z]) |4 1

< Mol BT L\

1ol = T ha gy vy g Pel D)
(TO + (Tl + T2> || T ”) |B‘ 1 1 a+B+vy+u + ‘)\1‘)]]

+ A
Lla+B8+y+p+1) \Al—)\Qna+ﬂ+w71|(‘ 2

C
’)\1 _ )\277‘14’64’7*1’ H.TH )

_|_

ce qui implique

|2 ||| < Limo+ Li(m +m2) || 2 || +L2To + Lo(T1 + o) || 2 || + | (4l

C
|>\1,>\2na+ﬂ+w—1

c
< Lymo + LoYo + [L1(7T1 +m2) + Lo(T1 + To) + = )\Znawﬂ_ld |z |,

par conséquent
[moLy + YoLo]

1 KLl(m +m) + Lo(Ty + To) + —)} |

|,\1_>\2na+ﬁ+wf1 |

]l <

L’ensemble W est borné.
D’ou d’aprés l'alternative non linéaire de Leray-Schauder A admet au moins un point fixe .

Exemple 5. On Considere le probleme suivant :

( 1 2 1 56_5 5t +1 3€t 1
RLDY(CD3(CDLx(1) = Dt —2C (2t +1n5
CDsCD) = o5 (T * W + 5 g #(71) + n5)
%41 4 [2m+t et 2
Is t —t In3|.,te|0,1 2.9
Beral | et gy r3 teld, (29)
9 5 1. 2 _—
20 =0, 2@~ r(g) = 2alt), Dha(0) =0,
on
Fta(t), o) = " e + 3o s
X r\w = X T\ —= n
’ ’ 15met 66 + 9et” 7 ’
2+t et
_ Tt ) +1
9
—
o) = 2a(t)
Bt
Lol 1
Oé—5, _37 7_47 “_67
e 241 1
T 5243t C 3edrn 1T 9
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Soient x,y € R et t € [0,1]

5t + 1 n 3et
—=x
66 + 9et

1

£t (), 2(1))] =

1 1 1
<1 —

2+t (t) . et
—z
5eb 5t + 43

lg(t, (t), < £)| = (:c(gt)) +In3

2
<3+ 25 |a(t )y+ ez

2
5 5 )’7

5

2

[ela)l=za(Dl< ozlel

Par conséquent, les conditions (Hg) et (Hz7) sont valables avec :
A — AP = 0, 0355,

L, = 0,00061438, Ly = 0,000633470.

Ainsi condition

C
(7T1 + 7T2)L1 + (Tl + T2>L2 + ’)\1 — )\277a+ﬁ+'y—1| = O, 593089 <« 1.

Ainsi toutes les hypothéses du Théoréeme sont satisfaites, par conséquent le probléme
possede au moins une solution .
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CHAPITRE 3

LSTABILITE AU SENS DE MITTAG-LEFFLER-ULAM DU
PROBLEME DE PANTOGRAPHE

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’étude de Stabilité au sens de Mittag-Leffler-Ulam-Hyers
et de Mittag-Leffler-Ulam-Hyers-Rassias pour un probléme fractionnaire de pantographe [10].
Le MLUS du probléme fractionnaire séquentiel (2.1)) sera défini et étudié dans ce chapitre.

Théoréme 3.0.1. [14] Pour chaquet € [0,1). Si
n t
ult) < pt) + 3 Kilt) / (t — 5)5u(s)ds,
i=1 0

ou toutes les fonctions sont continues et non négatives. Les costants ¢; > 0, K;(i =
1,2,....,n) sont monotones croissantes et bornées sur [0,1), alors

u(t) gp(mz( 3 [l O] / (t_s)zglei,lp(s)%).

I
i=1 \1',2/,3,....5'=1 N0

Remarque 3.0.1
Pour n = 2; si €1,e2 > 0;K7; K > 0; p(t)est localement intégrable et non négatif sur [0;1)et
u(t) est localement intégrable et non négatif sur [0; 1) avec

u(t) < p(t) + Kl/o (t — s) tu(s)ds + K2/0 (t — s)2 L u(s)ds,

u(t) < p(t) + Z (%/0 (t — s)71p(s)ds + (%/O (t — S)jQ_lp(s)ds) ‘

j=1
Remarque 3.0.2
Soit p(t) une fonction non décroissante sur [0, 1) selon les critéres de la remarque 6. Ensuite,
nous avoir

u(t) < p(t)(Ee [Knil(e1)t%] 4 Ee, [KoD'(€2)t%]),
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Chapitre 3.

ou la fonction de Mittag-Leer, E. définie par :

[ 2

Jj=1

Le résultat auxiliaire ultérieur est également nécessaire.

3.1 Stabilité au sens de Mittag-Lefler-Ulam-Hyers

Définition 3.1.1. [13|Le probléme est stable au sens de Mittag-Leffler- Ulam-Hyers,
par rapport a E,, 5.~ s7l existe un nombre réel v, tel que pour chaque K > 0 et pour
chaque solution y € X de [inégalité

"ED(CDP(CDYa(t))) — Af(t (), x(wt) — BI* [g(t, 2(t), o(wt))] |< K, (3.1)

il existe une solution x € X de probléeme avec :

ly(t) —2(t)| < vK Earpis[t], t€[0,1].

Remarque 3.1.1

Une fonction y € X est une solution de I'inégalité (3.1)) si et seulement s’il existe une fonction
f € C([0,1],R) tel que

fOI< K, telo1],
et

FED(CDP(CDM))a(t) — Af(t,x(t), x(wt)) — BI" [g(t, x(t), 2(wt)] = f(t) . t€[0,1].

Théoréme 3.1.1. Soient f,g:[0,1] x R? = R et ¢ : C([0,1],R — R sont des fonctions

continues, si les hypothéses (H;),i = 1,2; sont satisfaites, alors le probléme est
stable au sens de MLU-Hyers .

Preuve. Soit y € X la solution de I'inégalité (3.1]) et © € X représente la solution unique
du probléme suivant :

FEDUODA (D (1)) = Af(t a(t), x(wt)) + BI* [g(t, a(t), z(wt))],

2(0) = y(0), Az(l) — Aaz(n) = My(Ll) — Aay(n), “D72(0) = D'y(0), 0<n<1l, B,A,\€ER,

(te[0,1], 0<a,B,7<1, p>20, 0<ww<l, ABEeR, X #y*,
(3.2)

Selon ([2.1.1]), nous avons

[(a)ctothr—1 ot

t) = I 0, (t) + +e3 ., geERI=1,23. 3.3
z(t) ®) Tlatf+y) T+ @ ° ! (3:3)

Aussi ona

F(Ck)blta+ﬁ+7_1 bgt’y

t) = I, (1) + +b3 , b eR,i=1,23. 3.4
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Chapitre 3.

tel que : ¢ = by, co = by, c3 =b3 .
En intégrant 'inégalité (3.1]), on obtient

[(a)bytotP=t bat?
t) — IR, (t) — — —
K

“Ta+B84+v+1)
Pour chaque t € [0, 1], ona

[(a)bytethFt—1 bt
) —x(t)] <|y(t) — I1etB+7h, (1) — —
ly(t) — ()| < |y(t) y(1) MatB+7) T +1)
F(O[)bltoH»ﬁJr’yil bot”
IoHB+vh, (1) + +b
O Ty T T
T a+p+v—1 t7
_Ia+g+~/hx<t) . (CY)Clt _ Co _ 03‘
Fla+p+v) Tlr+1)
[(a)bytothpr=1 bt
< |ly(t) — I°TP7R (1) — —

H IRy (8) — ha(2)]].

(3.5)

_3|

_3|

On a
ot B+ 4] t ot By—1
I (0 = O] < ey | = 9T (0, a(00) - £t (o), )] ds
B t
e [ = S (0. a(m0) ~ gt ()] s
En utilisant ’hypothése (H;) , on obtient :
2|A| M !
000 = O] < ot [ shds (30
2|B| M. !
i [ gt - a(o)ds
En utilisant et [3.6, nous avons obtenu
K 2 |A| Ml ! a+pB+~v—1 -
) =0l < 571 T T+ 817) /0 (o ) = rn)ds (3.7)
2|B| M. t '
e [ = yte) — alods
D’aprés les remarques 6 et 7, nous avons
K
00~ 20)] < g gy Basa RIAIME 0
(3.8)

+ Eortpioul2| B| Mat®HoH740])

= VK (B g [2| A|Mt* ) + Eoy gy [2| Bl Mot P74,

En conséquence, le probléme est stable au sens de MLU-Hyers .
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Chapitre 3.

3.2 Stabilité au sens de Mittag-Leffler-Ulam-Hyers-Rassias

r

Définition 3.2.1. |[13| Le probléme est stable au sens de MLU-Hyers-Rassias, par
rapport & mEq.i 4 87l existe un nombre réel v, > 0, tel que pour chaque K > 0 et pour
chaque solution y € X de [inégalité

" D(CDP(“DYa(t))) — Af(t,2(t), a(wt)) — BI* [g(t, o(t), a(wt))] |[< m(H) K, (3.9)
il existe une solution x € X du probléme avec

y(t) — 2(O)|< vm Km(t) Eaypia[t], ¢ € [0,1].

Théoréme 3.2.1. Soient f,g:[0,1] x R? = R et ¢ : C([0,1],R — R sont des fonctions
continues, si les hypothéses (H;),i = 1,2 sont satisfaites, . Supposons qu’il existe v, > 0
tel que
1 /t
- t— )P n(s)ds < vm(t) , te[0,1], 3.10
gl KD (5 ® . te1,  (10)

ot m € C([0,1]; R") est croissante. Alors le probleme est stable au sens de Mittag-
Leffler-Ulam-Hyers-Rassias par rapport ¢ mEy; 4.

Preuve Soit y € X une solution de l'inégalité (2.1)), et soit x € X l'unique solution du
probléme suivant :

RLD(CDP(ODVx(t))) = Af(t, x(t), z(wt)) + BI* [g(t,x(t), x(wt))] t,€[0,1],

(3.11)
2(0) = y(0), z(1) =y(1),z(n) =y(n), “Dz(0) =" D'y(0), 0<n<1,
Nous avons
F(Oé)CltoH_ﬁJr’y_l Cgt’y .
t) = I°PH7h, (1) + +e5, ERI=1,2,3. 3.12
" O Tarpry TTaan te o @R 12
En intégrant 'inégalité (3.9)), on trouve
F(a)blt‘wﬁﬂ_l bgt’y
t) — IR, () — — —b
(3.13)
K t
t_ a+ﬁ+’}/*1 d ,
_F(a+ﬁ+v)/o( °) mis)ds
alors
K t a1
) —a2(t)) <= [ (t,)*F" d
) =2l < gy [ 00 ms)ds
2|A| M, ' +B8+v—1
S Bk — 5)® — 3.14
g [ = e — <o) (3.14)
2|B| M, /t +B+y+Hu—
t — §)2TPPTRTL (g (t) — x(t)])ds.
F(a+5+7+u)o( s) (Jy(t) — =(t)])ds
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Chapitre 3.

D’apreés (3.10]), on trouve

0(0) =20 < Kommn(t) + 52 [ = 57 yte) - 2(0)

2|B| M, t _ g)etBtytu-t . .
Na+ﬁ+7+uyA“ ) (ly(t) — z(t)])ds.

Par la remarque 6 et 7, on obtient

[y(t) = 2(t)] < Kvam(t)(Basgeq 21 A Mo

+Eot B+ 2|B] M2ta+5+7+”} ).
Le probléme ([2.1]) est donc stable au sens de MLU-Hyers-Rassia.
Exemple 6. On Considére le probleme suivant :

—4

( 2 3 2 e 2 \/4+t . 5 .
RLD5(D3(°D5x(t))) = %(20 - tcosw(t) + msmm(gt) + sint)
1 1 1 6t +2 2 cost
1% ' = 1
+35e5 z 35+463t3mx(t) + 73 x(7t) + 29 1 .t e [0,1],
4 7 2. 3 oo
| #(0) =0, ﬁ(x(l)) - Ex(g) = Eﬁ(t)a D5z(0) =0,

et les inégalités fractionnaires suivantes

—4

FDHCDH DR a(0) - s f(ta(0).2(G) - o1 fattalo) o300 1< K

8
—4
RLH2(C 3O € D L 1 2
_c 28), — )<
5DHCDHCDR(0) — S 0, (0). G, ~ 1 ottt o301 Komo)
ol
2 va+t .5 .
ft, z(t), x(wt)) = T tcosx(t) + msmw(gt) + sint,
. 6t+2 2 cost
g(t,x(t), z(wt)) = msmﬂ:(t) + Tm(?t) + 30
3
ola) = -2 a(t)
bt
2 o321
Oé—3, _47 7_57 /1’_47

e 4 2 2

A= — — —

25 " 355’ g
" 5 2
= — T = —
8’ 7’

4 7
AL = e Ay = IGE AL # Aoy

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)
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Soient x,y € R et t € [0,1]

5 5 2 4+t )
(6,20, 2(20)) = Flt,5(0), 9(01)| = |5geose(t) + Tegr—sima( ) + sint
2 44+t . .
~ 201 tcosy(t) BREEn 7smy(§t) — sint
1 5 5
< _ (2
< 1512 — w1 +2(gt) —y(SH)],
2 1 6t+2 2 cost
t.x(t —t)) — g(t,y(t 1)) = t —x(= —_—
1 6t+2 2 cost
_ inu(t) — S i
357 20 ) — (5 — 3
< S fo(t) — g+ () — y(20)
= 3o\ T IR T YL
3 3 3
_ - | = - < e —ul
lp(z) — (y)] Ilgw(t) 19y(t)|_ 19|w yl
par conséquent, les conditions (H1) et (H2) sont valables avec My = 35, My = 55 et k = &

respectivement.
Awvec les données données, on constate que

1
M = max(My, My) = 0

L, =0,0013314, Lo = 0,000544978,

A1 — Aon® TP =0, 1928,

Ainsi condition
(2M(Ly + L») + Ls) = 0,81916 < 1.

Ainsi les tout-petits les hypothéses sont satisfaites, par conséquent le probléeme[3.16 posséde une
unique solution. MLU-Hyers est-il stable avec

D — o< -5 (Bl LB 2 BN refod
) = 2(01< s (Eop Uy 1+ B lst®) € 0.1

2424342

T T(E) =T

60 60

t2 = v,m(t).

Ainsi, la condition est satisfaite avec m(t) = t* et v, = ﬁ Ainsi, le théoréeme (|3.2.1
60

démontre que probleme ML U-Hyers-Rassias est-il stable avec

2K t? 24 109 2 31
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