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Résumeée

L’étude des équations différentielles d’ordre fractionnaire joue un role important dans la modélisa-
tion de nombreux processus physiques, technologiques et biologiques. Depuis quelques années, une
attention particuliére a été focalisée a I’étude de I'existence et 'unicité de solutions des équations
différentielles fractionnaires. De plus, une attention considérable a été accordée récemment a I’étude
de la stabilité au sens de Ulam-Hyers. Dans ce mémoire, on traitera la question d’existence, d unicité
et la stabilité au sens de Ulam- Hyers da la solution d’une équation différentielle fractionnaire avec
deux dérivée fractionnaire au sens de Caputo.



Notaions Utilisées

Pour facilité la lecture, on commence par introduire les différentes notations utilisées tout au long
de ce travail.

{>.N : Ensemble des nombres entiers naturels.
{.R : Ensemble des nombres réels.
<>.(C : Ensemble des nombres complexes.
([ T],R) : Espace des fonctions continues sur [0, 7] a valeurs dans R.
Re(«) : La partie réels de nombre o € C.

F( ) : La fonction Gamma.
B(.,.) : La fonction Béta.
.B,. : La boule fermé de centre 0 et de rayon r.

I+ llso : Norme infinie.

|I'- llx : Norme de I'espace X.
.D"(ou L) : Dérivée d’ordre n.
£ : Dérivée n-iéme de f .
OIS f : Intégrale fractionnair de Riemann-Liouville d’ordre o« > 0
&.DS f : Dérivée fractonnair au sens de Caputo d’ordre o > 0
Dans le cas ou a = 0, les opérateurs : . DS sont notés : [¢,© D“.



Table des matiéres

Motroduction] . . . . . . . . .o 6

i Préliminai Te calcul frachi el -
1 Calculfractionnairel . . . . . . ... ... ... ... ... ... 7
(1.1 Fonctiondebasel . ... ... ... .. ... . ... .. 7

(1.2 Integration Fractionnaire|. . . . . . . . ... oo oo 8

(L3 Deérivation Fractionnairel . . . . . ... .. ... . oo Lo 9

(1.4 Quelques théorémes dupoint fixe[. . . . . ... ... ... ... ... .. .. 11

2 Probleme fractionnaire avec deux dérivées fractionnaires au sens de Caputo| 14
01  Temmesauxiliairesd . . . ... ... ... ... .. . ... ... 15

0.2 Probleme duPointfixel. . . . ... ....... ... ... .. ........ 17

03 Existenceetunicitel . . . . . ... ... ... ... ... L. 18

(0.4 Existencel . . . . . . . .. 23

[0.5 Résulta d’existence via le théoréme du point fixe de Krasnoselskiil . . . . . . 23

[3 Stabilité au sens de Ulam-Hyers| 31
(1 Stabilite d une équation difterentielles avec deux dérive fractionnaire au sens de Ca- |

[ PUtO.| . . . e e e 31
(1.1 Stabilité au sens de Ulam-Hyers généralise[. . . . . . ... ... ... .... 32

(1.2 Stabilite au sens de Ulam-Hyers Rassias| . . . . ... ... ... ....... 32

(1.3 Stabilite au sens de Ulam-Hyers Rassias géneralise| . . . ... ... ... .. 32

L4  FEtudedelaStabilitd . ... ........ ... ... ... ... ... .. .. 33
Bibliographie] 36




Introduction I

La théorie des équations différentielles fractionnaires est I'un des plus importants champs d’appli-
cations de la théorie du calcul fractionnaire. Depuis quelques années, une attention considérable a
été focalisée a I’étude de l'existence et I'unicité de solutions des équations différentielles d’odore ar-
bitraire. De plus, une attention particuliére a été accordée récemment a I’étude de la stabilité au sens
de Ulam-Hyers pour telles équations différentielles fractionnaires. Dans ce mémoire, on s’intéresse
a I’étude de I'existence, I'unicité et la stabilité au sens de Ulam-Hyers da la solution d’une équation
différentielle d’ordre fractionnaire avec deux dérivée fractionnaire au sens de Caputo.Ce mémoire
décompose en trois chapitres :

chapitre 1:

C’est un rappel de quelque définitions, notions de base, résultats sur la dérivation fractionnaire et
quelque théorémes de point fixe utilisés dans ce travail.

chapitre 2 :

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’étude de I'existence et 'unicité des solution pour le probleme
fractionnaire suivant :

cD(eDP + Nz(t) = f(t,z(t)), t=10,1],

z(0) = fol g(z)x(s)ds, (1)
IPz(1) = IPz(n),

L’idée est que transforme ce probléme en un probléme du point fixe et le point fixe déterminé est
considéré soit comme une solution unique pour le probléme, soit I'une de ses solution.On donne
deux résultats, Le premier est un résultat d’unicité obtenu par utilisation du théoréme de point fixe
de Banach. Le deuxiéme est un résultat d’existence basés respectivement sur le théoreme de Kras-
noselskii. On terminera chaque résultat par un exemple illustratif.

chapitre 3 :

L’objet du ce chapitre est ’étude de la stabilité au sens de Ulam-Hyers du probléme traité dans le
chapitre 2.
On terminera par une conclusion qui rassemble tout ce qui était fait.



Chapitre 1

Préliminaires sur le calcul fractionnaire.

Dans ce chapitre, on introduit les notions nécessaires qu’on va utiliser dans ce travail.[5} 6} 9} 11} [12]]

1 Calcul fractionnaire

1.1 Fonction de base

Fonction Gamma d’Euler

la fonction Gamma d’Euler est tout simplement la généralisation de la notion de factoriel d’un entier
a tous les nombres réels ou complexes.

Définition 1. Pour tout nombre complexe «, de partie réelle positive, la fonction Gamma est définie
par l'intégrale suivant :

[Na) = /0+°0 e " d. (1.1)

Cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe ou la partie réelle est strictement
positive.

Propriétés 1. On a la relation suivante :

—I'(a+1)=al'(a), Re(a)=0.
—I'(n+1) =n! et I'(1) = 1. Ceci est due a I'(.) est la généralisation de la factorielle.
—T(a+n+1) =1L ,(a+ ) (a).

Fonction Béta d’Euler

Définition 2. On appelle fonction Béta d’Euler la fonction donnée par :

B(p.q) = /0 11— £)7-14t, Re(p) >0, Re(g)> 0. (12)
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La relation entre la fonction Gamma et Béta

Définition 3. La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation suivante :

B0.0) = [l Re(p) >0, Rela) > 0. 13)
1.2 Intégration Fractionnaire
Intégrale de Riemann-Liouville
Défiition 4. Soit f : [a,b] — R une fonction continue et intégrable, on appelle intégrale de
Riemanne-Liouville de f I'intégrale suivante :
(I f)(x) = ﬁ /:(x —t)* L f(t)dt, x € [a,b], a>0. (1.4)

Ou I' est la fonction Gamma d’Euler.
Exemple 1: On considere la fonction f définie par :

f(x) =28, z€la,b], BER. (1.5)

On va calculer 'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de f d’ordre o (o réel stricte-
ment positive).

() = ﬁ /0 “(o = 0 (1Pt
o [af = L / w1 = L1yt
I(a) J, x x
_ T bty
o | =Dy

a 'aide de changement de variable y = £ on obtient :

dt
dy = — = dt = xdy.
x
t=0=y=0.
tl=z=y=1.
Donc
xoth

I*(2%) = m/o (1—y)*'ydy.
a+p

P(a)ﬁ(a,ﬂ +1)
D@D(B+D) g
- T(T(a+B8+1)
_ T+ s
[(a+B+1)
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D’ou ( 0
a B L /é a+
1“2 = —( 1)x + (1.6)

Cas particulier ou o = 1 d’aprés (1.6) on déduit que :

1
T9P = A
B+1
Cas particulier ou S = 0, on a dans ce cas :
(1)) = =———a°
z) = —x%
['(a+1)

Proposition 1. Soit f € C([a, b]), pour «,  des nombres complexes, I'intégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville posséde la propriété de semi-groupe suivante :

I8 (I f(z) = 12" f(x) pour >0, B>0. (1.7)
Et pour Re(a) > lona:
Lap—r1oiy, (1.9
dz

Linéarité : Soient f et g deux fonctions continues, définies sur [a, b] dans R.
VA, p€eR,ona:

IO () + pg() = MEF(E) + pIog(t), a >0,

1.3 Deérivation Fractionnaire

Dérivées fractionnaire au sens de Caputo

Définition 5. Soit & € |m — 1, m[,(m € N*) et suppose que f € C™([a,b],R), on appelle dé-
rivée de f au sens de Caputo la fonction définie par :

eDef)(t) = (Imefem) <t>:% / (£ = 8oL (5)ds, (1.9)

['(m—«

Exemple 2. Soit f(z) = (z — a)®,x € [a,b],on a:

°D*z —a) = I™° K%)m (z — a)ﬁ]

2 (e ome )

_ TG e oo
B r(5+1—m)[‘z ( )’
rg+1) T(B+1-—m) (z — )P
F'B+1—m)T(B+1-—a) '
Alors
‘Dz —a)’ = F(;(—f——li_i)a)(x —a), (1.10)

9



Remarque 1. La dérivée d’ ordre fractionnaire au sens de Caputo d’une constante est nulle .
D’aprés (1.9),on a:

‘DyC =1""%0)=0. (1.11)
Quelques propriétés
* La dérivation fractionnaire au sens de Caputo est une opération linéaire,
‘DUAf(t) + pg(t)) = ADf(¢t) + p°Dg(2).

¥ DY(cDP f(t)) =¢ DB f(t) =¢ DP(°D*f(t)) ou f € CY([0,T],R), 0<a,B<1 et
O<a+p<1.

xS1°D§ f(x) = 0 alors f(z) = Z;n:_ol cjxl, x €10,D].

+I§ D8 f] = f(2) — Tty 5 £9(0), = € [0,8]

«DA(If(1)) = f(2).

10



1.4 Quelques théorémes du point fixe

Les équations différentielles fractionnaires sont considérés comme des équations différentielles non-
linéaires, alors plusieurs théorémes ont été utilisés pour résoudre ce type d’équation. L'un des mé-
thodes les plus utilisées : les théoremes du point fixe. En effet, ces théorémes accordent des conditions
suffisantes pour assurer I’existence d’un point fixe pour une fonction donnée.

Dans le cas des EDPs, on transforme un probléme donné en un probléme du point fixe . Lespoint
fixe du probleme transformé sont ainsi les solution du probléme donné.

Dans cette secton, on étudie quelques théorémes du point fixe de Banach, Schaefer, Leray-Schauder
et Krasnoselskii.

Définitions

Définition 6. Soit £/ un espace vectoriel sur le corps des nombres réels R ou sur le corps des nombres
complexes C'. On appelle norme sur F une application de £ dans R, notée © —|| x || satisfaisant
les condition suivantes :

1LVzeE:|z||=0&2=0g Vrek.

2VAERC) | Az ||l=| Al = || -

3vr,ye Exlz+ylI<lzl+1yll.

Définition 7. Soient (E, || . ||g) et (F,]|| . ||r) deux espaces vectoriels normés sur le méme corps

K, alors 'espace produit £ x F' = (z,y)/x € E et y € I est un espace vectoriel normé sur K
par I'une des normes suivantes :

L (z,9) h=llzle+ylF.
1
2[| (z,9) lb= (= 2+ 1y Iz)7, 1<p<oo.

3. | (z,y) lleo= maz{|[ = ||z, [l y l£} -

Définition 8. On dit qu’ un espace vectoriel normé (E,|| . ||g) est complet ( ou que c’est un
espace de Banach ) si toute suite de Cauchy dans E est convergente.

Définition 9. On dit que A est une partie compact de(F, || . ||g) si de toute suite de points de
A on peut extraire une sous-suite qui converge vers un élément de A.

Définition 10. Une partie A de (F,|| . ||g) est dite relativement compact si son adhérence
est compact.

Définition 11. Soient £ et F' deux espace de Banach, et A : F — F une application linéaire.
On dit que A est borné si elle envoie les parties bornées de F sur des parties bornées de F' .

Définition 12. Soit A un sous ensemble de C'([0, 7], R), A est uniformément borné. i, e; il existe
une constante K > 0 tel que : || f(x) ||< K, pour tout x € [0, 7] et tout f € A.
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Définition 13. Soient E et F' deux espaces de Banach et f une application définie de E a valeurs
dans F'. On dit que f est complétement continue si elle est continue et transforme tout borné
de E en une ensemble relativement compact dans F'. f est dite compact si f(F) est relativement
compact dans F'.

Définition 14. Soit A un sous ensemble de C([0, 7], R), I'ensemble A est equicontinue. i.e;
pour tout € > 0, pour tout t1,%s € [0,7] et tout f € A, il existe § > 0 tel que :

[ ti—ta [< o= f(t) — f(t2) IS e

Définition 15. Soit(X, || . ||) un espace vectorielle normé, une application A : X — X est dite
contractante, s’il existe un nombre positif K € ]0, 1] tel que Vz,y € X, ona:

Az — Ay [S K [z =y || .

Définition 16. Soit (X, || . ||) un espace vectorielle normé et A : X +— X une application. On
appelle point fixe de A tout point x € X tel que : Az = x.

Théoréme d’Ascoli-Arzela

Théoréme 1.[8] Soit A un sous ensemble de C'([0, 7], R), A est relativement compact dans C'([0, 7], R)
si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. L’ensemble A est uniformément borné.i. e il existe une constante K > 0 telle que :

| f(z) [|[< K pour tout x € j et tout f e A

2. L’ensemble A est equicontinue. 1i. e pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que

|ty —ta |< 0= f(t1) — f(t2) || € pour tout ti,ts € j et tout f € A.

3. Pour tout = € [0, 7] I'ensemble {f(t), f € A} C FE est relativement compact.
Théoréme de point fixe de Banach

Théoréme 2.[7] Soit X un espace de Banach, et A : X — X un opérateur contractant . Alors
A admet un point fixe unique. i. e; 3z € X tel que Ax = z.

Théoréme de point fixe de schauder

Théoréme 3. Soit X un espace de Banach et M un convexe fermé borné de X et A : M — M
un opérateur continue et compact alors A admet au moins un point fixe .

L’alternative non linéaire de Leray-Schauder

Théoréme 4. Soit £ un espace de Banach, C' un sous-ensemble convexe fermé de E, U un sous-
ensemble ouvert de C' et 0 € U. 'opérateur ¢ : U — C est continue et compact (c’est-a-dire que
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#(U) est un sous-ensemble relativement compact de C'). Alors, ou bien
1.L’application ¢ admet un point fixe dans U, sinon

2.llexiste z € OU et o € [0, 1] avec, x = 0T x.

Théoréme de point fixe de Krasnosselski

Théoréme 5.[5] Soit X un espace de Banach et M un ensemble fermé borné et convexe de X .
On suppose que A;, A sont deux opérateur de X satisfaisants :

1. Ajz+ Ayy e M, Vz,y € M.

2. A, est compacte et continue.

3.A, est contractante.

Alors il existe au moins un élément z € M tel que :A;2z + Asz = 2.

Théoréme de point fixe de Schaefer

Théoréme 6.[7, 8] Soit X un espace de Banach et A : X +— X un opérateur complétement continue

S1:

Q={zx e X :z=Nz,VA€]0,1[}
est borné, alors A posséde au moins une point fixe.
Remarque 1. Soit (z,,) une suite de £ . Alors (z,,) converge vers = dans (E,|| . ||) si et seule-

ment si :
limp oo || Tn —  ||g= 0.

13



Chapitre 2

Probléme fractionnaire avec deux dérivées
fractionnaires au sens de Caputo

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’étude de 'existence et 'unicité des solutions pour un probleme
fractionnaire avec dérivées fractionnaires au sens de Caputo.

Soit le probleme suivant :

eDY(eDP + Nz(t) = f(t,z(t)), t=10,1],

2(0) = [ g(z)x(s)ds, (2.1)
17(1) = a(),

Ooul < a,8 < 1,1 < a+ B < 2°D%t°DP sont des dérivées fractionnaires au sens de Caputo
d’ordre « et (3 respectivement, A € R, f : [0, 1] x R — R est une fonction continue et g : [0,1] — R
est aussi une fonction continue.

On va étudier I'existence et 'unicité de la solution a ’aide de principe de contraction de Banach.
Puis, on montre 'existence de solutions pour le probleme(2,1). est montre par utilisation du théo-
réme de point fixe de Krasnoselskii.

L’existence et unicité d’une solution est établit par la transformation de ce probléeme a une équa-
tion intégrale équivalente, dont la solution est identifiée & un point fixe d’'un opérateur .
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0.1 Lemmes auxiliaires :

Lemme 1. [9]Si 3 > a > 0 et la dérivée fractionnaire D~ existe, alors on a :
°DPIPf(t) = DP~f(t), t €[0,T].

Poura >0 et >0 avec f < a,ona:
CDPIYf(t) = I*7Pf(t), te]0,T].

Lemme 2.[9] Soit h € C™ ([0, T],R), m € N*, pour @ € |m — 1,m], la solution générale de I'équa-
tion différentielle °D*h(t) = 0 est donnée par :

h(t) = co + cit + ot + -+ - + ey t™ L. (2.2)

oung €R, i=0,1,---m—1, m=[a]+ 1.

Preuve. Soit h € C™([0,T],R), m € N* pour o € |m — 1,m[, on a par la définition de la dérivée
fractionnaire de Caputo

°Dh(t) = 0 = I™“D™h(t) = 0.

En appliquant D™, on trouve :
D™h(t) = 0.

Donc, h est un polynoéme de degré < m — 1:

m—1
ht) = et
=0

=co+cit+cot? + - +epmrt™
Lemme 3.[9] Soit h € C™([0,T],R), m € N* pour« € Jm — 1,m[,ona:

I*(°D°h(t)) = h(t) +co + cit + cot® + -+ + coppyt™ L. (2.3)
Pourtoutc; e R0 =0,1,---m—1,m = [o] + 1.

15



Prouve. Soit h € C™([0,T],R), m € N*, pour o € |m — 1, m[, on obtient;

I%(CD°h(t)) = ICI™D™h(%)
= [etmeepmp(y)
= I™D™h(t)

m—1
= h(t)+ > et
=0
= h(t)+cotat+ct®+ - +cpt™

Lemme 4.[3| 4] Soit » € C(]0, 1], R), alors la solution du probléme fractionnaire suivant :

DD + Nz(t) =h(t) t=[0,1], 0<a, B<1

2(0) = [ g(z)x(s)ds (2.4)
IPx(1) = IPx(n)

est donné par :

z(t) = I*"Ph(t) — AIPz(t)

F<5 +tpr+ 1) JotB+p
(B+1)(1 —nte)
8 AN'(B+p+1)

I'(8+1)(1 —nftp)
s T(B+p+1)

(B +1)(1 —nPtr)
tPAT(B+p+1)
I'(B+1)(1 —nPtp)
t°T(6+p+ 1) = 1)

(I=nP)L(B+1l(p+1)

t’B
+F

['Bﬂoa’;(n)

Ioz-i-ﬁ-i-lh(l) (2'5)

Iﬁﬂgl’(l)

1

+ 1] / g(s)x(s)ds.
0

Preuve. Soit I'équation :

cD*(°DP + N)xz(t) = h(t). (2.6)

En prenant 'intégrale de Riemann-Liouville fractionnaire d’ordre o pour (2.4), on obtient :

[* [°D*(°DP + N)x(t)] = I*h(2).

Par lemme 3, on trouve :

(°D® + N)a(t) + co = I*h(2).

Alors :
cDPx(t) = I°h(t) — \x(t) + (2.7)
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En prenant 'intégrale de Riemann-Liouville fractionnaire d’ordre /3 pour (2.5), on obtient :

B
D) a(t) = I° + Bh(t) — AI(t) + Cof(ﬁt—ﬂ)
Par lemme 3, on trouve :
8
l’(t) + C1 = ]Oé"rﬁh(t) — )\Iﬁx(t) + COW

Alors, la solution générale du probléme (2.2) est exprimée sous la forme de I’équation intégrale
suivante :

B8

x(t) = I*Ph(t) — APx(t) + CFETT) + 1. (2.8)

ou ¢y et ¢; sont des constants arbitraire. Maintenant, on cherche les constantes ¢y et c;. D’apres la
condition z(0) = fol g(s)x(s)ds, on peut écrire :

z(0)=¢ = /o g(s)x(s)ds
Ce qui donne : )
= /0 g(s)x(s)ds

Alors (2.6) devient :

U !
t) = I°TPh(t) — APz (t) + —+/ d
(1) (1) = ALa(t) + oy + | o(s)es)ds
On utilise la condition [Pz(1) = I?x(n), on trouve :
IPz(t) = 19T (1) — AIPTPg(t) + Gk + "
e Ty P YD) T T+ D)
Alors : - o
IPz(1) = I°MBHPR(1) — XIP P2(1) +
=(1) (1) =(1) 'g+P+1) TI(p+1)
Et
IPx(n) = I°MPYPh(n) — AP z(n) + ¢ i b
‘T(B+P+1)  'T(p+1)
Donc :
_PB+p+1) [ aipip B+p atB+1 B+p ol

Substituant ¢y et ¢; en (2.6), on obtient la solution (2.3).

0.2 Probléme du Point fixe
Avant tout, on introduit I’espace de Banach suivant :

X ={z:2(t) e C([0,1,R)}

17



Meni de la norme
|z [|= Sup]{! z(t) |,t € [0,1]}

telo,1

Maintenant, on définit I'opérateur

A X — X.
z(t) — Ax(t).

Tell que :Vt € [0, 1], on a:

T(a+ B

o (= (o
ST o] . (1 9 (o))
T = R, 1 el @9)
e 1)(f(—67;;fp;a TE+D) /01<1 =) (s ()
v f)r(iﬂjng%lp)(ﬁ ) /01(1 = 8) a(s)ds
# [t M ] [ (ot

Il convient de noter que le probléme (2.1) a des solution si et seulement si I'opérateur A a des points
fixes.

0.3 Existence et unicité

On va donner l'unicité de la solution du probléme fractionnaire (2.1), en utilisant le théoréme de
contraction de Banach.

Théoréme 7 : [3,[4] Soit f : [0, 1] X R — R est une fonction continue. On suppose que :

(H1) : Il existe une constante k£ > 0 telle que :

| ft,x) = f(t,y) I<SE|z—y],

pour toutt € [0,1], et z,y€R
(H2) : La fonction g est continue sur [0, 1] et | g(t) |< M,,.
(H3): M < 1, ou M définies par :

_ K | A
" T(a+B+1) * L(B+1)
KD(B+p+ Ly ;o™
B+DA=—nP)(a+B+p+1)  T(B+1)(1—ntr)

KT (B+p+1) i | A
B+1D(A—n)(a+B+2)  T(B+1)(1—ntr)
FB+p+1)(n" —1)
(1 =nftP)D(B+ 1I(p+ 1)

T

D

+ +1] M,.

18



Alors, il existe une solution unique pour le probleme (2.1).

Preuve. Le théoréme de contraction de Banach appui sur le fait que si A est un opérateur contrac-
tant, alors il existe un point fixe pour A. De la vient I'idée de chercher I’existence d’'une constante
M>0.

pour tout z,y € Xett € [0, 1], alors on montre qu’il existe M tel que :

| A@@) = A@) I< Mo —yllx  avee M<1.
soient z,y € X Alors:

| Aalt) = Av0) | = |y [ =9 Gsae)ds

- ﬁ /Ot(t — 5)" a(s)ds

" tﬂF(ﬁ + 1><f(—ﬁr;fp>+ra +B+p) /On“? — 5)* TP (s, (s))ds
Ot ) [ s

B tﬁf(ﬂ + 1)(f(—677+ﬂfp)+ra YA+ 1) /01<1 — 5)* P f(s,x(s))ds
L'(B+ f)r(gﬁjng;)lp)(ﬁ ) /0 1(1 — s)B+P=1y(s)ds

Ny PRSI PN

+ tf

0 e o
e Lt S VO
R ALy ds + P AL(B+p+1) 1 N PP
- O i g J, (1 e
[B+p+1) 1 ! o
’ tﬁf(ﬁ+1)(1—nﬁ+p)r(a+ﬁ+1)/0 (1= )" f (s, y(s))ds

_ 4B MN(B+p+1) 1 e
T(B+p+ 1) —1) 1
_ [t5(1 — nﬁ+p)r(6 + 1)F(p—|— 1) i 1] /0 Q(S)y(S)ds ]
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D’ou,

1 ' a+p—1
| Aalt) = Ay(0) | < T / (t = 5571 | f(s,2(s)) — f(5,5(s)) | ds

+ L2 e ot vt 0

T 1)<f(_ﬁ$fp>+rz +B+p) /;“7 = 8)™ ] f(s,2(5)) = f(s,9(5) | ds
T s [ (1= 9 as) — () | ds

T T, O 116,40~ (ste) |
w0 IO D (1 gt () - y(s) | o

TB+p+1)(n°-1) 1
(1—nfA)L(B+ 1) (p+1) - 1} /0 g(s) | z(s) —y(s) | ds.

En utilisant les hypotheses (H1) et (H2), on obtient :

+ [t

| Aalt) = Ay(0) | < 7z ti%pl () — y(0) | / $)*1ds
1 16 '/ oy
UrET )ﬁr—(ﬁn;ﬁ)) +((1X +B+p) til[(lﬂ] | 2(t) =~ 48] / )
T T S8, 20 o) / s
v 1>ﬁr—(iﬁ++g+<iz)+ﬁ+ ) ti‘[é%' =il '/ )"ds
U ; i>|<1F (—67;;5; 2; ) b, 1) = vs) | / )7rds
+ |t 1 _F ;ﬁﬁj;)przrﬁll(?jr_(pll T 1} el [ 2(5) —y(s) | / [9(s) | ds.
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Par calcule simple, on trouve que :

| () — Ay(t) | < =20 () = y(0)|
z(t) — Ay(t) | < =——— sup | z(¢) —y(¢
Y Dlo+ B+ 1) oy y
2|

TB+ 1) til[ff,)l] | z(s) — y(s) |

s KT(B+p+ L)nth+ B
T U= ) ob, 170 )|

8 | A ]t B
TGO - B ) e T TV

8 KT (B+p+1) B
T D Pt A7) gy | o) T

8 [ A B
HrEEya - &y P V)

I'B+p+ (P —1) + 1| sup | z(s) —y(s) | M,.

+ |t -
(1 =nP)L(B+1)(p+1) t€[0,1]

En passant a la norme, on trouve :

Ktoﬁ-ﬁ
PN
e KRl
8 KP(B +p+ 1)7706+5+p B
e Ay
T(8+1)(1 — nf+p) Y
8 KT(B+p+1) B 5 By B
+t T8+ (1= ) (a+ 5+ 2) |z —y |l +t RSy |z—y ||
s T(Btp+10r—1) i
it ot T Mele vl
Donc comme ¢ € [0,1] on a:
K
| Az — Ay | <[M+—M
+ Y n KF(ﬁ+p+1)77a+B+p
T(B+1)  T(B+ 00— PP (atBtp+])
L AT KT(B+p+1) By
T(B+1)(1—nf*?) T(B+1)A-—nfP)I(a+B+2)  T(B+1)(1—nbtp)

L(B+p+1)(nP—1)
(1=nP)T(B+ 1) (p+1)

T + 1 M] [z -y lx -

D’ou:
| Az — Ay [[K M ||z —y || (2.10)

tel que :

21



_ K R
- T(a+8+1) * r(B+1)
KT (B +p+ 1)n>thte i | A PP
B+1)A=npP)T(a+B+p+1)  T(B+1)(1—ntP)

KT'(B+p+1) n | A
B+DA=nPP)D(a+B+2) T(B+1)(1—ntr)
FB+p+1nP -1
(I =nfP)L(B+1)(p+1)

T

T

+

+1| M,.

D’aprés (H3) Popérateur A est contractante, par conséquent le probléme (2.1) admet une seule so-

lution.
Exemple.
On considére le probléme suivante :

°Di(°D3 + gp)=(t) = f(t,2(1)), t=[0,1],

1
2(0) = [y wize(s)ds,

IPz(1) =1,
ou:
__=(®)
flt,z(t)) = T+ 100 + cost
ona:

1
t,x(t)) — f(t, y(d < — t) —yl(t
1
< — t) —y(t
= at) —y()
Donc (H,) est satisfaite avec K = 15
Aussiona:
1 1
‘19+2t S 2
Donc (H,) est satisfaite avec M, = 5.
Par suite :
0,5 | 0,1 |
M =
T(0,75+0,6+1)  T(0,5+1)
0,11(0,5 + 0,5 + 1)(0, 6)075+05+05 0,1 (0,6)°5+05

(2.11)

T(0,5+ 1)(1 — (0,625 00)I(0, 75+ 0,5+ 0,5+ 1) 0,5+ 1)(1 — 0, 605+05)

0,1(0,5 40,1 4 1) . 10,1 |
(0,54 1)(1 —0,6%5+01)T(0,75+0,5+2) ' ['(0,5+ 1)(1 — 0, 605+0.1)
(0,54 0,54 1)(0,6% — 1)

(1 - 07 60’5+0’5)F<07 5+ 1)F<07 5+ 1)

_|_

+1/0,05 ~ 0,2321.
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Ainsi toutes les hypotheses du Théoréeme7 sont satisfaites, par conséquent le probléme (2.11 ) pos-
séde une unique solution.

0.4 Existence

0.5 Résulta d’existence via le théoréme du point fixe de Krasnoselskii

Théoréme 8.[3, 4] Soit f : [0, 1] x R — R une fonction continue, on suppose que (H1), (H2) et les
hypothéses suivantes sont satisfaites :

(H4) : 11 existe une constante M > 0 telle que :| f(¢,x(t)) |< M, pour toutt € [0,1] et z € R
(H5): S < 1,o0u:

g KT (B +p+ 1)n*tF+p N | A | 7Pt
F(B+1)(1—nft?)T(a+B+p+1) T(B+1)(1—nitr)
n KT(B+p+1) A T(B+p+1)
FB+1)(1=nP)Ta+B8+2) LB+ -n*P)LB+p+1)

L(B+p+1)(nP —1)
(1=nfP)T(B+ 1) (p+1)

Alors, le probléme admet au moins une solution.

_|_

+1| M,

Preuve : Pour montrer I'existence de la solution du (2.1), il suffit de vérifier les condition du théoréme
du point fixe de Krasnoselskii ( théoréme 5).
Onfixe:r > L, ou:

I M | A |7 N (8 +p+ 1)Mnxth+e
- D(a+B+1) T(B+1) TLBE+1)1—n+?)Da+B+p+1)
N Ao (8 +p+1)r
P+ —nP)I(B+p) T(BE+1)A—-n*P)(a+p)l(a+F+1)
[ A |r L(B+p+1)(n* —1)
TTETDa—) T T rE Die s M

On considére I’ensemble suivant :
B.={zeX:||z|x<r}

On définit deux opérateur A; et A, sur B, comme suite

Avz(t) = m /0 (£ — 581 f(s,a:(s))ds—ﬁ /0 (t — 5)PLa(s)ds.
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Et:

- Hp+ptl) ' — 5)tPPl £(5 2 (s))ds
e MGy et
DB +p+1) L

A(B+p+1) ! P
T = rEER Jy e

T(B+p+ 1) —1) 1
(1 =nfPI(B+ 1I'(p +1) T 1} /0 g(s)x(s)ds.

+¢

+ |t

Etape 1:
On montrer que si z,y € B, = Ajx(t) + Ayy(t) € B,, c’est a dire :

| Aix + Aoy || x< 7.

Soitz,y € B, et t €[0,1],ona:

| Az(t) + Agy(t) | =| F(al—i— B) /0 (t — )t f (s, 2(s))ds — ﬁ/ﬂ (t — s)°1a(s)ds
I'(B+p+1) n i
+tﬁr(5+ 1)(1 _nB+p)[‘(a+ﬁ+p>/0 (1 — 8)* P71 f (s, y(s))ds
— AN +p+1) ! _ §)Bt+P-1(s
R0 T, = e
F(B+p+1) ! .
T e e T |, (1 (e

AL(B+p+1) ! VIR
r(5+1)(1_nﬂ+p)p(5+p)/o (1= 5)""""y(s)d

T(B+p+1)n? —1) 1
= [tﬁ(l = 775+1T(ﬁ + 1)F(p—}- 1) iy 1] /0 Q(S)y(S)ds.

+¢

Alors :
| Aualt) + A8 | < e [ (6= )70 | s, s + L2 6021 at9) s
el W UED R FC O
" tﬁr(ﬁ J‘r i)‘gr(_ﬂ;;ﬁ;_pz; ) /On(ﬁ —8)" P y(s) | dS
v 1)(1;(_67;59;}2 +B+1) /01(1 = 8)* | f(s,4(5)) | ds
| AT(B+p+1)

+t7

1 — s)ftr-l S s
e UED G POIE

L'(B+p+1) 77p—1
u tﬁ(l_nBHJ) (ﬁ—i-l }/ |g Hy ‘ds
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En appliquant les hypotheses (H2) et (H4), on trouve :

| Av(t) + Azy(t) | <

sup | f(s,z(s ]/ )1 ds

(04 + B) teo.1)
sup | z(s) | / ) ds
tE[O 1]
T'(B+p+1) /
+ t’B a1 5 _ a+ﬁ+p 1ds
NB+nu—Mw>m+ﬁ+mwﬁﬂf ()|
I A T(B+p+1) / o
+ ¢8 su — 5)#*P14s
TE+ DA PP (B 1) oy |V
I'(B+p+1) /
+tP su s 0‘+5d5
TBT DA - Pt B+ oy | /5D |
A T(B+p+1) /
T+ DA - PP (B 1) oy |V

s TLB+p+1)(n*-1) ]
+ |t (1—nB+)['(B+ DI(p+ 1) til[épllw I/ | g(s) | ds.

Par suite :
MT>+P A TP I'(8+p+ 1) Mnpte+e
I 4o+ Al < 5570 T ra+D T T TBF D= P+ B+ p+ D)
. X | f*er e T(B+p+Lr
TG+ DA PTG 1p) | TG+ D17 atf)Tat BT D)
5 | A7 s TB+p+1)n?—1)
e T o rGr ote e M
Donc:
M [Alr L(B+p+1)Mnt5+r
I e+ 4y | S s 53 Y T+ D T T DA - M@+ B +p+ 1)
N X[ f+er N T(B+p+Ur
DB+ DA P PTB+p) BT DA ?)at ATt ArD)
N [Alr PB+p+ VP =1 ], =,

P+ =n) 1= P)D(E+1)(p+1)

Alors pour tout z,y € [0, 1], on trouve Ayz(t) + Aqy(t) € B,.

(2.12)

Etape 2 :

1. On montre que A; est continue.
Soit (z,,)neny C X une suite telle que:  x,, — x dans X. Alors pour toutt € [0, 1], ona:

| M) = @O | = g | €= 9 fsm(e)ds

_ L ' Ve (8)ds — 1 ? e (e (a1 s
F(@)/O(t )" @ (s)d F(a+ﬁ)/0<t ) (s, 2(s))d

+ ﬁ /Ot(t — 3)5_1x(s)d8.‘
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Ce qui donne :

| Ai(2)a(t) — Ai(@)(t) | = m /O (t — 521

A [ e
T(ﬁ)/o(t )

Comme f est une fonction continue, alors :

f(s,2n(s)) = f(s,2(s))|ds

Tp(s) — a:(s)ds.‘

| A1(zn) — A1(2) |lo— 0 quand n — oo (2.13)

D’ou, A; est continue sur X

2. On montre que A; est compact.
Pour établir la compacité de I'opérateur A, il suffit de prouver que A; (B, )est relativement compacte
en utilisant le théoréme d’Ascoli-Arzela.

a) Ai(B,) est borné.

Il suffit de montrer que pour tout 7 > 0, il exixte une constante positive p tel que pour tout ¢ € [0, 1]
etx € B,,avec B, = {x € X :|| z ||.< r}, on trouve : || A;(z) ||.< p.

Ona:

| 4a)| = |gs | €= 97 Hsateas

— ﬁ /Ot(t - s)ﬁ_lx(s)ds‘

1 ! ot p-1
S F<a+6>/o(t °)

f(s,z(s)) ‘ds

t
+ %/0 (t—s)"t x(s)‘ds.
En appliquant I’hypothése (H4), on trouve :
\Alx(t)\:L/t(t—s)a+ﬂl+‘ sup | x(t) |/t—sﬁ1ds.
L(a+B) Jo L'(B) tejo,1)
Par suite : " N
| Awz || = : (2.14)

Tlatf+l) T@E+D)
De (2.11), ona :
| Az [|< p

Donc A;(B,) est uniformément borné.

b) A;(B,) est équicontinue.
Soit z € B,, pour tout t1,ts € [0,1],¢; < t5:

| A (x)(ta) — Ar(z)(t1) | = ‘m/02(t2 — §)* TP (s, 1(s))ds

— L h —sﬁ’lxs S
rw)/o (2 — 5)P~"a(s)d

— 1 " $)tB=1f(s x(s
g [ (=9 a()
L ! —SB 11’8 S

+ rw)/o (tr — 5 'a(s)d



Par suite :

1

| 4@ - 400 | = |7 [ /0 (s — )51 (5, () ds + /t (s — 5)-L(s, 2(s))ds

- ﬁ { /0 "ty — 5)PLa(s)ds + /t ® ta = s)ﬁ_lx(s)ds}

S ! —5)HBL £ (s, x(s
vetmel (CER R RO
L ! — S B 137 S)ds
e MR
Alors :
| Ai(2)(t2) — Ai(@)(tr) | = ‘F(al—i—ﬂ) [/1@2 §)* T — (t — 5)*F 1} f(s,(s))ds

X0
_ ﬁ/:(trs)ﬁ L)l
b L 0 (o
Ce qui donne :
A - A@0) | € st [ =97 = = 9 | sl
+ LT - 97 =07 [oto] s

— %/tf(tg — s)ﬁ_l‘x(s)‘ds

i m/:(tQ_s)Wl (s, x(s))as.

On appliquant ’hypothése (H4), on trouvé :

| Ai(z)(t2) — Ar(2)(t1) ]\%/1 [(t — )P~ — (11 — 5)51] ds
r|)\|/ tl —tQ_S)—l}

rAl

- F(/B) t1 2
M /tQ
+ to — 5)*tB1ds
F(a + 5) t1 ( ’ )
Ona: . i
to a+p a—+p
t1 LBt t?+/3
t $) P ds = ——
/to (ti — ) —



t1 tﬂ
/ (th—s)"lds = =
to

p
t1 _ B
/ (tQ = S)B_lds = ——(tQ ﬁtl)ﬁ ol %2
/ %ty — 5)P1ds = 2= 1) _ﬁtl)ﬁ
to T _ (tg _ t1>a+,3
/tl (ty — 8)*" 1d$7—a+6
Alors : r
|M%@Kh)—Aﬂ@@QHgfgajirﬁ[—@T_hy%+¢?ﬁ_ﬁwﬂ
Al 1 .8
+fairﬁ[5—¢2—@2—mﬁ]
T 8
~T(p) 2
M B
yemeyL (Gl
Par suite :
| A1(z)(t2) — Ai(x)(t1) |yw<m [tgﬂrﬁ _ ti“rﬁ + (to — t1>a+,8]
Al s .8
+f@;:5[5—¢2—@2—hﬁ] (2.15)
r|A|
T [kt
Alors pour t; — 9, on va avoir :
| A1(z)(t2) — Ar(@)(t1) [l 0. (2.16)

Donc, A;(B,) est équicontinue.
D’ou d"aprés (a) et (b) et le théoréme d’Ascoli- Arzela, A est relativement compact sur B,..
Etape 3 :

On montre que A, est contractante.
Soient z,y € B,,t € [0,1],ona:

- Hfs+p+l) ! — s)* el (s a(s)) — f(s,y(s))|ds
| Aga(t) = Az() | _tﬁr(5+1)(1_nﬁ+p)r(a+@+p)/O (n = 8) P74 f(s,2(s)) — f(5,9(s))|d
[ A T(B+p+1) g -
+t5r(6+ 1)(1 - nﬁ+p)r(@+p)/0 (n—s)"" ‘$(S) - y(t)‘ds
L(B+p+1) ! ot
+tﬂ1“(5+1)(1_nﬂ+p)r(a+5+1)/0 (1-s) ﬁ‘f(s,ﬂf(s))—f(s,y(S))’ds

ds

B A T(B+p+1) ! _ g)BHp-1
o F(5+1)(1—775“’)F(5+p)/o =)

L(B+p+1)mr—1) !
A= LB+ DI+ D) 1} JACOIECROIT
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En utilisant les hypothéses (H1) et (H2), on obtient :

| Agx(t) — Agy(t) | < tﬂr(ﬁ +1)(1 — nB+P)(a + B+ p)

s le =y AIDE4p 4D 7 p
Nﬁ+DO—W“W@+mLA( s
Klo—y|T@+p+D) [
(ﬁ+wu—nﬂmna+ﬂ+4)é(1_$ ’ds
lo—ylIAITE+p+D) ' gy
H6+nu—nﬁmnﬁ+m[kl )

+1

+1
r

+¢

r (P —1 !
f|pLE+pt D= 1) +qA@Hx—yH/‘M&
0

(1=nfP)T(B+1)T(p+1)

Par calcule simple, on trouve :

KT(8 4 p+ L)n*tFtp
B+ =nP)(a+B+p+1)
| by | ,76+p
(84 1)(1 —npte)
KU'(B+p+1)

B+ 1A =PI (a+ B8 +2)
A T(B+p+1)
B+ 1A =nPP)T(B+p+1)
FB+p+1D(n°-1)
(L =n?)I(B+1)I(p+ 1)

| Ao (t) — Asy(t) | <% [z =yl

[z =y

t’B
+F

8 _
Sy |z —y |

Iz —yll

+¢
r

+ |t

Et comme ¢ € [0,1],on a:

KT (6 +p+ Ln>tote
B+1D(A =nP)M(a+B+p+1
|)\ | n5+p
(8+1)(1 —nPtp)
KT(B+p+1)

B+ 1)1 =PI (a+ B +2)
A T(B+p+1)
L'B+1)1-nP)(B+p+1)
FB+p+ )" —1)

(1 —=nfP)L(B+1)(p+1)

Aot — Aoy || o < _
| Az — Agy || T )Hw y |l

o o=y

2=yl

T

|z —y|

+1 My [z =yl

D’ou:

| Az = Agy Jloo < S |z =y ||

Tel que :
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KT (B +p+ 1)n*tF+p N | A | 7Pt
B+ =ppP)T(a+B+p+1)  T(B+1)(1—nstr)
KU(B+p+1) A T(B+p+1)
B+1DA—nP)C(a+p+2) TBE+1A-—nP)I(B+p+1)
F(B+p+1)(n°—1)
(1 =nfP)L(B+1)I(p+1)

S=7

T

+ +1| M,.

Donc, I'opérateur A est contractante.

Graces aux étapes 1, 2, 3, et d’aprés le théoréme du point fixe de krasnosselski, on déduit que le
probléme (2.1) admet au moins une solution.

Exemple.

Soit le probleme fractionnaire suivante :

([ “DE(°DE + L)x(t) = f(t,2(t),c D3z (t)), t=[0,1],

1 cos
z(0) = \/QT(?Mx(s)ds, (2.18)
L z(1) = 1_107
ou :
1 z(t)  °Dix(t)  sin(t)
t,z(t)," D2z(t)) =
f(t,2(8)," D2a(t)) Jet+7 €49  10+41t2
ona:
s c i 1 1 c i c i
£(t,3(0) Dha(t) - £t y(0) Diy(®)| < s | 2() = y(®) | + 55— I Diat) = Diy(o)|
1 ¢ Ml ¢ i
< 1ol =@ —y@) | +[° D2a(t) = D2y(t) |)
Donc (H; ) est satisfaite avec K = 5
Aussion a:
cos(t
\/2t+(1)44 S \/Qt—1|—144 S %
Par conséquent
g 0,1I'(0,83 + 0,1 4 1)(0, 6)*87+0:83+0.1 n | 0,1 (0,6)%83+01
~ T(0,83+1)(1 — (0,6)083+01)(0,87 + 0,83 + 0,1+ 1) (0,83 + 1)(1 — (0, 6)0:83+0.1)
i 0,1I'(0,83+0,1+1) |0,1]1'(0,83+0,1+1)

T(0,83 + 1)(1 — (0, 6)°%+01\T(0,87 + 0,83 - 2) | (0,83 + 1)(1 — (0, 6)%%+01)1'(0,83 + 0,1 + 1)
(0,83 40,1+ 1)((0,6)! —1)
(1— (0,6)%8+0.1)T(0,83 + 1)['(0,1 + 1)

+1]0,083 ~ 0,65821.

Ainsi toutes les hypotheses du Théoréeme8 sont satisfaites, par conséquent le probléme (2.18 ) poos-
séde une unique solution.
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Chapitre

Stabilité au sens de Ulam-Hyers

La stabilité des équations fonctionnelles a été soulevée par Ulam en 1940 dans un discours prononcé
a 'Université du Wisconsin [[16]. La premiere réponse au probleme posé par Ulam a été donnée par
Hyers en 1941 dans [17]. Par la suite, ce type de stabilité est appelée la stabilité au sens d’'Ulam-Hyers.
En 1978, Rassias [18] a fourni une généralisation remarquable de la stabilité au sens d’'Ulam-Hyers.
Une attention considérable a été accordée a 1’étude de la stabilité au sens d’'Ulam-Hyers et au sens
d’Ulam-Hyers-Rassias d’équations différentielles, pour plus de détails, voir [?, ?]. Dans ce chapitre,
on traite la stabilité du probléme traité dans le chapitre 2. [1} 2]

1 Stabilité d’'une équation différentielles avec deux dérive frac-
tionnaire au sens de Caputo.

On concidére le méme probléme traité dans le chapitre 2 :

eDY(eDP + Nz(t) = f(t,z(t)), t=10,1],

z(0) = fol g(z)z(s)ds, (3.1)
1(1) = (),

Définition 2.1.5 On dit que I’équation (3.1) est stable au sens a Ulam-Hyers s’il existe une constante
positive d, > 0 tel que quelque soit o > 0 et pour toute solution v € W qui satisfait :

|© D*(°DP + M (t) — f(t,v(t)) |< o, te0,1], 0<a<l (3.2)

Il existe une solution u € W qui satisfait :

| o(t) — ult) |< dpo, te0,1] (3.3)
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1.1 Stabilité au sens de Ulam-Hyers généralisé

Définition 2.1.6 On dit que I’équation (3. 1) est stable au sens d’'Ulam-Hyerss généralisé s’il existe
une fonction h, € ¢(R*,R") tel que quelque soit, w,(0) = 0 et pour tout solution v € W qui
satisfait

|© DY(°DP + M (t) — f(t,v(t)) |< o, te0,1], 0<a<l (3.4)

il existe une solution v € W qui satisfait

| v(t) —u(t) |< hy(o) ,te]0,1] (3.5)

1.2 Stabilité au sens de Ulam-Hyers Rassias

Définition 2.1.6 On dit que ’équation (3.1) est stable au sens Ulam-Hyers Rassias par rapport a
g € W s’il existe un nombre réel d, > 0 tel que quelque soit o > 0 et pour toute solution v € W
qui satisfait :

[© D*(°D? + Nu(t) = f(t,v(t)) [< og(t), t € [0,1] (3.6)

il existe une solution v € W qui satisfait

| v(t) — u(t) < dyog(t), te]o0,1] (3.7)

1.3 Stabilité au sens de Ulam-Hyers Rassias généralisé

Définition 2.1.6

On dit que I’équation (3.1) est stable au sens d'Ulam-Hyers Rassias généralisé par rapporta g € W
s’il existe un nombre réel d, , > 0, tel que pour tout solution v € W qui satisfait :

[© D*(D? + No(t) — f(t,0(t) [< (), t<0,1]. (3.8)

Il existe une solution u € W qui satisfait :

| v(t) —u(t) |< dpgg(t), tel0,1] (3.9)
Remarque : Une fonction v € West une solution de I'inégalité (3. 2) si et seulement il existe une
fonction : [0, 1] — R telle que

1) :] (t) I< ot €[0,1].
(2) : ¢DY(°DP + Nv(t) = f(t,v(t)) + (t), te[o,1].
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1.4 Etude de la Stabilité

Théoréme. Supposons que: ¢ : [0,1] Xx R x R — R est une fonction continue satisfaisant

(H,). Si

wTetP 5

F(a+6+1)+M’F(ﬁ+1) st

(3.10)

Alors (3.1) est stable au sens Ulam-Hyers et par conséquent, est stable au sens Ulam-Hyers généralisé.

Prouve. Soit o > 0 et soit v € W qui satisfait I'inégalité :
[© D(D? + Ao (t) — f(t,v(1)) < o, t < [0,1].
Et notons v € W I'unique solution du probleme

cD(DP + Nzx(t) = f(t,z(t), t=[0,1], 0<a,B<1

IPu(1) = IPo(1), IPu(n) = IPv(n),
En utilisant le Lemme 3, on a :
8

u(t) = I°Ph(t) — APz (t) + com + ¢

Et par intégration de I'inégalité (3.2), on obtient

iz VL bt b gt

t) — I°FPh,(t) — )+ bomrs—— + by | < =————

o) (*) o) TBE+1) U ST(a+rB+1)
oToth

STatasl)

Par contre, si U(0) = v(0) et IPU(1) = [Pv(1) et I’U(n) = IPv(n), alors
Cop = b() etcy = bl.
Pour toutt € [0,1], on a

8

LB+1)
+ I (hy(8) — hu() — AT (u(t) — u(t)).

v(t) —u(t) = v(t) = I*Phy,(t) — XTPu(t) + by + by

Tel que
hu(t) = f(t, u(t)) et ho(t) = f(t, u(t))
Alors

I (ho(t) = ha(t)) = ITP[f(tult)) — f(t0(t))]

1

- - t—so‘ﬁ_l s,u(s)) — v .as
_ F(MB)/O@ YL [f (s, uls)) — f(E, (1)) d
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En utilisant (H; ), on obtient

a+ 1 ' a+pB-1
I (1) = ha(®)] < g [ =9 ) = u(e) s
Cela donne
8
o(t) — ()] = Jolt) ~ FPhu() ~ APPu(t) + bom by
1 ¢ A1
+ m/o (t —8)*P=1 || u(s) — v(t) ||w ds.
IAL t —8)F L u(s) —w s
+ 15 | =0 () = o(0) s
Ce qui implique que
eTo+h wTeth | \| TP
’U(t) B W)‘ S Lla+p+1) * {F(a +B4+1) + T(3+ 1)] I u(s) = v (@) llw -

Par conséquent

| u(s) — v(8) [lw (1_ [ wire? |A|TﬁD < 9T
MNa+p6+1) TL(B+1) IMNa+8+1)
Alors, pour chaque t € [0, 1]
o(t) — ut) < i o= do.

wTot+8 T8
T(a+B+1) (1 - [F(O};gﬂ) + F'(B'_TH)} )) T(a+B+1)

Par conséquent, le probleme de la valeur limite fractionnaire (3.1) est stable a Ulam-Hyers. Par
prendre h(o) = do, h(0) = 0 donne que le probléeme de la valeur limite fractionnaire (3.1) stable
Ulam-Hyers généralisée.

Théoréme. Soit ¢ : [0,1] x R x R — R une fonction continue et supposons que (H;) et (3.4)
sont satisfaites. De plus, I’hypothese suivante est satisfaite
(H2) : 1l existe une fonction g € C([0, 1], R) et il existe 77, > 0 tel que pour tout ¢ € [0, 1]

1 t

—— [ (t—5)*"Pg(s)ds < nyg(t). 3.12
| O e < () 612)
Alors le probléme de la valeur limite fractionnaire (3.1) est Ulam-Hyers-Rassias stable.

Preuve

Soitv € W une solution de I'inégalité (3.5), i.e.

€ DY(°DP + M (t) — f(t,v(t) |< g(t), t € [0,1]. (3.13)
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Soit u € W I'unique solution du probleme

cDDP + Nu(t) = f(t,z(t)), t=10,1, 0<a,B<1

u(0) = v(0),
[Pu(1) = IPo(1), Pu(n) = IPv(n),
En utilisant le Lemme 3, on trouve
I°%Ph(t) — AIP r
t)=1“ t) — t —— .
ult) = 1" P(0) = AL2(0) + o + o
Et par intégration de I'inégalité (3.2), on obtient
() — I%Phy(t) — AIPu(t) + et aple T / t(t — 8)B=1g(s)ds < on,g(t)
’ L+1) " 1 " T(a+p) Jo S
En utilisant (H1), on a
1%t AP b b
) —ut)| = |v(t) = I*Phy(t) — £) 4+ bp———
ot = u(t)] = |t (6) = MPult) +bopgy + b
1 t
4+ — t — g)otB-1 —v(t ds.
L =T ) =00l ds

[ A

()

A@—QM&”W@%W@HW@-

En utilisant (H2), on peut écrire

wTo+h || TP
(a+p+1) T(B+1)

o) - )] < [ IECRTCITS

Ce qui implique que

wTeth +|>\|Tﬁ
a+8+1) T(B+1)

o) -t < (- | ) <m0,

Pour toutt € [0,1], on a
Mg

wTotB 4 |\T8
Lla+p+1) © T(B+1)

o(t) — u(t)] < oyt o).
OO\

Ensuite, le probléme de la valeur limite fractionnaire (3.1) est Ulam-Hyers-Rassias stable.
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