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Résumé

L’étude des équations di�érentielles d’ordre fractionnaire joue un rôle important dans la modélisa-
tion de nombreux processus physiques, technologiques et biologiques. Depuis quelques années, une
attention particulière a été focalisée à l’étude de l’existence et l’unicité de solutions des équations
di�érentielles fractionnaires. De plus, une attention considérable a été accordée récemment à l’étude
de la stabilité au sens de Ulam-Hyers. Dans ce mémoire, on traitera la question d’existence, d’unicité
et la stabilité au sens de Ulam- Hyers da la solution d’une équation di�érentielle fractionnaire avec
deux dérivée fractionnaire au sens de Caputo.



Notaions Utilisées

Pour facilité la lecture, on commence par introduire les di�érentes notations utilisées tout au long
de ce travail.

♦.N : Ensemble des nombres entiers naturels.
♦.R : Ensemble des nombres réels.
♦.C : Ensemble des nombres complexes.
♦.C([0, T ],R) : Espace des fonctions continues sur [0, T ] à valeurs dans R.
♦.Re(α) : La partie réels de nombre α ∈ C .
♦.Γ(.) : La fonction Gamma.
♦.β(., .) : La fonction Bêta.
♦.Br : La boule fermé de centre 0 et de rayon r.
♦. ‖ . ‖∞ : Norme in�nie.
♦. ‖ . ‖X : Norme de l’espace X .
♦.Dn(ou dn

dt
) : Dérivée d’ordre n.

♦.f (n) : Dérivée n-iéme de f .
♦.Iαa f : Intégrale fractionnair de Riemann-Liouville d’ordre α > 0
♦.cDα

a f : Dérivée fractonnair au sens de Caputo d’ordre α > 0
Dans le cas où a = 0, les opérateurs : Iαa ,cDα

a sont notés : Iα,cDα.
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Introduction

La théorie des équations di�érentielles fractionnaires est l’un des plus importants champs d’appli-
cations de la théorie du calcul fractionnaire. Depuis quelques années, une attention considérable a
été focalisée à l’étude de l’existence et l’unicité de solutions des équations di�érentielles d’odore ar-
bitraire. De plus, une attention particulière a été accordée récemment à l’étude de la stabilité au sens
de Ulam-Hyers pour telles équations di�érentielles fractionnaires. Dans ce mémoire, on s’intéresse
a l’étude de l’existence, l’unicité et la stabilité au sens de Ulam-Hyers da la solution d’une équation
di�érentielle d’ordre fractionnaire avec deux dérivée fractionnaire au sens de Caputo.Ce mémoire
décompose en trois chapitres :

chapitre 1 :

C’est un rappel de quelque dé�nitions, notions de base, résultats sur la dérivation fractionnaire et
quelque théorèmes de point �xe utilisés dans ce travail.

chapitre 2 :

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude de l’existence et l’unicité des solution pour le problème
fractionnaire suivant : 

cDα(cDβ + λ)x(t) = f(t, x(t)), t = [0, 1],

x(0) =
∫ 1

0
g(x)x(s)ds,

Ipx(1) = Ipx(η),

(1)

L’idée est que transforme ce problème en un problème du point �xe et le point �xe déterminé est
considéré soit comme une solution unique pour le problème, soit l’une de ses solution.On donne
deux résultats, Le premier est un résultat d’unicité obtenu par utilisation du théorème de point �xe
de Banach. Le deuxième est un résultat d’existence basés respectivement sur le théorème de Kras-
noselskii. On terminera chaque résultat par un exemple illustratif.

chapitre 3 :

L’objet du ce chapitre est l’étude de la stabilité au sens de Ulam-Hyers du problème traité dans le
chapitre 2.
On terminera par une conclusion qui rassemble tout ce qui était fait.
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Chapitre 1
Préliminaires sur le calcul fractionnaire.

Dans ce chapitre, on introduit les notions nécessaires qu’on va utiliser dans ce travail.[5, 6, 9, 11, 12]

1 Calcul fractionnaire

1.1 Fonction de base

Fonction Gamma d’Euler

la fonction Gamma d’Euler est tout simplement la généralisation de la notion de factoriel d’un entier
à tous les nombres réels ou complexes.

Dé�nition 1. Pour tout nombre complexe α, de partie réelle positive, la fonction Gamma est dé�nie
par l’intégrale suivant :

Γ(α) =

∫ +∞

0

xα−1e−xdx. (1.1)

Cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe où la partie réelle est strictement
positive.

Propriétés 1. On a la relation suivante :

−Γ(α + 1) = αΓ(α), Re(α) > 0.
−Γ(n+ 1) = n! et Γ(1) = 1. Ceci est due à Γ(.) est la généralisation de la factorielle.
−Γ(α + n+ 1) =

∏n
i=0(α + i)Γ(α).

Fonction Bêta d’Euler

Dé�nition 2. On appelle fonction Bêta d’Euler la fonction donnée par :

β(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt, Re(p) > 0, Re(q) > 0. (1.2)
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La relation entre la fonction Gamma et Bêta

Dé�nition 3. La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma par la relation suivante :

β(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
, Re(p) > 0, Re(q) > 0. (1.3)

1.2 Intégration Fractionnaire

Intégrale de Riemann-Liouville

Dé�ition 4. Soit f : [a, b] → R une fonction continue et intégrable, on appelle intégrale de
Riemanne-Liouville de f l’intégrale suivante :

(Iαa f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt, x ∈ [a, b], α > 0. (1.4)

Où Γ est la fonction Gamma d’Euler.

Exemple 1 : On considère la fonction f dé�nie par :

f(x) = xβ, x ∈ [a, b], β ∈ R. (1.5)

On va calculer l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de f d’ordre α (α réel stricte-
ment positive).

Iαa (xβ) =
1

Γ(α)

∫ x

0

(x− t)α−1(tβ)dt.

Alors
Iαxβ =

1

Γ(α)

∫ x

0

(x(1− t

x
))α−1(

t

x
)βxβdt.

=
xα+β−1

Γ(α)

∫ x

0

(1− t

x
)α−1(

t

x
)βdt.

à l’aide de changement de variable y = t
x

on obtient :

dy =
dt

x
⇒ dt = xdy.

t = 0⇒ y = 0.

t = x⇒ y = 1.

Donc

Iα(xβ) =
xα+β

Γ(α)

∫ 1

0

(1− y)α−1yβdy.

=
xα+β

Γ(α)
β(α, β + 1)

=
Γ(α)Γ(β + 1)

Γ(α)Γ(α + β + 1)
xα+β

=
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
xα+β
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D’où
Iαxβ =

Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
xα+β (1.6)

Cas particulier où α = 1 d’aprés (1.6) on déduit que :

Iαxβ =
1

β + 1
x1+β

Cas particulier où β = 0, on a dans ce cas :

(Iα1)(x) =
1

Γ(α + 1)
xα.

Proposition 1. Soit f ∈ C([a, b]), pour α, β des nombres complexes, l’intégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville posséde la propriété de semi-groupe suivante :

Iαa
(
Iβa f(x)

)
= Iα+β

a f(x) pour α > 0, β > 0. (1.7)

Et pour Re(α) > 1 on a :

d

dx
Iαa f = Iα−1

a f. (1.8)

Linéarité : Soient f et g deux fonctions continues, dé�nies sur [a, b] dans R.
∀λ, ρ ∈ R, on a :

Iαa (λf(t) + ρg(t)) = λIαa f(t) + ρIαa g(t), α > 0.

1.3 Dérivation Fractionnaire

Dérivées fractionnaire au sens de Caputo

Dé�nition 5. Soit α ∈ ]m− 1,m[ , (m ∈ N∗) et suppose que f ∈ Cm([a, b],R), on appelle dé-
rivée de f au sens de Caputo la fonction dé�nie par :

(cDα
a f) (t) =

(
Im−αa f (m)

)
(t) =

1

Γ(m− α)

∫ t

a

(t− s)m−α−1f (m)(s)ds. (1.9)

Exemple 2. Soit f(x) = (x− a)β, x ∈ [a, b], on a :

cDα
a (x− a)β = Im−αa

[(
d

dx

)m
(x− a)β

]
= Im−αa

(
Γ(β + 1)

Γ(β + 1−m)
(x− a)β−m

)
=

Γ(β + 1)

Γ(β + 1−m)
Im−αa (x− a)β−m

=
Γ(β + 1)

Γ(β + 1−m)

Γ(β + 1−m)

Γ(β + 1− α)
(x− a)β−α.

Alors

cDα
a (x− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β + 1− α)
(x− a)β−α. (1.10)
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Remarque 1. La dérivée d’ ordre fractionnaire au sens de Caputo d’une constante est nulle .
D’aprés (1.9 ), on a :

cDα
aC = Im−αa (0) = 0. (1.11)

Quelques propriétés

∗ La dérivation fractionnaire au sens de Caputo est une opération linéaire,

cDα(λf(t) + µg(t)) = λcDαf(t) + µcDαg(t).

∗cDα(cDβf(t)) =c Dα+βf(t) =c Dβ(cDαf(t)) où f ∈ C1([0, T ],R), 0 < α, β < 1 et
0 < α + β < 1.

∗SicDα
0 f(x) = 0 alors f(x) =

∑m−1
j=0 cjx

j, x ∈ [0, b].

∗Iα0 [cDα
0 f ] = f(x)−

∑m−1
j=0

(x)j

Γ(j+1)
f (j)(0), x ∈ [0, b].

∗cDα(Iαf(t)) = f(t).
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1.4 Quelques théorémes du point �xe

Les équations di�érentielles fractionnaires sont considérés comme des équations di�érentielles non-
linéaires, alors plusieurs théorèmes ont été utilisés pour résoudre ce type d’équation. L’un des mé-
thodes les plus utilisées : les théorèmes du point �xe. En e�et, ces théorèmes accordent des conditions
su�santes pour assurer l’existence d’un point �xe pour une fonction donnée.
Dans le cas des EDPs, on transforme un problème donné en un problème du point �xe . Lespoint
�xe du problème transformé sont ainsi les solution du problème donné.
Dans cette secton , on étudie quelques théorémes du point �xe de Banach, Schaefer, Leray-Schauder
et Krasnoselskii.

Dé�nitions

Dé�nition 6. SoitE un espace vectoriel sur le corps des nombres réelsR ou sur le corps des nombres
complexes C . On appelle norme sur E une application de E dans R+ notée x →‖ x ‖ satisfaisant
les condition suivantes :

1. ∀x ∈ E :‖ x ‖= 0⇔ x = 0E, ∀x ∈ E.

2. ∀λ ∈ R(C) :‖ λx ‖=| λ |‖ x ‖ .

3.∀x, y ∈ E :‖ x+ y ‖6‖ x ‖ + ‖ y ‖ .

Dé�nition 7. Soient (E, ‖ . ‖E) et (F, ‖ . ‖F ) deux espaces vectoriels normés sur le même corps
K , alors l’espace produit E × F = (x, y)/x ∈ E et y ∈ F est un espace vectoriel normé sur K
par l’une des normes suivantes :

1. ‖ (x, y) ‖1=‖ x ‖E + ‖ y ‖F .

2.‖ (x, y) ‖p= (‖ x ‖pE + ‖ y ‖pF )
1
p , 1 6 p 6∞.

3. ‖ (x, y) ‖∞= max {‖ x ‖E, ‖ y ‖F} .

Dé�nition 8. On dit qu’ un espace vectoriel normé (E, ‖ . ‖E) est complet ( ou que c’est un
espace de Banach ) si toute suite de Cauchy dans E est convergente.

Dé�nition 9. On dit que A est une partie compact de(E, ‖ . ‖E) si de toute suite de points de
A on peut extraire une sous-suite qui converge vers un élément de A.

Dé�nition 10. Une partie A de (E, ‖ . ‖E) est dite relativement compact si son adhérence
est compact.

Dé�nition 11. Soient E et F deux espace de Banach, et A : E → F une application linéaire.
On dit que A est borné si elle envoie les parties bornées de E sur des parties bornées de F .

Dé�nition 12. Soit A un sous ensemble de C([0, T ],R), A est uniformément borné. i, e ; il existe
une constante K > 0 tel que : ‖ f(x) ‖6 K, pour tout x ∈ [0, T ] et tout f ∈ A.
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Dé�nition 13. Soient E et F deux espaces de Banach et f une application dé�nie de E à valeurs
dans F . On dit que f est complétement continue si elle est continue et transforme tout borné
de E en une ensemble relativement compact dans F . f est dite compact si f(E) est relativement
compact dans F .

Dé�nition 14. Soit A un sous ensemble de C([0, T ],R), l’ensemble A est equicontinue. i.e ;
pour tout ε > 0, pour tout t1, t2 ∈ [0, T ] et tout f ∈ A, il existe δ > 0 tel que :

| t1 − t2 |< δ ⇒‖ f(t1)− f(t2) ‖6 ε.

Dé�nition 15. Soit(X, ‖ . ‖) un espace vectorielle normé, une application A : X 7→ X est dite
contractante, s’il existe un nombre positif K ∈ ]0, 1[ tel que ∀x, y ∈ X, on a :

‖ Ax− Ay ‖6 K ‖ x− y ‖ .

Dé�nition 16. Soit (X, ‖ . ‖) un espace vectorielle normé et A : X 7→ X une application. On
appelle point �xe de A tout point x ∈ X tel que : Ax = x.

Théoréme d’Ascoli-Arzela

Théoréme 1.[8] SoitA un sous ensemble deC([0, T ],R), A est relativement compact dansC([0, T ],R)
si et seulement si les conditions suivantes sont véri�ées :

1. L’ensemble A est uniformément borné.i. e il existe une constante K > 0 telle que :

‖ f(x) ‖6 K pour tout x ∈ j et tout f ∈ A

2. L’ensemble A est equicontinue. i. e pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que

| t1 − t2 |< δ ⇒‖ f(t1)− f(t2) ‖6 ε pour tout t1, t2 ∈ j et tout f ∈ A.

3. Pour tout x ∈ [0, T ] l’ensemble {f(t), f ∈ A} ⊂ E est relativement compact.

Théoréme de point �xe de Banach

Théoréme 2.[7] Soit X un espace de Banach, et A : X 7→ X un opérateur contractant . Alors
A admet un point �xe unique. i. e ; ∃x ∈ X tel que Ax = x.

Théoréme de point �xe de schauder

Théoréme 3. Soit X un espace de Banach et M un convexe fermé borné de X et A : M 7→ M
un opérateur continue et compact alors A admet au moins un point �xe .

L’alternative non linéaire de Leray-Schauder

Théoréme 4. Soit E un espace de Banach, C un sous-ensemble convexe fermé de E,U un sous-
ensemble ouvert de C et 0 ∈ U . l’opérateur φ : U → C est continue et compact (c’est-à-dire que
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φ(U) est un sous-ensemble relativement compact de C ). Alors, ou bien

1.L’application φ admet un point �xe dans U, sinon

2. Il existe x ∈ ∂U et σ ∈ [0, 1] avec, x = σTx.

Théoréme de point �xe de Krasnosselski

Théoréme 5.[5] Soit X un espace de Banach et M un ensemble fermé borné et convexe de X .
On suppose que A1, A2 sont deux opérateur de X satisfaisants :

1. A1x+ A2y ∈M, ∀x, y ∈M .

2. A1 est compacte et continue.

3.A2 est contractante.

Alors il existe au moins un élément z ∈M tel que :A1z + A2z = z.

Théoréme de point �xe de Schaefer

Théoréme 6.[7, 8] SoitX un espace de Banach etA : X 7→ X un opérateur complétement continue
si :

Ω = {x ∈ X : x = λAx,∀λ ∈ ]0, 1[}

est borné, alors A posséde au moins une point �xe.

Remarque 1. Soit (xn) une suite de E . Alors (xn) converge vers x dans (E, ‖ . ‖) si et seule-
ment si :

limn→∞ ‖ xn − x ‖E= 0.

13



Chapitre 2
Problème fractionnaire avec deux dérivées
fractionnaires au sens de Caputo

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude de l’existence et l’unicité des solutions pour un problème
fractionnaire avec dérivées fractionnaires au sens de Caputo.

Soit le problème suivant :

cDα(cDβ + λ)x(t) = f(t, x(t)), t = [0, 1],

x(0) =
∫ 1

0
g(x)x(s)ds,

Ipx(1) = Ipx(η),

(2.1)

Où 0 < α, β < 1, 1 < α + β 6 2,cDαetcDβ sont des dérivées fractionnaires au sens de Caputo
d’ordre α et β respectivement, λ ∈ R, f : [0, 1]×R→ R est une fonction continue et g : [0, 1]→ R
est aussi une fonction continue.
On va étudier l’existence et l’unicité de la solution à l’aide de principe de contraction de Banach.
Puis, on montre l’existence de solutions pour le problème(2,1). est montre par utilisation du théo-
rème de point �xe de Krasnoselskii.

L’existence et unicité d’une solution est établit par la transformation de ce problème à une équa-
tion intégrale équivalente, dont la solution est identi�ée à un point �xe d’un opérateur .
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0.1 Lemmes auxiliaires :

Lemme 1. [9]Si β ≥ α > 0 et la dérivée fractionnaire cDβ−α
a existe, alors on a :

cDβIβf(t) =c Dβ−αf(t), t ∈ [0, T ].

Pour α > 0 et β > 0 avec β < α, on a :

cDβIαf(t) = Iα−βf(t), t ∈ [0, T ].

Lemme 2.[9] Soit h ∈ Cm([0, T ],R),m ∈ N∗, pour α ∈ ]m− 1,m[, la solution générale de l’équa-
tion di�érentielle cDαh(t) = 0 est donnée par :

h(t) = c0 + c1t+ c2t
2 + · · ·+ cm−1t

m−1. (2.2)

où ci ∈ R, i = 0, 1, · · ·m− 1, m = [α] + 1.

Preuve. Soit h ∈ Cm([0, T ],R),m ∈ N∗, pour α ∈ ]m− 1,m[ , on a par la dé�nition de la dérivée
fractionnaire de Caputo

cDαh(t) = 0⇒ Im−αDmh(t) = 0.

En appliquant Dm−α, on trouve :
Dmh(t) = 0.

Donc, h est un polynôme de degré 6 m− 1 :

h(t) =
m−1∑
i=0

cit
i

= c0 + c1t+ c2t
2 + · · ·+ cm−1t

m−1.

Lemme 3.[9] Soit h ∈ Cm([0, T ],R),m ∈ N∗, pour α ∈ ]m− 1,m[ , on a :

Iα(cDαh(t)) = h(t) + c0 + c1t+ c2t
2 + · · ·+ cm−1t

m−1. (2.3)

Pour tout ci ∈ R, i = 0, 1, · · ·m− 1,m = [α] + 1.
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Prouve. Soit h ∈ Cm([0, T ],R),m ∈ N∗, pour α ∈ ]m− 1,m[ , on obtient ;

Iα(cDαh(t)) = IαIm−αDmh(t)

= Iα+m−αDmh(t)

= ImDmh(t)

= h(t) +
m−1∑
i=0

cit
i

= h(t) + c0 + c1t+ c2t
2 + · · ·+ cm−1t

m−1.

Lemme 4.[3, 4] Soit h ∈ C([0, 1],R), alors la solution du problème fractionnaire suivant :

cDα(cDβ + λ)x(t) = h(t) t = [0, 1], 0 < α, β 6 1

x(0) =
∫ 1

0
g(x)x(s)ds

Ipx(1) = Ipx(η)

(2.4)

est donné par :

x(t) = Iα+βh(t)− λIβx(t)

+ tβ
Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)
Iα+β+p

− tβ λΓ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)
Iβ+px(η)

− tβ Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)
Iα+β+1h(1)

+
tβλΓ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)
Iβ+px(1)

+

[
tβΓ(β + p+ 1)(ηp − 1)

(1− ηβ+p)Γ(β + 1)Γ(p+ 1)
+ 1

] ∫ 1

0

g(s)x(s)ds.

(2.5)

Preuve. Soit l’équation :

cDα(cDβ + λ)x(t) = h(t). (2.6)

En prenant l’intégrale de Riemann-Liouville fractionnaire d’ordre α pour (2.4), on obtient :

Iα
[
cDα(cDβ + λ)x(t)

]
= Iαh(t).

Par lemme 3, on trouve :
(cDα + λ)x(t) + c0 = Iαh(t).

Alors :
cDβx(t) = Iαh(t)− λx(t) + c0 (2.7)
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En prenant l’intégrale de Riemann-Liouville fractionnaire d’ordre β pour (2.5), on obtient :

Iβ(cDβ)x(t) = Iα + βh(t)− λIβx(t) + c0
tβ

Γ(β + 1)

Par lemme 3, on trouve :

x(t) + c1 = Iα+βh(t)− λIβx(t) + c0
tβ

Γ(β + 1)

Alors, la solution générale du problème (2.2) est exprimée sous la forme de l’équation intégrale
suivante :

x(t) = Iα+βh(t)− λIβx(t) + c0
tβ

Γ(β + 1)
+ c1. (2.8)

où c0 et c1 sont des constants arbitraire. Maintenant, on cherche les constantes c0 et c1. D’après la
condition x(0) =

∫ 1

0
g(s)x(s)ds, on peut écrire :

x(0) = c1 =

∫ 1

0

g(s)x(s)ds

Ce qui donne :

c1 =

∫ 1

0

g(s)x(s)ds

Alors (2.6) devient :

x(t) = Iα+βh(t)− λIβx(t) + c0
tβ

Γ(β + 1)
+

∫ 1

0

g(s)x(s)ds

On utilise la condition Ipx(1) = Ipx(η), on trouve :

Ipx(t) = Iα+β+Ph(t)− λIβ+Px(t) + c0
tβ+p

Γ(β + P + 1)
+ c1

tp

Γ(p+ 1)

Alors :
Ipx(1) = Iα+β+Ph(1)− λIβ+Px(1) +

c0

Γ(β + P + 1)
+

c1

Γ(p+ 1)

Et
Ipx(η) = Iα+β+Ph(η)− λIβ+Px(η) + c0

ηβ+p

Γ(β + P + 1)
+ c1

ηp

Γ(p+ 1)

Donc :

c0 =
Γ(β + p+ 1)

1− ηβ+p

[
Iα+β+ph(η)− λIβ+px(η)− Iα+β+1h(1) + λIβ+px(t) + c1

ηp − 1

Γ(p+ 1)

]
Substituant c0 et c1 en (2.6), on obtient la solution (2.3).

0.2 Problème du Point �xe

Avant tout, on introduit l’espace de Banach suivant :

X =
{
x : x(t) ∈ C1([0, 1],R)

}
17



Meni de la norme
‖ x ‖= sup

t∈[0,1]

{| x(t) |, t ∈ [0, 1]}

Maintenant, on dé�nit l’opérateur

A : X −→ X.
x(t) −→ Ax(t).

Tell que :∀t ∈ [0, 1], on a :

Ax(t) =
1

Γ(α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1f(s, x(s))ds

− λ

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1x(s)ds

+ tβ
Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + p)

∫ η

0

(η − s)α+β+p−1f(s, x(s))ds

− tβ λΓ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p)

∫ η

0

(η − s)β+P−1x(s)dS

− tβ Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + 1)

∫ 1

0

(1− s)α+βf(s, x(s))ds

+ tβ
λΓ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p)

∫ 1

0

(1− s)β+p−1x(s)ds

+

[
tβ

Γ(β + p+ 1)(ηp − 1)

(1− ηβ+pΓ(β + 1)Γ(p+ 1)
+ 1

] ∫ 1

0

g(s)x(s)ds.

(2.9)

Il convient de noter que le problème (2.1) a des solution si et seulement si l’opérateur A a des points
�xes.

0.3 Existence et unicité

On va donner l’unicité de la solution du problème fractionnaire (2.1), en utilisant le théorème de
contraction de Banach.

Théorème 7 : [3, 4] Soit f : [0, 1]× R→ R est une fonction continue. On suppose que :

(H1) : Il existe une constante k > 0 telle que :

| f(t, x)− f(t, y) |≤ k | x− y |,
pour tout t ∈ [0, 1], et x, y ∈ R
(H2) : La fonction g est continue sur [0, 1] et | g(t) |6Mg.
(H3) : M < 1 , où M dé�nies par :

M =
K

Γ(α + β + 1)
+

| λ |
Γ(β + 1)

+
KΓ(β + p+ 1)ηα+β+p

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + p+ 1)
+

| λ | ηβ+p

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)

+
KΓ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + 2)
+

| λ |
Γ(β + 1)(1− ηβ+p)

+

[
Γ(β + p+ 1)(ηp − 1)

(1− ηβ+p)Γ(β + 1)Γ(p+ 1)
+ 1

]
Mg.
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Alors, il existe une solution unique pour le problème (2.1).

Preuve. Le théoréme de contraction de Banach appui sur le fait que si A est un opérateur contrac-
tant, alors il existe un point �xe pour A. De là vient l’idée de chercher l’existence d’une constante
M > 0 .
pour tout x, y ∈ Xet t ∈ [0, 1], alors on montre qu’il existe M tel que :

‖ A(x)− A(y) ‖< M ‖ x− y ‖X avec M < 1.

soient x, y ∈ X Alors :

| Ax(t)− Ay(t) | =
∣∣∣ 1

Γ(α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1f(s, x(s))ds

− λ

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1x(s)ds

+ tβ
Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + p)

∫ η

0

(η − s)α+β+p−1f(s, x(s))ds

− tβ
λΓ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p)

∫ η

0

(η − s)β+P−1x(s)dS

− tβ
Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + 1)

∫ 1

0

(1− s)α+βf(s, x(s))ds

+ tβ
λΓ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p)

∫ 1

0

(1− s)β+p−1x(s)ds

+

[
tβ

Γ(β + p+ 1)(ηp − 1)

(1− ηβ+pΓ(β + 1)Γ(p+ 1)
+ 1

] ∫ 1

0

g(s)x(s)ds

− 1

Γ(α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1f(s, y(s))ds

+
λ

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1y(s)ds+ tβ
λΓ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)

1

Γ(β + p)

∫ η

0

(η − s)β+P−1y(s)ds

+ tβ
Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)

1

Γ(α + β + 1)

∫ 1

0

(1− s)α+βf(s, y(s))ds

− tβ
λΓ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p)

∫ 1

0

(1− s)β+p−1y(s)ds

−
[
tβ

Γ(β + p+ 1)(ηp − 1)

(1− ηβ+p)Γ(β + 1)Γ(p+ 1)
+ 1

] ∫ 1

0

g(s)y(s)ds
∣∣∣.
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D’où,

| Ax(t)− Ay(t) | 6 1

Γ(α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 | f(s, x(s))− f(s, y(s)) | ds

+
| λ |
Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1 | x(s)− y(s) | ds

+ tβ
Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + p)

∫ η

0

(η − s)α+β+p−1 | f(s, x(s))− f(s, y(s)) | ds

+ tβ
| λ | Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p)

∫ η

0

(η − s)β+P−1 | x(s)− y(s) | ds

+ tβ
Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + 1)

∫ 1

0

(1− s)α+β | f(s, x(s))− f(s, y(s)) | ds

+ tβ
| λ | Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p)

∫ 1

0

(1− s)β+p−1 | x(s)− y(s) | ds

+

[
tβ

Γ(β + p+ 1)(ηp − 1)

(1− ηβ+p)Γ(β + 1)Γ(p+ 1)
+ 1

] ∫ 1

0

g(s) | x(s)− y(s) | ds.

En utilisant les hypothèses (H1) et (H2), on obtient :

| Ax(t)− Ay(t) | 6 K

Γ(α + β)
sup
t∈[0,1]

| x(t)− y(t) |
∫ t

0

(t− s)α+β−1ds

+
| λ |
Γ(β)

sup
t∈[0,1]

| x(s)− y(s) |
∫ t

0

(t− s)β−1ds

+ tβ
KΓ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + p)
sup
t∈[0,1]

| x(t)− y(t) |
∫ η

0

(η − s)α+β+p−1ds

+ tβ
| λ | Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p)
sup
t∈[0,1]

| x(s)− y(s) |
∫ η

0

(η − s)β+P−1ds

+ tβ
KΓ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + 1)
sup
t∈[0,1]

| x(t)− y(t) |
∫ 1

0

(1− s)α+βds

+ tβ
| λ | Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p)
sup
t∈[0,1]

| x(s)− y(s) |
∫ 1

0

(1− s)β+p−1ds

+

[
tβ

Γ(β + p+ 1)(ηp − 1)

(1− ηβ+p)Γ(β + 1)Γ(p+ 1)
+ 1

]
sup
t∈[0,1]

| x(s)− y(s) |
∫ 1

0

| g(s) | ds.
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Par calcule simple, on trouve que :

| Ax(t)− Ay(t) | 6 Ktα+β

Γ(α + β + 1)
sup
t∈[0,1]

| x(t)− y(t) |

+
tβ | λ |

Γ(β + 1)
sup
t∈[0,1]

| x(s)− y(s) |

+ tβ
KΓ(β + p+ 1)ηα+β+p

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)
sup
t∈[0,1]

| x(t)− y(t) |

+ tβ
| λ | ηβ+p

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p)
sup
t∈[0,1]

| x(s)− y(s) |

+ tβ
KΓ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + 2)
sup
t∈[0,1]

| x(s)− y(s) |

+ tβ
| λ |

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)
sup
t∈[0,1]

| x(s)− y(s) |

+

[
tβ

Γ(β + p+ 1)(ηp − 1)

(1− ηβ+p)Γ(β + 1)Γ(p+ 1)
+ 1

]
sup
t∈[0,1]

| x(s)− y(s) |Mg.

En passant à la norme, on trouve :

‖ Ax− Ay ‖ 6 Ktα+β

Γ(α + β + 1)
‖ x− y ‖

+
tβ | λ |

Γ(β + 1)
‖ x− y ‖

+ tβ
KΓ(β + p+ 1)ηα+β+p

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + p+ 1)
‖ x− y ‖

+ tβ
| λ | ηβ+p

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)
‖ x− y ‖

+ tβ
KΓ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + 2)
‖ x− y ‖ +tβ

| λ |
Γ(β + 1)(1− ηβ+p)

‖ x− y ‖

+

[
tβ

Γ(β + p+ 1)(ηp − 1)

(1− ηβ+p)Γ(β + 1)Γ(p+ 1)
+ 1

]
Mg ‖ x− y ‖ .

Donc comme t ∈ [0, 1] on à :

‖ Ax− Ay ‖ 6 [
K

Γ(α + β + 1)

+
| λ |

Γ(β + 1)
+

KΓ(β + p+ 1)ηα+β+p

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + p+ 1)

+
| λ | ηβ+p

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)
+

KΓ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + 2)
+

| λ |
Γ(β + 1)(1− ηβ+p)

+

[
Γ(β + p+ 1)(ηp − 1)

(1− ηβ+p)Γ(β + 1)Γ(p+ 1)
+ 1

]
Mg] ‖ x− y ‖X .

D’où :
‖ Ax− Ay ‖6M ‖ x− y ‖ (2.10)

tel que :
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M =
K

Γ(α + β + 1)
+

| λ |
Γ(β + 1)

+
KΓ(β + p+ 1)ηα+β+p

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + p+ 1)
+

| λ | ηβ+p

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)

+
KΓ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + 2)
+

| λ |
Γ(β + 1)(1− ηβ+p)

+

[
Γ(β + p+ 1)(ηp − 1)

(1− ηβ+p)Γ(β + 1)Γ(p+ 1)
+ 1

]
Mg.

D’aprés (H3) l’opérateur A est contractante, par conséquent le probléme (2.1) admet une seule so-
lution.
Exemple.
On considére le problème suivante :

cD
3
4 (cD

1
2 + 1

10
)x(t) = f(t, x(t)), t = [0, 1],

x(0) =
∫ 1

0
1

19+2tx(s)ds,

Ipx(1) = 1,

(2.11)

où :

f(t, x(t)) =
x(t)√
t+ 100

+ cost

on a :

∣∣∣f(t, x(t))− f(t, y(t))
∣∣∣ 6

1√
t+ 100

| x(t)− y(t) |

6
1

10
| x(t)− y(t) |

Donc (H1) est satisfaite avec K = 1
10

Aussi on a : ∣∣∣ 1
19+2t

∣∣∣ 6 1
20

Donc (H2) est satisfaite avec Mg = 1
20
.

Par suite :

M =
0, 5

Γ(0, 75 + 0, 5 + 1)
+

| 0, 1 |
Γ(0, 5 + 1)

+
0, 1Γ(0, 5 + 0, 5 + 1)(0, 6)0,75+0,5+0,5

Γ(0, 5 + 1)(1− (0, 6)0,5+0,1)Γ(0, 75 + 0, 5 + 0, 5 + 1)
+

| 0, 1 | (0, 6)0,5+0,5

Γ(0, 5 + 1)(1− 0, 60,5+0,5)

+
0, 1Γ(0, 5 + 0, 1 + 1)

Γ(0, 5 + 1)(1− 0, 60,5+0,1)Γ(0, 75 + 0, 5 + 2)
+

| 0, 1 |
Γ(0, 5 + 1)(1− 0, 60,5+0,1)

+

[
Γ(0, 5 + 0, 5 + 1)(0, 60,5 − 1)

(1− 0, 60,5+0,5)Γ(0, 5 + 1)Γ(0, 5 + 1)
+ 1

]
0, 05 ≈ 0, 2321.
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Ainsi toutes les hypothèses du Théorème7 sont satisfaites, par conséquent le problème (2.11 ) pos-
sède une unique solution.

0.4 Existence

0.5 Résulta d’existence via le théoréme du point �xe de Krasnoselskii

Théorème 8.[3, 4] Soit f : [0, 1]×R→ R une fonction continue, on suppose que (H1), (H2) et les
hypothèses suivantes sont satisfaites :

(H4) : Il existe une constante M > 0 telle que :| f(t, x(t)) |≤M , pour tout t ∈ [0, 1] et x ∈ R
(H5) : S < 1, où :

S =
KΓ(β + p+ 1)ηα+β+p

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + p+ 1)
+

| λ | ηβ+p

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)

+
KΓ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + 2)
+

| λ | Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p+ 1)

+

[
Γ(β + p+ 1)(ηp − 1)

(1− ηβ+p)Γ(β + 1)Γ(p+ 1)
+ 1

]
Mg.

Alors, le probléme admet au moins une solution.

Preuve : Pour montrer l’existence de la solution du (2.1), il su�t de véri�er les condition du théorème
du point �xe de Krasnoselskii ( théorème 5).
On �xe : r ≥ L, où :

L =
M

Γ(α + β + 1)
+
| λ | r

Γ(β + 1)
+

Γ(β + p+ 1)Mηα+β+p

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + p+ 1)

+
| λ | ηβ+pr

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p)
+

Γ(β + p+ 1)r

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)(α + β)Γ(α + β + 1)

+
| λ | r

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)
+

[
Γ(β + p+ 1)(ηp − 1)

(1− ηβ+p)Γ(β + 1)Γ(p+ 1)
+ 1

]
rMg.

On considère l’ensemble suivant :

Br = {x ∈ X :‖ x ‖X6 r}

On dé�nit deux opérateur A1 et A2 sur Br comme suite

A1x(t) =
1

Γ(α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1f(s, x(s))ds− λ

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1x(s)ds.
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Et :
A2x(t) = tβ

Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + p)

∫ η

0

(η − s)α+β+p−1f(s, x(s))ds

− tβ λΓ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p)

∫ η

0

(η − s)β+P−1x(s)dS

− tβ Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + 1)

∫ 1

0

(1− s)α+βf(s, x(s))ds

+ tβ
λΓ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p)

∫ 1

0

(1− s)β+p−1x(s)ds

+

[
tβ

Γ(β + p+ 1)(ηp − 1)

(1− ηβ+pΓ(β + 1)Γ(p+ 1)
+ 1

] ∫ 1

0

g(s)x(s)ds.

Etape 1 :

On montrer que si x, y ∈ Br ⇒ A1x(t) + A2y(t) ∈ Br, c’est a dire :

‖ A1x+ A2y ‖X6 r.

Soit x, y ∈ Br et t ∈ [0, 1], on a :

| A1x(t) + A2y(t) | =| 1

Γ(α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1f(s, x(s))ds− λ

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1x(s)ds

+ tβ
Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + p)

∫ η

0

(η − s)α+β+p−1f(s, y(s))ds

− tβ λΓ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p)

∫ η

0

(η − s)β+P−1y(s)dS

− tβ Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + 1)

∫ 1

0

(1− s)α+βf(s, y(s))ds

+ tβ
λΓ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p)

∫ 1

0

(1− s)β+p−1y(s)ds

+

[
tβ

Γ(β + p+ 1)(ηp − 1)

(1− ηβ+pΓ(β + 1)Γ(p+ 1)
+ 1

] ∫ 1

0

g(s)y(s)ds.

Alors :

| A1x(t) + A2y(t) | 6 1

Γ(α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 | f(s, x(s)) | ds+
| λ |
Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1 | x(s) | ds

+ tβ
Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + p)

∫ η

0

(η − s)α+β+p−1 | f(s, y(s)) | ds

+ tβ
| λ | Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p)

∫ η

0

(η − s)β+P−1 | y(s) | dS

+ tβ
Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + 1)

∫ 1

0

(1− s)α+β | f(s, y(s)) | ds

+ tβ
| λ | Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p)

∫ 1

0

(1− s)β+p−1 | y(s) | ds

+

[
tβ

Γ(β + p+ 1)(ηp − 1)

(1− ηβ+p)Γ(β + 1)Γ(p+ 1)
+ 1

] ∫ 1

0

| g(s) || y(s) | ds.
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En appliquant les hypothèses (H2) et (H4), on trouve :

| A1x(t) + A2y(t) | 6 1

Γ(α + β)
sup
t∈[0,1]

| f(s, x(s)) |
∫ t

0

(t− s)α+β−1ds

+
| λ |
Γ(β)

sup
t∈[0,1]

| x(s) |
∫ t

0

(t− s)β−1ds

+ tβ
Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + p)
sup
t∈[0,1]

| f(s, y(s)) |
∫ η

0

(η − s)α+β+p−1ds

+ tβ
| λ | Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p)
sup
t∈[0,1]

| y(s) |
∫ η

0

(η − s)β+P−1dS

+ tβ
Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + 1)
sup
t∈[0,1]

| f(s, y(s)) |
∫ 1

0

(1− s)α+βds

+ tβ
| λ | Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p)
sup
t∈[0,1]

| y(s) |
∫ 1

0

(1− s)β+p−1ds

+

[
tβ

Γ(β + p+ 1)(ηp − 1)

(1− ηβ+p)Γ(β + 1)Γ(p+ 1)
+ 1

]
sup
t∈[0,1]

| y(s) |
∫ 1

0

| g(s) | ds.

Par suite :

‖ A1x+ A2y ‖ 6
MTα+β

Γ(α + β + 1)
+
| λ | T βr
Γ(β + 1)

+ T β
Γ(β + p+ 1)Mηα+β+p

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + p+ 1)

+ T β
| λ | ηβ+pr

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p)
+ T β

Γ(β + p+ 1)r

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)(α + β)Γ(α + β + 1)

+ T β
| λ | r

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)
+

[
T β

Γ(β + p+ 1)(ηp − 1)

(1− ηβ+p)Γ(β + 1)Γ(p+ 1)
+ 1

]
rMg.

Donc :

‖ A1x+ A2y ‖ 6
M

Γ(α + β + 1)
+
| λ | r

Γ(β + 1)
+

Γ(β + p+ 1)Mηα+β+p

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + p+ 1)

+
| λ | ηβ+pr

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p)
+

Γ(β + p+ 1)r

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)(α + β)Γ(α + β + 1)

+
| λ | r

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)
+

[
Γ(β + p+ 1)(ηp − 1)

(1− ηβ+p)Γ(β + 1)Γ(p+ 1)
+ 1

]
rMg := L.

(2.12)
Alors pour tout x, y ∈ [0, 1], on trouve A1x(t) + A2y(t) ∈ Br.

Etape 2 :

1. On montre que A1 est continue.
Soit (xn)n∈N ⊂ X une suite telle que : xn → x dans X. Alors pour tout t ∈ [0, 1], on a :

| A1(xn(t)− A1(x)(t) | =
∣∣∣ 1

Γ(α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1f(s, xn(s))ds

− λ

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1xn(s)ds− 1

Γ(α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1f(s, x(s))ds

+
λ

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1x(s)ds.
∣∣∣
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Ce qui donne :

| A1(x)n(t)− A1(x)(t) | =
1

Γ(α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1
∣∣∣f(s, xn(s))− f(s, x(s))

∣∣∣ds
− λ

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1
∣∣∣xn(s)− x(s)ds.

∣∣∣
Comme f est une fonction continue, alors :

‖ A1(xn)− A1(x) ‖∞→ 0 quand n→∞ (2.13)

D’où, A1 est continue sur X

2. On montre que A1 est compact.
Pour établir la compacité de l’opérateurA1, il su�t de prouver queA1(Br)est relativement compacte
en utilisant le théoréme d’Ascoli-Arzela.

a) A1(Br) est borné.
Il su�t de montrer que pour tout r > 0, il exixte une constante positive ρ tel que pour tout t ∈ [0, 1]
et x ∈ Br, avec Br = {x ∈ X :‖ x ‖x6 r}, on trouve : ‖ A1(x) ‖x6 ρ.
On a :

| A1x(t) | =
∣∣∣ 1

Γ(α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1f(s, x(s))ds

− λ

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1x(s)ds
∣∣∣

6
1

Γ(α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1
∣∣∣f(s, x(s))

∣∣∣ds
+
| λ |
Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1
∣∣∣x(s)

∣∣∣ds.
En appliquant l’hypothése (H4), on trouve :

| A1x(t) | = M

Γ(α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 +
| λ |
Γ(β)

sup
t∈[0,1]

| x(t) |
∫ t

0

(t− s)β−1ds.

Par suite :
‖ A1x ‖ =

Mtα+β

Γ(α + β + 1)
+
r | λ | tβ

Γ(β + 1)
:= ρ (2.14)

De (2.11), ona :
‖ A1x ‖6 ρ

Donc A1(Br) est uniformément borné.
b) A1(Br) est équicontinue.
Soit x ∈ Br, pour tout t1, t2 ∈ [0, 1], t1 < t2 :

| A1(x)(t2)− A1(x)(t1) | =
∣∣∣ 1

Γ(α + β)

∫ t2

0

(t2 − s)α+β−1f(s, x(s))ds

− λ

Γ(β)

∫ t2

0

(t2 − s)β−1x(s)ds

− 1

Γ(α + β)

∫ t1

0

(t1 − s)α+β−1f(s, x(s))

+
λ

Γ(β)

∫ t1

0

(t1 − s)β−1x(s)ds
∣∣∣.
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Par suite :

| A1(x)(t2)− A1(x)(t1) | =
∣∣∣ 1

Γ(α + β)

[∫ t1

0

(t2 − s)α+β−1f(s, x(s))ds+

∫ t2

t1

(t2 − s)α+β−1f(s, x(s))ds

]
− λ

Γ(β)

[∫ t1

0

(t2 − s)β−1x(s)ds+

∫ t2

t1

(t2 − s)β−1x(s)ds

]
− 1

Γ(α + β)

∫ t1

0

(t1 − s)α+β−1f(s, x(s))

+
λ

Γ(β)

∫ t1

0

(t1 − s)β−1x(s)ds
∣∣∣.

Alors :

| A1(x)(t2)− A1(x)(t1) | =
∣∣∣ 1

Γ(α + β)

[∫ t1

0

(t2 − s)α+β−1 − (t1 − s)α+β−1

]
f(s, x(s))ds

+
λ

Γ(β)

[∫ t1

0

(t1 − s)β−1 − (t2 − s)β−1x(s)

]
ds

− λ

Γ(β)

∫ t2

t1

(t2 − s)β−1x(s)ds

+
1

Γ(α + β)

∫ t2

t1

(t2 − s)α+β−1f(s, x(s))ds
∣∣∣.

Ce qui donne :

| A1(x)(t2)− A1(x)(t1) | 6
1

Γ(α + β)

∫ t1

0

[
(t2 − s)α+β−1 − (t1 − s)α+β−1

] ∣∣∣f(s, x(s))
∣∣∣ds

+
| λ |
Γ(β)

[∫ t1

0

(t1 − s)β−1 − (t2 − s)β−1

] ∣∣∣x(s)
∣∣∣ds

− | λ |
Γ(β)

∫ t2

t1

(t2 − s)β−1
∣∣∣x(s)

∣∣∣ds
+

1

Γ(α + β)

∫ t2

t1

(t2 − s)α+β−1
∣∣∣f(s, x(s))

∣∣∣ds.
On appliquant l’hypothése (H4), on trouvé :

| A1(x)(t2)− A1(x)(t1) |6 M

Γ(α + β)

∫ t1

0

[
(t2 − s)α+β−1 − (t1 − s)α+β−1

]
ds

+
r | λ |
Γ(β)

∫ t1

0

[
(t1 − s)β−1 − (t2 − s)β−1

]
− r | λ |

Γ(β)

∫ t2

t1

(t2 − s)β−1ds

+
M

Γ(α + β)

∫ t2

t1

(t2 − s)α+β−1ds.

On a : ∫ t1

t0

(t2 − s)α+β−1ds = −(t2 − t1)α+β

α + β
+

tα+β
2

α + β
.∫ t1

t0

(t1 − s)α+β−1ds =
tα+β
1

α + β
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∫ t1

t0

(t1 − s)β−1ds =
tβ1
β∫ t1

t0

(t2 − s)β−1ds = −(t2 − t1)β

β
+
tβ2
β∫ t2

t1

(t2 − s)β−1ds =
(t2 − t1)β

β∫ t2

t1

(t2 − s)α+β−1ds =
(t2 − t1)α+β

α + β

Alors :
‖ A1(x)(t2)− A1(x)(t1) ‖6 M

Γ(α + β + 1)

[
−(t2 − t1)α+β + tα+β

2 − tα+β
1

]
+

r | λ |
Γ(β + 1)

[
tβ1 − t

β
2 − (t2 − t1)β

]
− r | λ |

Γ(β)

[
(t2 − t1)β

]
+

M

Γ(α + β + 1)

[
(t2 − t1)α+β

]
.

Par suite :

‖ A1(x)(t2)− A1(x)(t1) ‖∞6
M

Γ(α + β + 1)

[
tα+β
2 − tα+β

1 + (t2 − t1)α+β
]

+
r | λ |

Γ(β + 1)

[
tβ1 − t

β
2 − (t2 − t1)β

]
− r | λ |

Γ(β)

[
(t2 − t1)β

]
.

(2.15)

Alors pour t1 → t2, on va avoir :

‖ A1(x)(t2)− A1(x)(t1) ‖∞→ 0. (2.16)

Donc, A1(Br) est équicontinue.
D’où d"aprés (a) et (b) et le théoréme d’Ascoli- Arzelà, A1 est relativement compact sur Br.
Etape 3 :

On montre que A2 est contractante.
Soient x, y ∈ Br, t ∈ [0, 1], on a :

| A2x(t)− A2y(t) | = tβ
Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + p)

∫ η

0

(η − s)α+β+p−1
∣∣∣f(s, x(s))− f(s, y(s))

∣∣∣ds
+ tβ

| λ | Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p)

∫ η

0

(η − s)β+P−1
∣∣∣x(s)− y(t)

∣∣∣dS
+ tβ

Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + 1)

∫ 1

0

(1− s)α+β
∣∣∣f(s, x(s))− f(s, y(s))

∣∣∣ds
+ tβ

| λ | Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p)

∫ 1

0

(1− s)β+p−1
∣∣∣x(s)− y(s)

∣∣∣ds
+

[
tβ

Γ(β + p+ 1)(ηp − 1)

(1− ηβ+p)Γ(β + 1)Γ(p+ 1)
+ 1

] ∫ 1

0

g(s)
∣∣∣x(s)− y(t)

∣∣∣ds.
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En utilisant les hypothéses (H1) et (H2), on obtient :

| A2x(t)− A2y(t) | 6 tβ
K ‖ x− y ‖ Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + p)

∫ η

0

(η − s)α+β+p−1ds

+ tβ
‖ x− y ‖| λ | Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p)

∫ η

0

(η − s)β+P−1dS

+ tβ
K ‖ x− y ‖ Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + 1)

∫ 1

0

(1− s)α+βds

+ tβ
‖ x− y ‖| λ | Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p)

∫ 1

0

(1− s)β+p−1ds

+

[
tβ

Γ(β + p+ 1)(ηp − 1)

(1− ηβ+p)Γ(β + 1)Γ(p+ 1)
+ 1

]
Mg ‖ x− y ‖

∫ 1

0

1ds.

Par calcule simple, on trouve :

| A2x(t)− A2y(t) | 6 tβ
KΓ(β + p+ 1)ηα+β+p

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + p+ 1)
‖ x− y ‖

+ tβ
| λ | ηβ+p

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)
‖ x− y ‖

+ tβ
KΓ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + 2)
‖ x− y ‖

+ tβ
| λ | Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p+ 1)
‖ x− y ‖

+

[
tβ

Γ(β + p+ 1)(ηp − 1)

(1− ηβ+p)Γ(β + 1)Γ(p+ 1)
+ 1

]
Mg ‖ x− y ‖ .

Et comme t ∈ [0, 1], on a :

‖ A2x− A2y ‖∞ 6
KΓ(β + p+ 1)ηα+β+p

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + p+ 1)
‖ x− y ‖

+
| λ | ηβ+p

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)
‖ x− y ‖

+
KΓ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + 2)
‖ x− y ‖

+
| λ | Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p+ 1)
‖ x− y ‖

+

[
Γ(β + p+ 1)(ηp − 1)

(1− ηβ+p)Γ(β + 1)Γ(p+ 1)
+ 1

]
Mg ‖ x− y ‖ .

D’où :

‖ A2x− A2y ‖∞ 6 S ‖ x− y ‖ . (2.17)

Tel que :
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S =
KΓ(β + p+ 1)ηα+β+p

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + p+ 1)
+

| λ | ηβ+p

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)

+
KΓ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(α + β + 2)
+

| λ | Γ(β + p+ 1)

Γ(β + 1)(1− ηβ+p)Γ(β + p+ 1)

+

[
Γ(β + p+ 1)(ηp − 1)

(1− ηβ+p)Γ(β + 1)Γ(p+ 1)
+ 1

]
Mg.

Donc, l’opérateur A est contractante.

Graces aux étapes 1, 2, 3, et d’aprés le théoréme du point �xe de krasnosselski, on déduit que le
probléme (2.1) admet au moins une solution.
Exemple.
Soit le problème fractionnaire suivante :

cD
7
8 (cD

5
6 + 1

14
)x(t) = f(t, x(t),cD

1
3x(t)), t = [0, 1],

x(0) =
∫ 1

0
cos(t)√
2t+144

x(s)ds,

x(1) = 1
10
,

(2.18)

où :

f(t, x(t),cD
1
2x(t)) =

x(t)

3et + 7
+

cD
1
2x(t)

e2t + 9
+

sin(t)

10 + t2

on a :

∣∣∣f(t, x(t),cD
1
2x(t))− f(t, y(t),cD

1
2y(t))

∣∣∣ 6
1

3et + 7
| x(t)− y(t) | + 1

e2t + 9
|c D

1
2x(t)−c D

1
2y(t) |

6
1

10
(| x(t)− y(t) | + |c D

1
2x(t)−c D

1
2y(t) |)

Donc (H1) est satisfaite avec K = 1
10

Aussi on a : ∣∣∣ cos(t)√
2t+144

∣∣∣ 6 1√
2t+144

6 1
12
.

Par conséquent

S =
0, 1Γ(0, 83 + 0, 1 + 1)(0, 6)0,87+0,83+0,1

Γ(0, 83 + 1)(1− (0, 6)0,83+0,1)Γ(0, 87 + 0, 83 + 0, 1 + 1)
+

| 0, 1 | (0, 6)0,83+0,1

Γ(0, 83 + 1)(1− (0, 6)0,83+0,1)

+
0, 1Γ(0, 83 + 0, 1 + 1)

Γ(0, 83 + 1)(1− (0, 6)0,83+0,1)Γ(0, 87 + 0, 83 + 2)
+

| 0, 1 | Γ(0, 83 + 0, 1 + 1)

Γ(0, 83 + 1)(1− (0, 6)0,83+0,1)Γ(0, 83 + 0, 1 + 1)

+

[
Γ(0, 83 + 0, 1 + 1)((0, 6)0,1 − 1)

(1− (0, 6)0,83+0,1)Γ(0, 83 + 1)Γ(0, 1 + 1)
+ 1

]
0, 083 ≈ 0, 65821.

Ainsi toutes les hypothèses du Théorème8 sont satisfaites, par conséquent le problème (2.18 ) poos-
sède une unique solution.
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Chapitre 3
Stabilité au sens de Ulam-Hyers

La stabilité des équations fonctionnelles a été soulevée par Ulam en 1940 dans un discours prononcé
à l’Université du Wisconsin [16]. La première réponse au problème posé par Ulam a été donnée par
Hyers en 1941 dans [17]. Par la suite, ce type de stabilité est appelée la stabilité au sens d’Ulam-Hyers.
En 1978, Rassias [18] a fourni une généralisation remarquable de la stabilité au sens d’Ulam-Hyers.
Une attention considérable a été accordée à l’étude de la stabilité au sens d’Ulam-Hyers et au sens
d’Ulam-Hyers-Rassias d’équations di�érentielles, pour plus de détails, voir [?, ?]. Dans ce chapitre,
on traite la stabilité du problème traité dans le chapitre 2. [1, 2]

1 Stabilité d’une équation di�érentielles avec deuxdérive frac-
tionnaire au sens de Caputo.

On concidére le méme probléme traitè dans le chapitre 2 :

cDα(cDβ + λ)x(t) = f(t, x(t)), t = [0, 1],

x(0) =
∫ 1

0
g(x)x(s)ds,

Ipx(1) = Ipx(η),

(3.1)

Dé�nition 2.1.5 On dit que l’équation (3.1) est stable au sens à Ulam-Hyers s’il existe une constante
positive dϕ > 0 tel que quelque soit σ > 0 et pour toute solution v ∈ W qui satisfait :

|c Dα(cDβ + λ)v(t)− f(t, v(t)) |6 σ, t ∈ [0, 1], 0 < α < 1 (3.2)

Il existe une solution u ∈ W qui satisfait :

| v(t)− u(t) |6 dϕσ, t ∈ [0, 1] (3.3)
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1.1 Stabilité au sens de Ulam-Hyers généralisé

Dé�nition 2.1.6 On dit que l’équation (3. 1) est stable au sens d’Ulam-Hyerss généralisé s’il existe
une fonction hϕ ∈ c(R+,R+) tel que quelque soit, wϕ(0) = 0 et pour tout solution v ∈ W qui
satisfait

|c Dα(cDβ + λ)v(t)− f(t, v(t)) |6 σ, t ∈ [0, 1], 0 < α < 1 (3.4)

il existe une solution u ∈ W qui satisfait

| v(t)− u(t) |6 hϕ(σ) , t ∈ [0, 1] (3.5)

1.2 Stabilité au sens de Ulam-Hyers Rassias

Dé�nition 2.1.6 On dit que l’équation (3.1) est stable au sens Ulam-Hyers Rassias par rapport à
g ∈ W s’il existe un nombre réel dϕ > 0 tel que quelque soit σ > 0 et pour toute solution v ∈ W
qui satisfait :

|c Dα(cDβ + λ)v(t)− f(t, v(t)) |6 σg(t), t ∈ [0, 1] (3.6)

il existe une solution u ∈ W qui satisfait

| v(t)− u(t) |6 dϕσg(t), t ∈ [0, 1] (3.7)

1.3 Stabilité au sens de Ulam-Hyers Rassias généralisé

Dé�nition 2.1.6

On dit que l’équation (3.1) est stable au sens d’Ulam-Hyers Rassias généralisé par rapport à g ∈ W
s’il existe un nombre réel dϕ,g > 0 , tel que pour tout solution v ∈ W qui satisfait :

|c Dα(cDβ + λ)v(t)− f(t, v(t)) |6 g(t), t ∈ [0, 1]. (3.8)

Il existe une solution u ∈ W qui satisfait :

| v(t)− u(t) |6 dϕ,gg(t), t ∈ [0, 1] (3.9)

Remarque : Une fonction v ∈ W est une solution de l’inégalité (3. 2) si et seulement il existe une
fonction : [0, 1]→ R telle que
(1) : | (t) |6 σ, t ∈ [0, 1].
(2) : cDα(cDβ + λ)v(t) = f(t, v(t)) + (t), t ∈ [0, 1].
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1.4 Étude de la Stabilité

Théorème. Supposons que : ϕ : [0, 1]× R× R→ R est une fonction continue satisfaisant
(H1). Si

ωTα+β

Γ(α + β + 1)
+ | λ | T β

Γ(β + 1)
6 1. (3.10)

Alors (3.1) est stable au sens Ulam-Hyers et par conséquent, est stable au sens Ulam-Hyers généralisé.
Prouve. Soit σ > 0 et soit v ∈ W qui satisfait l’inégalité :

|c Dα(cDβ + λ)v(t)− f(t, v(t)) |6 σ, t ∈ [0, 1]. (3.11)

Et notons u ∈ W l’unique solution du problème
cDα(cDβ + λ)x(t) = f(t, x(t)), t = [0, 1], 0 < α, β < 1

u(0) = v(0),

Ipu(1) = Ipv(1), Ipu(η) = Ipv(η),

En utilisant le Lemme 3, on a :

u(t) = Iα+βh(t)− λIβx(t) + c0
tβ

Γ(β + 1)
+ c1.

Et par intégration de l’inégalité (3.2), on obtient

∣∣∣v(t)− Iα+βhv(t)− λIβv(t) + b0
tβ

Γ(β + 1)
+ b1

∣∣∣ 6 σtα+β

Γ(α + β + 1)

6
σTα+β

Γ(α + β + 1)
.

Par contre, si U(0) = v(0) et IpU(1) = Ipv(1) et IpU(η) = Ipv(η), alors
c0 = b0 et c1 = b1.
Pour tout t ∈ [0, 1], on a

v(t)− u(t) = v(t)− Iα+βhu(t)− λIβu(t) + b0
tβ

Γ(β + 1)
+ b1

+ Iα+β(hv(t)− hu(t))− λIβ(v(t)− u(t)).

Tel que

hu(t) = f(t, u(t)) et hv(t) = f(t, u(t))

Alors

Iα+β(hv(t)− hu(t)) = Iα+β [f(t, u(t))− f(t, v(t))]

=
1

Γ(α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 [f(s, u(s))− f(t, v(t))] .ds
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En utilisant (H1), on obtient

∣∣∣Iα+β(hv(t)− hu(t))
∣∣∣ 6 1

Γ(α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 ‖ u(s)− v(t) ‖W ds.

Cela donne

∣∣∣v(t)− u(t)
∣∣∣ =

∣∣∣v(t)− Iα+βhu(t)− λIβu(t) + b0
tβ

Γ(β + 1)
+ b1

∣∣∣
+

1

Γ(α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 ‖ u(s)− v(t) ‖W ds.

+
| λ |
Γ(β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 ‖ u(s)− v(t) ‖W ds.

Ce qui implique que

∣∣∣v(t)− u(t)
∣∣∣ 6 εTα+β

Γ(α + β + 1)
+

[
ωTα+β

Γ(α + β + 1)
+
| λ | T β

Γ(β + 1)

]
‖ u(s)− v(t) ‖W .

Par conséquent

‖ u(s)− v(t) ‖W
(

1−
[

ωTα+β

Γ(α + β + 1)
+
| λ | T β

Γ(β + 1)

])
6

σTα+β

Γ(α + β + 1)

Alors, pour chaque t ∈ [0, 1]∣∣∣v(t)− u(t)
∣∣∣ 6 Tα+β

Γ(α + β + 1)
(

1−
[

ωTα+β

Γ(α+β+1)
+ |λ|Tβ

Γ(β+1)

]
)
)

Γ(α + β + 1)
σ := dσ.

Par conséquent, le problème de la valeur limite fractionnaire (3.1) est stable à Ulam-Hyers. Par
prendre h(σ) = dσ, h(0) = 0 donne que le problème de la valeur limite fractionnaire (3.1) stable
Ulam-Hyers généralisée.

Théorème. Soit ϕ : [0, 1] × R × R → R une fonction continue et supposons que (H1) et (3.4)
sont satisfaites. De plus, l’hypothèse suivante est satisfaite
(H2) : Il existe une fonction g ∈ C([0, 1],R+) et il existe ηg > 0 tel que pour tout t ∈ [0, 1]

1

Γ(α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1g(s)ds 6 ηgg(t). (3.12)

Alors le problème de la valeur limite fractionnaire (3.1) est Ulam-Hyers-Rassias stable.
Preuve
Soitv ∈ W une solution de l’inégalité (3.5), i.e.

|c Dα(cDβ + λ)v(t)− f(t, v(t)) |6 g(t), t ∈ [0, 1]. (3.13)
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Soit u ∈ W l’unique solution du problème
cDα(cDβ + λ)u(t) = f(t, x(t)), t = [0, 1], 0 < α, β < 1

u(0) = v(0),

Ipu(1) = Ipv(1), Ipu(η) = Ipv(η),

En utilisant le Lemme 3, on trouve

u(t) = Iα+βh(t)− λIβx(t) + c0
tβ

Γ(β + 1)
+ c1.

Et par intégration de l’inégalité (3.2), on obtient

∣∣∣v(t)− Iα+βhv(t)− λIβv(t) + b0
tβ

Γ(β + 1)
+ b1

∣∣∣ 6 σ

Γ(α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1g(s)ds 6 σηgg(t).

En utilisant (H1), on a∣∣∣v(t)− u(t)
∣∣∣ =

∣∣∣v(t)− Iα+βhu(t)− λIβu(t) + b0
tβ

Γ(β + 1)
+ b1

∣∣∣
+

1

Γ(α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 ‖ u(s)− v(t) ‖W ds.

+
| λ |
Γ(β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 ‖ u(s)− v(t) ‖W ds.

En utilisant (H2), on peut écrire∣∣∣v(t)− u(t)
∣∣∣ 6 [ ωTα+β

Γ(α + β + 1)
+
| λ | T β

Γ(β + 1)

]
‖ v(s)− u(t) ‖W .

Ce qui implique que

‖ v(t)− u(t) ‖6
(
−
[

ωTα+β

Γ(α + β + 1)
+
| λ | T β

Γ(β + 1)

])
6 σηgg(t).

Pour tout t ∈ [0, 1], on a

∣∣∣v(t)− u(t)
∣∣∣ 6

 ηg

1−
[

ωTα+β

Γ(α+β+1)
+ |λ|Tβ

Γ(β+1)

]
σg(t) : dσg(t). (3.14)

Ensuite, le problème de la valeur limite fractionnaire (3.1) est Ulam-Hyers-Rassias stable.
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