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sibilité de définir des puissances arbitraire des opérateurs de dérivation et d’intégration.
Ces dérivées ou intégrations fractionnaires rentrent dans le cadre plus général des opéra-
teurs pseudo-différentiels. Le calcul fractionnaire est une généralisation du calcul différentiel.
Ce concept des opérateurs d’ordre fractionnaire a été défini aux 19 siécle par Riemann et
Liouville, leur but était de prolonger la dérivation ou l'intégration d’ordre fractionnaire en
employant non seulement un ordre entier mais également des ordres non entiers. Le calcul
fractionnaire a de trés nombreuses applications, on citera a titre d’exemple : la physique,
I’ingénierie, I’électrochimie, la théorie du controle, le traitement du signal et de I'image, les
biotechnologies et les applications biomédicales, le diagnostique et la détection des défauts
dans les machines par la modélisation etc.

Ce polycopié couvre le programme de la matiére calcul fractionnaire enseignée en pre-
miere master. Il s’adresse aux étudiants de la premiére et deuxiéme année master.

Le présent manuscrit est composé de trois chapitres dont le premier chapitre est consacré a
I’étude des fonctions principales pour le calcul fractionnaire. En effet, aprés avoir donné la
fonction gamma, on présentera la fonction Béta et on termine par la donné de la fonction
Mittag-Leffler.

Les intégrales et dérivées fractionnaires on fait I’'objet du deuxiéme chapitre dans lequel, une
étude de l'intégrale fractionnaire a été faite, ensuite on étudié les dérivées fractionnaires,
ainsi que les dérivées fractionnaires & gauche et a droite sont étudiées. Des exercices sont
donnés a la fin de chapitre.

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude des opérations sur les dérivées fractionnaires. En
effet, aprés avoir présente la composition des dérivées fractionnaires avec les dérivées d’ordre
entiér, on présente la composition avec les dérivées fractionnaire. La régle de Leibniz pour
les dérivées fractionnaires est aussi traitée. Des exercices sont présentés a la fin de ce chapitre.

Je serais trés reconnaissant & tous ceux, parmi les enseignants et les étudiants qui voudraient
bien me faire parvenir leurs suggestions et leurs critiques quand au fond ou a la forme de
premier essai.



Chapitre 1

Fonctions spéciales

Dans ce chapitre, on présente trois fonctions principales pour le calcul fractionnaire. On
définit la fonction Gamma et Béta d’Euler, puis on introduit quelques propriétés liées & ces
fonctions, on definit également la fonctions Mittag-Leffler ainsi leurs propriétés. Pour plus
de détails voir [2,7,9, 10, 11].

1.1 Définition des fonctions Gamma et Béta

1.1.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma est simplement la généralisation de la factorielle, cette fonction est
I’'un des outils de base du calcul fractionnaire.

Fonction factorielle

On calcule les valeurs de certaines intégrales. Pour a > 0, on a :

oo 1 e
/ e dt = {——e_at} =—. (1.1)
0

0% 0 (%

On dérive les deux membres de (1.1) par rapport a «, on aura :

+oo
1
/ —te”dt = ——,
0 «

+o00 1
/ te™dt = —. (1.2)
0 (0%

Maintenant, on dérive (1.2), on obtent :

+o0
2
/ e dt = —.
0 (0%

oo 2.3 3l
/ e Mdt = — = —.
0

ce qui donne

Pour la dérivée d’ordre 3, on a :

ot ot

4



En générale

“+o00
pre—atgy —
0 - &n+1'

+oo
/ t"e tdt = nl.
0

Définition 1.1 La fonction Gamma est définie par l'intégrale suivante :

Pour a =1,0n a:

400
['(a) = / t* e tdt, a>0. (1.3)
0

Proposition 1.1 La fonction Gamma est bien définie pour tout o > 0.
Preuve. On montre que 'integrale 0+°o -
Soit o > 0, on peut déstingue trois cas :

Sia=1,ona:
+o0
r'(1) :/ e tdt = 1.
0

Le=tdt existe.

Sia>1,ona:
400 C +o00
I'(a) = / t e tdt = / t e tdt +/ t* e tdt.
0 0 c

La premiére integrale existe puisque la fonction t*~'e~* est continue sur [0, C], alors

lim #*t* e ' =0=Ve>03B(c) >0;t> B(e) = t*t* e ! <&,

T——+400

1 oo 1 . .
poure =1; 3 B(1) >0tq:Vt> B(1),onat* e < ;3 comme fj t_th existe, il en
résulte que lintegrale [ 12~ le~'dt existe, d’'ott ' (a) est bien définie.

Si0<a<lona:

—+00 c +oo
I'(a) = / tteTtdt = / ttetdt + / t* e tdt,
0 0 c

I'integrale f:roo to~le~tdt existe (méme preuve que o > 1) et pour I'intégrale foc to~letdt

on a: e’ ~ 1 au voisinage de 0, dou t* e~ ~ ¢*~!, donc les intégrales [; ¢ e~'dt et
Cia—1 A

fo t*~*dt sont de méme nature et comme

c to c c®
/to‘_ldt: {—} =—,
0 al, «

on en déduit que : foc to~1e~tdt existe, alors T' («) est définie pour tout o > 0. m



Exemple 1.1 Calculer T’ (%)
Par définition, on a :

1 +o0 +oo 1
I‘(—) :!/@ té_%f¢dt::/m —_etdt.
2 0 0 \/z

dt = 2xdzx,

1 teo 1 too
I'(=)= —e P 2xdx = 2 e dx
2 0 r 0

1\ 12
Maintenant, on calcule [F (5)}

1 2 oo 2 2 oo 2 oo 2

[F <—>] = {2/ e’ dy] = [2/ e’ dx] [2/ e’ dy]
2 0 0 0
+o0 +0o0
= 4/ / ef(yzﬂz)dydx.
0 0

y = rcosb

On pose t = x* alors

d’on

On pose

, 7 €]0,+00] eth e [Qz} ,

) 2
z =rsinf

alors

27+

1 2 5 +00 ) 5 e
{F (—)} = 4/ / e " rdrdf = 4/ — do
2 6=0 Jr=0 0 2

0

27 toe s 1
r 2

—4 _¢ / d9=4—E:7T,
2 ; 22

0

ce qui 1mplique que

Proporiétés de la fonction Gamma

Proposition 1.2 Pour tout « € R\ {0, —1, —2,...} et n € N, la fonction Gamma satis-
fait les propriétés suivantes :
(1) :
F(a+1)=al(a).

(2):
F'a+n)=ala+1)(a+2)(a+3)...(a+n—-1)T(a).



['(n)=(n-1), ¥neN.
4) : i
T'(a+n+1)=T(a)[J(a+i).VneN.

(2

Preuve. Propriété (1) : La preuve de cette propriété se fait par une intégration par partie.
On a:

+oo
I'(a) = / ttetdt
0
to —t] > 1 400
{ ‘ } +—/ t* e tdt
a |, ao
1
= I 1).
Mo+
D’ou la formule (1).
Propriété (2) : D’apres (1), on a :
1
MNa) = —TI'(a+1)
a

_ Hailr(am)}

_11[1

— r 3
aa+1|a+2 o+ )}

1 1 1 1
aa+la+2 |a+3

1 1 1 1 1
aa+la+2a+3 |a+4

F(a—|—4)}

F(a+5)]

En répétant le processus n fois, on obteint la relation suivante :

1 1 1 1 1
r = — T .
(a) ca+la+2a+3 a+n-—1 (Oth)

Ce qui achéve la preuve de (2).
Propriété (3) : Pour démontrer que I' (n) = (n — 1)!, en utilisant la récurrence.
e:Pourn=1ona:

+o0o
(1) == / e tdt =1 =0\
0

ee : On suppose que I' (n) = (n — 1)! et on montre que I' (n + 1) = n!l. d’apres la propriété
(1), on a :

F'(n+1) = nl'(n)

= n(n—-1)!=nl



Ainsi, la propriété est démontrée.
Propriété (4) : Montrons par récurrence.
e:Pourn=1,ona:
F(a+1)=al (a).

ee : On suppose que

T(@+n+1)=T(a)[](a+1)
i=0
et on montre que

—=

Fla+n+2)=T(a) || (a+7)

1=0

d’apres la propriété (1), on a :

FNa+n+2) = (a+n+)T'(a+n+1)

= (a+n+1)T()[[(a+i)

i—0

=

Quelque valeurs particuliéres de la fonction Gamma

On donne quelques valeurs particuliéres de la fonction Gamma :
1:T(1)=0=1.

-

) -be(f) (-

AT n+%):<n_%>r(n_%):(n_%> (n_g> 4
(2n)!

= o VT

1.1.2 Fonction Béta

Définition 1.2 La fonction Béta est donnée par :

1
B(a, 8) = / Y1 — )% dt, a >0, > 0.
0

(1.4)



Forme trigonométrique de la fonction Béta

Pour obtenir la forme trigonométrique de la fonction Béta, on pose :

s
t:1:>0:§,
t =sin? 6, alors dt = 2sin 6 cos 6d6,
t=0=60=0,
et on a :
1—t=1-—sin?6 = cos®4.

En remplacant dans (1.4) on obtient

B(a,B) = /2 (sin® 9)a_1 (cos® 9)5_1 (2sin 6§ cos 0)do
0

B(a,p) = 2/ (sin 8)%© ™Y (cos )~V (sin 6 cos 6)d6,
0
d’ou .

B(a, ) = 2/2 (sin6)** " (cos )~ do.

0

Proposition 1.3 Pour tout a,b € R™, on a :

/b b—)""(t—a) tdt=(b—a) "' BB, a).

t —
; a, alors (b — a) dy = dt, on obtient
—a

/0 P b —a)’ " (b—a— (b—a)y)* (b—a)dy

Preuve. On pose y =

= (b—a)*t /01 YA -y tdy=(b—a)* B (8,q).

Quelques propriétés de la fonction Béta
Proposition 1.4 La fonction Béta est symétrique : (B (o, 8) = B (B, a)).

Preuve. On pose :
r=1—t= dr = —dt,

et

1 0 1
/ 2 (1—2)" e = —/ (1—t)* "t dt = / (1 — 1)t
0 1

0
d’oul

B(a, ) = B(B,a).
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Proposition 1.5 La fonction Béta est lie a la fonction Gamma par la relation suivante :

Preuve. On a :

()T (B)
I'(a+p)"

I'(a) = /+oo t* e tdt
0 Y

B(O&,B) =

on pose : t = y? = dt = 2ydy, et

['(a)

Si on pose y = x, alors

+oo +o0 9
= / to e tdt = 2/ e eV ydy
0 0

+oo )
= 2/ y2a-le_y dy.
0

+oo
L'p) = 2/ e .
0

Maintenant, on multiple les deux membres de deux équations et on passe en coordonnées

polaires

[(e)T ()

Donc

11
Exemple 1.2 Calculer B (— —)

+00 +00
/ / 2a 1 e Y xZ —x2 d[L‘dy
+00 +00 9. o
4/ / y2o¢—1x25—167(:}c +y )dxdy

+oo
4 / / rcos) 7 (rsin )2 e rdrdf
0 0
+o0 5
4/ AatB)-1g dr/ (cos0)* ! (sin0)** " dh
0 0

E

/ Aot —1g—r dr2/ (cos )%~ (sin0)** ' db
0
I'(a+ ) B(a, 5).

[ ()T (5)

(1.5)

272
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On a:

1 1
r(=+=
(272)

1 1
"(5)r(5)
= (1) =/m/r=m.
Proposition 1.6 Pour tout (o, 3) € R% on a :
B(a,8)=B(a+1,8)+ B(a,+1).
Preuve. En utilisant (1.5), on obtient :

T'(a)(B+1) ' (o) BT ()
Bla.f+1) = FTa¥p+D) Tlatirl)
_ Bfr@rE B
(@+p)l(a+f) a+p

B(a’6)7

ce qui implique

(o +pB)B(a,p+1)=pB(a, ),

alors
o« ol ()T (B+1)
B(a,p8) = BB(a,ﬂ—i—l)—i-B(a,ﬁle)— BT (ot B+1) + B(a, 6+ 1)
B+ (B) _
= BrlatBtl) +B(a,f+1)=B(a+1,8)+ B(a,5+1).
Donc
B(a,8)=B(a+1,8)+ B(a,+1).
]
Proposition 1.7 Pour tout (o, 3) € R?, on a :
B(a,@—i—l)—EB(oﬁ—lﬁ) f—ﬁ (o, B) .
et
B (a,a) =21 2O‘B( )
Preuve. On a :
~ Tl (B+1) B (a)T(B)
Bla,f+1) = T(atf+1) T(a+tB+1)
_ Bal(@)I'(B) _ pr(e+)I(B) B
 al(a+B+1) al'(a+3+1) _OAB(OH_L@'

Donc
B(a,6+1):§B(a+1,B).
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1.2 Fonction Mittag-LefHer

1.2.1 Fonction Mittag-Lefler & un seul paramétre
Définition 1.3 La fonction Mittag-Lefler a un seul paramétre, est définie par :
+o0 tk
E“U:Z;Faﬁiﬁ’a>g (1.5)

Exemple 1.3 Poura =1, on a :
Eo-1(t) = —F =c".
— L'(k+1)

1.2.2 Fonction Mittag-Lefler & un deux paramétres

Définition 1.4 La fonction Mittag-Lefler a deux paramétres, est définie par :
tk

Eaﬂ (t) = Z m, a >0, 5 > 0. (16)

00
k=0

Exemple 1.4 Poura=1et3=2, ona :

e .t .
mwpzzﬁﬁjzzjq.

k=0 k=0
= R |
Biap(t) = > ——=-3 = t+0.
—~T(k+2) t<=(k+1)! t
) e t2k 0 tQk
Ez,l (t ) - Zm :ZF :COSh(t).
k=0 k=0

1.2.3 Généralisation de la fonction de Mittag-Leffler

Définition 1.5 La fonction de Mittag-Leffler généralisée Eg’ﬁ, est donnée par la formule
sutvante :

(o ¢] 6 k
Eg75(t)22%,a>0,6>0,5>0, (1.7)

k=0

avee (), =8 (6+1) .. (541 —1) = F(I:S(;—)n)

Pour 6 = 1,la formule (1.7) est réduite o Mittag-Leffler o deux paramétres.
Cas particuliers
Dans la formule (1.7), en prenant 5 =1 et § = 1, on obtient :

o) (o)

Loy (et t
P = 2 Fak iR 2 Tk )

k=0 k=0
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et si on prend 0 = 1, et a et 3 quelconques, on obtient :

El (t):mM:iL:E (t)
P T (ak+B)k ~ —=T(ak+p) "

Proposition 1.8 Soit E, s la fonction de Mittag-Leffler a deux paramétres telle que o =1

et =~ €N, alors :
1 2k
By (t) = ey <€t - E) :
k=0

Preuve. Par définition, on a :

k=0 k=0
alors
1 12 =3
E.(t) = — (€ -1
1 () t( CEDIRCE )
y—2
N U P
-l k!
k=0
||

Proposition 1.9 Soit Soit m € N*, alors la dérivée a l'ordre m de E, g (t) est donnée par :

(m + k)t
I'(am+ ak + p) k!

o

B3 (£) = Ea (1) -
k=0
Preuve. Il suffit d’appliquer des dérivées successives de E, 5 (t) jusqu’a la dérivée d’ordre
m. m

1.2.4 Quelques propriétés
Comme conséquences des définitions (1.5) et (1.6), on démontre les résultats suivants :

Théoréme 1.1 Soit E, 3, la fonction de Mittag-Leffler a deux paramétres. Alors, on a :
L: E B( )—tEa,a+6( )+I‘(ﬁ)

2: Eap(t) = 5Eaﬁ+1( )+ ot g Bapia (1)

3: (L) (t*'Eap ))_tﬁmlEaﬂ,m( @), B>m, meN.

Preuve. 1. On utilise la formule (1.6) on obtient :

tk+1

Eop(t) = Zr ak+6 ZF (k+1)+5)

o tk—l—l o

- ;rmm(mm r Z ak+ a+/3))
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2. Pour prouver 2, on procéde comme suit :

d
Eaﬁ (t) = 5Ea’5+1 (t) + at—

tk
= OEapn(t +O‘t_zr (ak+B+1)

> akt”
— BE,
BEaps ( +Zora/c+ﬁ+1)
(ak+p—p)tFh & tF
B 5+1 Z ak+5+ ) k:or(ak+ﬂ)

3. On applique, la dérivée m™ |, on obtient :

<%)m (t° " Eus (t%)) <%>m (tﬁ_l:iof(%:ﬁ))

B d m e’} tak#»ﬁfl B Oék—{—/B e’} tak+6 m—1
B <E) (sz‘(ak—i—ﬁ))_f‘aknLﬁ mZ I' (ak + B)

k=0
OO ak+B—m—1 ak

= Y T
k:OF ak + 03— m) Fak—l—ﬁ m)’

Théoréme 1.2 Soit E, 3, la fonction de Mittag-Leffler a deux paramétres. Alors pour tout

yeN, ona:
-1

2

tk:

t"Eoprary () = Eap (t) — T (ak 1 B)

B
Il

0

Preuve. 1l suffit d’appliquer les propriétés de Mittag-Leffler. m

1.3 Exercices

Exercice 1.1 Montrer que pour tout o € R\ {0,—1,—-2,....} etn € Njon a :

I'(a+n)
ala+1)(a+2)....(a+n—-1)

I'(a)=

Exercice 1.2 Montrer que si a > 0,3 > 0, alors

1).T(a+n+1)=]||T (o) (a+1i),Vn e N.

B
a+p

<.
I 3
o

Ll

2). Bla,f+1)=—=B(a+1,8) = B(a,p).
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Exercice 1.3 Montrer que pour tout x > 0,y > 0, on a :

(@) (y)

1. B(z,y) = Tty

= B(y,x).

jus

2. B(z,y) = 2/2 (sin )" (cos 0)* ' db.
0
Exercice 1.4 Montrer que pour tout o > 0,3 >0, on a :

d
B (8) = Bas (1),

BEQ,,B+1 (t) + atdt

Exercice 1.5 1) : Soit E, 3, la fonction de Mittag-Leffler & deux paramétres. Montrer que
pour tout v € N, on a :

[y

y—

tk
Eop(t) =" Eapiay (t) +

I'(ak+ )

i

0

2) : Soit m € N*, montrer que la dérivée a l'ordre m de E, g (t) est donnée par :

P T ( am+ak+/3)



Chapitre 2

Intégrales et dérivées fractionnaires

Ce chapitre rassemble les définitions et les propriétés essentielles correspondantes a la
notion de l'intégration et la dérivation fractionnaire. Ces définitions et propriétés peuvent
étre retrouvées avec plus de détails dans les références suivantes : [3,5,6,13,14].

2.1 Intégrale d’ordre arbitraire

2.1.1 Formule de Cauchy pour ’intégration successive

Soit f une fonction continue sur lintervalle [a,b], avec —co < a < t < b < +00.
Une primitive de f est donnée par :
t
= / f(s)ds
a

Pour une primitive seconde et d’aprés le théoréme de Fubini, on aura :

ol = [ 1o ds—/(/f df)ds
- [ [aee [ ast

et pour une primitive triple, on aura :

Blf) = /dsl/ ds2/ £ (s5) dss = /dsl/ 51— 53) f (52) dsa
~ = s = g [0

_ %/ (t— ) () ds.

16
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Dans le cas général pour tout entier n et par récurrence, on btient la formule de Cauchy :

] = / s, / " sy / " s / " () dsn (2.1)
Lo

_ —(n—l)!/a (t— )"\ f (s)ds, n € N".

En généralisant la formule (2.1) a un ordre réel positif et en remplagant la fonction factorielle
par la fonction Gamma on aura la définition de 'intégral fractionnaire de Riemann-Liouville.

2.1.2 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 2.1 L’opérateur intégral fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o > 0, pour
une fonction continue f : [a,b] — R est défini par :

rely [f ()] = ﬁ fat (t—5)"""f(s)ds; t >a, a>0, 0

RIf@I=f{#), a=0,

Remarque 2.1 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville peut notamment s’écrire soud]

forme de produit de convolution de la fonction puissance p,, (t) = I‘a(al) et f(t).
RIS O] = g [ =9 T ) ds = e (021 (0.

Exemple 2.1 Calculer l'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction
sutvante :

ft)=(t—a)’, B> 1.
En utilisant la définition (2.2), on obtient :

nuds [(t—a)] = ﬁ / = s (s — ) ds.

En effectuant le changement de variable s = a + (t — a)y et en utilisant la fonction Béta il
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résulte que :

rLly [(t—a)ﬂ] = FLO[)/ (t—s)*"" (s —a)’ds.
- F%;A (t—a—y(t—a)™ (y(t—a)) (t —a)dy
= Fa 0™ [ Ay
- féga—af“B«L6+n
= L(t— >B+aF(O‘)F(5+1)
' (a) ['(a+5+1)
_ F(ﬁ_’_l) ( )ﬁ+a
- T(a+p+1) ’

donc
wolf |(t=a)’] = =

Poura=1etf=1,0na:
1 2 1 2
Rl It =) = 2 (t—a) =S (=),
etpoura:%, on a:

R.LIa% [(t—a)ﬁ] = M( —a)BJF% _ rp+1) (t—a)BJ“%_

Si f (z) = ¢, alors
rodg [f (1)) = 17| = (t—a)*.

Exemple 2.2 Calculer l'intégrale fractionnaire de Riemann Liouville d’ordre o = % de la
fonction : f (t) =Int,t > 0.
On a:

1 /t _1 1 " Ins
— t—s) 2Ilnsds = — —=ds.
Y Vil Vis
On pose \/t — s = x, alors ds = —2xdxz,

1 1 [°—2zln(t—2? 1 /[
]0% Int] = —\/_/ vln (¢ x)dx:—\/_/ —21In (t — 2%) dx
T )i x T )i

= 2 (Vi) e (Vi-a))

1
12 Int] =
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On sait que :

ln(ﬂ+a: = <\/7_5+x)ln(\/£+m>—x+cte,

ln<\/¥—x> dr = <—\/¥—l—m>ln (\/%—1:) —x + cte,
d’ou : l Py

I3 [Int] = T [(\/_—{—x) In (\/_+x> —x]o
Vit
7 (Vi) (Viza) —a

- 7 2vimavi - Vi - Vil vi] + 2 [-vi Vil Ve

— ﬁ [Vil2vi - vi| = —irihn? f/;m + %\/Eln\/%.
Exemple 2.3 Calculer lintégrale fractionnaire de Riemann Liouville de la fonction : f (t) =

' On a :

rilg [f ()] = roI [¢f] = ﬁ/o (t —5)* " eds,

Si on pose, v =1t — s, on aura :
et ¢
I¢ et = / 2 e %dx,
wli 1) = Ty ),

Maintenant, on intégre par parties, on obtient :

toa—‘rl ta+2 ta+3 ta—i—n

F(a+1)+F(a+2)+F(a+3 Fa—i—n—l—

rLly [et] =

Proposition 2.1 soient f € C ([a,b]) et a > 0. Alors
lim g I2[f (¢)] =0. (2.3)
t>a

Preuve. Par (2.2),0n a:

rI0 [f (1)] = ﬁ / (t— ) [ (s) ds,

alors

« 1 ! a—1
RO < / (t— )"V |f (s)] ds

1 ! a—1
o / (t— 5" |f]l. ds
1l

Fatn 9"
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le second membre de I'inégalité précédente tend vers 0 lorsque ¢ tend vers a.
Donc on peut déduire que
lim g 15 [f ()] = 0.
t=a

Proposition 2.2 Pour l'existence de l'opérateur r IS on doit avoir o > 0. De plus, sous
certaines hypoteses raisonnables

lim I [f (8] = f(2). (2.4)

t—0+

Preuve. Pour f € C' ([a,))) et par une intégration par parties, on trouve :

(t—a)” f(a) 1

wlt 1 0) = S s s [y

alors

T eI 0] = @)+ [ Fla)ds
= fla)+f({t) = fla)=f(t).
Si f € CY([a,b)), on transforme g I [f (t)] sous la forme suivante :

roly [f (1)) = ﬁ/ (t—a)*  [f(@) = f () + f ()] dz

_L t _330‘71 T) — T M t —wailx
i [0 @ - p oy £ [ -

1 t—4 o1
:m/a (t—2)°7 (f(z) — f (b)) dz

1 ! a—1 f(t) «
i | 0 @) = 1 O) e+ G-
Alors
RaT3 1 (0] = (=)




On pose

1 -3 .
- / (t—2)" (f(z) - [ (1)) d.

et

L= / (t— 2)" " (f(z) — £ (1)) do.

-5
et on considére l'intégrale I5. puisque f est continue :

Va,t € la,b),Ve > 0,30 >0z —t|<d=|f(t)— f(t)| <e,

ce qui entraine :

1 ! a—1 o T
Bl = (g [ ot @ - )
€ ' a—1 ‘
g L0 S ey
Pour tout a@ > 0 et § > 0 fixé, on obtient :
t—5
I G A G ENOITE
1 t—5 .
S ol A A IRl
2 clat t—4 . M t—48 .
< supyr[(;)j)|f(y)| / (t — ) de < %/ (t — 2)* 'z
oM . .
ott M = sup,e(,q |f ()| . Maintenant, on considére
e (t — I.)a
RaB2 0~ fr— )] < 1l + 15,
ce qui implique
@ (t B 'I)a a e a
RaTS 11 (0] = fe (0] < s (0 2000 = (1= 0)),
en faisant tendre vers 0", on obtient :
@ (t B 'r)a
RaT2 17 (0] - fr 0] <

autrement dit :
im [prly [f ()] = f @) <e,

a—07t
ce qui implique

lim T2'f () = f (1)

a— 07t
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Proposition 2.3 Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors, pour tout o > 0, § > 0,

- [ = O],
). I3 [ W] = 170,

Preuve. En effet :

1

1P 0) - 5 / (t— )" I (r) dr

— m/j {(t—T)al/aT(T—@ﬁlf(:r)dx] dr
_ m / t / ' (=7 (7 — 27 [ (@) divdr

_ m/ [f(x)/t (t—T)a_l(T—x)ﬁ_ldT} de,

si on pose : T =z + (t — )y, alors

/tiv t—7)""(r—2)* tdr
= [t @t =)y =) =) dy

= [ Ay = B o) ()
0

donc
reISIOF(1)] = %/ (t— )" f(2)dx
~ g | T @ e = ),

Maintenant pour démonterer (2), en utilisant la propriété précédente (1). Alors :

LI @) = 20 [ @] = 17 [f (0] = I UE [ (@]

Exemple 2.4 1. Si on prend : a =3 =1 et f(t) =t, on trouve :

wids |19 £ 1)

— « F(Q) 1 _ 1 %
= neh {F(@+2)t6+} = rrly F(§+1)t
— 1 F(;+ )ta+§ *—tQ

T (E+1) | T(a+2) B

(2.5)
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D’autre part, on a :

t
1
RIS (8) = RoI3f (8) = / tat = 52
0

Proposition 2.4 Pour toute fonction continue f, on a :

dt

+ el [f ()]) = reI®THf ()], a> 1L (2.6)

Preuve. On a :

Lwar o) = 5 (g [ €0 reas)

([ as),

puisque (£ — s)* " et f (s) sont continues, alors s — (t — s)*"' f (s) est continue, et on a :

B I [F () = ﬁ / 9 ¢~ syt £ (s) ds

t t
_ L ta_ _S(afl)fl s)ds
- i @D = )
_ (a=1) ' NG N AR
- S [

_ t — &)@ D71 £ () ds
- Fao ) e 9

En générale, on a :
dt

Ltz 1) # wali [$ 0]

dt
Théoréme 2.1 Soient f une fonction continue sur I = [0,b) et o > 0. Si - (f(t)) est

continue alors pour tout t > 0, on a :

Lt FO) = naty | T 0)] + L0 27)

Preuve. Par la relation (2.2), on a :

1

AOR / (t— )"V f (s) ds,

1
en faisant le changement de variable : s =t — 2% avec 8 = —,
a
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ce qui implique
ds = —fp2’dr,

alors

a2 [ (1)) = —% / @) (o) P,

qui se réduit a

R0 [f ()] = / (t—af

= / t—m x,

Maintenant en utilisant la régle de Leibniz :

< a(s) , a(s) g
d—(ﬂ f(s,wdt)—f<s,a<s>>a<s>+/0 d;f(s,wdt-

S

Alors
dt 1

a w1, [T dt
el 10D = oy (POt [ o) o).

1
Maintenant, on remplace dz par —Exlfﬁds, on trouve :

Pt ) = H vt [ ) Lo

Cela voudra dire que

Tt O = e [e- 9 Lo

ce qui implique donne

2.1.3 Intégrale fractionnaire au sens de Hadamard

L’intégrale fractionnaire de Hadamard est basée sur la généralisation de la niéme intégrale

suivant : p "y p
x Udx Tn-1 T,
/ day / . / f (o) =2

Définition 2.2 Soit f une fonction continue sur [a,b] & valeurs dans R avec 0 < a < b < oo
et a > 0. "intégrale fractionnaire de Hadamard de f définie par :

S IO (1)] = ﬁ /at (log é)a_l fis)ds, a<t<b (2.8)
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Exemple 2.5 Calculer Uintégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre o de la fonction :

F(t) = (logg)ﬁ

En appliquant la définition (2.3), on trouve :

ale [(log é) B] - ﬁ /at (log g) " <log 2)5 %.

En effectuant le changement de variable y =

I'(«) I (a)
AN
- (log a) F(a)F(ﬂ) B 1 ( _>a+ﬁ
T T T(a) T(@+B+D) T@+8+D\ Sa

1. Sia= %, alors la relation devient :

. £\” 1 AN
HIa [(10g5> ] = m (10g5> .

LetB=1,0na:

2. Pour a = 5

T
S
—
S
—_
o
o]
| =+
N—
"
|
p1
—~
oW
+ =
NI
+
—
N—"
S
—_
o
OS]
| =~
N
o
+
[
I
N | —
7 N
—_
o
OS]
|
N——
[ ]

Quelques propriétés

Proposition 2.5 Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] a valeurs dans R, pour
0; >0,1=12eta>0,ona:

w3 00 f () + 029 ()] = O1a L5 [ ()] + 0215 [g (1)] - (2.9)
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Preuve. Il suffit d’utiliser la linéarité de l'intégrale classique. m

Proposition 2.6 Soit &« > 0,5 > 0 et f : [a,b] — R une fonction continue. Alors pour
ferLr(ab]), ona:

wlg [l [f®))]) = wIdPIf ()], (2.10)
et
ald [wI]1f W] = w1 ()]

Preuve. Soit a > 0,5 > 0, alors

uly [wl] [f (1)]

_ jréﬁlét(bg§>a_l(gnfuxsﬂ)%§

o N ACH I CHRCE

TS

= g 1o [ () ()

Sx
on pose le changement de variable suivant :

On obtient :

t a—1 B—1 a+6—1 1
/ (log E) (10g f) ds _ (log E) / (1—y)* ' y*tdy
- s x s x 0

) - () RS

En substituant la derniére formule dans (2.4), on aura :

alg w12 [f ()]

_ 1 T (a)T(B) ot atp-1 xd—x
a F(Q)P(ﬁ)/a T (a+p) (lgx> f ()

_ F(a;%—ﬁ) / t (log E)Wl f(x)df = gl f (1),

En utilisant la propriété précédente, on a :

aly (Il If @] = wIl™P[F O] = w7 (0] = gI) 0I5 [f )]
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2.1.4 Intégrale fractionnaire de k—Riemann-Liouville et (%, s)—Riemann-|
Liouville

Dans ce qui suit, on présente I'intégrale fractionnaire k—Riemann-Liouville et (k, s)—Riemann-|
Liouville qui généralisent I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville. Pour plus de détails
voir
Fonction k—Gamma

Définition 2.3 Pour k > 0, la fonction k— Gamma est donnée par :

+o0 tk
Te(a) = /ta_le_ kdt, a>0.
0

Proposition 2.7 La fonction k— Gamma vérifie les propriétés suivantes :

1.
Fk(Oé + /{7) = aFk(a).

2.

Te(k) =1
3.

tk
[p(a) = ak / tafleizadt, a € R.

0

4.
(@) = lim[y(a).

d.

Fonction £—Béta

Définition 2.4 La fonction k— Béta est donnée par la formule

lg 1 é 1
Bu(a, B) :%/tk_ (1—0)k ar

0

Proposition 2.8 La fonction k— Béta satisfait les identités suivantes :
1.
) o+ 6
Bi(o, B) = /tal(l +tM ko dt.

0

~ De(e)Tw(B)

Bk(gaﬁ)_ Fk(@‘i‘ﬁ) ) Oé>0, 5>0
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@
k’

(a+B) o nk(nk+a+p)
af "= (nk + a)(nk + B)°

Bk(“a 5) =

Intégrale fractionnaire k—Riemann-Liouville

Définition 2.5 Soit f une fonction continue sur un intervalle reél [a,b], alors l'intégrale
fractionnaire k— Riemann-Liouville d’ordre o > 0 de f est définie par :

1
M’k(a)

W0 ()] = /a:(a: — 0k f)dt, x> a, k>0, (2.11)

Si k =1, on obtient intégrale fractionnaire Rieman-Liouville.

Théoréme 2.2 Soit f € Ly[a,b], a > 0. Alors I[f(x)] existe presque partout sur [a,b] et
W31 (2)] € Lafa, b].
Preuve. On définit p : A := [a,b] X [a,b] — R par :

plz,t) = |z —1)F"

Ainsi étant donné que p est mesurable sur A, on obtient

/abp(x,t)dt _ /amp(x,t)dtJr/:p(x,t)dt

= /I(Q; — t)z_ldt =—(z— a)E.

En utilisant le répétee ’intégral, on obtient
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Par conséquent, la fonction o : A — R tel que o(x,t) = p(z,t)f(x) est intégrable sur A
par le théoréme de Fubini f;p(x, t)f(z)dx est intégrable sur [a,b], en fonction det € [a,b].
Autrement dit  12]f(x)] est integrable sur [a,b]. =

Maintenant on donne les propriétés de semi-groupe de I'intégrale fractionnaire k—Riemann-]
Liouville.

Théoréme 2.3 Soit f une fonction continue sur [0,00), et soient a > 0, f > 0, a > 0.
Alors pour tout x, on a :

eIl f(@)] = WL ()] = W13 f(2)], &> 0.

Preuve. On utilise I'intégrale farctionnaire k—Riemann-Liouville, on obtient :

W@ = g [ =R
1 x o 1 t gfl
- / (z—1)F [—m 5 / (t—7) f(T)dT} dt

_ m/jm) [/(x Y T)i—wt} dar.

En effectuant le changement de variable : y = (t — 7)/(z — 7), et en utilisant la fonction
k—Béta, on aura :

= k];‘*ﬂ[f(x)].
[ |
Théoréme 2.4 Soient a >0, >0, a > 0. Alors, on a :
- L)
Li(a+ B)

Preuve. Par définition de l'intégrale farctionnaire k—Riemann-Liouville et par le change-
ment de variable y = (z —t)/(z —a), on a :

>

WI2[(z — a) (z—a) 1, k> 0. (2.12)

il =0t = o et ofa
- %/0 -y gy
L e
B Ti(e) Bi(a, B).
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Remarque 2.2 Pour k =1 dans (2.12), on obtient :

2l = 0 ) = o - 0
Corollaire 2.1 Soient a >0, 5 > 0, Alors on a :
1 oy
R0l = m(m —a)k ", (2.13)
Remarque 2.3 Pour k =1 dans (2.13), on touve :
1
17[1] = m(iﬂ —a)*

Intégrale fractionnaire (k, s)—Riemann-Liouville

Définition 2.6 Soit f une fonction continue sur un intervalle reél [a,b], alors lintégrale
fractionnaire (k, s)— Riemann-Liouville d’ordre o« > 0 de f est définie par :

o lf(@)] (2.14)
(s+ 1%
k’Fk(Oé)

Maintenant, on prouve la commutativite et les propriétés de semi-groupe de l'intégrale frac-
tionnaire (k, s)— Riemann-Liouwville.

/ (@ — ) E N f(t)dt, @ € [a,b), k> 0, s € R\ {~1}.

Théoréme 2.5 Soit f une fonction continue sur [a,b] ,k >0 et s € R\ {—1}. Alors
o [0 (@)] = R [f(@)] = R[S f(@)], a>0, 8>0, x€[ab].
Preuve. Par la formule de dirichlet, on a :

o [ f ()]

D% [* N
— % /a (l,s—&-l - ts—H)%_ltS Z[(?f(t)dt
& €T _B t
_ (Sk—li::();) k / ($s+1 _ ts+1)%71ts (Sk—;kl()ﬁl> k / (ts+1 . Ts+1)£17_3f(7_>d7_] dt
2—# x x N 5
— k(jp—i];(la))rk(ﬁ) /a 7_8][‘(7_) |:/T (.CES+1 _ t5+1)?_1ts(ts+1 _ TS+1)5€_1dt} dr

En utilisant le changement de variable y = (t571 — 751) /(2571 — 7571) on peut écrire
x
/ e A L (A L (2.15)
.

(x5t — Ts+1>a—;571

1
a B8
— 1 — )% Lyr—1g
o /0( y)E YR dy

(xs-i-l _ Ts+1>aT+571

= s+ 1 k)B/AO&,ﬁ)
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En utilisant la fonction k—Béta et I’égalité (2.7), on trouve :

a+p
177

(s +1)
ki (o + B)

= (@)

(a2 [15(0)] [y @ar

Théoréme 2.6 Soient « >0, >0, k>0 et s € R\ {-1}. Alors

s o |:(xs+1 _ as+1)§71} _ L' (8) s+l _ aS“)QT%*l.
ke (s+1)8Tk(a + B)

Preuve. En utilisant (2.14) et le changement de variable y = (257 — ¢571) /(257! —

T €|a, b], on obtient :

Z[((; [(strl _ a/erl)%fl]

1 172 r [e7 «
= (Sk—ilzk()a) k / ($5+1 _ ts—&-l)%—lts(ts-&-l _ asH)%ﬂ_ldt
(s 4 1)1=% (251 — gs+1) 21
ka(a)

(xs+1 _ as+1)#—1

T (54 Dilu(a) Bi(a. 6).

Remarque 2.4 Prenant s =0, k > 0 dans (2.16), on obtient :

g [w -0t = T o gy

si l’on prend s =0 et k =1, alors

. (3 _
T _ )81 — oS 1.
£l = )] = s e - )
Corollaire 2.2 Soient k > 0 et s € R\ {—1}, alors on a la formule suivante :
1 a
] = o5 — g thHE2 o > 0.

(s +1)5Tx(a + k)
Remarque 2.5 Pour s =0, k > 0 dans (2.18), on a :

1 [e7
191 = ——(x —a)* 2
ka[] Fk(a—f—k’)(x (I)k

Si on pose s =0, k=0, alors

(2.16)

CL8+1),

(2.17)

(2.18)
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2.2 Dérivées d’ordre arbitraire

La notion de dérivée d’ordre arbitraire (non entier) est une généralisation du concept de
la diférentiation d’ordre entier. Il y a beaucoup d’approches pour la dérivation fractionnaire.
Dans cette section, on s’intéresse aux quatres approches de dérivation les plus utilisées : la
dérivée de Griinwald-Letnikov, la dérivée deRiemann-Liouville, la dérivée de Caputo et celle
de Hadamard. Pour plus de détails voir : [3,5,6].

2.2.1 Dérivée fractionnaire au sens Griinwald-Letnikov

L’idée de cette approche est de généraliser la définition classique de la dérivation d’ordre
entiér d’une fonction a des ordres de dérivée arbitraires.

Pour une fonction f donnée, la dérivée premiere (D f) de la fonction f est définie par :

df (x) f(@) — f(z—h)

1 _ — .
Do) = =37 = lm, h

— f(a).

Aussi, on peut définir la dérivée deuxiéme comme suit :

2 @) — £+ _
D2 f(t) =TI _ i L0 =S 0)

IR CON D ESES D) S OB Ry A 2
- / - -

h—0h h—0 h? I
La troisiéme dérivée de f est donneé par :

D3f(t) = dsdigw _ Jii,noﬂt) —3f(t—h)+ 3}{3@ — 2h) — f(t — 3h)

Par récurrence, la dérivée d’ordre n de f est donnée par la formule suivante :

n

Dt =TI v LS 1y - in), (2.19)
1=0
e i I(n+1) =1 (n—i+1)
T+ )T (n—i+1) il '

On peut généraliser la formule (2.19) pour o d’ordre non entier (n— < a < n).
On remarquant que :

i i ; F'n+1 nn—1)..(n—i+1
(VG = (_1)P(i+1)(F(n—)i+1):(_) =) Z.!( )
_ (_1)2'”(”—1)----(”—’5‘*'1)(04—2')!:—n(—n+1)....(i—n+1)
il (o —0)! T(i+1)
['(i —«)

TG+ Dl(—a)

Alors, on peut définir la dérivée d’ordre a.
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Définition 2.7 Soit f € C°([a,b]), la dérivée fractionnaire d’ordre o (a € In —1,n]) au
sens de Grinwald-Letnikov de la fonction f est donneé par :

oD [£(1)] = lim h= Z HZI_O‘ /=) (2.20)

Si f est de classe C", alors en utilisant une intégration par parties, on obtient :

cr DY [f Z fOla)t = o) + ! ] /t(t — s)"meL ) (5) ds. (2.21)

z—a—i—l) I'(n—a

Pour a =0, on obtien :

o f tz ° 1 ! _ o\n—a—1 ¢g(n)
aDi| Z F(z —a+1 F(n — ) /0 (t=s) S (s)ds

Exemple 2.6 Calculer l'intégrale fractionnaire de Grimwald-Letnikov d’ordre o de la fonc-
tion suivante :

f(t)=(t—a).
Soit o est un nombre non entier positif tel quen —1 < o < n avec > n — 1, alors

f™(a) =0, m=0,1,2,....n — 1,

et
Wy~ LBFD e

Y

d’ot
crDa lf(0)) = ['(n— ng‘(—; 1—)77, 1) /a (t—s)" (s — a)ﬁfn ds,

En faisant le changement de variable s = a+ y (t — a) on trouve :

o _ F( ) ! n—a—1 -n
aDL 0] = Frmmrr e | T )
_ F( ) ! n—a—1 —a —n
- ( Oé) ( _n+1)/<1_y) (t_a)ﬁ yﬁ dy
F( ) — ! n—a—1, B—n
(n Oé) ( _n+1)(t_a>6 /0<1_y) yﬁ dy
L@+ DB —af-ntl) o
F'n—a)l'(B—n+1)
F(ﬁ + 1)F(Tl — Oé)F(ﬁ —n+ 1) (t _ a),Bfa _ F(ﬁ + 1) (t . a)ﬁ*a
Fn—ao)l(f—n+1I'(B—a+1) 'f—a+1) '
Poura:% etB=1 ona:
1 1
2it—a =22 3o .
cr D& [(t — a)] i <1) (t—a)2 Nz (t—a).
2 2
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Remarque 2.6 En générale la dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de
Griimwald-Letnikov n’est pas nulle ni constante.
Si f(t) = ¢ et « non entier positif, alors :

f™(a) =0, m=0,1,2,...,n

On utilise la formule (2.21), on obtient :

c n—1 ()t — )i~
DO = pgye o+ 2 e
1 t s)" L) (g) ds
+r<n_a>/a“ et £ (5) d
— m(m—a)*a.

2.2.2 Intégrale fractionnaire au sens Griinwald-Letnikov

L’intégrale fractionnaire au sens Griinwald-Letnikov se traduit par I’expression suivante :

" T(li+a
l? [F(0] = D (0] = Jim b S critos - i), (222
=0
Cas particuliers :
Pour a =1,0on a:
Gl 0] = Jim > e ) =l S fe in)
i=0 1=0

en tenant compte que t — a = nh et que f est continue, alors

arll| —hthft—zh / ft—sds—/f (2.23)

Pour o =2,0n a:

n

G2 [f(0) = tmpy U2

! 2 T(i + ey @ )

= lmhY (i+1)h[(t—ih)
j=0

En faisant le changement de variable t — h = s, on déduit que :

n+1

a2 [f(t)] = hm hz (1h) f(s—ih) /t_asf(t—s)ds: /t(t—:r:)f(a:)d:n (2.24)
0 a
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Aussi pour v = 3,0n a :
crly [F()]) = Jim Z (i +2)(i + 1) h® f(t — ih).

On pose le changement de variable ¢t + h = y, on obtient :

n+1

cLl’ [f(D)]) = lim 2|Zz (i + 1) h% f(y — ih), (2.25)

La relation (2.25), peut s’écrire sous la forme :

n+1 9 n+1

a2 [f(1)]) = hm <2'Z (ih)? f(y — ih) +h— ih f(y—z'h)),

7j=1

puisque
2 n+1

t
Jim ‘Zm fly —ih) hli_n}oh/a (t —x)f(x)dx = 0,

et lorsque h — 0, on trouve :

eI FO) = tim g S - i) =5 [ e s
1 [t 9
= 5 | (t=2)f(x)de. (2.26)

Les formules (2.23)-(2.26) suggerent ’expression générale suivante :

z—l—oz

alf [f®)]) = hmhaZF f(t—ih) (2:27)

(@)

_ ﬁ/ (t— ) f(2)do

Maintenant, on montre que (2.27) est une représentation d’une intégrale répétée « fois.
En effet,

d N 1 bd o1
Gl f0) = = [ G- @

(2.28)
1 t a—2 _ a—1

(v —2)!

On integre sur (a,t), la relation (2.28), on obtient

6117 [ ()] = / (12 [f(2)]) dr.
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et
1oV (1)) = / (60122 [f(x)]) da

ce qui implique que

12 [f(8)] = / dz / (122 [f(2)]) do

-/ ' i / " / (o le [ (a)) do
/atdx/:dx.../:f(fr)dfv-

Définition 2.8 L’intégrale fractionnaire au sens Grimwald-Letnikov d’ordre o, > 0 de la

fonction f est définie par :

n

cl? [F0]) = Jime Y e in)

h—0 =T (i+1)T ()
1 ¢ a1
= W/a (t —2)* " f(z)dx.

ouD<n—1<a<n.

Proposition 2.9 Si la fonction f est de classe C™, alors :

S @e—aT
B Lii+a+1) I'(n+«

ANOIES

Preuve. D’aprés (2.29), on a :

1

Gl V0] = 7 / (t — o) f(a)da.

Maintenant en utilisant I'intégration par parties, on obtient

ol [f(t)]zr(la){[—“ )| - [ <x>dx}

) / (t = 2)" 1 £ (3)d.

(2.29)

(2.30)
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Apreés une autre intégration par parties
f(a)
I'(a+1)
1
I'(a+1)

acly [f ()] = (t—a)®

_I_

1 t(t—x)a+1 ()
+r<oé+1)/a ar1 @

a —a a+0 (1) a —a a+1 t 1 5
f @) (t—a)™® O (@)(t ~a) L[ e o

T T T(a+ (@+2)  T(a+2

|

1 f t_a)oHri 1 t ol (2
Z Oz-l—z—i—l) +F(a+2)/a (t —2)** @ (2) da.

i=0

Apreés n intégration par parties, on obtient :

« f ) t_ G) 1 K nt+a—1 p(n)
orly| Z H—oz—l—l) +F(n+a)/a(t_x) S )

2.2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.9 On définit la dérivée fractionnaire d’ordre o > 0 au sens de Riemann-
Liouville d’une fonction f : [a,b] — R par :

d™ 1
i | T (m—a) Jit =" f(s)ds| ,m—1<a<mmeN,
reDG [f (1)] =
dm
(2.31)
On peut écrire la relation (2.81) sous la forme équivalente suivante :
dam B
T L f (Ol m =1 <a<m,meN,
w1 () = . o)
d:r_mf( ), a=m.

1
Exemple 2.7 Calculer la dérivée fractionnaire d’ordre o = 3 au sens de Riemann Liouville
de la fonction f (t) =t — a.
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On a:

re Dy [f (1)) = RreDg[(t —a)]

L 3

d |3 4 |rE -

= a-L?@a)%{F@)@aﬂ]
3r;2) =
“arp Tt

Exemple 2.8 On calcule la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville
de f(x) = (t — a)’.
On a :

wD; - 0] = () 1 ([ - o).

En utilisant le (2.32), on peut écrire :

wli 0= 0] = i g

alors

wri=on- (3 o)

B+1+4+n—a

B I'g+1) d\" nea
T T(B+1+n-0) (E) (t = a)”

En utilisant la relation de dérivation classique :

(%)n@—aWﬂha (2.33)

—B+n—a)B+n—a—-1)..(B—a+1)(t—a)™

TB+1+n-aq)
- (B—a+1)

Ce qui permet d’avoir :

(t —a)~.

L'pB+1)

reDY [(t—a)’] = TB—a+l)

(t —a)’.
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S | _3
Sia=3 et f=3, alors

— %IF((Q%)> (x —a) = %Tﬂ(;y —a),
et pour a > 0 et 8 =0, on aura le résultat suivant :
I
= ﬁ(az —a) .

Remarque 2.7 La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Riemann-

Liouwille n’est pas nulle :
c

rLDg ] = Ti—a)

(t—a) .

En effet, on a :

wiild = g (g [ )

= Fa—a -9

On présente maintenant quelques propriétés de l'opérateur de dérivation au sens de Riemann-

Liouwville.

Proposition 2.10 L’opérateur de dérivation de Riemann-Liouville posséde les popriétés sui-
vantes :

(1) : Pour tout A\, n € R et pour deuz fonctions quelconques f : [a,b] — R et g : [a,b] — R,
on a :

reDG A (8) + pg (0)] = A me DG [f ()] + 1 reDgg [(8)]-

(2) : En général, la propriété de semi groupe n'est pas vérifiée, on n'a pas toujours :

reDY [reDEf (4)]] = reDITPIf (1)),

(3) : Il en est de méme de la propriété de commutativité : o > 0,8 > 0, f continue sur
[a,b] C R, tels que :

rr Dy [RLDg If (t)H # riDy [RLDS Lf (t)H .
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Preuve. Pour (1), on a :

reDg [Mf(t) + pg(t)]

d

= (%>” (RL[;%Q [Af(t) + ,ug(t)])

(%) [rets [a—ar 0 + natead]

_ ﬁ (%) [A / (= 5o f () o + g / (- x)m_o‘_lg(ﬁ)dx}

(8 [t -7 ] (3 [ ]

= XD f(t) + p "D g(8).
Pour (2), on pose f(t) =12 et a == 3, alors on a :

1 1 1
reDE [f(1)]

]
=
h
S
[\
=
=~
=
]
=
h
S
N

) RLDO% [RLDE [f(t)]] = reD§ [RLDQ% [t%H =0,

on remarque aussi que :

weDE [f(0] = rDg [té] = 47
et L 5
nDg (0] = mD§ [13] =0,
tandis que ) \ )
rDg§ [RLDO [f(t)]] = reD§ [RLD§ [t%H =0,
et
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Lemme 2.1 Soit f une fonction définie sur [a,b] vérifiant rL D [f(t)] = 0, avec o €]n —
1,n[, n € N*, alors :
n—1 'l + 1)
C'l
Fi+1l+a—n)

(t—a) ™o, (2.34)

@M

ot les ¢; (i =0,1,...,n — 1) sont des constantes arbitraires.

Preuve. D’apres la formule (2.32), on a :

w0 = (5) melrwi-o

RL

ce qui implique que
RLIan—a [f(t)] :Co+01 (JI—CL>+...+Cn_1 (Z[’—Cb)n = C; (ZL’—CL)i.

Puisque ¢ (r) = 0 = ¢ est un polynome de degré < n — 1. En appliquant I'operateur
rrl, on peut écrire :

rely [y [f (D] = rely [Z_: ¢ (t— a)i] ,

ce qui revient & :
~1

(i+1) n
I t—a)™.
ek ZO T(i+a+l) (t-a)
Une dérivation d’ordre n, donne

(4) ar 7o) = S epm 0 (4) oy

7n—1’ rG+1) T@GE+a+1) (t— a)ite
F'i+a+l)(i+a—n+1)

= i ¢ L@+1) (t—a)™o ",

“(i+a—n+1)

Donc,

1
Zcz N
(i+a—n+1)

a)i+a—n )
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Proposition 2.11 Soient f € C([a,b)), et n— < a < n,n € N. Alors, lopérateur de

dérivation de Riemann-Liouville r;, DS posséde les propriétés suivantes :
1.

RLDS [RLI(? [f (t)]] =f (t)
lim D LF (0] = £ (1)

Preuve. En se basant sur la propriété classique :

() @r@n=ro,

on obtient :

d

wD Ltz O = () (2 Lt £ 0]

() o = () wen = o

2. On suppose que f est de classe C", alors

O =1 [P 1)+

Maintenant, on applique I'~“, on trouve :

@ (g .
LR @)= L [ [0 @] + 1 [Z Js - ay]

(2.35)

(2.36)
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Ensuite, on utilise la formule (2.32)

w0 = () (1)

i

d n n—1 .
Y e IQn «a (n) _\n—ati
(dm) L/ +Zf‘n—a+z—|—1)( @)

1=

n—o <« f(l n—o+i—n
=1 +;Fz—o¢+1 (t=a)
n—1 (z) A
= 0]+ X
i=0

En faisant tendre vers n™, on obtient :

Jim e D[ f (1))

<

= lim [ ()] + Tim ST (= a)
an [ ] a?n; I'i—a+1)
n—1 fZ
= IO (1 (t—a) ™= f™(t

+ ZZ: ['(i—n + 1 a) Fr)

D’ou
T pe DY [f ()] = £ (1)

<

|

2.2.4 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a,n — 1 < o« < n, n € N* s’obtient
par une application de I]~“ suivie d'une dérivation classique d’ordre n : Tandis que la dérivée
au sens de Caputo est le résultat de la permutation de ces deux opérations.

Définition 2.10 Soit f € C™ ([a,b]), n € N*. On définit la dérivée fractionnaire au sens de
Caputo d’ordre o > 0 de la fonction f comme suit :

1 o
"= )" M (s)ds, n—1 <o <n, neN,

['(n—a) Ja
cDg [f ()] = (2.37)
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On peut écrire la relation (2.87) sous la forme équivalente suivante :

d n
rely ™ [(E) f(t)l, n—1<a<n, neN

cDg [f ()] = e (2.38)
(%) f@), a=n.

Exemple 2.9 Soit f(t) = (t—a)’, > —1. Pour a >0, on a :

eDul O] = sl = (70D = F(nl— o) / (t = )" f) () ds.
Et comme o M s
MO=rgrpt-9
alors
DIFO] = el | (0]
_ I+ - »
= TG M [(t—a)’g ]
I'(3+1)

= t — ) (s — )P dr
_F(n—a)I‘(ﬁ—n+1)/a(t 7 (s —a)Tdr

En effectuant le changement de variable s = a + z (t — @), on aura :
oDg [f ()]

— F(ﬁ“‘l) 1 ca—zli—a n—a—1 2 (t—a B—n — o) dr
B F(n—a)F(ﬁ—n+1)/0 (t (t ) (x (¢ ) (t )d

= L+l —a)’° 1 — )" P
S T wrgarn Y /0(1 ) a

B I'(B+1) _ g ' )l B,
a F(n—oz)F(ﬁ—n+1)<t ) /0<1 ) !

_ re+1)Bn—a,f—n+1) (t—a)’®
F'n—a)T'(6—n+1)

_ rg+1)rn—a)l(B—n+1) (t—a)gia
Fn—a)T(B—n+1)T(f—-a+1)

_ F(ﬁ—’_l) (t_a)ﬁ—a.

I'pg—a+1)
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Sil'on prend f=1et a = %, alors

elf @) = wire|(5) U] = wit [ F -0l

Si3=0eta>0, alors
prir )= i [(4) G 0)] = mib=o

Remarque 2.8 Si f = ¢, alors

1

cDy [f ()] = m/ (t— S)nia*l f(”) (s)ds

1 t n—a—1 _ _ ac
_ ml((t—s) x0)ds=0= ¢D[c].

C’est-a-dire que la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction constante est

nulle.

Exemple 2.10 On reprend la fonction f (t) = (t — a)% et on calcule a dérivée fractionnaire

oD2 [f (t)]. Alors :

DL = oD

" [(%)2 ((t—a)3>] .

En tenant compte de la relation (2.32), on aura :

Q w
[ —
—~
~
|
Q
N—
wlot
| I
I
=
h
Y
|
o
—
VR
SIS
N—
)
/N
—~
~
|
Q
S—
wlon
N——
| |

3 1
CD; [(t—a) ] = RL]aZ

[
1
=
—~
Nt
—
~—
—~
~
S
~—
[N
|
[\V]
I

1 [33p (3 5_ 15 1 1
= pold |23 (2) (t—a)? 2] = ruld [(t—a)2}

Proposition 2.12 Soitn—1 < a <n,n € N* X\ u € R et soient les deux fonctions f(t) et
g(t) telles que ¢ DY [f (t)] et ¢ D [g (t)] existent. Alors la dérivation fractinnaire de Caputo

est un opérateur lineaire :

oDy [Mf () + pg ()] = AcDg [f (0)] + oDy [g (£)] (2.39)



46

Preuve. On a : p

ezl 0= (G

§) ml oD,

alors
DN 0+ g (0] = () (2™ (A )+ ).

Comme la dérivée n-éme et 'intégrale sont linéaires, alors
cDg [Mf (1) + pg (2)]
(D) e ar o (S) wize o)
= i RLLq M i RLLq g

= AeDg[f (O] + peDg g (1)] -

Proposition 2.13 Soient f € C"([a,b)), et n — 1 < a < n,n € N*. Alors, l'opérateur de
dérivation de Caputo DS a posséde les propriété suivante :

Si ¢DX[f ()] =0, alors f(t) = ¢ (t—a) . (2.40)
Preuve. Soit f € C"([a, b)), alors

D If (0] = 0= 1" K%) / <t>] 0.

En appliquant D"~ ¢, on trouve :

donc

Lien entre la dérivée de Caputo et celle de Riemann-Liouville

Pour f est de classe C™ et n — 1 < a < n, la relation reliant la dérivée au sens de
Riemann-Liouville & celle de Caputo est donnée par :

riDZ [f(O)] = oD [f ()] + (2.41)
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La relation (2.41) peut aussi s’écrire :

« _ « . — f(l) ( ) . i—Q
CDa [f(t)] - R-LDa [f<t>] r (Z — a4+ 1) (t CL)
" (2.42)
"1 e(i) (4 .
=t |1 - P

A partir de (2.41) et (2.42), on déduit que la dérivée fractionnaire d’ordre « de f au sens de
Riemann-Liouville coincide avec celle de Caputo si a est un point zéro d’ordre n de f.
Plus précisément, on a :

(f7(a) =0,i=1,2,..n—1) = (D [f(t)] = DT f(H)]).

Preuve. On part de ’hypothése que f est de classe C™, alors on peut écrire :

MH

(t—a) + pul” [(jt)n[f(t)]]. (2.43)

En appliquant g I~* a l'identité (2.43), on obtient :

Wl 0] = Zf Ll jt)n[f(t)]”
— I LA T wtz | () L]

Ensuite on applique (%)n a la relation obtenue, on aura :

A~
SIS

)” (L2 (2]
S (8 (o) (3 (0]

— S f(Z) (CL) F(n_a+i+ 1) n—a+i—n
)(F(n—oz+i+1—n)(t_a) )

(@) ([ [(G) vo])
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Maintenant, en utilisant le fait que :

10l = [t (5) 10| et nanz )= () (o).
on obtient :

iDL (0] = D (f +Zp Z_M (-0

2.2.5 Dérivée fractionnaire au sens d’Hadamard

Dans cette sous-section on donne la définition et quelques propriétés de la dérivée frac-
tionnaire au sens de Hadamard, on donne aussi quelques exemples. Soit [a, b] une intervalle
de R,et on a la fonction f : [a,b] — Ret § = t% et

ACYa,b] = {f [, b] — C 6" f(t) € ACIa,b],0 = t%}

Définition 2.11 Soient f € ACY [a,b], o0 > 0 et § =t La dérivation fractionnaire au sens
de Hadamard de la fonction f est définie par :

aDS 0] = (1) Wl 0] = 0" 7o) (2.44)

- o 6d) [ )t

oun—1l<a<n,n=l[a+1

Exemple 2.11 On calcule la dérivation fractionnaire au sens de Hadamard de la fonction
suivante :

Ona :

uDg[f(O)] = uDg
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s

log £’

0 n t\n—a+0 1
a t 0 (log Z) 6 n—a—1
HDa [(log a) ] = T (Tl — O[) A Yy (]. - y) dy

En effectuant le changement de variable : y = on obtient

1

Pour a =35 et =0, ona:

1 0 :
[ oy (53 S T
a 2T (3) a) T (1) (logt)?

alors la dérivée fractionnaire de Hadamard d’une constante n’est pas nulle :
1

uDg ] = I'(l1-a)(logt)”

sia =1, alors
1

I'(l—a)(logt)*

Exemple 2.12 On calcule ’intégrale au sens de Hadamard d’ordre o > 0 de la fonction
f(t) = (log 3)9_1 0> 1.

uDY ] = gD [c] =

Alors,
NG ) NG
HDS lOg — = (SnH[ZLL @ lOg -
a a
1 t AN s\ 01 ds
" log — log — —
F(n—oz)(s /a (0g5> <Oga> s
T n—a+0—1
L TO it |
F'(n—a+0) a
donc 6—1T +0—1
o AN N ) n AN
nDe [(k’ga) “Th-at0) (bga) -
st a =1, alors
1] I (6) —at0-1
D |(logt)'™'| = =——"—=0" (log )" **7".
uD" |(logt)"™"] = = 0 )
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Proposition 2.14 Soit « > 0 et f € C'[a,00) N L [a,00). Alors l’équation g D2 [f (t)] = 0

admet une solution générale donnée par :

f@) = e (logt)* " 4 (logt)* >+ ... + ¢, (logt)* ™"

n ¢ a—1
= Z Ci <10g 5) )

i=1
ot c; R, i=0,1,2,....n, n=|a] + 1.

Lemme 2.2 s0it h: (a,b) — R une fonction, alors §"h (t) = 0 si seulement si

n—1 7
QO% >,
=0

oulesc; € Ryi=0,1,2,...,n — 1 sont des constantes réelles.

Preuve. On a :
HDcO; [f (t)] =0.

Ce qui implique :
0" gl [f ()] = 0.

a

D’apres le lemme 2.3, on a :

A t)| = i(log—| , ;eR,i=0,1,2,....,n— 1.
a2 [ 0] =S (gt L e R "

Maintenant, on applique l'intégrale fractionnaire /¢ aux deux membres, on obtient

alg a0 = wll IO = wlf r 1 (log )]

=0

n—1 + 7
= C; HI;X [ <log —) ]
=0 a

PRIl = 0= (Z% (1022) )

n—1 i+o
1) t
= ZcZ i+ o (log —>
—~ T(i+ta+1) a
1

n—

En suite,

P+ G+a+1) ( t)”“”
= ZCZ , log —
« T(i+ta+)I'(i+a—n+1) a

=

n—1

Z Z+1) 1 t i+a—n
= ¢ og — :
—~ T(ita-n+1) %4

(2.45)

(2.46)
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Si on pose k = n — i, on obtient

B T(n—Fk+1) AN
f@) = Z%—km <log a)

Réciproquement, si

f(t) = Xn: ¢ (log 2) . :

k=0
alors, on applique l'opérateur yD{ aux deux membres de I’équation précédente, on obtient

L k=0

n t a—1
= E ¢ | uDy <log —) =0.
a
k=0 L i

[
Proposition 2.15 Soit a >0 et f € C'la,00) N L' [a,00), on a :

aI [ uDE[f )] = )+ (logt)* ™ + ey (logh)* > + ...+ ¢, (logt)*™™  (2.47)

= f(t)—f—jiocz (10g2>2’

ou lesc; e R,e=0,1,2,...,n — 1 sont des constantes réelles.

Preuve. Exercice m
Dans la suite, on donne une relation reliant la dérivée de Caputo a celle de Hadamard.
Lien entre la dérivée de Caputo et celle de Hadamard
Soient @ > 0, n = [a] + 1 et f € AC} [a,b]. Alors

DELF ()] = HDs[f<w——§j5”““)(Mgt)]. (2.48)

7! a

Si0<a<1,ona:

Dy [f ()] = uDg [f (t) — f(a)].

2.3 Dérivées fractionnaires 4 gauche et a droite

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a, b], avec —o0 < a <t < b < +0o0 et

t b
Ll = [ s@dea o= [ fe e
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Pour une primitive seconde on aura :

o= [ ([ o) aai o= ([ o)

D’apres le théoréme de Fubini, on peut écrire :
t t 1 t
Br )= [ fds [do= g [0 ds

1 a
et b s b
2= [ fs)ds / dr=2 [ (=9 f(s)ds.

t
Dans le cas général, on a :

L ()] = ﬁ / (t— 8" £ (s) ds,
et ) , 1
B 1f 0= oy / (t— )" f () ds.
Donc X )
Iy [f ()] = m/ (t— S)nil f(s)ds,
et
b
I [f (1) = ﬁ / (t—s)"" £ (s) ds.

Définition 2.12 Les intégrales fractionnaires de Riemann-Liowville g 1%, [f (t)] et p.odf [f (t)]]
d’ordre o sont définis comme suit [1] :

eI [ ()] = ﬁ / (t— )2 f(s)ds,t > a,a >0, (2.49)
et
wnd? [f (0] = ﬁ /t (t— ) f(s)ds,t < ba > 0. (2.50)

Exemple 2.13 Calculer les intégrales g 1% [f (t)] et oIy~ [f (t)] de la fonction suivante :

ft)y=(t—a),B>-1
En utilisant les définitions (2.49) et (2.50), on obtient :

a [ gl _ 1 ! _80171 S—GB s = F(ﬁ_'_l) _aa+5
wilt (=] = s [ =9 s = S -0
et
o | 1.1 [ a1 _ T+ o
R.L[_(t_a)ﬂ_m/t (t—s) (5—@)Bdsfm(b—t) 7
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Pour =0, 0n a:

wnl® [1]:%4 (t—s)a_lds:ﬁ(t—a)a,

et
1

RLIbOi [1] = m/t (t — S)a_l ds = ﬁ (b — t)a .

Pour f(t)=C,on a:

R.L 3+ [C]_%/a‘ (t—S)a_ldS_ﬁ(t—&)a,

et

roli [C] = %/t (t — s)o‘_l ds = ﬁ (b—1)".

Remarque 2.9 Lorsque o« =n € N, les définitions (2.49) et (2.50) oincident avec les niéme
intégrales de la forme [1] :

L] - /d s [T [T s as,
C

_ _(n_l)!/ (t— s)"1 F () ds,

el = [ [ s [ peod,
_ ﬁ/tb(t—s)”_lf(s)ds.

2.3.1 Dérivée-Riemann-Liouville & gauche et a droite

et

Les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville g, D%, [f (¢)] et rr Dy [f (t)] d’ordre «
sont définies comme suit [1] :

WD [F0) = Sy (1) (251)
= ;;:L [F(nl— o) /a (t—s)"""""f(s)ds|,t >a,m—1<a<mmeN,
et
w10 = (—5) s (2.52)

— (_%>m {ﬁ/at(t—s)"alf(s)ds] d<bm—1<a<m,meN".

n—uo
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Si 'on prend o = m, alors

reDo= [f ()] = reDy- [f ()] = f (1)

et
reDge [f (O = f (), reDy- [f (0] = (=1)" F (1),
ot f() (t) est la dérivée usuelle de f (t) d’ordre n.

Exemple 2.14 Calculer les dérivées r DS, [f (t)] et R Dy [f (t)] de la fonction suivante :
f)=(t-a),8>-1
Par définition, on a :

L(Bp+1)

reDg [f ()] = reDg+ [(t — a)’B] = m (t — a)ﬁ—a’
et
wDE (0] = D1 (0] = i oy (b= 07
Pour 3 =0,0n a: 1
r1Dgs [1] = =) (t—a)™",
et X
rrDy- (1] = T o 1=a) (b—1t)"".
iS f (t) = C, alors : ;
rrlgs [C] = 1“(1——04) (t—a) @,
et .
rolp- [C] = T ) 1—a) (b—1t)"".

2.3.2 Dérivée-Caputo a gauche et a droite

Les définitions de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo & gauche et a droite sont
donnée par :

Définition 2.13 Soit o > 0 et n = [a] + 1. Les dérivées fractionnaires de Caputo & gauche
et a droite ¢ D%, [f (t)] et ¢ Dy [f (t)] sont définie par [1] :

[ n=lor(h) ,
oD 0= D |10 - Y <t—a>ﬂ], (2.59
et ~ 1 )
oDy 0] = naDi |10 -3 <b—t>f]. (2.54)
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Pour0<a<1,ona:

Do (D) = meD% f () — =LY gy

r'l-a)
et b
eDi- [F0] = miDF ()~ s (0=1)7"

Exemple 2.15 Trouver les dérivées ¢ D%, [f (t)] et ¢D;- [f (t)] de la fonction : f(t) =
(t—a)’,B>—1.
Ona :

oD 1 (0] = oD [(t = 0)") = g ey (=)™,
et
oDi- (0] =0 Df- [(t ~ 0] = iy (0= 0

Pour =0, 0on a:
rDgr [1] = roDy-[1] =0,

Si f(t) = C, alors :
rill [Cl= grrDy-[C] =0.
2.3.3 Dérivée-Hadamard a gauche et a droite

Soit une fonction f € C([a,b). On considére les intégrales de gauche et de droite d’ordre
fractionnaire «, défineis par [4] :

aI% [F (D) = ﬁ /; <log é) o fis>ds, t>a, (2.55)
. 2l [F ()] = ﬁ /t b <log é)al / is)ds, t<b. (2.56)

Définition 2.14 Soit a > 0 et n = [a]+1. Les dérives fractionnaires de Hadamard & gauche
et a droite d’ordre de f sont définies par :

aDs 0] = (1) Wl 0] = e 100

- () e [ () 0%

1 t "t ds
= —_— n 1 _ —
r<n_a>5/Q<Ogs) ) C >,
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et

WDELF0) = (=t ali 0] = (-0 u=" F00)

(2 ot [ )t

_ ﬁ(—a)" /tb (log é)n_a_lf(s)%,t<b,

Proposition 2.16 Sia >0 et > 0. Alors

i B—1T] B—a—1
t r t
HDng (loga) = ﬂ (loga) 7ﬁ > Q,

_ |"TG-a
’ T R R
aDy- (log;) = m <log;) B> a.
En particulaire, si 5 =1, on a :
et

05 0= ()

2.4 Exercices

1

Exercice 2.1 1) : Soit f(z) = 22 et a = 3,8 = 2. Calculer 2D [F-EDPf (z)] et
R.LDﬁ [R'LDaf (l’)] ]

2) : Calculer la dérivée fractionnaire d’ordre % au sens de Riemann Liouville de la fonc-
tion f(z) = (1+z) ",z >0.

Exercice 2.2 1) : Soit f € C([a,b]). Montrer que si v > 0, alors lim > I* [f (t)] = 0.

2) : Calculer les intégrales fractionnaires 1% [f (z)], f(x) =sinz et I* _ [f (x)], f(x) =
oS T.

xoz-l—k

_yatB QT
(x —a)™" et I§ ZkEOF(Oz—i—k—i—l)'

r 1
3) : Montrer que [%2” = %
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Exercice 2.3 1) : Soitm—1 < a < m, m € N* et f une fonction définie sur |a,b] . Résoudre
I’équation suivante :

mLDE [ (£)] = 0.
2) : Montrer que pourn —1 < a <n,n € Net f€C" ona:
L)

Dy 1S ()] = "D [f @) -3 ooy

Exercice 2.4 1) : Soit a > 0 et f € C'[a,00) N L' [a,00). Montrer que si y D% [f (t)] = 0,

alors
n

¢ a—1
=S ¢(logZ) .ceRi=01,2..n n= 1.
@) Zc(oga> ¢ €R,i n, n=[a]+

=1

2) : Montrer que sicc > 0 et f € Cla,00) N L' [a,00), alors on a :
n—1 " %
1o gD [F ()] = f (¢t (log= ), cieRi=0,1,2,...,n—1.
ArAROETOR S ) R n
Exercice 2.5 1) : Soient « >0, n = [a] + 1 et f € ACY [a,b]. Montrer que
n—1 <
o' f (a t
1) —Z i'( ) (log5>] :
i=0 '

2) : Montrer que si 0 < a < 1, alors, on a :

D [f O] = uDg [f (1) — f(a)].

oD [f ()] = uDg




Chapitre 3

Opérations sur les dérivées
fractionnaires

Dans ce chapitre, on présente quelques opérations sur les dérivées fractionnaires. Pour
plus de détail, on cite [1,4,12].

3.1 Composition avec les dérivées d’ordre entiér

3.1.1 Dérivée-Griinwald-Letnikov

Proposition 3.1 Soient m un entier strictement positif et n — 1 < o < n, alors

() (el = cuosm s, 3.1)
et (
m @D () (t — q)imem
bt |(4) 10] = aper o) LA IE )
Preuve. Pourn —1 <a<n,ona:
mEmel o G) (g | t
a DS [f(B)] = ) F(jf——o(m)tl)(t —a)™" + m/ (t— )" fUF (5)ds.

J=0

58
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Alors

(%)mmD:[m)}—(%)mrf P LIOR

Jj=0

+;) / (t- s>”+m—“f<"+m><s>ds}

I'n+m—a
n+m 1 f(j (CL) ( )
]0 j—a+1)

a

- n+mfoz (n+m)
F(n +m — / dt) f (s)ds

_ f9(a) j—a+1) i—am
- [(j—a+1) {F(]—a—mjtl)(t_a) ]

=0

Q

1 b T(n+m—a+1)
t— n+m—a—m g(n+m) d
+F(n+m+1—a)/F(n+m—a+1_m)( 5) f (s)ds

= f9)(a)  aem
= 3 F(j—a+1—m)<t a)

F(n—a—l—l

n+m

— t — j—(a+m)
Z j—a—m+1)< @)

+ m/a (t— s)”—af(n+m+1)(8)d8 = D). I

.

+

Donc

() exDi 0 = ez (100

Aussion a :

D8 [(%)mm} = DS [£(0)]

n—1 Lm
= ZM@—W‘“ : / (t— syt (s)ds

nim-l () , x
= 3 et T g [ €
m—! D) (q
fP(a) (t — a)i-a—m

R = O e
= GLDa+ [f(t)]_z I'j—a—m+1) "

=0
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Ce qui veut dire que (%)m et D% ne commutent que si fU)(a) = 0 pour tout j =
0,1,2,..m—1 m

3.1.2 Dérivée-Riemann-Liouville

Proposition 3.2 Soit f : [a,b] > R et m —1< a <m,n € N. Alors

() eDEIOD = reDE™ 17 0], 33)
et
el d\" _ a+n = f(]) (t — a)j_a_n
wiz () £0] = mpsis o1~ > et (3.4
Preuve. D’apres la formule (2.25), on a :
(e D[ () = S (1727 (1),

alors

(4) woiron= () (5= v

n+m n+m
(7)) meemre=(g) e

= re Dy [f (1))
Donc
dt

Pour prouver lidentité (3.4), on utilise la relation suivante :

DN (DS [ O]) = a D [ (1)
(i)

[ ()] = / (t— 5" ™ () ds (3.5)

(n—1)!

et que
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Maintenant en utilisant (3.5), on obtient

vz |(5) 70 = nevze @z )

o a+n
= r.rDj

«I'(j+1)
— a-Tn t a—n
R.LE g f() J_Or(j_a_n+1)< CL) 9
donc
D2 [(4Y 5 0] = aprmr -5 LD e
- = —a :
b Za 1\ at fl = I‘]—a—n—l—l)

Ce qui veut dire que (%)m et rrD§ ne commutent que st f(j)(a) = 0 pour tout j =

0,1,2,...m—1. m

3.2 Composition avec les dérivées fractionnaire

3.2.1 Composition de 'opérateur ;D" et ;D"

Proposition 3.3 a: Si § < 0, pour tout « € R\ N, alors on a :
arDg [erDy [f ()] = aL DI Ff(1)]. (3.6)
b:Si0<m—-1<pB<m,a<0etf0(a)=0pourtout j =0,1,...m —2. Alors :
orD2 [anDE [f 9] = crDE*FF(1)]. (3.7)

c:50<m—-1< 8 < met Ogn—l<Oz<netf(j)(a):0p0urt0utj:
0,1,...,7 — 2.avec r = max(m,n), ALors :

arDg [ar DI [f O] = D lerDg [f ) = DI FIf(2)]. (3-8)

Preuve. Deux cas seront considérés séparement : 5 <0 et >0 :
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a.1 Si 8 < 0. On prend d’abord o < 0, alors on a :

crDS (e DY f (8)]]

_ t —5)7o ! B (s)]) ds
e [ = @Dl ) d

= r(ia) /at“ —o [P(iﬁ) /:(5 — o) (@yda ds

= L t x)dx t —s) s —x) P s
-t L @ [

_ 1 1 /t I'(—a)T(=p) (t Q;)fafﬁflf(a:)da:

(T (5 ). T(5-a)
— 1 t — )y @B =1 (N dr
‘w—m+ﬁwl“ ) f (@),

donc si f < 0 et a < 0, alors

aDg [ D [f (V)] = aL DI F[f(1)].-

a.2 : Maintenant on suppose que 0 < n — 1 < @ < n, en remarquant que « = n + (o — n,
alors

ar DS [ar D] [f ()] = D™ [EDP[f ()] -

D’apreés la relation (3.1), on a :

D™ (7 0] = () (@D @),

puisque &« —n < 0 et 3 < 0, on peut écrire

d

s D1 0] = (1) (D (D1 0)])

(1) @D 170 = bz 17 0],
Donc si < 0et a >0, alors on a :
a1 DS [ar DL ()] = DI [f (1)

Aussi si a = 0, alors

arDY [co DS If ()] = a DY [f (1)) = oDl [f (1))
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b. Si g > 0, alors on suppose que 0 <m—1<f<meta<0,ona:

m—1

1

GLDB t a)j*ﬁ + m /t(t - S)miﬂilf(m)(s)ds.

M

Fj—ﬁ+1

7=0
Maintenant, on applique I'intégrale fractionnaire d’ordre —a (o < 0), on trouve

Dﬁ -« f(j oD Ji—B
Oét_ —

a

M

Jj=0

1 ' afp _ ym—B-1 p(m)
—i—F(m_B)/a arDS(t — s) LFm)(s)ds

et ¢, D¢ (t—a) = ont des singularités non intégrable, donc 'intégrale fractionnaire 1, DS [ DZ [f (¢)]]]

n’existe que si f(j)(a) = 0 pour tout j =0,1,...,m — 2 et dans ce cas on a :

(m-1) (g
D217 (0] = oG = ™ D [ ().
DI (0] = gy [ =9 s

Alors
a1 DY [ DS [f (1)]]

(m=1)(q
k[ iy

(m=1)(,,
- b [If’(m——(ﬁi(t —a)" P 4 Dy e D [ ()]
_ f(m—l)(a) « m—1— a+B—m £(m m
—Nm—_B)GLDa(t_a) Ot Dyt pem [ ()]

- f(mfl)(a) ['(m —p) —q)m 1P L t _ gy BEm=L p(m) (& g
_F(m—ﬁ)f‘(m—ﬁ_a)(t ) +F(—a—ﬁ+m)/a<t ) [ (s)d

o fme) R 1 Lo S @B =1 £(m) () dg
_F(m—ﬁ—a)(t ) +F(m—(a+ﬁ))/a(t ) S (s)d

= Dy [f ()] |

c. Maintenant si0 <m—-1< g <m,0<n—1<a<n et etlafonction f(t) vérifie les
conditions :

f9(a) =0, j=0,1,..,r =2 avec r = max(n,m),
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alors
ar Dy [a Dy [f (1)]]
d

= a0 [P0 = () (auDi™ [l 0))

_ (%) (e D [ (O] = an D2 [f ()],

donc g D% et ¢, DP? commutent, ssi

f9a)=0, j=0,1,...,r — 2. avec r = max(n, m).

3.2.2 Composition de 'opérateur ;D" et pp [

On s’intéresse maintenant a la composition de la dérivée et I'integrale fractionnaires au

sens de Riemann-Liouville :

Proposition 3.4 Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors

reD® [red® [f )] = D™ [red™ * (eI [f (0)])] = D™ [I™ [f )] = £ (t).

Preuve. En utilisant la définition (2.8), on obtient :

reD [ [f (1)]]

dm | 1 t — X
T g _F(m_a)/a (t—s) ri! [f(S)]ds}

= CZZ :F(m —104)1“(04) /at (t =y (/t (s =) 1 (@) dw) ds}

_ ;; :I‘(m—loz)F m / ' f (@) da / (= 5o (5 gymont ds].

On pose
¢
I= / (t—s)"" (s — )" ds,

et s=1t—y(t—x) ce qui donne ds = — (t — x) dy, alors

I = / (t—s)"" (s —a)" " ds

1
= (t- S)ml/ YT (1 —y)t  dy
0

m_1P<m—Oé)F<Oé>
F'm+1) ~’

= (t—s)""B(m—-a,a)=(t—-s)

(3.9)
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donc

D I [F (0] = dm[ !

o m/:(t—s)m_lf(m)dx
= [(t)= reD™ [reI™[f (V)]
et comume ¢ 5 1 (12 [ (1)]) = I [ (1)], alors
rRLDY [ReI® [f ()] = D™ [re 1™ (eI [f (0)])] = D™ I [f (8)]) = F (1) -
.

Proposition 3.5 Soient f € C([a,b)) et n—1 < a <n,n € N*. Alors

gl DSS (0= £ =3 w10 o

i=1

(3.10)

Preuve. On a :

e d? DO (8)] = —— / (t— )" @D [f (3)) ds

on pose

I= m/ﬂ (t —s)" rRDS[f ()] ds.
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En faisant des intégration par parties répétées, on obtient
=ty [0 (G D )
= — -5 — s)ds

I'(a+1) ), dt) e

i k—j RL 1 —(b—a) (:L’ _ a>a—j+1
—mamr L @O s )
. RLDa*J'f M
_;[ a <x)]l“=aF(2+a—j)
_ RLD;(mkH) (RLDg(k*a)f (:C))
. i [RLDa_jf( )] (£U — a)a_J-H
= a =T (24 a—j)
RL -1 : RL rya—j (z — a)a_j+1
- Da f($>_;[ Da f(x)]x*aF(Q_i_a_])
d’ou
redy [re Dy [f (2)]]
B d . n J— (t _ a)afiJrl
= % (RLDa f(t) - ; Dy [f (t)]t:a m)
_ _ - a—i (t—a)*”
= f(t) Z reDy [ f (t)]tzaF<a_i+ 1)
[

3.2.3 Composition de 'opérateur p;D* et p;I”

Proposition 3.6 Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors :
1. 8i 0 < B < a, alors la dérivée r, DS P [f(t)] existe et

reDy [rely [F ()] = reDy 7 [f (1)) (311)
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2. 8510< a<p, alors on a :
re DS [redy [f(O]] = DS [F(1)]. (3.12)

3.5%m—1<p<m, alors on a :
J o a—k
g [ D) [FO)]) = DI [FO) =Y [ DI ®)],, F((t1+—oz—k:)

k=1

(3.13)

Preuve. 1 Si0 < <a,alors <m—1<a<mn—1<a—[ <n,eten utilise (2.3) et
(2.25), on trouve :

wD; [l 1000 = () Gtz [naf? 7 0]

d " m—(a—
() (i1 0.
Puisque m > n, alors il existe un j € N tq m = n + j, et on peut écrire

re DG (et [f(1)]]

(B o) = (5) e o)
(Y (4 i)
PP

- <%) (re =72 F (]) = meDE77[F ()]

donc
re DY [reI] [f ()] = reDa P [f (1)].

2.Maintenant pour le cas 0 < o < 3, on a

re DY [Redl (O] = reDE [redl [l [f(1)]]]
= rell [[re I U O] = redl [[redd [f )]
= reI]T[f()],

donc
reDY [l [fO)]] = reI] ™ 1fF(1)].
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3. Pourm—-—1<f<m,ona:

RIS [re DS [f0]] = reDS ™ [redl [ D2 [f()]]]

J —a)fk
~ WD {f 0 =3 (DIt ()], %}

k=1

= RLDg_af (t) — Z [RLDg_kf (t>]t:a

reDE o (t —a)’ "

2 T(B—Fk+1)
= DI - [re DS S (t)]t—a%’
k=1
d’ou
rely [ D] [f®)]] = reDaf (1 Ej: D W), r%%i—_kk)
k=1
|

3.2.4 Composition de 'opérateur p; D% et p; D’

Maintenant on s’intéresse & la composition de deux dérivées d’ordre fractionnaires au
sens de Riemann-Liouville :

Proposition 3.7 Soit f : [a,b] — R une fonction continue et m—1 < a < m, n—1 < § < n,
alors on a :

reDg [re DY ()] = reDPf() — Z [RLDg_jf(t)L:a %, (3.14)
et . e
reDg [ Dg [f(1)]] = re D7 f() Z re DI ()], % (3.15)
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Preuve. En utilisant les relations (2.25). (3.3), et (3.13), on trouve :

re DY [ DS [f(1)]]

d

_ (E)m (e ™ [ D2 LF)]])

- () (o = 3ot =)

= re DY F() = Y [ReDIFM)] L, (%) T (572:62__k_+ 1)
I R Bk (t—a) "
= re D f(2) [ rD)] f(t)]tzal“(l—a—k)’
k=1
donc . Caej
r DY [re DY [f(0)]] = DY F() = [ reDI7 £ (1) ak),

Jj=1

Si on interchange « et 5 (aussi m et n), alors on trouve :

B . a+18 m o (t _ a/)_ﬁ_]
re Dl (R DY [f(D)]] = reDa™ f(2) E RLD TF(t)
J=1

3.2.5 Composition de 'opérateur p; /" et o D"
Proposition 3.8 Soit « € |n—1,n[ et f € C"([a,b)). Alors

I e D [f O = 1) + (t—a),

ouc; R, i=0,1,2,...n—1,n=[a]+1.

Preuve. On montre la relation de dérivation classique :

( ,
Pour n =1, on a:

0 (4 .
SIGI.

0! =f(t)— f(a) =L [f ()]

f(t) -

=T —a-j)

Jie “T(1=B-j)

(3.16)

(3.17)
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. . /
Aussi, on montre qu’elle est vrai pour n + 1, on pose h = f, on aura :

n—1 h

t—a

I;z+1 [f(n+1) (t)} _ _]; []: [h(")( ) _ ]1 [

=0

: 16 (g »
:/h(s)ds—z(ﬁ—(),(t—a)”

— (i+1)1!

n- 1f(z+1 (a) e
/f >y ¢

") (g .
— Z (t—a) = (t)—‘ f ,.()(t—a)’.

En appliquant relation (2.30), on peut écrire :

I [eDg [f (O = rIZ [pI~ [FO®]] = 1" [f™ (1]

Par la formule (2.32), on a :

rlg leDg [f ()] = f() +
]
Proposition 3.9 Soient f € C"([a,b)), et n—1 < a <n,n € N*. Alors, on a :

oDg (el [f ()] = f (1)

Preuve. En effet,

Dl U] = meiz | (§) Wiz D)
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D’apres la relation (2.2), on trouve :

Dz s 1) = wt e [(5) (i [ €= 005 )]
= g™ (ﬁ / t (%)n@—s)a—l f(s)ds)]
= i (i [ g o)

e /at“ =9 (0 )

=1 [RITTFO)] = rI ()] = (1),

donc
cDg [RIG[fF D] = f(1).

[ ]
3.2.6 Composition de ’opérateur D% et oD
Proposition 3.10 Si0 < a,83<1 aveca+ [ <1 et f de classe C*. Alors
cDy [eD[fW]] = D f(t) = ¢DF [eDg [f ()] (3.18)
Preuve. En utilisant la regle de composition des opérateurs rI2 et DS, on peut écrire

oDy [eDI[f®]] = rI[eDa (rI7" (eDy[f (1)]))]
= RIOP[RI} (DL [RI (DL If (O)])]
= RIFOO (DY (RIFP (oDLIF ()]))]

= L, eDulf )] = DI [f ()]

Donc
eDi [eDIf )] = DI If (). (3.19)
En utilisant (3.19), on obtient :

eDg [eDL[f O] = D [f ()] = D [f ()] = D7 oDy [f (t)]]-
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3.2.7 Composition de opérateur y/* et gy D"
Proposition 3.11 Soit a > 0. Si f € C([a,b)), alors :

aDg [ wIZ [f @Ol = F (1)

Preuve. Par définition, on a :

vl = (1) wUo)

|
() [ )
|

= "IN
On répéte cette procédure ¢ fois, on obtient :
0" gl [f ()] = 0" wISTf (1))

Pour ¢ = n, on obtient
Oyl [f ()] = wld ™" [f (B)],
de plus
O wly [f ()] = f(1).

Par conséquent,

aDg [ el [f D) = 0" w7~ [aI3 [f (t)]]

= 0" uly [wId[f )] =f().

Proposition 3.12 Soit o > > 0. Si f € C([a,b)), alors

u Dy I3 [f )] = w1377 [f ()]

n—1 t a—1
t d t f(s)
— Z{10e=-
Fa)/adt<0gs) s s

()t () e

(3.20)
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Preuve. Soit n — 1 < 8 <n,n €N, § =m, alors

w0 = (%) 10

En appliquant 6" a la fonction g I [f ()], on trouve :

5 I [f (1)] = (ti>nm / t (log é)a_l @ds
() v [ (es) " 00
() ran [ (ees) L

" aIgTHF ()]

On répete cette procédure j fois,(1 < j < n), on obtient

" wIS [f ()] = 0" w7 [f (1))
Pour j =n, on a

0" wlg [f (O] = wld ™" [f (B)].
De plus
8" wly [f ()] =[(1).
Par conséquent,
a DY [l [f (O] = 6" (u I P 1F ()] wlg [f O]) = wle [F ()]
|
Proposition 3.13 Soit f € C'[a,b] et pour tout o > 0, on a :
a—j
ald (uDS S ( )+ Z ¢ <log ) : (3.21)

onc;eR,j=1,2,...,n, n=[a]+1

Proposition 3.14 Soit f € L{a,b], xgI7~*[f (t)] € AC} [a,b] et pour tout o > 0, on a :

aI% (D2 [f ( 5an a]_n ]a+f1§a>] (log 2) N (3.22)

Jj=1

En particulier, si o =n et f € AC§ [a,b], alors on a :
nzl (59 J
itz i o0 =10 - 3 SO (gL (3.23)

Preuve. Exercice m
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3.3 Reégle de Leibniz pour les dérivées fractionnaires

Pour n entier on a :

() wwrm=3 (D)o, 624

J

J

La généralisation de la formule (3.24) est donnée par :

Proposition 3.15 Soit f une fonction continue dans [a,b] et g € C"™ (n > a+ 1) dans
la,b], alors la dérivée fractionnaire du produit g.f est donnée par

D (a0 (00 = 3 (1) (O, D1 () = B 0, (3.29

R (1) = m [ -0t /t g () (- ) dr. (3.26)

Preuve. On a :
n

() Gorm=3% (1) s 0.

j=0

On remplace n par o.ceci signifie que la dérivée d’ordre entier f™%) sera remplacer par la
dérwée fractionnaire de Grinwald-Letnikov ¢ DS, et on calculer cette somme suivante :

La () = 32 €597 (0o, D71 (1),

- On suppose o < 0, si on prend § = «, alors pour tout j a —j =06 —j <0 etona:

- __ ! t 541
oD’ [f(t)]—m/a (t— 5)" f () ds.

Alors
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En tenant compte de la ralation suivante : T () T'(1 — p) =

on peut écrire

sin (7p)’
' I(B+1) f(s)
o = ka E+ )T (=5 +k)’ ](t Sk
' I (B+1)sin((k—pB)7) f(s)
-/ Z il o (1) (t - s>] T
S (L DO sin@mY g ] )
- / ;<( LA R >g R )] =5
Maintenant, en utilisant le théoréme de Taylor, on obtient
" (=1} . . / (n)
> %g(]) (1) (t—sY = g (1) + 91<!t> (t—s)" + .t ? n!(” (t—s)"
:g(t)—i—%/ g (2) (s — 2)"dz
on trouve
Lg (1)
__sin (o) I Y ) Y f(s)
- ot r(5+1)/a L_O a0 00 )] Pt
_sin (d7) ! 1 ") B A" ds f(s)
= - F((5+1)/a [g(t)—i-n!/ag (2) ( )d:|(t—5)6+1
(

-0 54 / )y ds [ g () (s - 2z
1 —5—1

S U RRIORIOT

b [ s [ ) -2

= arD; (9(t) f (1) + Ry (1)

By (1) = ﬁ/ (t— )7 f (s) ds / g () (s — 2)" da.

Maintenant, on montre que : lim R° (t) = 0. En utilisant le changemant de variable sui-
n—-+00
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vant : z = s+ x (t — s), on obtient

R, (t)

= ﬁ/t (t—5)"""f(s) ds/019<"+1> (s+x(t—2s))(—z(t—s)"(t—s)dz
- [ s [ k- o)

= % /at (t—s)"" f(s)ds /01 g™ (s +x (t — s)) a"da

Maintenant, on considére le changement de variable : x =b+y (t —b), on trouve
R, (1)
1 Lof4y(t— !
- )5)/ [(f( i) (t—b)dy/ (D) (b4 (¢ — b) (y + 2 + —ay)) a"da
0 0

Tl t—a) (1)
G (ks
n!T (—9)
<[] #[ﬂbw(t—a» gD (b4 (t — a) (y + = — 2))] dyda
d’ot
7 )

e ) i
- nilﬂoo( n'F(—5)

// T [f byt —a) g <b+<t—a><y+x—xy>>]dydx>

3.4 Exercices

Exercice 3.1 Si0 <m—-1< 3 <met 0<n—1<a<netf9a)=0 pour tout
j=0,1,....,7 — 2.avec r = max(m,n), ALors :

arDg (D7 [f 0] = D e Dg [f (D]l = arDFPF[£(1)]
Exercice 3.2 1) : Montrer que si a > 0 et f une fonction continue, alors
RLpY o 1% = id.
2) : Montrer que si 0 < «a < 3 et f une fonction continue, alors

FEDY L1 (0] = 127 [f (1))
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Exercice 3.3 Soit f une fonction continue. Montrer que pour tout m—1 < a < m, m € N*,
on a :

MDD f () = I3 [T DLf ()]

DI @ D @ D () (e a)
I' («) I'aw—1) '(a—k+1)

Exercice 3.4 Montrer que sim —1 < a <m,m € N* et f € C"™ ([a,b)), alors
d m m—1 ] o () d m
. [’m a J [m—a . .
(&) - g [ (£)

Exercice 3.5 Soit f : [a,b] — R une fonction continue, montrer que sim —1 < a < m et
n—1<p<n, alors on a :

(t—a) "

B a — a+p “ a—j S
reDq [reDg [f(D]] = re DG f (1) ; [re DS F ()], Ti—6—J)

Exercice 3.6 1) : Soit f € L{a,b], gl *[f (t)] € AC} [a,b]. Montrer que pour tout o > 0,

0110~ 5 I o)

2) : Montrer que si a« =n et f € AC} [a,b], alors on a :

wl) [aDy[f (t) <log E) .

=1

<.
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