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Introduction

Ce cours polycopié correspond au programme de l'unité d’enseignement fondamental
UEF-1.2 "Mathématiques 2", du deuxieme semestre, socle commun, du domaine sciences
et technologies. Il permet d’acquérir le contenu de tout le second semestre qui a pour but
d’amené les étudiants, pas a pas, vers la compréhension des mathématiques nécessaires pour
leur cursus universitaire. Le manuscrit est destiné aux étudiants de la premiere année licence
L.M.D sciences et techniques (ST) et sciences de la matiere (SM), ainsi que toute autre
personne ayant besoin d’outils de bases d’analyse et d’algebre linéaire. Les notions abordées
dans ce cours sont fondamentales et parmi les plus utilisées dans le domaine des sciences
et technologie, elles constitues les notions de base qu’un étudiant de premire année doit
absolument connaitre.

Le cours contient une partie algebre et une partie analyse et scindé en cing chapitres qui
sont programmés au module math 2, en respectant le contenu et I’'ordre des chapitres suivant
le canevas donné par le ministere. Les chapitres trois, quatre et cinqg traitent les notions
d’analyse et ceux qui restent sont consacrés a l'algebre.

Le cours débute par un chapitre qui est; en quelque sorte les mathématiques générales;
il concerne les matrices. Les notions de cette partie sont nouvelles pour I'étudiant c’est
pourquoi nous les avons présenté d’une maniére progressive. A la fin de se cours 'étudiant
doit maitriser le calcule matricielle, en particulier les opérations entre les matrices.

Le deuxieme chapitre, traite les systemes d’équations linéaires en particulier les méthodes
de résolution a savoir la méthode de Cramer et la méthode de la matrice inverse.

Le troisieme chapitre concerne les intégrales indéfinies ainsi que définies. L’intégration des
fonctions est omniprésente (fonctions : rationnelles, exponentielles, trigonométriques)et 1'in-
tégration des polyndmes.

Le chapitre quatre est trés important par la suite pour toutes les disciplines. Il donne les
notions de base sur les équations différentielles d’ordre 1 et 2. En particulier, la résolution
des équations différentielles linéaires du second ordre a coefficient constant.

On termine notre cours par des notions fondamentales sur les fonctions a plusieurs variables
toute en insistant sur ceux a deux variables : les limites, la continuité, les dérivées partielles,
la différentiabilité et on termine par quelques notions simples d’intégration double et triple.
Ce dernier chapitre est une préparation de I’étudiant au cours de "Mathématiques 3".

Ce manuscrit est le fruit d’un enseignement du cours Mathématiques 2 pendant plusieurs
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années consécutives. De plus, chaque chapitre est colturé par des exercices qui sont corrigés
en détails.

Le manuscrit prend en considération le niveau de langue ; d’'une certaine catégorie détudiants
qui ne métrise pas bien le francais; ¢’est pourquoi il est écrit avec un francais simple et facile
a comprendre.

Je souhaite que ce document servira bien les étudiants et répondera a leurs attentes et
qu’il les aidera a maitriser bien ce module.

Finalement, Je serais trés reconnaissante a tous les lecteurs, étudiants et enseignants a me
faire parvenir leurs remarques, commentaires et suggestions concernant le fond et la forme
de ce manuscrit a mon adresse : souad.ayadi@Quniv-dbkm.dz



Chapitre 1

Matrices et déterminants

1.1 Les matrices

1.1.1 Généralités

Definition 1.1 Soient n,p € N*. Une matrice A d’ordre n X p a coefficients dans K (K =
R ou C) est un tableau de n lignes et p colonnes de la forme

11 Az - Alp

Q21 Q22 -+ Agp
A=

Gp1 Qp2 - App

Notation 1.1 1. Une matrice A qui posséde n lignes et p colonnes est notée par A =

(aij) 1<i<n
1<j<p

2. Le coefficient a;; dénote l'élément obtenu par l'intersection de la ligne i et la colonne
j.

3. Par convention, dans la notation a;; le i est résevé pour les lignes et le j pour les
colonnes. Par suite, si i # j, alors a;; et a;; n'ont pas la méme position.

4. La taille (la dimension, lordre) de la matrice A = (a;j) 1<i<n e€st notée par dimA. Dans
1<j<p
notre cas dimA =n X p

Remarques 1.1 1. Attention!!! Il faut étre trés prudent vis a vis les dimension. Lors-
qu’on écrit le produit n X p nous n’avons pas a calculer le résultat de cette multiplication,
on laisse l’écriture telle qu’elle est.

Exzemple 1.1 La matrice A = (a;j) 1<i<5 est de taille 3x5 et ce ci donne 15. la matrice
1<5<5

B = (b;j) 1<i<s est de dimension 5 X 3 et ce ci donne aussi 15, mais les matrices sont
1<5<3
différentes et n’ont pas la méme taille. En effet

bir bz bis

aix @12 a13 A4 QAis bar by b3

A= laxn ax a3 axy axs]|, = | b31 b32 b33
31 a3z a3z A34 435 bar sz b3

b51 b52 b53



2. Sin =p, la matrice A est dite carrée d’ordre n.

3. L’ensemble de toutes les matrices d’ordre n X p d coefficients dans K est noté M, ,(K).
De plus si n = p cet ensemble est noté M, (K).

Exemple 1.2

i /3 VT
A=} 2 05 -2 € My5(R), B= 2%i 6 0 € Mj3(C)
11 572 25\, B = _+1@ Yy 3

A est une matrice rectangulaire de taille 2 X 5, et B une matrice carrée de taille 3 X 3.

4. Si A e M, ,(K), alors le produit n x p indique le nombre des coefficients de A. Dans
I’ezemple précédent, le nombre de coefficient de A est 2 x 5 = 10.

5. Si A est une matrice carrée d’ordre n alors les coefficients (ai;)1<i<n forment la diago-
nale principale de la matrice A. Autrement dit, si dimA = nxn alors les coefficients de
la diagonale principale sont aqq, ags, 33, , Any. Dans 'exemple précédent, les coeffi-
cients de la diagonale principale de la matrice carrée B sont by; = %, bos = 61, b33 = —3.

Exercise 1.1 Soit A = (az‘j)lggi’jgg tel—que
NP VRN

a;; = {Z N ‘7_ %Z ! 7& J Calculer tous les coefficients de la matrice A.
217 st 1=

Solution 1.1 ] est claire que A est une matrice carrée de taille 3 x 3, donc elle contient 9

coeﬁcients ayjp = 2, 99 = 8, ag3 = 18, a1 = —37 a13 = —5, 91 = O, 93 = —4, asy = 1
2 =3 -5

aspo = —1 et donc : A=[0 8 —4
1 -1 18

1.1.2 Matrices particulieres
Matrice nulle

Definition 1.2 Soit A une matrice de taille n X p. Si tous les coefficients de A sont nuls,
on dit que A est une matrice nulle et on écrit A = 0,, .

Exemple 1.3 A= 0,3 = (8 8 8)

Matrice ligne

Definition 1.3 Une matrice ligne ou vecteur ligne, est une matrice qui a une seule ligne et
p colonnes. Elle est de taille n x 1, donc elle s’écrit A = (a11 a2 @iz - Qip

Exemple 1.4 A = (1 -3 2 =5 4) est une matrice ligne de taille 1 X 5.



Matrice colonne

Definition 1.4 Une matrice colonne ou vecteur colonne, est une matrice qui a une seule

a1
. . .. 21
colonne et n lignes. Elle est de taille n x 1, donc elle s’écrit A =
Qan1
1
Exemple 1.5 A = _32 est une matrice colonne de taille 4 x 1.
-5

Matrice identité

Definition 1.5 Une matrice identité (ou matrice unité) d’ordre n notée I, est une matrice
a;; =1 st 1 =9
carrée de taille n x n et définie par : I, = (a;j)1<ij<n tels-que J o ‘7
- a;; =0 st i#j

0
Exemple 1.6 I3 = 0
1

o O =
O = O

Matrice diagonale

Definition 1.6 On appelle matrice diagonale A d’ordre n toute matrice carrée de taille
a;; 70 st 1 =7

n x n et définie par : A = (a;j)1<ij<n tels-que { 7 o ‘7
- a;; =0 si i # ]

5 0 0
Exemple 1.7 A=]0 -2 0
0 0 3

Matrice triangulaire supérieure

Definition 1.7 On appelle matrice triangulaire supérieure A d’ordre n toute matrice car-
Qi = 0 st 1 >j

rée de taille n x n et définie par : A = (a;;)1<ij<n tels-que 7
- a;; 70 si i< j

1
3 3
Exemple 1.8 A = 91
3

V5
0
0

jen)}



Matrice triangulaire inférieure

Definition 1.8 On appelle matrice triangulaire inférieure A d’ordre n toute matrice car-
Qi = 0 st 1 <]

rée de taille n x n et définie par : A = (a;;)1<ij<n tels-que T
- a;; 70 si 1> 3

VB 0 0
Exemple 1.9 A = ; -2 0
6 1 4
1.1.3 Opérations sur les matrices
Egalité de deux matrice
Soient A = <a”)11§§<n et B = (bij)1<i<n deux matrices de méme taille. On dit que A et

<J< 1<j<p
B sont égales si elles ont les méme coefficients :

A=B <= a;=by, ¥i=1,2,3,,n, Vj=123-,p

VB o1~ 1

- =2 3

Exemple 1.10 A= 9 , B= -
ToVEo —11 32 \g (7)
1 7 0

A et B ne peuvent pas étre égales car : dimA =4 x 3 # 3 x 4 =dimB

£

Comme A et B ont la méme dimension,donc pour qu’elles soient égales il faut que v = 2 et
Vy=m. Alors & =2,y = 7°.

Exemple 1.11 Trouver les réels x,y pour que A = B, ou A = (

Addition de deux matrices

Soient A et B deux matrices de méme taille n x p. Alors la matrice C' = A + B existe et

elle est de dimension n x p et elle est définie par ¢;; = a;; + b;;, V1 <i <n, V1 <j <p.

Remarque 1.1 On ne peut pas additionner deux matrices qui n’ont pas la méme dimension.

Vi o1 -1 1
1

L _9 3 \/g 5 e 1

Exemple 1.12 A= | 9 B=|1 S0 Uz 7
ToVEo 1 3 2 0
1 7 0

A+ B n’existe pas car : dimA =4 x 3 # 3 x4 =dimB.

_ (V5 2 _ (V3 -1 _(VB+VB L
Exemple1.13A_<7T 3 , B= 1 4 , A+ B = ltr 7



Multiplication d’une matrice par un scalaire

Soient A € M, ,(K) et A € R. Le produit de la matrice A par le réel A est la matrice AA
de taille n x p telle-que AA = (Aaj;) 1<i<n -

1<j<p

Exemple 1.14 A = <\7/§ _23> , 2A = (22\7/5 —46) , —A= (—_\f _32>
Propriétés

Soient A, B,C € M, ,(K) et A\;, Ay € R.

1. A+ B=B+A

2. A-B=A+(-1)B

3. A—A=A+(—-A)=(—-A)+ A=0,, ou0,, est la matrice nulle

4. A+0,,=0,,+A=A

5. (A+B)+C=A+(B+C)

6. (A1 +A)A=MA+ XA

7. AM(A2A) = (M)A

8. M(A+B)=MA+\B

Produit de deux matrices

Soient A € M,, ,(K), B € M,,(K) deux matrice de tailles respectives n x p et p x r. Le

produit des matrice A et B est la matrice A.B telle-que A.B = (w;;)1<i<. avec :
1<5<r

Wi; = ai11b11 + ar2boy + aizbsy + - + apbpr + - + alpbpl
k=p
= > aibyy, 1<i<n, 1<j<r
k=1

Remarques 1.2 1. Pour calculer le produit A.B, il faut que le nombre de colonnes dans
A soit égale au nombre de lignes dans B.

2. Le coefficient w;; est le résultat de la multiplication de la ligne i de A avec la colonne
j de B.

3. Pour calculer le produit B.A, il faut que le nombre des colonnes dans B soit égale au
nombre de lignes dans A.

4. 1l est possible que A.B existe sans que B.A le soit, et inversement.
5. Les produit A.B et B.A lorsqu’ils existent simultanément peuvent étre différents.

6. Si A et B sont deux matrices carrées de méme taille alors A.B et B.A existent simul-
tanément.
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Exemple 1.15 Calculer les produits A.B et B.A lorsqu’ils existent

1
. V5 o2 0 N 2 4 3 0
“\x =3 1)" " |Vr+1l -1 2 —1]|>
2 -3 1 5

dimA =2 x 3 et dimB = 3 x 4, donc la matrice A.B existe et elle est de taille 2 X 4, mais
le produit B.A n’existe pas car le nombre de colonnes de B qui est 4 est différent du nombre
de lignes de A qui est 2.

1
2 4 = 0

Vi 2 0 3
A'B:<7T -3 1) |vVr+1l =1 2 -1
2 -3 1 5

1
WE+2/T+1402 4/5—-2-0.3 §ﬁ+2.2+1.0 0.4/5—1.2+5.0
1
or—3/r+1+21 47x+13-3.1 §7r—2.3+1.1 0.r+13+5.1

1
W+ 2/Tm+1 45—2 g\/5+4 )
= 1

2r —3vrm+1+2 T gw—5 8

Remarques 1.3 1. §i A.B = 0 ceci ne veut pas dire que A = 0 ou B = 0. Autrement
dit, le produit de deux matrices peut étre nul sans que ['une d’entre elles soit nulle

0 2 2 4 0 2 2 4 0 0
Ezxzemple 1.16 A_<O —3>’B_<O O),A.B—<0 _3>.<0 0>_<0 O)

2. A.B = A.C ceci ne veut pas dire que B = C
0 2 11 5 3 4 6
Exemple 1.17 A = (O 1>,B— <2 3>,C'— (2 3>,A.B—A.C— (2 3>

Propriétés

Soient A, B, C, trois matrices telles-que A € M, ,(K),B € M,,(K),C € M,,,(K) et

A1, Ao deux scalaires. On a les propriétés suivantes :

A(B.C)=(A.B).C

Si B + C existe et si A.(B 4 C) existe alors A.(B+ C) = A.B+ A.C
Si A+ B existe et si (A + B).c existe alors (A+ B).c = A.C+ B.C
(MA)(A2B) = (A1A2)(A.B)

Alp=1,, A=A

AQ0ps =0p5 €t 0. A =04 p

A I

1. AC+BC = (A+B).C, C.A+C.B = C(A+B), mais A.C+C.B ne se factorise pas car

C' n’est pas du méme coté dans les deux produits
2. AB+A=A(B+1I)etBA+A=(B+1).A
3. AB+AA=A(B+X) et BA+X A= (B+\).A, AeR.
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Puissance d’une matrice

Definition 1.9 Soit A € M, (K) une matrice carrée d’ordre n. Les puissances successives
de A sont définies par

AV, A = A APHL— A AP — AP A, et AP = AAAA-- A peN
—_—

p fois
Exemple 1.18 A2 = A. A, A3 = A% A

Proposition 1.1 Soient A, B € M,(K). On a
1. (A+ B)*=A*+ AB+ B.A+ B?
2. (A+1,)? = A2+ 2A + I?

Exemple 1.19 A =

—_ o O

2
1
1

_ o O

020
CA2=AA=[01 0
14 1

1.1.4 Transposition de matrices

Definition 1.10 Soit A € M,, ,(K) une matrice de taille n X p. La matrice de taille p x n
obtenue en écrivant les lignes de A en colonnes s’appelle la matrice transposée de A et elle
est notée par At. On a alors l’équivalence suivante

A= (aij) 1<i<n < Al = (aji) 1<j<p
1<5<p 1<i<n

~1 2 4 b
Exemple 1.20 A = 1 E At =1 2 5
7'[' J—
2 4 0
™ V2 2
E le 1.21 A= 5 At = 5)
xemple . , V3 °

Propriétés

Soient A et B deux matrices et A un scalaire.

1L (A=A
2. Si (A + B) existe, alors (A+ B)' = A" + Bt
3. (AA)F = \A

4. Si A.B existe, (A.B)=8"4"

Definition 1.11 Matrice symétrique-antisymétrique Soit A une matrice carrée d’ordre n et
soit At sa transposée. on dit que A est symétrique et si A® = A et antisymétrique si A = —A
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2 45 0 4
Exemple 1.22 A= 1|4 2 3 ,B:<4 O>
5 3 1
A est symétrique et B est antisymétrique.

Definition 1.12 Soit A = (ai;)1<ij<n- La somme de tous les coefficients de la diagonale
principale de A s’appelle la trace de la matrice A et est notée tr(A) telle-que

tr(A) = a1 +as + -+ + any

2 4 5 0 4
Exemple 1.23 A= 1|4 2 3 7Bz(4 O)
5 3 1
0

tr(A) =5 ettr(B) =

Propriétés
Soient A, B deux matrices carrées d’ordre n. On a :
tr(AY) =tr(A)
tr(AA) = Atr(A)
tr(A+ B) +tr(A) + tr(B)
tr(A.B) = tr(B.A)
En générale tr(A.B) # tr(A).tr(B)

AR

1.1.5 Matrice inversible

Definition 1.13 Une matrice carrée A d’ordre n est dite inversible s’il existe une matrice
B d’ordre n qui satisfait :
A.B=BA=1, (1.1)

La matrice B qui satisfait (1.1) s’appelle la matrice inverse de A et elle est notée A1
Remarque 1.2 Si A € M,(K) est inversible alors : A1 A=A A =1,

Exercise 1.2 Soit A une matrice carrée d’ordre n telle-que A% + VBA=1,.
Montrer que A est inversible et donner ’expression de cet inverse.

Solution

A2+ VBA=1, < AA+V5I,) =1,
= (A+VBI)A=1,

donc A est inversible d’inverse A~! = (A ++/51,) car (A ++/51,) satisfait (1.1).

a= (0 )

Exercise 1.3

Etudier si A est inversible.
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Solution
dimA = 2 x 2 donc A est inversible s’il existe une matrice B d’ordr 2 de sorte que

bll 612
B:
<b21 522>
mA_ (0 =4\ (b b\ (10
N R R

—4by, by, \ (1 0
4b11+b21 41)12—1—[)22 - \0 1

En utilisant I’égalité de deux matrices on trouve :

1
b1 = 1
_4b21 - ]. b22 — O
_ — 1 1
4622 =0 = b+ b0 =0 :>A_1<161 4).
4by1 + by = 0 b 1 -1 0
4b1g + bao =1 12_41
by = —
1= 15

Proposition 1.2 La matrice inverse lorsqu’elle existe on a :
1. Si A7 existe alors (A™Y)"'=A
2. Si A7! existe alors (A")™! existe aussi et on a (A")™' = (A7)

3. Soient A, B,C trois matrices carrées d’ordres n.
— Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et ona (AB)™' =

B~1A™!
— 8% A est inversible alors (AB=AC = B =2C).

1.2 Déterminants
A toute matrice carrée A d’ordre n correspond une valeur appelée déterminant

de A que I’on note det(A) ou |A.

1.2.1 Calcul du déterminant

1. Cas d’une matrice d’ordre 1
Soit A = aj;, on a det(A) = ayy

2. Cas d’une matrice d’ordre 2

. @11 a2 , . .
Soit A = a a le déterminant de A est le nombre réel calculer comme
21 (22
suit :
11 A12
det(A) = = A11Q22 — Q21012
Q21 A22
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—4 2

s q=—4-6=-10

Exemple 1.24 ’

3. Cas d’une matrice d’ordre 3
Regle de Sarrus
La regle de Sarrus est valable pour le calcule des déterminants des la ma-
a1 G12 ai3
trices d’ordre 3 uniquement. On considére la matrice A = | ay; asn a3
a31 a3z 0ass
aj; a2 Aas
La régle de Sarrus est décrite comme suit : pour calculer |ay; as a9
az1 G32 G33
(a) on réécrit les deux premiére colonne de la matrice A
a1 G122 i3 Al Gi12
G21 Q22 Q23 dA21 (22
a3z1 Gz az3 azy as2
(b) on trace une ligne droite joignant a;i, as, ass et puis deux autres lignes
droites parallele a celle ci joignant les autres coefficients

(c) on reprend la méme technique avec asj, as, a3
(d) on calcule le produit des coefficients qui se trouvent sur une méme ligne

(e) on calcule les sommes S; et Sy telles-que : S; = ajy.a29.a33 + a12.a93.a31 +
a13, 21, A2z €t Sy = a31.022.a13 + 32.023.011 + 33.021.012
(f) det(A) = Sl — SQ

1 0 3
Exemple 1.25 A=|-1 2 0
1 41
1 0 3
-1 2 0|=(-10)— (6) = —16
1 41

L
N
o
|

—_
N

S1=24+0-12=-10, S5=6+04+0=6

4. La méthode générale
La méthode générale pour calculer le déterminant d’une matrice carrée
A = (aij)1<ij<n est la suivante :
— A;; désigne la matrice obtenue quand on supprime la ®™¢ ligne et la j®me
colonne simultanément. En développant selon une ligne i quelconque le
déterminant est le nombre deonné par la relation suivante :

det(A) => (=1)" a;;det(4;;), 1<i<n

Jj=1
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De la méme la maniére on peut développer suivant une colonne j et on :

det(A) = Z(—l)iﬂ aijdet(A;), 1<j<n

i=1

— Le nombre det(A;;) s’appelle le mineur d’ordre (n — 1) de la matrice A
— (—=1)""det(A;;) s’appelle le cofacteur de A relatif au coefficient a;;.

apl a2 a3 a a a a a
Exemple 1.26 |as; as as3| = a1y 22 123 — Q19 2 3 + a3 2 T
g2  a33 asy ass asy a2
asy Qg2 as3
22 (23 , a1 23 , @192 sont les mineurs de A
g2 az3| |G31 (33| |A31 A32
Q2 Q23|  |Q21 Q23 Q21 QA22
agy asz|’ |as1 ass|’  |azg as
sont les cofacteurs de A relatifs aux coefficients respectifs a1, a2, a;3.
— Application
1 2 3
4 4
45 6= =@ Y@t O] = (45-48)—2(36—42)+ (32—35) = 6
7% 9 8 9 79 7 8

5. Cas particuliers

Proposition 1.3 Le déterminant d’une matrice A d’ordre n, diagonale ou
triangulaire supérieure ou triangulaire inférieure est le produit des élé-
ments de la diagonale principale. Autrement dit, det(A) = aj1a2a33 - - apy,

10 0
Exemple 1.27 |0 2 0 |=(1)(2)(—2) = —4
00 -2

6. On en déduit immédiatement que : det(1,,) = 1, det(0,) = 0.

Propriétés du déterminant

Theoreme 1.1 Soient A, B deux matrice d’ordre n et A\ un scalaire.
— det(AB) = det(A)det(B)
— det(ANA) = A\"det(A)
— det(

— det(A) = () st A posséde une colonne ou une ligne nulle

(A) =0 si A posséde deux colonnes ou deux lignes égales

— det(A) = 0 si dans A, une ligne (ou une colonne) est une combinaison
linéaire des autres ligne(les autres colonnes)

— det(A) ne change pas de valeur si on ajoute d une ligne (ou d une colonne)
une combinaison linéaire des autres lignes (ou des autres colonnes)

— det(A) change de signe lorsqu’on éfectue un nombre impaire (par exemple,
on permute deux lignes uniquement ou deur colonnes uniquement)

Exemples 1.1
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1 5 3

—1 1 0| =0, car la colonne Cy = 2C3 — C; une colonne est une combinaison
2 01

linéaire des autres colonnes
1 2 3 3 2 1

-1 2 0=—|0 2 —1| la multiplication par —1 vient de la permutation entre
2 21 1 2 2

deux colonnes : nombre impair de permutations

1.2.2 Application du déterminant pour le calcul des matrices in-
verses

Theoreme 1.2 Une matrice carrée A d’ordre n est inversible si et seulement si

det(A) # 0.

Remarque 1.3 La matrice identité I, est inversible et son inverse I, ' = I,,.
La matrice nulle 0, n’est pas inversible.

3

Exemple 1.28 Trouver la valeur du réel o pour que A = (_Wl 2@) soit inversible.

T 3

det(A) = 1 on

‘:2047r+3

A est inversible <= 2am+3#0

Proposition 1.4 Soit A une matrice carrée d’ordre n. St A est inversible alors

1
 det(A)

det [(A)7]

Definition 1.14 Soit A une matrice carrée d’ordre n. On appelle matrice des
cofacteurs de A ou comatrice de A la matrice com(A) = C = (¢ij)1<ij<n, OU

Cij = (—1)H—]d€t(A”)

On rappelle que A;; est la matrice obtenue quand on supprime la ligne ¢ et la
colonne j. La comatrice de A est un outil principal pour déterminer la matrice
inverse de A lorsque elle existe.

Theoreme 1.3 Soit A une matrice carré d’ordre n. Si A est inversible alors

o1
 det(A)

(com(A))!
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2 0 -1
Exemple 1.29 Montrer que A = | -1 2 3 est inversible et déterminer sa
2 1 0
matrice inverse.
2 0 —1
det(A)=]—-1 2 3 |=—-1%#0donc A est inversible et on a :
2 1 0
1
Al = Jet(A) (com(A))" = —(com(A))".
On calcule la comatrice de A.
Ci1 Ci2 Ci13
com(A) =C = [ca ¢ Co3
C31 C31 Cs3
........................... la premiére ligne........ccooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnnnn.
C11 = (-1)1+1d6t(1411) =+ ? g = _37
crs = (=1)*2det(Ar) = — | L 3| =,
2 0
143 -1 2
C13 = (—1) det(Alg) =+ 92 1 - —5,
............................ la deuxiéeme ligne ......cccoevvunnnniiiiiiiiiiiiiiiiiiiii...
e = (~1det(An) = — |} ![= -1
— 242 _ 2 —1 —
C29 (—1) d@t(AQQ) =+ 9 0 = 27
Co3 — (-1)2+3d€t(1423) = — ; ? = —2,
............................ la troisiéme ligne .......ccccovvvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiinna..
C31 — (-1)3+1d6t(1431) = 4+ (2) _31‘ = 2,
_ 3+2 _ 2 =1 _
C3o = (-1) det(Agz) = — 1 3 = —5,
343 2 0
C33 = (—1) det(Agg) =+ _1 9 = 4,
.................... la matrice iNVETSe ....covvvvvvvvvennnnnnnnniiiiiiiiiiiiiinsannnnnn.
-3 6 =5 -3 -1 2 3 1 =2
C=|-1 2 —-2|doncC'=|6 2 -5|etA'lt=|-6 -2 5
2 =5 4 -5 =2 4 5 2 —4
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1.3 Exercices corrigés

-1 -2 0
Exercise 1.4 Soit A= | 2 3 0
0 0 1

1. Calculer 2A — A?
2. En déduire A~!

Solution :
1) On calcule —A?

-3 —4 0 3 4 0
A2=AxA=|4 5 0|, etalors —A>=|-4 -5 0
1

0 0 0 0 -1
on calcule 24

-2 -4 0
2A=2xA=4 6 0
0 0 2
-2 -4 0 3 4 0 1 00
par suite : 24— A2 =24+ (-A*) =4 6 O0|+|—-4 -5 0 |=]|010|=15
0 0 2 0 0 -1 0 01

2) De la premiére question on a :

2A— A’ =13 <= AQL-A) =1
= (2L-A)A=1;

ce qui signifie qu’il existe une matrice B = 2I3 — A = 2[5 + (—A) telle-que AB =
BA = I;, donc A est inversible et son inverse A~! = B

200 1 2 0 3 2 0
At=10 2 0|+|-2 -3 0 |=]|-2 -1 0
0 0 2 0 0 -1 0 0 1

0 cosa —sina
Exercise 1.5 Soit A= |0 sina cosa |, a€eR
1 0 0

1. Montrer que A est inversible pour toutes les valeurs de .
2. Calculer A' et AA, A'A.
3. En déduire A~

Solution :

A est inversible <= det(A) # 0
0 cosa —sina :

det(A) =10 sina cosa | =0 511604 cogoz
1 0 0

det(A) = (cosa)? + (sina)? =1 # 0,Va € R.

Donc A est inversible pour toutes les valeurs de «.

. 0 sina
all + (—sina)

‘0 CoS «v
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0 0 1
2) A'=| cosa sina 0
—sina cosa 0
0 cosa —sina 0 0 1 1 00
AA'= [0 sina cosa cosae sina 0|=1|0 1 0f=1I3
1 0 0 —sina cosa 0 0 01
0 0 1 0 cosa —sina 1 00
AtA =] cosaa sina 0| |0 sina cosa | =0 1 0| =13
—sina cosa 0 1 0 0 0 01
3) AAl=AA=0<+= A= A"
2 1 0
Exercise 1.6 On considére les matrices M = | -3 —1 1 |,
1 0 -1

On pose A=1—-M, B=1+ M+ M.
1. Calculer A,B, AB, BA.
2. En déduire que A est inversible et donner son inverse.

3. Calculer Uinverse de A par la méthode des cofacteurs.




Chapitre 2

Systemes d’équations linéaires

2.1 Généralités sur les syst‘emes linéaires

2.1.1 Définitions

Definition 2.1 Soit p > 1 un entier naturel et a;, 1 < i < p des scalaires dans
un corps K. On appelle équation linéaire a p inconnues toute équation de la
forme a2, + ayxe +asvs + - - - +a,r, = A 0U a1, a2,a9,- -+, a,, non tous nuls; sont les
coefficients de l’équation et x,,xs,73,- - ,x, sont les inconnues de l’équation, \
est le second membre de léquation.

3 7
Exemple 2.1 L’équation —x + 2y — 5% = 3 est une équation linéaire a trois

3
inconnues z,y,z et —1,/2, —3 sont les coefficients, 3 le second memobre.

Supposons qu’on a n équations lindires a p inconnues,(n € N). On a la définition
suivante :

Definition 2.2 Soient n,p deux entiers naturels supérieurs auxr egauxr a 1. On
appelle systéme linéaire (S) a n équations et p inconnues x,%s,--- ,x, tout sys-
téeme de la forme :

a11T1 + 1229 + a13T3 +-F Q1pTp = )\1
2171 + A22T2 + Ap3T3 + - -+ + A2pTp = Ao
_|_ . + . . + : =

An1T1 + ApaTa + Ap3Tz + -+ AppTp = Ay

(5)

ot les (a;j)1<i<n; mon tous nuls; sont les coefficients du systéme et les (\;)1<i<n
1<5<p o
représente le second membre du systéme. Les a;; et \;, sont des éléments fixés

dans le corps K(K = R,C). Autrement dit, le systéme (S) c’est la donnée de n
équations linéaires ayant toutes les mémes inconnues v,s, - , T,.

Definition 2.3 Le systéme homogéne associé au systéme precédent (S) est le
systéme (Sy) obtenu quand tous les ()\;)1<i<, sont tous nuls.

20



21

a1171 + 199 + Q133 + - - + A1pTy = 0

A2121 + Q222 + Qo33 + - -+ + Q2pTy = 0
(S0) . . . .
+ -+ R = :

Ap1T1 + ApaTo + Ap3T3 + - + AppTp = 0
Exemple 2.2 Soit (S) le systéme de trois équations a trois inconnues telles-que

THy+z=mn?
(S) S —2y+32=1
T+ 2y — 2= —2

Le systéme
r+y+z2=0
(So) Sz —2y+32=0
T 4+V2y—2=0

est le systéme homogéne associé a (5).

Definition 2.4 Soit (S) un systéme de n équations d p inconnues x1,Ta,- - ,T).
Une solution du systéme (S) est un p—uplet (x1,29,---,2,) de nombres de K
qui satisfont simultanément les n equations du systéme. Résoudre le systéme,
c’est déterminer l’ensemble de toutes les solutions possibles. Deuxr systémes
linéaires sont dits équivalents s’ils possedent les mémes solutions.

-1 1+ 29+ 23 =2
Exemple 2.3 X = | 1 | est une solution du systéme (S) < 2z, + 32y + 23 = 3
2 T, — T — 2x3 = —6
-1 D)+ (1) +(12)=2
car | 1 | vérifie les trois équations simultanément : (2(—1)+3(1)+ (2) =3
2 (=1 = (1) —2(2) = -6

Proposition 2.1 (Solutions d’un systéme d’équations linéaires)
Tout systéme d’équations linéaires (5)

— Soit qu’il n’a aucune solution

— Soit qu’il a une infinité de solution

— Soit qu’il a une solution unique

2.1.2 Représentation matricielle d’un systéme linéaire
On considére le systeme
a1 + 12%T2 + 1373 + -+ AT, = Ay
a171 + Q22T + 23T3 + - -+ + ATy = Ao
T T

Gp1T1 + GpaTo + Ap3T3 + - - + Applpy = )\n
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1. On introduit les tableaux de nombres suivants :
ain - A T A
A=|: | x=|:], B=
ni *+ Oy Tp An
— A est une matrice a n ligne et p colonne, a coefficients dans K.

— X est une matrice colonne a p lignes.
— B est une matrice colonne a n lignes

anry + -+ A1pTp
2. On définit le produit matricielle AX = ooy ,

Ap1T1 + + -+ AppTyp
résoudre le systéme (S) revient a résoudre I’équation matricielle AX = B
d’inconnue X, les matrices A, B étant fixées.

$1+2[L’2—5L‘3—|—$4:2
Exemple 2.4 On considére le systéeme (S) oy —3x3+ 14 = —1

To — X3 = 0
L’écriture matricielle de ce systéme est AX = B telle-que

Ty

12 -1 1 . 2

A:10—3+1,X:x2,B: -1

01 -1 0 3 0
Ty

2.2 Meéthodes de resolution

Dans cette section on s’intéresse au cas n = p, et on considére le systéme
suivant :
a1y + a12T2 + a13C3 + -+ + A1plp = )\1

2121 + Q2% + Qo33 + - -+ + AgpTy = A2
+ : _|_ M P _|_ : —

Gnp1T1 + ApaTo + Ap3T3 + - - + Anply = )\n

(5)

L’écriture matricielle de ce systeme est AX = B avec A une matrice carrée.
L’existence de solutions pour les systéme (S5) dépend de la valeur de det(A).

Theoreme 2.1 Le systéme (S) admet une solution unique si, et seulement si
det(A) # 0.

Remarque 2.1 Si det(A) = 0, on dit que le systéme (S) soit qu’il n’a pas de
solutions ou qu’il a une infinité de solutions.

rT—y=2

204+ 3y = —1
La forme matricielle de ce systéme est AX = B ou

4= 5) x= ) o= ()

Exemples 2.1 1. On considére le systéme (S)
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det(A) =3+2="5+#0, donc le systéme (S) admet une solution unique

or + 2y = 2
10z + 4y = —1
La forme matricielle de ce systéme est AX = B, ou

(02 () - (2)

det(A) =20 — 20 = 0, donc le systéme (S) soit qu’il n’‘admet pas de solution
soit qu’ il a une infinités de solutions.

2. On considére le systéeme (5)

2.2.1 Meéthode de la matrice inverse

Soit (5) un systéme de n équations a n inconnues 1, s, - - ,x, dont ’écriture
matricielle est AX = B, ou A est une matrice carrée d’ordre n.
Si det(A) # 0 alors le systéme (S) admet une solution unique X qui satisfait I’équa-
tion matricielle AX = B. D’autre part, si det(A) # 0 la matrice A est inversible et
son inverse A~! vérifie AA~! = A~'A =1],. Par suite on a :

AX =B «<— A 'AX=A"'B
— [LX=A"'B
~— X=A"'B

Exemple 2.5 Utiliser la méthode de la matrice inverse pour calculer la solution

rTH+y=2
(lorsqu’elle existe) du systéme suivant : (S) {y+ 2= —1
r+z=1
La forme matricielle de ce systéme est AX = B, ou
110 T 2
A=(0 1 1|, X=|y]|, B=|-1],
1 0 1 z 1

1 10
det(A) = |0 1 1| = 2 # 0, donc le systéme (S) admet une solution unique X
1 01

1

telle-que X = A™'B avec A™! = (com(A))t =

N | —

1
doncX:§ 1 1 —1

1
T2
2
L’ensemble des solution est S = O , autremnt dit, xr =2,y =0,z = —1.
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2.2.2 Méthode de Cramer

Soit A une matrice carrée d’ordre n.

Theoreme 2.2 (Formule de Cramer) Si det(A) # 0 alors l’unique solution de

I
l’équation AX = B est donnée par X = | : [, ou
xn
a1 T ayi—1 by a141 T Qipn
. det(Az) an1 T Qp,i—1 bn Ap 41 T Qnn,

YT et (A) det(A) pour t=t=n

La matrice A; est obtenue en remplacant la i*™° colonne de A par la matrice
colonne B qui représente le second membre de ’équation AX = B.

Exemple 2.6 Résoudre par la méthode de Cramer le systéme suivant :

201 — by + 223 =7
(S) $1+2$2—4$3:3
31’1 — 4I2 — 6I3 =5

Ecriture matricielle AX = B avec

2 =5 2 T 7
A=11 2 -4, X=|=z|, B=1(3],
3 —4 —6 T3 5
T
det(A) = —46 # 0, donc le systéme (S) admet une solution unique X = |z,
T3
telles-que :
det(A,) 1| 2 2
r=—rc=——=13 2 —4/=5
det(A) 6\ 4 _g
2 7 2
27 det(A) 6|5 = 4
det(A,,) 1 ? _25 ; )
x3 = = — — =
det(A) 4613 4 5
5
l’ensemble des solutions S = 1
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2.3 Exercices corrigeés

Exercise 2.1 Déterminer si le systéme suivant admet des solutions
r+y—z=1
(S)¢x—2y+2z2=m, meR
r+y—z=1

Solution :
1) Ecriture matricielle du systéme

3 1 -1 x 1
A=11 =2 42|, X=|yl|, B=|m|,
1 1 -1 z 1

2) Calcule du déterminant
det(A) = 0, donc le systéme (5) soit qu’il n’a pas de solutions soit il admet une
infinité de solutions.

r+2y+az=06a+4
Exercise 2.2 Résoudre le systéme (S){x +ay+22 =15 , (a,b) € R%,
ar+2y+z=>

Solution :
1) Ecriture matricielle du systéme

1 2 a x 6a + 4
A=[1a 2|, x=[y|, B=| » |,
a 2 1 z b
2) Calcule du déterminant
1 2 a
det(A) =11 a 2| =7Ta—a*+6,
a 2 1

L’existence de solutions pour le systéme (S5) dépend du déterminant de la matrice
A 8%l est nul ou non nul. Pour cela on cherche les racines du 7a — a3 + 6.
— Ta—a*+6=(a—1)(a+3)(a+2)
— Sia=1o0oua=—-3oua=2 le systeme (S5) soit qu’il n’a pas de solutions
soit il a une infinité de solutions

x
— Sia e R—{1,-3,2}, le systéme (S) admet une solution unique X = |y |,
2
telle-que
6a+4 2 a
b a 2
_ det(A,) b 2 1 ~ 6a* —20a + 2b + 2ab — a*b

YT det(A) T (a—D(a+3)(a+2) (a—1)(a+3)(a+2)
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1 6a+4 a
1 b 2
_det(Ay) a b 1 _ 12¢°+2a—ab—4
Y= det(d) ~ (a—D(a+3)a+2) (a—1(a+3)(at2)
1 2 6a+4
1 a b
det(A, a 2 b _ 3ab—4b+12a + 8 — 4a® — 6a®
ST det(A)  (a—D@+3)(a+2)  (a—-(a+3)(a+2)

22?2 — 3y? = —67

Exercise 2.3 Résoudre le systéme (5) 5 5
4y =11

Solution :
200 — 33 = —67

1) On pase a = 22, 3 = y* et on obtient le systéme (5)
da—fB =11

2) Ecriture matricielle du systéme

a=(03) =) 2= ()

3) Calcule du déterminant

det(A) = i :i)| = —2+12 =10 # 0, donc le systéme (S) admet une solution unique
a
X = :
B
4) Calcul de la solution
—67 -3
d 11 -1
o et(Aq) _ _ 100 10,
det(A) 10 10
2 —67‘
det(A 4 11 9
5= et(Ag) _ _ 290 _ o,
det(A) 10 10

5) On cherche les solutions du systéme (5).
a=10<= 2 =+v10, et § =29 <= y = +/10. Donc les solution de (S) sont :

S = {(V10,v29), (V10, —v29), (—V10, v29), (—V/10, —v/29) }




Chapitre 3

Intégrales

3.1 Intégrale indéfinie

3.1.1 Primitive d’une fonction continue

Exemple 3.1 (Exemple introductif)

On considére les fonctions f,F définies sur |0 + oo| par F(z) = In(x) + §$2 et

1
f(z) = =+ z. On peut facilement voir que les deux fonctions sont continues.
x

D’autre part, I est dérivable sur |0 + oco| et Vo €]0 + oof, F' (z) = f(z). Une telle
fonction F s’appelle primitive de [ sur I.

Definition 3.1 Soient f,F : 1 C R — R, deux fonctions continues sur I. On dit
que F est une primitive de f si F est dérivable sur I et si l’on a F'(z) = f(z)
pour tout z € I.

1
Exemple 3.2 La fonction F : v +— F(x) = 562“1 est une primitive de la fonction

[z f(x) = >t car F'(x) = et

Proposition 3.1 Soit f une fonction continue sur I C R.

1. Si F' est une primitive de f alors F + k est une primitive de [ ou k est
une fonction constante sur I.

2. St F,G sont deux primitives de [ alors ' — G est constante. Autrement
dit, si F' est une primitive de [ alors toute autre primitive G de [ est de
la forme G = F +k ou k est constante.

3. Si I' est une primitive de [ et (o € I alors il existe une unique primitive
G de [ qui satisfait G(xg) =k

Definition 3.2 L’ensemble de toutes les primitives d’une fonction continue f
sur un intervalle I de R s’appelle intégrale indéfinie de f sur I. On note cet

ensemble /f(a:) dx
Remarques 3.1 1. En général, si F'(x) = f(z) alors /f(:zc) de = F(x)+k, keR.

27
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2. Le role du dx est d’indiquer qu’on cherche les primitives d’une fonction de
la variable x. Si on cherche les primitives de la fonction h de la variable

t on écrit /h(t) dt.

3. L’intégration ou bien la recherche des primitives de f est en faite l’opé-
ration inverse de la dérivation.

Exemple 3.3 D’aprés les exemples précédents on a
2041 L oet
/e dx:§e +k, kelR.

1
/—d:c —In(|z) +k, keR
xXr

3.1.2 Quelques intégrales indéfinies immédiates

1
/Odyc:k, keR / dz = tan(z) + k
cosi(x)
/ad:B:a:E+l{:, keR /fdxz—cot(zr)%—kz
sin®(x)
xm—i—l 1
/xlmdxzm+1+k, EeRm#—1 /de:arcsin(x)%—k
/Edzzln(m)—l—k, keR /\/ﬁd:p:arccos(:ﬂ)%—k
/exd:c:ex—i-k, keR /7dx:arctan(x)+k
1—}—11:2
/sin(:c) de = —cos(z)+k, keR T2 dx = arccotan(z) + k
/COS(ZL‘) dr =sin(z)+k, keR kEeR

propriétés des intégrales indéfinies

Soient f,g deux fonctions continues sur un intervalle I et soit F,G des primi-
tives de f, et g respectivement.

— /()\f(x))d:c - )\/f(a:) dr, AeR
Exemple 3.4 /(—5x2) dx = —5/x2 dx
— [(f@) +g@)de = [f@)dz+ [ga)do
Exemple 3.5 /(—E)x2 + i) dx = / — 52 dx + /i dx

Remarque 3.1 Dans le cas général

JU@) xg@))de# [f@)dwx [gx)da

La question qu’on se pose est : comment calculer une primitive d’un produit
de deux fonctions ?
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3.1.3 Intégration par parties

C’est une technique qui provient de la dérivation d’un produit de deux fonc-
tions. Elle est utilisée pour calculer les primitives de certaines fonctions qui sont
écrites sous forme de produit de fonctions.

Proposition 3.2 Soient f,g deux fonctions continues et dérivables sur un inter-
valles I de R et telles-que f et ¢ soient continues sur I. Alors

[ (1) x4 @) do = (F@)a@)) ~ [ (£ @) x g(a)) da

Exemple 3.6 Calculer / xe’ dx

En utilisant l’intégration par partie on a :

On pose u = x, ce qui implique que u'(zr) = 1,

et on pose v'(z) = ¢, ce qui implique que v(x) = ¢* (on prend la primitive de
r—e* pour k=0)

/xezda:: (xe“)—/e“dm:xex—ex—i—k:(x—l)em—i—k, k e R.
Bien que l’'intégration par partie est un outil important pour calculer les primi-
tives de produit de fonctions, mais il ne permet pas de calculer tous les types

de produit de fonction. Une autre technique d’intégration trés répondue c’est
Pinégration par changement de la variable d’intégration.

3.1.4 Intégration par changement de variable(substitution)

Les formules d’intégration suivante découle immédiatement des regles de dé-
rivation en utilisant un changement de variable simple.

d ! /
On pose y = f(z) il en découle que d—i = f(z), d’ou f (x)dz = dy.

/ (1 )i MM beR

(z)e!@d D4k keR.

/

/
/fl(f) In|f(z)| + &k, keR.

(x

)

f ()
/f/(x)sm( ())dx = —cos(f(z))+k, keR
/f/(x)cos( (2)) dz = —sin(f(z)) + k, keR.

flz)
/1+f () = arctan(f(z)) +k, keR.

\/1—(fii() = arcsin(f(z)) +k, keR.

/W

Exercise 3.1 Prouver les résultats du tableau ci dessus.

=arccos(f(z)) +k, keR.
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1 1
Exemples 3.1 1) /(Qx +5)% dr = 5/2(2x +5)* dw = §(2x +5)*+k, keR
1 1
2) /63’”“ drx = §/3€3$+1 dx = 563”1 +k, keR

2
3) /H—x = arctan(2?) + k, k €R.

4)/ﬁ

On peut généraliser ce résultat de la maniére suivante

= arcsin(z —i—k k e R.

Proposition 3.3 Soit g une fonction continue sur I C R et G sa primitive sur I.
et soit f une fonction dérivable sur I et f sa dérivée.

[1@g(f(@) = Glf@) +k, keR,

Preuve. On pose u = f(x) donc Zu — f'(z), ce qui donne du = f'(z)dz.
x
Il en résulte que

[7 @g(r@)de = [g(u)du=Glu)+ k= G(f(@) +k keR
|

Exemple 3.7 Calculer

/:1:.(33; +4)% dx

d 1
On pose u = 3x + 4 donc o 3 par suite dx = idu.
x
-4 1 4
D’autre part, xr = = gu -3
Alors, on obtient

/:17.(3x+4)5dx = 3/ u—fudu

= u u +k, keR.
9" 9
Malheureusement, les régles précédentes ne sont pas toujours applicables di-
rectement. Dans certains cas on doit simplifier la fonction avant de calculer sa
primitive. C’est le cas par exemple des fonctions rationnelles.

. . . 1
3.1.5 Intégration de la fonction x — —
ar*+br +c
1
On cherche a calculer les primitives de la fonction v — ——— a,b,c € R.
azx? +bxr +c

Premier cas : Sia=0,b#0,c € R.

1
bx+cdx:b/bx+cdx:bln|bx+c|+k, keR.



1
Exemple 3.8 / Cdv = Sinf2r+1|+k keR

2x
Deuxiéme cas : Si a #0,b,c € R

MEARI-Y
v 2a 4a?

L’integrale a calculer dépend de A, et on distingue trois situations.

ar’? +br+c=a

1. Si A <0 on pose A =—p, p>0. On aura donc :

2
2
az? +bx—|—c— P [( - —I—b) +1

N
d’ou
1 _4a 1
ax2+bx+c—p<2a b>2 1'
—r+—] +
NN
b
En utilisant le changement de variable u = —:U + —,
NZARN.:

on a, dr = \2/5 du. Par suite,
a

1
[t = [t
ar?+br +c \/_ u+1

= —arctan +k, keR,
7 (u)

2 b
= arctan<x+)+k7 k e R.

N AR
Exemple 3.9 Calculer / Wd
A:—39,p:39,a:2,u:\/_ \/_
2 1
Joravs™ = ylar™
= \/z_garctan(u)—i-k, ke R,
= \/_arctan<\/_ \/_>—|—k ke R.

b
2. SiA=0,ona,ar’+br+c=a x+2> )
a
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b
En utilisant le changement de variable v =z + 20’ du = dr, on aura
a

1 1
e = [
/a:p2+bx+c . ( b)2 ©

11
= ——— 4k keR,
au

1 1
= —= b-+h k € R.

Exemple 3.10

1 1
2—dw = /ﬁdx,
3r? + 6x + 3 3(x—1)

171
= 3/
1 (u!
= - |— kE, keR
3(4>+’ €%
= ! +k keR
3@ —1) 7 '
3. SiA>0,ona,ar’?+br+c=a(r—x)(r—19).
1
On décompose la fraction ———— sous la forme
axr? +bx +c
1 1 A B
|
ar?+br+c alr—x1 x— 29

ou A, B sont des réels qu’on déterminera aprées réduction au méme dénomi-
nateur et identification.

1 1 A B
/—dw = /f +
ax xr + C alr—x X — Xo
2+ bx +
1 A B
. L/ dx+1/ dz
a r — I T — T2

A B
= —Inlz—o|+—Injzx —x|+k, keR
a a

dx

Y

1
E le 3.11 Calcul /7d
xemple alculer 75516 x

22 —5r+6= (v —2)(xr—3). On en déduit que

1
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ou A et B vérifient

1 A N B
(x —2) (x —3) (x—2) (x—3)
Ar — 3A+ Bx — 2B

22 —51r+6
(A+B)x—3A—2B

22 —51r+6
= [(A+B)=0]A[-34-2B=1],

— [A=-BJA[-34-2B=1],

= [(A=-D)A(B=1),

)

Y

1 r—3
. . . Axr+ B
3.1.6 Intégration de la fonction x — — ,a#0,A#0
axr* 4+ bx + ¢
Axr+ B
On commence par simplifier la fraction 22:—+ en faisant apparaitre la
ar® 4+ bxr +c
dérivée du dénominateur. On a :
Ab  Ab
Ar+B = Arxr+B+ — — —
20 2a

donc

4 (2ax+b)+<B—Ab>

Ar + B B 2a 2a
ar?+br+c ar? + bx + ¢
_ A (2ax+0) +<B_Ab> 1
2a ax? + bxr + ¢ 2a ) ax? +bx + ¢

ar?+bxr +c ~ % ar?+bxr +c 2a ax? +bxr +c

/ Az + B I A/ (2az +b) dx+(B—Ab>/ 1 "

En utilisant une intégration par partie et on posant,

1
I :/—d
! ax? +bx +c %
on a
/ Ax+ B

— ar’® +bxr + ¢
ar?+br +c

A
r=—1In
2a

A
+<B—b>]1+k:, ke R.
2a
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Remarque 3.2 On rappelle que I; se calcule par l’'une des méthodes de la sous
section précédente

Exemple 3.12

3r+4 3 1
—In |22 —5 6| + —d k, keR.
o —seye = al e ’ 1) o ppre ™t FE
. . . 1
3.1.7 Intégration de la fonction r — , a#0
Var? +br +c
b
1. Sia>0et A =0, alors Vax?+bx+c= ax—i—?,
a

et on a alors :

/md \/_/

x+2a
: b\ o, —A
2. Sia>0et A<O0, alors Vax?+br+c=+/a w+? +m?2, ou m =13
a a
1 1
vt =/
ar? + bx + ¢ 2
Va (m—i—) +m?
a
1/ 1 d
= — [ ——=du
Val \u?+m?
1
= ln‘u+\/u2+m2+k, kEeR
Vva
Lif(re &) (a4 2) - 2
= —In||{z+— x —
Vva 2a 2a 4a?
Un calcul simple montre que la dérivée de la fonction u —— In (u + vu2 + m?2
1
est la fonction v — ——
VZ e
Exem 1e313/ ln T+ 22+ ‘Jrk: keR
P \/5:102

3.Sia>0et A >0, alors az? +bx—|—c>Osur |—oozi[U]xe +00[, et on a
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b\’ A
\/ax2+bm+c:\/5J<x+2a> —m?, ou mQZE
1
[t~ f——
ar?+bxr +c b\?2
2 2
Vva (m—|—2a> m
1 1
ZAf/————ﬂm
\/E VuZz — m?
1
= —Injlu+vut—m?+k keR
Vva

+k, keR

_11‘ _‘_£_|_ _{_EQA
_\/Enx2a o 4a?

Un calcul simple montre que la dérivée de la fonction u — In
1

1
W2 —m2
E 1314/ S Y P ]‘+k keR
xemple 3. —————dr=-In|z x?— - , :
P ViZ -1 2 1
. Sia<0et A<O0 alors vaz?+ br + ¢ n’est pas définie.

u—+vVu? —m?

est la fonction v —

b
. Sia<0et A=0 alors vaz?+ bxr + ¢ n’est pas définie sur R — {—2}.
a

. Sia<0etA>0alors vax?+ bx + ¢ est définie sur |z, z5].
D’autre part,

ar’ +br+c = —a
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2a

VA'T VA

du et par suite

En posant u = ( —
2a

),ona: dr =

/ L dr = 1/ L du
vax? +bxr +c Vd) VI=a?

1
= — arcsin(u) +k keR

Vd

1
= —~=arcsin +k, keR.
E 1315/ L o= Llaresin(22) +k, keR
xXemple o. ——— QX = — aICSIn(zZx s
p V1 —4x2 2

3.1.8 Techniques de décomposition d’une fraction en éléments simples

P
Dans ce qui suit, on cherche a intégrer une fraction de la forme QEx;’ ou P(x)
x

et Q(z) sont des polynémes de degrés respectives n et m (n,m € N), avec Q(z) un

polynome factorisable. Pour cela on commence d’abord par simplifier la fraction

P(z)

Qz)’
1. Sin<m

— Q(z) = (a1x + by) (agx + b2) - - - (amz + byy,) . Alors

suivant les valeurs de m et n. On distingue trois cas : n < m,n =m et n > m.

P(x) A A A,
Q(r)  (ax+by)  (asw + bs) (@ + b))

Ay, Ay, -+, A, sont des réels qu’on détermine par identification.

Exemple 3.16 Simplifier la fraction —; T
x JR—
On a degr(z)=1<(z?—1)=2, et 2> — 1= (x — 1) (z+ 1) Donc

T A Ay
-1 -1 z+1
N 2 —1 2 —1
(At Ag)r+ (A — Ay)
N 22 —1 ’

par identification on a

Tr = (A1+A2)ZE+(A1—A2)

A+ A =1 1
ce qui donne 1A par suite A1 = Ay, = — et
Al—AQZO 2
1 1
T o _ 2 4 3
»?—-1 -1 x+1
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Application

1 1
/2x1d:v = / 21dx—|—/¢dx
xre — Xr —

- Q/x—ld +2/x+1 v

= ln\x—1|+—ln1x+1y+k k € R.

— Si Q(x) contient au moins un terme avec une puissance
Exemple 3.17
r+1 Al AQ Ag A4 A5 A6
=—+ + + + +
(=22 @x-1° = (z-2) (x-27% (@-1) (x—-17 (z—1)°
— Si Q(z) contient un terme de la forme az? + bz + ¢, avec A < 0.
Exemple 3.18

$3+I2+1 —é{— A2 1 A3 +A4LIZ’+A5
e @) @ty @ @-2 @2 @+]

A6.Z' + A7 AS.’E + Ag Bll' + BQ
(@2 +1)? (@41 (@*+z+2)

2. Si n = m. Dans ce cas
P) _ . R@)

Qz) — Qa)
ou R(z) est un polyndéme tel-que degr(R(z)) < degr(Q(x)) et A € R sont
déterminés par division Euclidiénne ou par identification. On décompose

R(z) comme dans le cas 1.
Q(r)
L (—x+11)
244 1 g\t
E le319 —m — = — 42—
xempre 52 t2+1 3 32tz tl
3. Si n > m. Dans ce cas P R
(®) _ gy + B0,
Q(x) Q(r)

ou K(z), R(x) sont respectivement le quotient et le reste de la division Eu-
clidiénne de P(z) par Q(x). Il est claire que degr(R(x)) < degr(Q(z)) et par
R(z)

Q(x)

suite pour simplifier la fraction on recient au cas 1

3.1.9 Regles de Bioche

Dans cette partie on s’intéresse au calcule des intégrales des fractions ra-
tionnelles en sinus et en cosinus. Les regles de Bioche permettent de simplifier
P (sin(x), cos(x))

Q (sin(z), cos(x))’

fractions rationnelles simples. On se propose de calculer I’intégrale suivante

= [Plintent) )

in(z), cos(x))

des fractions de la forme en les ramenant a des intégrales de
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On pose
P (sin(z), cos(x))

Jx) = Q (sin(z), cos(x))
Les régles de Bioche suivantes permettent de calculer le type d’intégrale (3.1).
1. Si f(—x) = f(z) on pose t = cos(x)
2. Si f(mr —x) = f(x) on pose t = sin(z)
3. Si f(r+2) = f(x) on pose t = tan(z)
4

. Si aucune des trois conditions précédentes n’est satisfaite, alors on pose
t = tan(3) et dans ce cas on a :

, 2t 1—¢ 2t
sin(x) = e cos(x) = e tan(z) = 1 et dr = e dt.
sin®(z)
Exemple 3.20 Calculer I = /7 dx
1 + cos?(x)
Solution 3.1 O f(z) i),
olution 3. n pose f(r) = ———dz, on a
P 1+ cos?(z)
—sin®(z)
)= o gy =
f(=x) 1 + cos?(x) (=2) = flx)
t = cos(z),
donc, on utilise le changement de variable di = —sin(z),
dt = —sin(x)dxz,
pour avoir l’intégrale 1.
I / sin® _ sin(z) sin?(z) e
1+ 0052 1 + cos?(z)
(1= cosz(x)
N 1+ COS2(:B)
t?—1
= dt
1+1¢2

_ /dt—?/ LI
1+ 2

= t—2arctan(t)+k, keR
= cos(x) — 2arctan(cos(x)) +k, keR

3.2 Intégrales définies
Definition 3.3 Soit f une fonction continue sur [a b], et F' une primitive de f

sur cet intervalle. L’intégrale définie de f entre a et b est le nombre réel défini
par
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27
Remarques 3.2 1. Il faut faire la différence entre / f(z)dr qui donne un

a

nombre, et / f(z)dx qui donne toutes les fonctions dont la dérrivée est

2. / f(t)dt: c’est une fonction en x et qui vaut zéro pour v = a.

1
Exemples 3.2 1. /— der =In(z) +k, keR.
2. / ~ dz = [In(2)]> = In(2) — In(1) = In(2).

3. /1 S dt = ] = In(x) — n(1) = Inx).

3.2.1 Propriétés

Soient f et g deux fonctions définies et continues sur [ab] et A € R. Toutes les
propriétés des intégrales indéfinies restent valables pour les intégrales définies,
de plus on a :

1. / x)dr =0
2. / /baf(:v)dx

/a (@) dx+/;f(x) dac:/abf(x) d.

bdmz(b—a).

a

w

=

b
5. Si f(z) =0 sur [ab], alors / f(z)der =0 (Attention la réciproque n’est pas

toujours vraie).

b
6. Si f(x) est positive sur [ab], alors / f(z)dz > 0.

b b

7. Si f(z) — g(z) > 0 sur [ab], alors / f(z)dx 2/ g(x)dx

8. S’il existe deux réels «, 5 tels-que pour tout z € [ab], «a < f(z) < 3, alors
a(b—a) </ r)dr < [ (b—a).

9. Si f est une fonction continue et paire sur [—a a|, alors / dr =2 /

—a

10. Si f est une fonction continue et impaire sur [—a a, alors / f(z)dz =0.
a+T T
11. Si f est une fonction périodique de période T alors / flx)der = / f(z)dx.

a
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3.3 [Exercices corrigés

On rappelle que pour calculer une intégrale définie d’une fonction continue, il
faut d’abord calculer une primitive de cette fonction puis prendre cette primitive
entre les bornes de cette intégrale.

Exercise 3.2 (Calcul direct)
Calculer les intégrales suivantes :

2 Va2 42 1 1
/zcos / i \/_+ dx, / (3:1:2—56—1-1) dx.
0 ~1

Solution :
1) On calcule toutes les primitives de la fonction x — cos(z), qui sont données
par l’intégrale indéfinie suivante,

/cos(m) de =sin(z) + k, keR,

On prend ces primitives entre les bornes de ’intégrales, et on a

jus

/0 > cos(x) do = [sin(z)]¢ = sin(g) — sin(0) = 1.

2)  On suit la méme procédure précédente.

/(sz—x—i-l dx = /3m2—/xdx+/dx
1 1 1
/ (Sm —x+1 / 32 —/ xdm+/ dx
_ 1 -1

-ofs] -] e
+

Va2 +2 L Va2
3 [ f+ - —fdwrz/ dot [—dr
Xz l’

= /m_dex+2/a:de+/x

-3 - - 1
= 31’37—69038—33334-1@ kelR

7 8
\/ _ 1
/ +2\/_+1 = {31:37_6x38_1x3}
7 8 37 o
-3, .r 6, s 1
= — ()3 —— ()3 — (1)~
S )T ()7 -0
127

84
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Exercise 3.3 (Intégration par changement de variable)

x
Calculer/id
V1—2x? ’
Solution : )
On pose u =1 — 22, donc d—u = —2x, par suite rdr = —§du.
x
x du
[ a5 [
V1 — a2 2./ Vu
1 1
= —i/quu
 Lfumzt+1
2 3+l
= —Vu+k, keR

= —V1—22+4+k keR.

Exercise 3.4 (Intégration par changement de variable)

Calculer / arccos(z) dzx.

Solution :
D’abord, on commence par écrire la fonction a intégrer sous forme d’un produit

de deux fonctions. Donc, on calcule / 1 x arccos(z) dz, on a

U=l=u=uz

/ —1

v = arccos(r) = v = ———.
(z) T

Le principe d’intégration par partie donne

1 x arccos(z)dx = [xarccos(z /
/ @de = | Vet
= [rarccos(z)] —V1—22+k, keR.
Exercise 3.5 (Utilisation de la décomposition)
Calculer les intégrales suivantes

I / —x+1 /lnx+2:v+5)d
— - = .
b LU2+2$—|—5 r—1

Solution :
1) On peut facilement voir que

—r+1 —r+1
2+ 2x+5 (r+1)"+4

u
on utilise le changement de variable v = x 4 1, il vient que i letzr=u—1.
L’intégrale I; s’écrit

—u + 2 2 U
1:/ d :/ d —/ d
! u? +4 ¢ u? +4 b u? +4 v
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I

2
7d:/7d_ ¢ (> ki,
/u2+4u (y) U arcan2+1
2

+1

dr =1In

2 4’ k
/u2+4 2 u2+4 un A

Donc

1
I, = arctan (g) —3 In

1 1
U +4‘+k—arctan< —2|- )—21n

/ —x+1 do — ; <x+1> 11
7372%—2.1'—1—5 X = arctan 72 2I1

2) Pour calculer I, on pense a une intégration par partie.

(m+1)2+4‘+k, keR

($2+2$+5>‘+k, k € R.

In (22 + 2 1
L= n(a” + x2+5>dx:/21n<x2+2x+5) du.
(x —1) (x—l)

/ 1 ey / _d -1
u = _— T =
(I—1)2 x—l) x—1
In (22 + 22 + 5) => 0’ 22 5 2
v=In(x x vV = —_—
24+ 2x+5

Le principe de l’intégration par partie nous donne

-1 20 + 2
ln(x +2x—|—5)] /x—1x2—|—2x—|—5

x_

/ In (azlt?lx);— 5) dr = [

—In (2 4 2z + 5) 20+ 2
L= /
x—1 (x —1) (224 22+ 5)
2 2
On décompose la fraction T .
(x—1) (22422 +5)
2x + 2 . A1 i AQI‘ -+ A3
(x—1)(22+22x+5)  x—-1 22+22+5

Ay (2% + 22+ 5) + (Agz + A3) (x — 1)
(x —1) (22422 +5) '

1 1 1
Apres simplification et identification on trouve A; = 2 Ay = —g5 Az = 7
— 1
En décomposant la fraction L, on trouve
22 +2x+5
2 4 2 —r+1
/ dr = / dx,
(x —1) (22 4 22+ 5) 2 :B—l 2 x24+2x+5
1 1
= 21n x—l‘ arctan( ;_ ) —Zln (:1:2+23:+5>‘+k:7 k e R.

—1In (2% +2 1
n(z* + 2z + 5) 1.

I, =
2 rz—1 +2

1 1 1
x—l'—i—zarctan (i) —Zln

(x2+2x+5)’+k, k € R.
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Exercise 3.6 (Régles de Bioche)

Calculer / - dz, et en déduire / - dx.

sin(2x) sin(z)
Solution :
On pose

1
= d
/(@) sin(2x) ©
on a ) )
flw+m) sin2 (x + ) (x4 m) sin(2x) v = @)

D’apres les régles de Bioche, on utilise le changement de variable u = tan(z). On

du 1 1
aura alors — = ——— et u = ———— dx. D’autre part,

dr  cos?(x) cos?(x)

o 1 1 cos(z)
sin(2z)  2sin(x)cos(z)  2sin(x)cos?(x)

1 1 1
2 tan () cos?(z)’

par suite :

sin(2x) 2/ tan(z) cos?(z)

1
Pour calculer / - dx, on utilise la changement de variable xr = 2u, ce qui

sin(x)

donne v = g et dxr = 2du.

/sinl(x) do = 2/sin(12u) du




Chapitre 4

Equations différentielles

4.1 Equations différentielles ordinaires

4.1.1 Généralités

Definition 4.1 Une équation différentielle est une équation dont l’inconnue est
une fonction et dans laquelle apparaissent certaines dérivées de la fonction
inconnue.

Exemple 4.1 Soit uv une fonction, les équations suivantes sont des équations
différentielles.

1. v =2u
2.4 —3u+1=0
3. u® =y

Definition 4.2 Soit u une fonction inconnue qui dépend de la variable . On
appelle équation différentielle d’ordre n(n € N) toute équation de la forme

F (a:, w,u u” - ,u(”)) =0, (4.1)

/ 1

ou v, u , - ,u™ sont les dérivées de u d’ordres respectives 1,2,--- n.

Remarques 4.1 1. L’équation (4.1) comporte (n + 2) variables.
2. La fonction inconnue peut etre notée par : y.t,---

3. Dans une équation différentielle lorsqu’on écrit u,u ,u’, - - ,u™, on sous
entend u(z),u (z),u" (z), -, u™(x).

Definition 4.3 Une solution de l’équation (4.1) sur l’intervalle I est une fonc-
tion n fois dérivable sur I, et qui satisfait (4.1).

Exemple 4.2 On peut facilement vérifier que la fonction u(z) = ce'®, ¢ € R est

une solution de l’équation différentielle v = 4u. En effet, il est claire que si
u(x) = ce'® alors u'(v) = 4ce’® = 4u(x)

44
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Definition 4.4 Une équation différentielle de type u f(u) = g(z) est dite une
équation a variable séparées.

/ e*“ 1
Exemple 4.3 L’équation u = peut étre écrite sous la forme u'e" = —. On
peut facilement trouver les solutzons de cette équation. En intégrant les deux
1
cotés de l’équation, on trouve e = —— +k, ke R. Ce qui nous donne
x
u(z) = ln‘ tel-que k., € R.

Definition 4.5 L’ordre d’une équation différentielle est l’ordre de la plus haute

dérivée apparaissant dans l’équation.

Exemple 4.4 1. 2zu +u =0 est une équation différentielle du premier ordre.
2. v +u —3u= In(x) est une équation différentielle du second ordre.

Definitions 4.1 1. Une équation différentielle d’ordre n est dite linéaire si
elle de la forme

fol@u+ fi(@)u + fola)u” + -+ + falz)u™ = f(2) (4.2)

ou fo, f1, fo, -+, fn, f sont des fonctions réelles continues sur un intervalle
I cR.

2. Si f(z) =0 pour tout x € I, alors l’équation (4.2) est dite homogéne, et elle
est de la forme fy(z)u+ fi(z)u + fo(x)u” A fo(@)u™ =0

3. L’équation (4.2) est dite a coefficients constants si les fonctions fo, f1, fo, -+ , fu
sont constantes sur [. Autrement dit, l’équation (4.2) s’écrit sous la forme
aputaiu +agu +- - -+a,u™ = f(z), avec ag, a1, ay,- - - ,a, des constantes réelles.

Remarque 4.1 Dans une équation différentielle linéaire il n’y-a pas d’exposant
/ "
pour les termes u,u ,u -, ul™.

Exemple 4.5 1. e*u+z2u’ =22+ 1 c’est une équation différentielle linéaire et

1
e*u+ x2u =0 c’est l’équation homogéne qui lut est associée.
/ " 1

2. 20 —3u 4+ —u® = 2 est une équation différentielle linéaire a coefficients

constants.
! 2 "
3. L’équation (u) +u +3u =0 n’est pas une équation différentielle linéaire.

Proposition 4.1 S7 uy,us sont deux solutions de l’équation linéaire homogéne

folx)u+ fi(x)u + folayu” + -+ fu(z)u™ =0, (4.3)
alors au; + fus est aussi une solution de (4.3).

On considére ’équation différentielle linéaire (4.2) et I’équation homogéne (4.3)
qui lui est associée. La proposition suivante permet de trouver la solution géné-
rale de I’équation (4.2).

Proposition 4.2 Si uy est une solution particuliére de (4.2) et u; est une solution
de l’équation homogéne (4.3) alors u = uy + uy est une solution générale de
l’équation (4.2).

Remarque 4.2 On rappelle qu’une solution particuliére de l’équation (4.2) c’est
la donnée d’une fonction n fois dérivable et qui satisfait (4.2).
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4.2 Equation différentielle du premier ordre

4.2.1 Equation différentielle linéaire du premier ordre sans second
membre
On consideére 1’équation

ar(z)u + ag(x)u = 0 tel-que ay(z) # 0, (4.4)

qui est équivalente a I’équation a variable séparées,

u +a(z)u=0 tel-que a(z)= (4.5)

Pour résoudre I’équation (4.5), on suit la méthode suivante :

/

U +a(zu=0 <= u =—a(z)u,
DR
o = —a(@)u,
= du = —a(z)dx
u
= /dudx:—/a(x)dx
u
<~ lnul=—-A(z)+k
= |u| = FA@TH)
— u=Ke @

Y

ou A(x) est une primitive de a(z) et K = +e*, k € R.

Exemple 4.6 La solution de léquation
u - Vou=0, >0

est donnée par
u(z) = Ke 4@

2
avec K = +c* et —A(x) = /\/Ed:c = 5@

4.2.2 Equation différentielle linéaire du premier ordre avec second
membre

On considere I’équation
ar(z)u’ + ag(z)u = fi(z) tel-que ay(z) # 0, (4.6)

qui est équivalente a I’équation

u +a(x)u= f(z) tels-que a(x) =
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D’aprés la Proposition 4.2, la solution de 1’équation (4.7) est de la forme u(z) =
up(7) + uy (), ot up(z) = Ke 4@ est la solution de I’équation homogéne associée a
(4.7), et up est la solution particuliére de ’équation (4.7).

Exemple 4.7 On considére l’équation
v —Vru=1—zyz, z>0. (4.8)

Ddprés l’exemple précédent u,(r) = Ke%‘/ﬁ, est une solution de l’équation ho-
mogéne associée a l’équation (4.8). D’autre part, on peut facilement vérifier
que ug(zr) = = est une solution particuliére de l’équation (4.8). Donc la solution
générale de l’équation (4.8) est

u(zr) = x+ KeiV™ = x+ Ke3™" K eR.

La question qu’on se pose est : comment trouver une solution particuliére ?

4.2.3 Recherche d’une solution particulére : Méthode de variation
de la constante

On sait que la solution de l’équation homogéne associée a (4.7) est de la

forme u,(z) = Ke=4® K € R. La Méthode de variation de la constante consiste

a chercher une solution particulére de I’équation (4.7) sous la forme ug(z) =

K(x)e=4®) ol K(z) est une fonction de la variable z au lieu d’une constante. Dire
que uy(7) = K(v)e 4 est une solution de (4.7) signifie que

uy(z) + a(x)ug(x) = f(z), avec A'(z) = a(x). (4.9)

(K(2)e*@) +a(@)K (z)e ") = f(x)

K (z)e @ — K(2)A'(2)e™@ + a(2) K (z)e~ 2@ = f(x)
K'(2)e @ — K(z)a(z)e @ + a(z) K (z)e 4@ = f(z)
K (2)e " = f(x)

K (x)

[ I

Ainsi la solution particuliére de (4.7) s’écrit sous la forme

o) = [ 1360 1) -0

Exercise 4.1 Trouver les solutions de l’équation

u — 2u = ¥t (4.10)
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Preuve. La recherche de la solution de I’équation homogeéne :
La solution de I’équation homogéne u = 2u associée & I’équation (4.10) est donnée
par

/ du
=9 =9
U U o U
d
—u:2da:
U

Inlul=2x+k keR
u=Ke* K = +é.

111

Donc
ui(z) = Ke**

La recherche de la solution particuliere :
On cherche K (z) telle-que la solution particuliére de ’équation (4.10) soit sous la
forme ug(x) = K(z)e.

Uy () — 2up(z) = 3 = (K(m)ezx) — 2K (z)e** = ¥t
— K (1)e*® 4+ 2K (x)e*® — 2K (z)e™® = 11
— K’ (x)eh edatl
PN K/(.I') e3x+1 —2z
— K(x)= / o+ dy
— K(z)= e/e dx
— K(x) ="\

La solution de 1’équation (4.10) est sous la forme
u(z) = e"e* + Ke* = (e“l + K) e*, K eR.

4.2.4 Equation différentielle linéaire du premier ordre a coeffi-
cients constants

On considere les équations de la forme
au + agu = fi(z). (4.11)
C’est un cas particulier des équations (4.6). On résout I’équation (4.11) de la
méme maniére que (4.6).
4.2.5 Equation différentielle de Bernoulli
Definition 4.6 Toute équation de la forme
U+ a(z)u+ b(z)u™ = 0 (4.12)

s’appelle une équation de Bernoulli.
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Résolution de I’équation de Bernoulli

1. Si n =0, léquation (4.12) devient de la forme (4.7).
2. Si n =1, I’équation (4.12) devient de la forme (4.5)

3. Sin #0 et n+#1, on cherche a transformer ’équation (4.12) en une équa-
tion différentielle linéaire du premier ordre. Pour cela, on suit la méthode
suivante : on divise par u" et I’équation (4.12) devient

wu + a(z)ut" 4 b(z) = 0 (4.13)
on pose, y = u'~" donc y = u"u'. Par suite L’équation (4.13) devient
-n
1
my + a(x)y + b(z) = 0. (4.14)

L’équation (4.14) est de la forme (4.6).
Exemple 4.8 Résoudre l’équation suivante
U+ e*u+ e’ = 0. (4.15)

Preuve. On divise par «® on aura

uu + efu? = —e”. (4.16)

2

En faisant le changement de variable y = ©™* et en dérivant les deux membres,

/ / / ]_
on obtient y = —2u u~3. Autrement dit, v u =3 = —5¥- Ce changement de variable

permet d’écrire 1’éqution (4.16) sous la forme

1
—5Y + ey = —€” (4.17)

c’est une équation linéaire du premier ordre avec second terme dont la résolution
passe par les étapes précédentes. W

4.2.6 Equation différentielle homogéne

Soit H une fonction numérique définie et continue sur un domaine D C R.

Definition 4.7 On appelle équation différentielle homogéne toute équation dif-
férentielle de la forme F (m,u,u') =0 et qui reste inchangée lorsqu’on remplace

z par ax et u par ou et on laisse u' tel-qu-il est. Ces équations sont de la forme
’ u

W =H () . (4.18)
x

La résolution de I’équation (4.18) se rameéne généralement a la résolution d’une

, . . 01e . U
équation simple en utilisant le changement de variable ¢t = —, avec tx = u et
x

u =tz +t. Les solutions sont sous forme (z,u).
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Exemple 4.9 Résoudre ’équation 2zuu = u? — 22

. I . .
Preuve. Quand on remplace x par ar et u par au et on laisse u invariant, on
obtient :
/
20 zuu = o (u2 — :U2)

qui est exactement

1
2runu = u® — z2.

u
Donc I’équation est homogeéne. On utilise le changement de variable t = —, avec
x

tr =u et v =tz +t. I’équation donnée devient

2
2run = u? — 1?2 = 2uu,:u——x
T
<— th(t,a:—i—t):(u)u—x
T
<— 2m2tt,—|—2t2xzt2x—x
— 2x2tt':—<t2+1)
2t 1
<— dt = ——dx
t2+1 T
= W(P+1)=—nf[+k keR
= ln(t2—|—1)]x|:k’
K Kt
— K = +é”.

T e YT R
|

4.3 Equations différentielles du second ordre
On consideére les équations de la forme
F (x,u,ul,u”> =0

Pour résoudre ces équations on distingue plusieurs cas.

4.3.1 Equations de la forme F (:C, ul,u”) =0

Dans ce type d’équation la fonction u n’apparait pas dans I’équation. Une
technique de résolution consiste a utiliser le changement de variable y = u et
I’équation devient de la forme F (m, y,y/) =0.

Exemple 4.10 Donner les solutions de l’équation différentielle zu" —u =2
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Preuve. En utilisant le changement de variable y = u', I’équation précédente
devient zy' = 1 +y. On a alors :

p d
xy =1+y <— x—y:(1+y)

dx

d 1
— 7y:i

1+y =

— l1l+y=kx, keR

— u =kr—1

<= u:l;xQ—x—i—c, ceR.
|

4.3.2 Equations de la forme F (x, u//) =0

Dans cette équation le u, et ' n’apparaissent pas tous les deux dans 1’équa-
tion. On a une relation qui lie le z et le «'. La technique de résolution est
d’intégrer le v’ pour trouver v puis intégrer le ' pour trouver le w.

Exemple 4.11 résoudre ’équation (1 + z?)u" = 1.

Preuve.

" " ].
2 _ _
(1—|—x>u—1 — u—1+x2
— u =arctan(z) + k,

= u= /arctan(x) dx + kx + ¢,

On utilise une intégration par partie pour calculer / arctan(z)dr. W

4.3.3 Equations de la forme F (u, u/,u”) =0

La variable x n’apparait pas dans ces équations de la forme F (u,ul,u”) = 0.

. » . °7e . . /
La technique de résolution est l'utilisation du changement de variable ©v = y et
N N ’ . . ’
on se rameéne a une équation du premier ordre. En posant © =y on a,

YT T dr

Exemple 4.12 Résoudre l’équation

T dr  dudr  drdu ydu'

s dPu d (ul) _dy  dudy dudy  dy

’

uu’ — (u)? =1

! 1" d
Preuve. En utilisant le changement de variable, y =u,onau = yd—y Il en résulte
U
que

1 / d
uu — (u)?=1 <= 2uyd—y:1—i-y2
u

2 1
i dy = —du
1+ u

= u:k(1+y2),

—
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d’autre part on a y = u’, donc

_
vo= dx
d 2
= %(mky)
dy
dx”’
on en déduit que
dy
2k— =1 <= 2kdy =dx
dx
= y=—+k
Y=ok
xr ’ 2 ’
— u:k<1+(2k+k)>, k. k €R.

4.3.4 Equations différentielles linéaires du second ordre

I/ Le cas ou les coefficients sont non constants

On considere ’équation
ay(x)u’ + ay(z)u’ + ao(z)u = fi(x) (4.19)

Il existe deux techniques pour résoudre ’équation (4.19) :

(i) Si on connait une solution particuliére de I’équation (4.19) alors la
solution de cette équation est de la forme u = uy + u;, ou uy est la
solution particuliére et u; la solution de ’équation homogéne associée
a (4.19).

(ii) Si on ne connait pas une solution particuliere de I’équation (4.19),
on utilise la méthode de variation des constantes lorsqu’on a deux
solutions linéairement indépendantes ¢;,g, de ’equation homogene
associée a (4.19).

Comme nous venons de le voir, pour trouver une solution de I’équation
(4.19), on doit d’abord résoudre I’équation homogéne

as(z)u” + ar(x)u’ + ap(z)u = 0
qui peut s’écrire sous la forme
u 4 by (x)u + by(x)u =0 (4.20)
ou by, by, f sont des fonctions continues sur un domaine D C R.

(a) Recherche des solutions de I’équation homogéne v + by (x)u' 4 bo(x)u =0
La regle générale est la suivante :
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Lemme 4.1 Si g, et go sont deux solutions linéairement indépendantes
de (4.20), alors la solution générale de (4.20) est uy = \g1 + \ag2, OU
A1, Ay sont des constantes réelles arbitraires.

Remarque 4.3 ¢, et go sont linéairement indépendantes signifie qu’elles
ne sont pas proportionnelle. Autrement dit, il n’existe aucun réel \
tel-que g1 = \gs.

On distingue plusieurs cas possibles :

Premier cas : On connait g, et g,

Si g1 et g» sont deux solutions particuliéres de (4.20), alors la solution
générale de (4.20) est u; = A\g1 + Aaga, A1, A2 €R.

Deuxiéme cas : On connait une seule solution particuliére de l’équa-
tion homogéne
S’il existe une fonction g non nulle sur D telle-que

g +bi(z)g + bo(z)g =0, (4.21)

alors on peut ramener la résolution de (4.20) a la résolution d’une
équation du premier ordre en posant u = gy. En effet, lorsqu’on pose
u=gyonau =gy+ygetu =g y+yg +y g+gy, et donc’équation
(4.20) s’écrit

gy’ + (29 +bi(2)g) v + (9" + bi(@)g +bo(w)g) y =0,
en utilisant (4.21), on trouve

gy + (29 + bi(z)g)y =0,

qui est bien une équation différentielle du premier ordre qu’on peut
facilement résoudre.

1" !

17 I ’ y g
99" + (20 + bi(2)g) y =0 i bi()

Un autre changement de variable est nécessaire, on pose v =y, et donc
d 1"
v _ y . Il en résulte que
dx

d I

LA Hap by(x) dx.

v g

L’intégration des deux membres de ’équation nous donne
In|v| = —=2Inl|g| — B(z) + k.

Ainsi,
v = K€_21n \g\—B(x)’
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otl B(x) est une primitive de b;(z). Si G(z) est une primitive de e~2"191=5()

alors v =y = Ke 291=B@) — o — KG(2) +n. Maintenant, il suffit juste
de remplacger y pour trouver

u= gy = KgG(z) +ng.

La solution générale de (4.20) est u; = Ag1 + A2g2, A1, A2 € R. avec
g=getg=u=gy=KgG(z)+ng.

Troisiéme cas : On ne connait aucune solution particuliére de l’équation
homogéne
Dans le cas ou1 on ne connait aucune solution particuliére de (4.20),

on cherche la solution générale u; sous la forme d’un produit de deux
fonctions inconnues. On pose u; = vg, et on choisit v(x) de sorte que le
facteur de ¢ soit nul. En partant de ces conditions on a :

U = vg = ué = v'g+ ¢g'v et donc uz) =v"g+¢'v+ 20 g. Reportons ces
résultats dans I’équation (4.20), on trouve :

g v+ (bl(x)v + 21/) g+ (v” + by (z)v + bo(m)v> g=0. (4.22)
En choisissant
(61 (x)v + 21}/) =0, (4.23)
on a
gv++ (v + by (z)v + bo(x)v) = 0. (4.24)

La résolution de I’équation (4.23) donne v, et la résolution de (4.24)
donne g. Ainsi la solution générale de (4.20) est bien déterminer.

Dernier cas : On se raméne a une équation homogéne a coefficients constants

La technique est de faire un changement de variable convenable pour
transformer 1’équation (4.20) en une équation homogeéne a coefficients
constants qui est plus simple a résoudre.

Exemple 4.13 On considere l’équation
az®u’ + bau + cu=0 (4.25)

ot a,b,c des constantes réelles et a # 0.

En effectue le changement de variable x = ae’, avec a =1, sixz > 0, et
dt 1

a=—1, stx <0. Il en résulte que — = —,

d aet

;du  dudt 1 du

U =-——=————

de dtdx «et dt

d’ou
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(b)

o Pu_dl_dddi_ 1w
dx? dr dt de et dt

_ 1d(1ldu
~ aetdt \ aet dt
1 du  d*u
= — -4+ =
aZet dt — dt?
1 du n d*u
et \ dt o dtr)’
En reportant ces résultats dans (4.25), cette équation devient

d27u_|_ 9_1 diu_i_g —0
dt? a dt el

c’est une équation différentielle linéaire homogéne a coefficients constants.
Recherche des solutions particuliére de ’équation v + by (2)u’ + by(x)u = f(z)

Si g, et g» sont deux solutions non nulles et linéairement indépendantes
de I’équation (4.20), la solution de I’équation (4.19) est sous la forme
U = g1uy + goug, o u1, us sont des fonctions inconnues qu’on peut déter-
miner si on ajoute certaines conditions supplémentaires. On utilise la
methodes de variation des constantes. Un calcul simple nous donne,

u = 9/1U1 + 91U/1 + glzuz + 92U/2>
et

u' = glun + gyuy + g1 + gruy + gatus + gatly + Gotla + gotty.
En prenant en consédération que g;, g» sont des solutions de I’équation

(4.20), et que u = gju; + gaus, est une solution de 1’équation (4.19), on
trouve

2 (gyuy + gatty) + ba(x) (gruy + gouy) + gatty + gouy = f(w). (4.26)
En posant la condition supplémentaire,
g1ty + gauy = 0,
et en dérivant les deux membres de cette égalité on obtient,
g1uy + gag = — (91“1 + 92“2) :

En remplacgant ce résultat dans I’équation (4.26), on obtient,

g1uy + gouy = ().
En conclusion, pour trouver u;,u;, on résout le systeme

guuty + gauy = 0,

gy + gouy = f().

R ’ ’ e ege .
Des qu’on a u, et u,, on calcule leurs primitives pour avoir u,, us.
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II/ Le cas ou les coefficients sont constants
On considere ’équation,

as’ + apu’ + agu = fi(z),
qu’on peut écrire sous la forme,
u' 4 by + bou = f(x), (4.27)

ou ag, ay, as, by, by, sont des réels avec ay # 0 et f;, f des fonctions continues
sur un domaine D C R. Soit

u + b+ bou = 0, (4.28)

I’équation homogeéne associée a (4.27). Il est claire que les solutions de (4.27)
sont de la forme u = uy + u; ol uy est la solution générale de (4.28) et u,
une solution particuliére de (4.27). Donc, dans tout ce qui vient on va se
concentrer sur la détermination de ug et u;.

1/ Calcul de la solution générale de I’équation homogeéne
Pour déterminer les solutions de I’équation homogéne (4.28) on définie
I’équation carractéristique associée a (4.28) qui est donnée par

r2 4 by 4b =0 (4.29)

On sait que les solutions de I’équation (4.29) dépendent du signe du
discriminant A = b? — 4by. En effet,
— Si A > 0, ’équation (4.29) admet deux solutions réelles distinctes

b =VA b+ VA

7“1—72 » T'1 9

— Si A < 0 I’équation (4.29) admet deux solutions complexes
—by — VA’ —by +ivVA’ ,
:71 ! :Oé_i67 To = Sl :Oé"i_iﬁa _A:Au 7:2:_]-7

& 2 2

— Si A =0, ’équation (4.29) admet une solution double

_bl
r =ro9=——.

Soient A\, A\, deux réels arbitraires. Le tableau suivant résume les mé-
thodes de calcul de la solution générale de I’équation homogeéne (4.29)

A>0 gi(x) = e"?, go(w) = e™* up = A\e"" + Ape"?
A <0 | gi(z) =e* cos(Bz), go(x) = e*sin(fz) | up = A1e** cos(Sx) + Aae®® sin(fx)
A=0 g1(x) = e"* go(x) = ze™” up = (A1 + Aoz) €M7

2/ Calcul d’une solution particuliére
Maintenant, on cherche a déterminer une solution particuliere de I’équa-
tion (4.27). Généralement, c’est la forme de f qui nous indique comment
choisir la solution particuliére uy. Plusieurs situations sont possibles :
— Si f(x) est un polynéme de degré n, on cherche v, sous forme d’un
polynéme de degré n et qui satisfait (4.27).
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Exemple 4.14 Trouver une solution particulére de l’équation
u —3u —1=42"+1 (4.30)

On pose uy = ax’ + bxr + ¢ avec a # 0. On a, vy, = 2ax + b,uy = 2a. En
remplacant ces résultats dans (4.30) et en éffectuant une identifica-
tion on trouve les wvaleurs de a,b,c.

— Si f(z) = h(x)e™, ou h(x) est un polyndéme de degré n On cherche
uy = k(x)e™, avec k(x) un polyndéme de degré m tel-que
— m=mnsir?+br+b #.0
— m=n+1sir>+br+b =0
— m =n+2 si r est une racine double de r? + b;r + by.
Exemple 4.15 Trouver une solution particuliére de

U —3u 41 =2 (4.31)

h(z) =2,r=3n=0,3)2-33)+1=1%#0 donc m =0,k(z) = k,k €
R, uy = ke®*. On calcule uy = 3ke®, uy = 9ke*. On porte ces résultats
dans l’équation (4.31) et on identifie les deux membres pour trouver
la valeur de k.

— Si f(x) = acos(rx) + bsin(rz), on cherche u, sous ’'une des formes
suivantes :
— ug = acos(rx) + Bsin(rz),
— ug = z (acos(rz) + Bsin(rz)) si cos(rx) est solution de I’équation ho-

mogene.

En utilisant la méme technique précédente, on trouve a,b.

— Si f(z) = fi(z) + falz) + - + fiu(z) OO fi1, fo, -, fr, Prennent 'une des
formes précédentes. Dans ce cas on cherche uyg=v; +v3+---+ v, ou
v; est une solution particuliere de

v + by +bov; = fi(z), 1<i<m. (4.32)

— Si f(z) ne s’écrit pas sous l'une des formes ci dessus. Dans ce cas
on utilise la technique de variation des constantes. Si u; = \g; +
Xaga, (A1, A2 € R) est la solution générale de l’equation homogéne
(4.28), on cherche la solution particulére de (4.27) sous la forme uy =
M (2)g1 + Aa(2)g2, AMi(x), A2(z) des fonctions continues inconnues qu’on
doit déterminer. On revient donc a la methode déja vue dans le cas
d’une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients
non constants et avec second membre (Ib).

4.4 Exercices corrigés

Exercise 4.2 Résoudre l’équation différentielle suivante :

wu + 22 =0, u#0, u(0) =4 (4.33)
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Solution :
C’est une équation différentielle du premier ordre homogeéne a variable séparées.

! !
u +22 =0 —= v = —2?

d
u2£:—x2
— wdu=—2*dx
0 /quu:—/x2dx
L g L 4
— -u'=—-u"+k keR,

— 3 = \3/%%, k € R.
u(0) =4 <= /—(02+k=4
Vik=4= k= 064.
Donc u(x) = v/—a® + 64.
Exercise 4.3 Résoudre l’équation différentielle suivante :
zu 4+ 2u =0, u#0, u(l) =0,u2) = 1. (4.34)

Solution :

C’est une équation homogene du second ordre, on la raméne a une equation du
. . . ’ ’ . 3

premier ordre en faisant le changement de variable y = u , et ’équation devient

xy,—|—2y:0.
a:y/+2y:0 = a:y/:—Qy
’ 2
— L__=
Y x
1d 2
= -¥_-_Z
ydx x
d d
= Y_ o
Y x
— In|y|=-2Injz|+kkeR
1
—+k
e y::te:[;2
K
— y—727K::t€k

K
Yy=u <<= U = —

K
= u=—-——+71, K,7€R
x
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Entenantcomptelesconditionsinitialeona : u(l) =0 <— —-K+717=0=—= K =7,

-K

Donc la solution cherchée est

u(x):2(1—1>.

X

Exercise 4.4 Résoudre l’équation différentielle suivante :
U 4 3u +2u = ze (4.35)

Solution :

1 On cherche la solution générale de 1’équation homogene
U 4 3u 4 2u=0 (4.36)
L’équation carractéristique associée a (4.36) est
2 +3r+2=0 (4.37)

A:9—8:1:>7”1:—2,7’2:—1.
La solution générale de (4.36) est

uy = )\16_296 + )\Qe_x

2 On cherche une solution particuliére de I’équation (4.35).
Comme le deuxiéme membre de ’équation (4.35) est de la forme h(z)e ™ avec
h(z) un polyndme de degré n = 1, et comme (—1)?>+3(—1)+2 = 0 alors on cherche
la solution particuliére sous la forme uy = k(z)e™™ ou k(x) est un polyndéme de
degré m = n+1 = 2. On pose uy = (az? + bx + ¢) e~®. Un calcul simple nous donne

!

uy =€ (—ax2 + (2a — b) + (b — c))

et

1

uy =€ ° (CL:CQ + (b —4a) + (2a — 2b+c)).

En remplagant ces résultats dans (4.35) et par identification on trouve, a =

1
Uy = (2362 — a:) e *

3 La solution générale de I’équation (4.35) est,

5,6 = —1,¢= 0. Donc,

1 1
U= (2x2 - x) e F e p e = <2x2 — T+ )\1) e 4+ e ",

Exercise 4.5 Résoudre l’équation différentielle suivante :

!

u 4u +u=241, u0)=1,u(0) =0. (4.38)
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Solution :

1. On cherche la solution générale de I’équation homogene,
u U +u=0 (4.39)
L’équation carractéristique associée a (4.36) est,
P +r+1=0 (4.40)

1 V3 1 V3
A=1—-4=-3=32 pl=4Y" R
3=3"r 2+2,7°2 5 5

La solution générale de ’équation homogeéne (4.40) est,

1 3 1 3
up = Ae2” cos <\é_x) + \ye2® sin (é_x) _

2. On cherche une solution particuliére de I’équation (4.38).
Comme le deuxiéme membre de I’équation (4.38) est un polyndéme de degré
n = 2, alors on cherche la solution particuliere sous forme d’un polynéme
de degré 2. On pose uy = az®+bx + ¢, il s’en suit que v = 2ax +b, v’ = 2a. On
reprend ces résultats dans ’équation (4.38), on obtient az?+ (2a + b) z + 2a +
b+ ¢ = 2® + 1, par identification on trouve a = 1,b = —2,¢ = 1.
La solution particuliére de (4.38) est

ug = 2° — 2x + 1.
3. La solution générale de (4.38) est
u=2>-2r+1+ Ale%m cos <\g§$> + )\ge%x sin <\g§$>
Les conditions suplémentaires permettent de calculer A\, \.

U(O):1:>>\1:O,

/ 4
WO)=0= =

Donc la solution de I’équation (4.38) est

w

/3 2

4
u=2>—2r+1+ —e2%sin (fx>



Chapitre 5

Fonctions de plusieurs variables

5.1 Généralités

5.1.1 Notions fondamentales

Definition 5.1 Produit cartésien
Sotent E et F' deux ensembles non vides. Le produit cartésien des deux en-
sembles qu’on note E x F est ’ensemble des couples (x,y) tels-que © € E et
y € F. On écrit,

ExF={(z,y), r€ E, ye F}

Remarques 5.1 1/ Attention l’ordre du produit est important. Si E # F alors
ExF#FXxE.

2/ Si E=F, alors Ex E=FE?*={(z,y), xr€ E, y € E}

3/ R2=RxR={(z,9), reR, y e R}

Definition 5.2 Produit cartésien "généralisation”
Si By, FEy, Es,--- E, (n € N) désignent n ensembles non vides, alors l’ensemble
E=F x Fyx F3x---x FE, est le produit cartésien des ensembles F;, 1 < i < n.
On écrit,

E={(x1,29, - ,x,), 7 € E;, 1 <i<n}

En particulier,
Rn:{(‘rl?x%"' al‘n)a Z; ER, 1§Z§n}

Remarque 5.1 R" =R XR xR x --- x R.

nfois

R™ est un espace vectoriel de dimension n. Quand on se donne un espace vectoriel,
pour évaluer les éléments de cet espace les uns par rapport aux autres, on fait
appelle a la notion de distance et normes.

Definition 5.3 (Distance)

Soit E # (), un espace vectoriel sur R et d ’application définie par
d:|ExE — RT

(r,y) — d(z,y).
On dit que E est une distance sur E si elle satisfait les conditions suivantes :
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1. Séparation : Vr € E,Vy € E,[d(z,y) =0z =1y],

2. Symétrie : ¥V (rv,y) € E x E,d(z,y) =d(y,z),
3. Inégalité triangulaire : Y (x,y,z) € E> [d(z,y) < d(z,2) +d(z,y)].

Si d est une distance sur FE, le couple (E,d) s’appelle espace métrique.

Exemples 5.1 1. La distance sur F =R, est définie par
d:|RxR — Rt

(z,y) +— d(z,y)=

x — y‘.
2. La distance de Manhattan est définie sur £ = R" par
di: | R" xR* — RT

3. La distance FEuclidienne est définie sur £ =R" par
dy: | R" xR* — R*

(.CE,y) — d2<x7y):<z:1

En particulier, lorsque E = R? on a

dy: | R xR*? — R*
2

(0y) — da(0,y) = (z

T — Y

=1

2)%
—y) o=t s 7= (01— 2), = (3 — ).

4. La distance de Minkowski est définie sur £ = R" par

=

2

dy (x,y) = (Z

i=1

d,: |R* xR" — R

(x,y) +— dp(x,y)=<z

=1

P\
Ti — Yi ) .

5. La distance de Tchebychev ou distance infinie est définie sur £ = R" par

do:|R*xR* — R+
(z,y) — do(z,y) = sup

1<i<n

Ti — Yi|-

Definition 5.4 (Norme)

Soit E # (), un espace vectoriel sur R et N ’application définie par
N:|E — RT
r — N(z) =[]
On dit que E est une norme sur £ si elle satisfait les conditions suivantes :
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1. Séparation : Vx € E.||z|]| =0 <=z =0,
2. Homogenéité positive : VA € R,Vx € E, || \z| = |N||z]],
3. Inégalité triangulaire : Y (z,y,z) € B> [|lx +y| < ||z + 2| + |lzz + y]]] .

Si N est une norme sur E, le couple (E,N) s’appelle espace vectoriel normé
e.v.n.

Proposition 5.1 Soit £ un e.v.n. L’application d définie par

d:|ExE — RT

est une distance sur E dite la distance sur F induite par la norme.

Exemples 5.2 (Normes classiques sur R")
Soient x = (x1, 29, -+ ,x,) ER"pe R p> 1.
1. Norme Manhattan : ||z|; = i | ;]

1
2. Norme Euclidienne : ||z, = (i |xi|2>2 .
i=1

3. Norme infinie : ||z||. = sup |z;|.
1<i<

1
P

4. Norme p lall, = (£ [zl

5.1.2 Fonctions de plusieurs variables a valeur réelle

Soient n un entiers naturel non-nul, et £ une partie non vide de R".

Definition 5.5 On appelle fonction de n variables réelles a valeur réelle toute
fonction f définie comme suit

f: ECcR* — R

(.’13'1,1'2,333,"' 7'7:71) — f(xlyx%x:ia”' 7xn) =Y

Exemples 5.3 1. f est une fonction de deux variables v et y

f: R2 — R

(z,y) — flz,y) =2+

f(1,2) =12+ 22 =5,

2. g est une fonction de trois variables réelles.

FiIR2xR* — R
e’ + 2sin(y)

322

($7y7 Z) — f<x7y7 Z) =
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Domaine de définition d’une fonction de deux variables réelles
Soit f une fonction de deux variables réelles x,y définie par

fil R — R
(z,y) +— f(z,9).

Le domaine de définition de f qu’on note D est I’ensemble des couple (z,y) € R?
pour lesquels f (z,y) existe.

Exemple 5.1
R? — R
(z,y) — [(z,y) =In(z) +sin(y).
Pour que f ait un sens, il faut que In(z) et sin(z) soient toutes les deux définies
a la fois. Il en résulte que x >0 et y € R, donc

f:

D =PRI xR.

Représentation graphique d’une fonction de deux variables réelles
Soit f une fonction définie sur un domaine D de R? telle-que

f:|DcR*> — R
(z,y) — [f(z,9).

La représentation graphique de f est une surface S; de R? définie par
Sp={(z,9,2) €R® | [z = f (2,9)] Al(z,y) € D]}.

Autrement dit, Sy est ’ensemble des points de ’espace de coordonnées M (z,y, f (z,y))
avec (x,y) € D. A chaque point de coordonnées (z,y) € D correspond un point de
I’espace situé sur la surface S;.

5.2 Limites et continuité des fonctions a plusieurs va-
riables

5.2.1 Limite d’une fonction a plusieurs variables

Soit D une partie non vide de R", n € N, et a = (aj,as, -+ ,a,) € D. f est une
fonction de plusieurs variables définies sur D, sauf peut etre en a,

7 DCR" — R
x:($17$2ax37”'7xn) — f(x17x27$37”'7$n):y

Definition 5.6 1. On dit que [ tend vers | quand x tend vers a et on écrit
i%f(w1;x27$37“' ,f)fn) :l
ss1

Ve>0,39n>0,Vz cv(a),x #a:l|z—a|| <n=|f (21,209,235, ,2,) — | < ¢
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i%f<x17x27x37”' an) = +00

X

VM > 0,39n > 0,Vz € v(a),x #a: ||z —a| <n= ‘f(xl,xQ,xg,--- ,a:n)—l‘ > M.

‘,}:i{)%f(xl)x%x?n”' 71;71) = -0
sst
VM >0,39n > 0,Vz €v(a),x #a: ||z —a|| <n= ‘f(l’l,l'g,l'g,"' ,xn)—l’ < —M.

2

z
Exemple 5.2 lim = —.
P @y)—12y>?+1 5

Remarque 5.2 (z,y) — (1,2) <= (x — 1 ety — 2).

Theoreme 5.1 Soit f une fonction définie sur D C R" et a € D, on suppose que
f est définie au voisinage de a sauf peut étre en a. Si f admet une limite finie
[ quand v tend vers a, alors cette limite est unique.

Theoreme 5.2 (Encadrement) Soient f,g,h trois fonctions définies sur D C R"
vérifiant
Vo = (21, 29,23, - ,x,) € D, h(z) < f(x) < g(z).

Si lim h(z) = }Slgég(x) =1, alors lim flx) =1

Theoreme 5.3 Soit f une fonction définie sur D C R" a valeur dans R et a € D.

On pose v = (x1,29,23, -+ ,&,), a = (a1,as, -+ ,a,) € D. S’il existe une fonction
g telle-que, llg{llg(x) =0 et |f(z) =1 < g(x) alors ;gr}lf(x) —1 =0, c’est a dire
lim f(z) = 1.
Exemple 5.3 f(z.9) = Y Caleuler lm [ (x.4)
xemple 5. x,y) = . Calculer lim x,y).
p , , Y ; :1:+y3 (2,y)—(0,0) Y
Onam+y < v ‘ Y ‘§w2+y2.
r+y r+y Tty
vy 1 0, d
On pose g (z,y) = 2> + 9%, on a <g(z,y) avec lim z,y) =0, donc
pose g (z,y) y Tty <g(z,y) o 9 ()
lim x,y) =0.
(x7y)—>(070)f< y)

En particulier, pour les fonctions a deux variables, 1’utilisation des coordonnées
polaires permet de calculer les limites.
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Definition 5.7 Soit M = (x,y) € R?, 0 l’angle que fait la droite (OM) avec l’azxe
(OX) et r=|OM]|. On a (z,y) = (rcos(d),rsin(f)), qu’on appelle les coordonnées
polaires de M. Pour calculer la limite d’une fonction f au point (z¢,yo), on uti-
lise les coordonnées polaires centrés en ce point (x,y) = (xo + 7 cos(d), yo + rsin(0)) .
Le réel r > 0, s’appelle le rayon et 0 € [0,27] c’est l’angle polaire. Dire que
(x,y) — (z0,Y0) revient a dire que r — 0. On dira que la limite existe quand
r — 0, st le résultat de la limite est indépendant de 0. Dans le cas contraire,
on dira que la limite n’existe pas.

2

Exemple 5.4 Utiliser les coordonnées polaires pour calculer lim &.
(@,y)—(0,0) 2% + 12
On pose

x =rcos(),y = rsin(f),

on a

xy? (r 005(0)2) (rsin(9))®> 7% cos(f)sin?(f)

- (rsin(0))®> 72 (cos?(d) + sin?(0))

= = rcos(6) sin®(#
2 +y?  (rcos())” + (9) (9)

: o C2ay
(a;,yl)lgéo,o) i }g]%r cos(f) sin“(#) = 0.

x
Exemple 5.5 Utiliser les coordonnées polaires pour calculer lim 5 i .
(@,y)—(0,0) 22 + 2

On pose
x =rcos(f),y = rsin(f),
zy  (rcos(f))(rsin(@))  r?cos(f)sin(d) cos(0) sin
2+ 92 (reos(0))’ + (rsin(9))® 2 (cos?() + sin*(6)) (6) sin(6)
LY

li —— =1 0)sin(0).
() 0.0) 22 + 2 Hig cos(6) sin(¢)
Le résultat de la limite dépend du 0, donc la limite n’existe pas car pour chaque
valeur de 0 € [0,27], on a une limite, d’ot la non- unicité de la limite.

Remarque 5.3 Il ya une autre méthode pour montrer qu’une limite en (o, yo)

n’existe pas. On calcule la limite selon deux chemins differénts qui ménent
72

au point (ro,yo). Par exemple pour savoir si la limite suivante lim 5 —v
(z,y)—(0,0) T2 + 12
existe ou non, on choisit deux chemins particuliers qui ménent au point (0,0).

Si on considére l'axe y =0, on a
2 _ 2 2
im — Y — im Loy,
(@y)=00) 22 + 42 (2y)—(0,0) 22
St on considére ’axe xr =0, on a
2 _ .2 a2
T S
(.9)—(0,0) = + y (z.y)—(0,0) Yy

Les deux limites selon deux chemins différents ne sont pas identiques, donc la
limite n’existe pas.
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La technique souvent connue sous le nom d’arc paramétré consiste a écrire x

et y comme fonctions qui dépendent d’un parameétre ¢ et faire converger (z(t), y(t))
quand t — 0, vers le point en lequel on veut calculer la limite.

Remarque 5.4 Il existe une technique trés utile pour calculer la limite au point
(0,0). Il s’agit de faire le changement de variable y = \x, ou \ est un paramétre
réel. Alors, (z(t),y(t)) — (0,0) quand x — 0. La limite si elle existe elle ne doit
pas dépendre de ).

22— o2

Exemple 5.6 Calculer lim ——
(2,9)=(0,0) 2% + >

On utilise le changement de variable y = \x

, -y ()P —()? L (p)P[1-N 1\
lim = lim —4———= = lim = ,
@y)—00) 22 +y2  2-0 ()24 (A\x)?  «=0 (2)2[1+ A2] 14 N2

Le résultat dépend de )\, donc la limite n’existe pas.

Les deux propositions suivantes sont tres utiles en pratique.

Proposition 5.2 (Permutation des limites)
Soit f : R? — R telle-que ( )lir(n )f(:p,y) = [ (existe). On suppose que, pour
,Y)—(Zo,Yo0
tout v € R, ylgg} f(z,y) existe et pour tout y € R, li_)m f(z,y) existe. Alors
0 T—To

lim  f(z,y) = lim =1.

(z,y)—(x0,y0) T—=2x0

lim f(z,y)

Y—Yo

= lim {lim f(z,y)

Yy—Yo | T—T0

Proposition 5.3 Soient f,g deux fonctions définies sur D C R". On suppose que
zo € D et que lim f(z) =1 et lim g(x) =1ly. On a les résultats suivants
T—T0 T—x0

1.

T—T0

lim (af(x) + 59(33)) =aly + ply, a,B €R.

lim f(z)g(x) = hiy

T—T0

3. 8Sily #0, on a
flz) L
im —= = —
T—T0 g(x) l2

5.2.2 Continuité des fonctions de plusieurs variables

Definition 5.8 Soit f : D CR" — R, et o € D. On dit que f est continue en z
st, et seulement si lim f(x) = f(x9). Autrement dit,
T—x0

Ve>0,3n>0,‘v’x€v(mo),x7§x0:Hx—xo <e

= | /@) = f(a)

Definition 5.9 Une fonction f : D C R — R, est dite continue sur D si, et
seulement st elle est continue en tout point xo € D.
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Remarque 5.5 (Attention) Il faut éviter U’erreur fréquente suivante :

si f(xo,y) — | et f(x,y0) —> [, cela ne signifie pas que f est continue en
(x0,%0). Cependant, si f(xo,y) — 1 et f(x,yo) — lz, avec Iy # Iy, alors f n’est
pas continue au point (xg,1y). Cette remarque est souvent utilisée pour montrer
qu’une fonction [ n’est pas continue en un point (xg,yo) .

Exemple 5.7
ry
2?2 + y?

si (z,y) # (0,0),
f(zy) =
0 si(z,y)=(0,0).

Etudier la continuité de f
[ est continue sur R?> — {(0,0)} comme fraction rationnelle dont le dénomina-
teur ne s’annule pas. D’autre part, nous avons vu dans l’exemple (5.5) que

lim ——— mn’existe pas et donc f n’est pas continue au point (0,0). Mais
(mVy)_>(070) I’Q +y2 p f p p ( ) )

f(z,0) — 0 = f(0,0) et f(0,y) — 0 = f(0,0). Ce ci confirme la remarque
précédente.

Exemple 5.8 Etudier la continuité de la fonction f

2 2 st (l’,y)#(l,O),
fzy) = =14y

0 si(z,y)=(1,0).

[ est continue sur R*—{(1,0)} comme fraction rationnelle dont le dénominateur
ne s’annule pas. D’autre part

1 1
<

(z—1)"+y2  y*

(=174 >y =

Il en résulte que,

3 Y
o<l <[Z]= |
(x =1 "+ 1y
avec,
lim =0.
(z,y)—(1,0) |y’
Donc,
y?
=0=f(1,0).

lim Y
@y)—=10) (z — 1) + y?

Ce qui signifie que [ est continue au point (1,0). En conclusion, f est continue
sur R2.



69

5.3 Dérivées partielles, Différentielles

5.3.1 Dérivées partielles du premier ordre

Dans cette section, on suppose que la notion de dérivée d’une fonction dé-
finie de R dans R est connue et on souhaite donner sa généralisation pour les
fonctions de plusieurs variables a valeur dans R. Pour des raisons de simplicité
on commence par les fonctions de deux variables réelles, le cas des fonctions de
trois variables réelles ou plus s’en déduit facilement.

Definition 5.10 Soit f : R> — R. On dit que [ admet une dérivée premiére en
1o € R? suivant le vecteur u = (uy,uy) si, et seulement si 1, : t — f (7o + tu) est
dérivable en 0. Dans ce cas 1, (0) représente la dérivée de f au point z; dans la
direction de u, qu’on la note par D, f(z,), et on a

f(xo+tu) — f(z0)

t
Exemple 5.9 f(z,y) =y, o = (0,0), u=(1,1). Calculer D,f(x).
On a xy+tu = (t,t) et f(t,t) =t*. donc
_ 2
lim f (@0 +tu) = f(wo) = lim a =limt = 0.
t—0 t t—0 ¢ t—0
Alors,

Beﬁnition 5.11 Les dérivées d’une fonction f : R> — R, suivant les vecteurs
i (1,0) et j5(0,1), si elles existent, correspondent respectivement aux dérivées

partielles par rapport a r et y et qui sont notées par gf et C;f On a alors
T Y
Daf(00) =G ) et Dyf o) =5 (m),

Maintenant, on généralise la notion de dérivées partielles aux fonctions défi-
nies sur R".

Definition 5.12 Soit f : D CR" — R et a = (a1, as, -+ ,a,) € D. Pouri=1,2,--- n,

0
on appelle dérivées partielle de f en a par rapport a r; et on note 8f (a) la
T
dérivées de la fonction partielle prise en a;
0 ) s T gyt T, U ) T ) y T Uyttt Un /
f(a) = lim f(al a2 x a ) f(al a2 a a ) :fxi(a)7

0@» Ti—r 0y T; — a;
on peut aussi écrire,

f(alaa27"' 7ai+h‘i7"' 7an)_f(al>a27"' s Qgy v v e 7an)

a—xi(a) = lim h, = fg;(a) (5.1)




70

En particulier : Si f:R*> — R, a = (a1, as).

gi (a1, a) = ,}11210 f(ar + hha;z — f (a1, a2) — £ (a1, a2), (5.2)
* af /( + hy) — f (a1, as)
aiy (ala a2) = hl;go o, & ;2 an, @2 = fl; (al, ag) . (53)

Remarque 5.6 Il faut comprendre qu’on ne peut parler de dérivées partielles en
a = (a1, a2) que si les limites en (5.2), (5.3) ci dessus existent. Quand ces limites

existent elles sont notées 91 (ay,ay)et = (ay,ay) respectivement. Cette remarque
T

dy
reste vraie pour des fonctions définies sur R", ou on exige que la limite en (5.1)
existe.

Lorsque les dérivées partielles existent, comment les calculer ?

Exemple 5.10
flay) =227 a=(-12)
1. On considére que y est comme une constante et on dérive par rapport a

x. Alors,
folw,y) = g£ (z,y) = 6y°a.
2. On considére que x est comme une constante et on dérive par rapport a
y. Alors,
i (zy) = gg (x,y) = 4ya®.
Donc,
of 2102
—(=1,2) =6(—-1)*(2)" =24
L (c12) =0(-12eP =2,
of
= (—1,2) = 4(2)(-1)* = -8,
S (-1.2) = 42)(-)

Remarque 5.7 l’existence des dérivées partielles au point a = (a1, a3) ne signifie
pas que f est continue en ce point.

Exemple 5.11 On considére la fonction f définie par

TY .
2 (z,y) # (0,0),

f(z,y) =
0 si(z,y)=(0,0).

Etudier ’existence des dérivées partielles au point (0,0).

(0 - f(0,0) 0 T af
Jim I = pimy g, = 0= 5, 0.0 =0,
f(0he) = f(0,0) 0 Of
o = DR, 0 gy 0O =0

On voit bien que les dérivées partielles au point (0,0) existent, alors que nous
avons déja vu dans ’exemple 5.7 que f n’est pas continue en (0,0).
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5.3.2 Dérivées partielles d’ordre supérieur

On donne la défintion pour une fonction f a deux variables, et elle reste vraie
pour les fonctions a n(n > 2) variables.

Definition 5.13 Si pour une fonction f(v,y) définie sur D C R? les dérivées

0
partielles 8f (xz,y) et 9f (z,y) existent et elles sont elles mémes des fonctions
x

Ay
en x et y, alors g, gf peuvent avoir des dérivées partielles telles-que :
T oy
0? 0 /0
—f = <f> . on dérive deux fois par rapport a .
0x? Oz \Ox
*f 0 (of . . L . .
= <) . on dérive par rapport ¢ y en premier lieu et aprés apr rapport a x.
Oxdy 0z \0y
0 f 0 (0f . . . . . .
= () . on dérive par rapport & x en premier lieu et aprés apr rapport a y.
Oydr Oy \Oox
2
of = 8(8]‘) . on dérive deux fois par rapport a y.
dy* Oy \dy
Exemple 5.12 f (z,y) = 32* — 2293
of 5 o3 Of 2
2L — 1228 — 28, 2L = —6ay?
o r v, 3y 6y
*f » f
*f _ 0 (0f 9 3 o3 2
= 2 (Z1) = = (1223 — 23) = 6%
Bydx 8y<8x) y (120" = 2°) 4
f 0 (0f\ 0 ) )
=—|=)=—=—(-6 = —6y°.
97y 8x<8y> Bz (=62v°) 4
0’ f o0 f

Dans ’exemple 5.12, on remarque que est ce que c’est une coinci-

Oxdy - Oyox’
dence ou bien c’est toujours le cas 7 Le théoréme suivant répond a cette question
Theoreme 5.4 ( Théoréme de Schwarz)

Soit f: D C R" — R une fonction continue sur D. St pour tout i,j =1,2,--- . n,

les dérivés partielles f,—f existent et sont continues ainsi que of (8]”)
axi Z; 03:1 833j
existent et sont aussi continues, alors pour tout a = (a1, as, -+ ,a,) € D, et pour
i?j = 1727”' , 10,
0 f B 0 f

8%8% N 8%8951 .

Ce theoréme dit que l’ordre de dérivation par rapport aux variables est sans
importance dans le cas ou les dérivées partielles existent et sont continues au
voisinage d’un point.
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5.3.3 Matrices Particuliéres

f: DcR* — R
(1'1,$2,"',$n) — f($17x27"'7$n)~
of
ox
of
1. Le gradient de f noté Vf est la matrice colonne Vf = Oz
of
ox,
2. La matrice Hessienne de f est définie par :
0*f 0*f 0 f
Ox? 01107 02102,
0 f 0*f 0 f
Hegsf = 8[E28ZE1 8[E% 8@8%
*f *f  f
01,0x17 01,01 Ox?

3. Si n =2, la matrice Jacobienne du changement de variable

x1 =rcos(f), o =rsin(f)

est
Oy Oy
_ %
A
or 00

4. Si n = 3, la matrice Jacobienne du changement de variable
x1 = rcos(f) cos(a), xo = rsin(f)cos(a), x3=rsin(a)

est
8:)&1

a.’L‘l 83:1
b, &, 5
G &0 88
Jor 00 O«

J:

5.3.4 Différentielles
Rappel
On sait que si une fonction f: D C R — R est dérivable sur D alors sa dérivée

f' vérifie
_ 4

Ve e D: f/(x)—dx

(5.4)
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et
Ve e D: df = f (z)dx (5.5)

df est la difffentielle de f. On généralise ce résultat pour les fonctions a plusieurs
variables.

Definition 5.14 Soit f : D C R" — R. On dit que f est différentiable en a € D
s’il existe une application linéaire L : R" — R, telle-que au voisinage de a on

ait
fla+h)= f(a)+h+o(|[h]).

St une telle application existe, elle s’appelle différentielle de f au point a et
on la note df(a).

Nous admettrons la proposition suivante :

Proposition 5.4 si une fonction f: D C R* — R, est continue et posséde des
dérivées partielles qui sont toutes continues, alors f est différentiable sur D et

on a @
af af of

df = 2dzy + ——dxg + - -
f 8x1 x1+8x2 T2t +6mn

dz,,.

Exemple 5.13
f(z,y) = sin (zy)
_of of

= 3 dzr + a—ydy = y cos(zy)dx + x cos(xy)dy.

df

5.4 Intégrales doubles et triples

5.4.1 Intégrales doubles

I/ Intégrale double sur un rectangle

Theoreme 5.5 (Théoréme de Fubini)
Soit [ : R*> — R, continue sur [a b] X [cd]. Alors

/ab/cdf(x,y) dmdyZ/cd/abf(:E,y) dx dy.

1 -1
Exemple 5.14 C’alcule'r‘/ / xy dx dy.
0 J-2
-1 —1 $2 -1 3
d = / d = —_ = —=v,
/_gxyx V)t ylz]_Q 2

[ty y”__3<1>__3
o 2YYWT o], T 2\2) T Ty

II/ Intégrale double d’une fonction a variable séparées
Soit f:R? — R, continue sur [a b] x [c d]. telle-que f (z,y) = h(z)g(y). Alors

/ab/cdf(yc,y) drdy = (/:h(x)d$>(/cdg(y)dy)
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Exemple 5.15

[ [foinar=([ran)([om)=[5] ] = (5-F)(~)

III/ Intégrale double sur un domaine borné

[ [ f @) dedy tel-que D={(v.5) € B Ja<w<b ni(e) <y <uale) }

est donnée par

//Df(:c,y) d:z:dyz/ab/lzzj)f(:c,y) dx dy.

| [ f(@.y) dudy tel-que D= {(z.y) €R? Ja<y<b taly) <z <ialy) }

est donnée par
[y aray= [ [*" ) drd
x, rdy = x, xdy.
D Y Y a Jihi(y) Y Y

Exemple 5.16 Calculer

//da:dy tel-que D:{(:c,y)ER2 /0 <z <1, xQSyS\/E;}
D

//Ddxdy:/ol </f dy) d»’EI/O1 (VE — %) de =

IV/ Calculer une intégrale double par changement de variable

//Df(x,y) dxdyZ//Sg(u,v) detJ du dv,

2 1 !
2e5_ xz} _
d 0

3

1
15

ou
or 0
— Ou Qu
det J % %
ou Ov

Exemple 5.17 (coordonées polaires)

x=rcos(f), y=rsin(d), 0 <60 <2m, r>0.
or o
- r Q0
TG 8
or 06
LR T T T
= cos(0), 5 sin(0), 50— rsin(6), %0~ rcos(6),
cos(f) —rsin(6 ) .
det J = siné@? rcos(<0))| = rcos’(0) +rsin®(0) =r (0082(9) + 51n2(9)) =r,
par suite,

//Df(””>y) dxdy://sg(r,e) rdrdf,
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Exemple 5.18 (Application)

//l)1+l'2 ;drdy tel-que D = {(m,y) e R? /o2 +¢* < 1}.

2T 27
drdf — ~ // dr do,
//[)1+x2+y / /01+1”2TT 2Jo o 1+r2 :
27 27 1
dody = ~ / (/ )de_/ m(r2+1)]" as,
//1)1—|—x2—1—y TW=g ol—H“2 2 Jo [n(r—k)}o

//D 1—|—x2—|—y dr dy = ;/0 n(2)df = In 22) [9](2)7T = lnéZ) (27) = 7In(2).

5.4.2 Intégrales triples

I/ Intégration par piles : On se raméne a une intégration double.

Exemple 5.19 Calculer

7~2—x2—
I—//< V%dz)dzdyzQ//D/\/TQ—xz—gﬁdxdy,

D' est le disque de centre O et de rayon r. En utilisant le changement de

variables
zpcos(0), y = psin(0),
on a,
v’y = p?
et

]:2//13/ /r2—p2pdpd0:—4; {(7"2—,02)2];:47;7"3.

II/ Intégration par changement de variables : coordonnées sphériques

x = pcos(f) cos(a), y = psin(f)cos(a), z = psin(a),

avec,
nggr,GE[OQW],a{—g 721
gp 90 o cos(a) cos(f) —psin(f) cos(a) —psin(a) cos(6)
_ y Oy 9y | _ ) : )
J = 9 90 9a = cos(a) sin(6) ,ocos(a)cos() —psin(«a) sin(6)
e :
8§ Y sin(«) pcos(d)

dp 90 O
det.J = p* cos(a).
3

[:///Bp%os(a)ddeda: (/OTdep) </_ircos(a)da> (/027r d@) = 47; :
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5.5 Exercices corrigés

Exercise 5.1 Soit f une fonction définie sur R? par

t + ot
[(z,y) = 8 a2p
Donner le domaine de défintion de f.
Solution :
f est bien définie ssi 8 — 22y? # 0
§—2%P =0 <= 2%* =8,
— (2y)* =38,
= |zlly| = 2\/5
2v/2
— |y| = T
]
2v/2
= y= :I:—\/_.

2
Soit (C)) et (C,) les courbes représentatives des fonctions y = i et y =

|

respectivement. Donc, le domaine de définition de f est le plan privé de

T
(C)U(Cy) . Autrement dit,
Dy =R’ —{(z,y) €R* / |zy| = 2v/2}

22

Exercise 5.2 Soit f une fonction définie sur R? par
er2_+ly2 st (x, 0,0),
f(zy) = . (z,y) # (0,0)
0 si z=(x,y)=(0,0).
Montrer que f est continue en (0,0).
Solution :

En faisant le changement de variable y = mx avec x — 0,

1 -1 =1
lim e®w? = lim e=**m=? lim e* [+l =0 = f(0,0).
(x,y)A)(O,O) z—0 z—0

Donc, f est continue en (0,0).

Exercise 5.3 Soit f une fonction définie sur R> par
1 —cos (\/.%2 + y2> . 00
f('ruy): x2+y2 ; St (ny)#(7 )7

a st = (x,y)=(0,0).

Trouver la valeur de a pour que f soit continue en (0,0).
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Solution :
On utilise le changement de variables = = pcos(f), y = psin(6).

1—
lim f(x,y) =lim 1= coslp) eI iy
(z,y)—(0,0) p—0 p? p—=0 2p 2 2

sin(p) RH cos(p) 1

1
Donc, pour que f soit continue en (0,0), il faut que a = 7

Exercise 5.4 Soit f une fonction définie sur R? par f (z,y) =z — >

Calculer Vf(1,2).

Solution :

of

V1) = (G @ G ) =,

donc,

VF(1,2)=(1,-4)".

Exercise 5.5 Soit f une fonction définie sur R par

s . [ .
y*sin | —| st y#D0,
flay) = (y)
0 st y=0.

1. Déterminer le plus grand sous ensemble de R? sur lequel f est de classe
Cc*.
0 f 0 f
(2,9),
0x0y 0yox

2. Montrer que les dérivées croisées (z,y) existent et elles

sont différentes.

Solution :

1) Rappel : f est de classe C' sur D, ssi f est continue sur D, et les dérivées par-
tielles de premier ordre existent et elles sont continues sur D. f est continue sur
R2. En effet, pour y # 0, f est continue comme composée de fonctions continues.
Si y =0, On étudier la continuité de f en (0,0). Comme,

Yy #0, |sin (3:) ‘ <1,
)
alors,
x
lim Zsin |~ | =0= f(0,0).
(r,y)—>(0,0)y (y) 70,0
Donc, f est continue sur R?, et pour tout y #0, on a

O (2,5) = yeos (£),

a—y (z,y) = 2ysin (g) — X coS (g) .



78

De plus, on a :

A h =0,
c.a.d,
0
ai (l’o, O) == O,
alors, Iz existe et est définie sur R? par
x

67]”(% )Z{ycos(”y”) si y#0,
Ox 0 siy=0.

D’autre part,

— k?sin (£) — 0
lim f(z.k) — f(x,0) = lim —<k) = lim k sin (a:) =0,
k—0 k k—0 k k—0 k
c.a.d,
of
— (2,0) =0
5 (0= 0

0
alors, (?f existe et est définie sur R? par
Y

of 2ysin (£) —xcos (%),
oc T = {o si y(yz)o. 2

On vient de montrer que les dérivées patielles du premier ordre existent. Mainte-
0 0
nant, on étudie leurs continuité. Quand y # 0, af et 8f sont continues. Il reste a
T Y
voir la continuité pour y = 0. On distingue deux cas: (z # 0,y =0) et (xt =0,y =0).

0
Pour tout z, € R, —f
ox

est continue au point (z(,0). En effet,

lim g‘; (x,y) = lim ycos <$> =0= of (x0,0)

(z,9)—(20,0) (z,9)—(0,0) Y ox

ol nous avons utiliser le fait que 0 < |y cos (%) | <|y| — 0.
On suppose que zy # 0,

. of _ [z x
lim ——(z,y)= lim 2ysin|—|—zcos|—|,
(@)= (20,0) Dy (2,9)=(20,0) Y Y
li 2ysin (£) = i li z ‘exist .D
on a, (Ly)1_>r{136070)8y sin (y) 0, mais (a:,y)l—>n(la:0,0)£cos (y) , n’existe pas car xy # 0. Donc,
quand zy # 0, 8f n’est pas continue en (zy,0). Cependant, pour z, = 0, on a,
Y
0 0
im of (r,y)= lim 2ysin ) —gcos (L) =0= of (0,0),
(z,9)—(0,0) Oy (,y)—(20,0) y y oy
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ol nous avons utiliser le fait que 0 < |2ysin (g) - xcos( ) <2|y| + |z] — 0.

Donc, est continue en (0,0).

y
En conclusion, on a f de classe C! sur R* — {(z,0), = € R*}.
2) On applique le Théoréme de Schwarz. On a

*r o of
0xdy ax dy

*f of
8y8:c 8y 8x>

et

L h.0)~ 2 (0.0
lim 2 %y — im0 g
h—0 h h—0 h ’
ce qui signifie que,
o0 f
920y (0,0) =0
D’autre part,
of of
’ ox (0,%) = oy (0,0) L kcos(%)
m = lim ————~ =1,
k—0 k k=0 k
2 2 2
ce qui signifie que 801;8]; (0,0) = 1. Donc, 6ayafac( ,0) # ;xgy (0,0)

Exercise 5.6 Soit F'(f,g) =sin(fg),
1. calculer dF.

2. On suppose que f,g sont des fonctions telles-que

flzy)=2—-Ty, g(z,y) =2 +y.
Calculer df, et dg.

3. On considére la fonction H telle-que
H (z,y) = sin[(z = Ty) (z + y)].

Calculer dH, et en déduire a—

or

Solution :

3 a—f:gcos(fg), (;;];:fcos(fg),onobtient:

iF — af: df + a*ng — geos(fg) df + fcos (fg) dg
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LI 9F 99 _, 99 _
7z 1ay 7. et o 18y 1.

Il s’en suit que df = dz — Ty, et dg = dx + dy.
% On remarque que H (z,y) = F (f (2,9),9(z,y)) =sin(f(z,y) g (z,y)).
F
dH = —df
of
= gcos(fg) df + feos(fg)dy,

= (z+y)cos|(z = Ty) (z +y)] (dv — Ty) + (v — Ty) cos [(z — Ty) (v + y)] (dx + dy),

OH oH
Gt Gody = (20— 6y)cos (@ = Ty) (z+ )] o + (=62 — 1y)cos (o = 7y) (@ + )] .
donc,

OH

= (22 — 6y) cos [(x — Ty) (x + )],

T
et
OH

oy (—6x — 14y) cos [(x — Ty) (x + y)] .
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