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Avant-Propos

Ce polycopié est issu du cours de Topologie et Analyse Fonctionnelle

de Djillali Bounaama - I(hemis \4iliana (premier semestre) ces trois dernières annes. Les

sujets couverts dans ce cours sorrt principalement : topologie générale, les grands théorèmes

cle I'analyse fonctiorurelle, la topologie faible et taible éioile, ainsi que les espaces réflexifs,

séparables et uniformément convexes. Le contenu est conforme au Canva de Nda^ster 1

Mathématique, spécialité Analyse Mathématique et Applications. Ce clocument cgmporte

cours, des exercices corrigés et des sujets d'examens donnês dans la période 2O19-2022. Le

présent polycopié est destiné principalement aux étudiants de lVIaster 1 (Analyse Mathê

matique et Applications), il pourra aussi rendre service aux étudiants de Master 2 (comme

pas mal de sujets de mémoires nécessitent des préliminaires d'analyse fonctionnelle et de la

topologie), aux candidats pour le concouls de doctorat en Nlatliématiques, ainsi qu'à toute

personne s'intéressant à I'analyrse fonctionnelle. On espère qtre ce polycopié constituera ur

support utilc pour nos ôtudiants.
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Introduction

L'analyse fonctiorurelle, qui est maintenarrt à la base de prati

et d'autres branches des mathématiques y font largement appel,

mathématiques qui étudie les espaces fonctionnels, c'est-à-dire les espaces dont ses éléments

sont des fonetions. Elle êtudie et présente des outils indispersables pollr l'anaJyse de ces

espâÉes. Ces deruiers sont nécessaires pour I'étude et la résolution de certains problèmes

qui apparaissent dans plusieurs domaines comme les équations aux dérivées partielles,

les équations intêgrales, optimisation. , . etc. L'objectif principal de ce document est de

fa^railiariser l'étudiant avec les concepts de base, les principes et les méthodes de l'analyse

fonctiounelle.

Ce polycopié est composé de cinq chapitres. À h fin de chaque chapitre des exercices

corrigés sont donnês. Le premier chapitre porte sur Ia topologie générale. On présente la

définition des espaces iopologiques et leurs propriétés. Les notions de Ia convergence des

suitcs, Ia continuitô dcs applications ainsi quc la compacitô sont prôscntôcs da,ns lc cadrc

d'un espace topologique

Le deuxième chapitre est consacré aux espaces métriques et les espaces nor-més. Après

avoir défini ces types d'espaces, les concepts vus da,ns Ie cadre d'un espace topologique sont

reformulés en utilisant les distances et les normes. On a mis plus d'accent sur Ia compacitê.

De plus une nouvelle notion est étudiée qui est la complétude. Cette notion nous permet

de définir les espaces de Banach, qui sont le cadre fonctionnel naturel dans lequel se fait

la grande partie rle I'analyse fonctiorrnelle. Les applications linéaires sont étudiées dans la



Introduction

dernière section de ce chapitre.

Ces deux chapitres sont destinés à rappeler et approfondir q

déjà vus en Licence. En fait, on a essayé de préparer les outils

besoin dans les chapitres suivants. Ces deux chapitres vont fortement aider les- ants,

principalement ceux qui ont repris leurs études après des années de leur graduation en

Licence.

Le troisième chapitre est dédié aux grands théorèmes de l'analyse fonctionnelle : ie

théorème de Baire, le théorème de Banach-Steinhaus, le théorème de I'application ouverte,

le théorème du graphe fermé et finalement Ie théorème de Hahn-Banach avec ses deux

veisions géométrique et analytique. Ces théorèmes jouent un rôle très important dans Ie

domaine de I'analyse fonctionnelle, ils interviennent dans la démonstration de pas mal de

résultats. On prèsente aussi des conséquences et des applications de ces théorèmes.

L'étude de la topologie faible et la topologie faible étoile fait I'objet du quatrième

chapitre. Ces deux topologies contiennent moins d'ouverts par rapport à la topologie forte

(topologie normé) et par Ia suite plus de compacts et plus de suites convergentes. Les com-

pacts jouent un rôle très important dans le domaine des équations aux dérivées pa,rtielles

et I'optimisation.

Dans le dernier chapitre on étudie les espaces réflexifs et les espaces sépa,rables. On

présente leur définition et leurs propriétés, ainsi que des résultats de compacité. Les espaces

uniformément convexes sont brièvement étudiés. Ce type d'espaces donne une caractéris-

tique explicite des espaces réflexifs.

La plupart des résultats présentés dans ces trois derniers chapitres sont suivis par

Ieur démonstration, lorsque celle-ci n'est pas trop difficile, très longue, très délicats, ou

fait appel à des outils qui n'ont pas à notre porté dans ce cours.

On clôture ce polycopié avec quelques sujets d'examens des a,nnées précédentes, afin

d'aider l'étudiant à mier:x se prépare aux épreuves de Ia fin du semestre, et des références

biographiques. Toute suggestion, avis ou remarque de la part des lecteurs (étudiants ou
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enseignants) qui concerne le font ou la forme de ce polycopié est la bien

aidera à I'arnêliorer.
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Chapitre 1

Topologie Gé

Danq ce chapitre nous présentons les notions de base de topologie générale, déjà vues en

Licence, que nous aurons besoin tout au Iong de ce cours. Nous rappelons les notions

d'espace topologique, de continuité, de topologie produit, de convergence des suites, et de

compacité. Notons que I'objectif de Ia topologie générale est de généraliser les notions de

limite, convergence, continuité et d'autres notions présentees dans I'espace ]R à un espace

plus général X muni d'une certaine structure.

1.1 Espace topologique

Dêfinition L.L.I Soit X un ensemble. On appelle topologie sur X la donnée d'un en-

semble T d,es parties de X uérifiant les cond"itions suiuantes :

1. T contient X etT ;

2. toute union (fi,nie ou non) d'éléments de T est encore dans T :

V(Uo)oa une fami,lle (finie ou infi,nie) d'éIéments deT alors.ltUu eT;

3. toute intersection finie d'éIéments d,e T est encore dans T :

si(-\,U2,.'.,Un€T alors hUn,f .

i:l



Chapitre 1. Topologie Générale

Les éIéments deT sont appelés ouuerts d,e X et le couple (X,T) est appelé espace topolo-

g?'que.

si (x, T) est un espace topologique, une partie A de X est dite un fermé de X si

seulement si son complément aire cvA: x\-4 est un ouvert. comme :

x\,P, Ai: n,(x\A) er X\ o?,A,: u.(x\/,),
on déduit de la définition précédente les propriétés suivantes sur les

I. X et l'ensemble vide 0 sont d.es fermés;

2. toute intersection (finie ou non) de fermés est un fermé;

3. toute union finie de fermés est un fermé.

Exemples :

1. soit X un ensemble. Alors {0, X} est une topologie sur x, appelée la toporogie

grossière, c'est Ia plus petite topologie possible que I'on peut obtenir de X.

2' Soit T : P(X), l'ensemble de tout les parties de X. Alors Z est une topologie

appelée la topologie discrète, c'est la plus grande topologie possible que l,on peut

obtenir de X.

3. Soit X : {o,b,c} et T : {A, X, {o}, {b}, {o,b}}. On peut vérifier que T est

une topologie. Par contre T, : {A, X, {o}, {b}, {b,c}} n,est pas une topologie car

{a}u{a}:{a,b}ÇT,.

4' Sur IR. I'ensemble des réunions quelconques d'intervalles ouverts ]a, b[ est une topo-

logie. sauf mention contraire on munit toujours lR de cette topologie.

Définition L.L.2 soi,t T1 et T2 deur toporog,ies sur l,ensemble x. on d,it que T1 est plus

fi'ne (ou plus forte) queT2 siTz cT1. C'est-à-d'ire tout ouuert deT2 est un ouuert, deTr.

Ainsi la topologie discrète est la plus fine et la topologie grossière est la moins fine de

toutes les topologies. La topologie usuelle de IR se-situe entre les deux.



Chapitre 1. Topologie Générale

Dé�nition 1.1.3 Soit (X; T ) un espace topologique.

� On dit que V est un voisinage de x si V contient un ouvert de T contenant x.

� On note par V (x) l�ensemble de tout les voisinages de x :

V (x) = fV � X; 9O 2 T tel que x 2 O � V g :

� On dit que B(x) est une base de voisinage de x 2 X si :

8V 2 V (x); 9W 2 B(x) tel que W � V:

Proposition 1.1.1 Une partie U de X est un ouvert si et seulement si elle est voisinage

de chacun de ses points.

Exemple : La famille ]r � 1
n
; r + 1

n
[; (r 2 Q; n 2 N�) constitue une base pour l�espace R

muni de sa topologie usuelle.

Remarque 1.1.1 Il n�y a pas en général unicité de base de voisinage pour une topologie.

Dé�nition 1.1.4 Soit (X; T ) un espace topologique.

1. L�adhérence A d�une partie A de X est le plus petit fermé contenant A. On dit que

A est dense dans X si A = X:

2. Lintérieur
�
A d�une partie A de X est le plus grand ouvert contenu dans A.

3. On appelle frontière de A, que l�on note Fr(A); l�ensemble An
�
A.

On a les propriétés suivantes de l�adhérence et de l�intérieur :

Proposition 1.1.2 Soit (X; T ) un espace topologique et A et B deux parties de X.

1. A= A, A est fermé.

2.
�
A = A, A est ouvert.

3. A � A; A = A; A [B = A [B; A \B � A \B:

4. CX
�
A = CXA; CXA =

�z }| {
CXA:

6



Chapitre 1. Topologie Générale

5.
�
A � A;

�z}|{
�
A =

�
A;

�z }| {
A \B =

�
A\

�
B:

6. FrA = A \ CXA:

Proposition 1.1.3 Soit A une partie d�un espace topologique (X; T ).

1. Un point x de X est dans A si et seulement si l�intersetion de tout voisinage de x

avec A est non vide.

2. L�ensemble A est dense dans X si et seulement si A recontre tout ouvert non vide

de X.

Preuve.Montrons 1 : ; pour l�implication directe supposons qu�il existe un ouvert 
 conte-

nant x et disjoint de A alors Xn
 est un fermé qui contient A; par la suite A. Ceci signi�e

que x =2 A:

Réciproquement, supposons que x =2 A alors x est dans l�ouvert XnA qui est lui même un

voisinage de x ne recontrant pas A.

Montrons maintenant 2 : Supposons que A est dense dans X et soit 
 un ouvert non vide

de X et x un point de 
. Alors 
 est un voisinage de x 2 X = A: D�après 1. on obtient

que 
 recontre A.

Réciproquement, supposons que tout ouvert non vide de X recontre A. Soit x 2 X quel-

conque et V un voisinage de x (que l�on peut toujours supposer ouvert). Alors, d�après 1.,

V recontre A, par la suite x 2 A, c�est -à-dire A = X:

Dé�nition 1.1.5 Un espace topologique est séparé (ou de Hausdor¤ ) si la propriété sui-

vante est véri�ée : 8x; y 2 X avec x 6= y; 9V 2 V (x); 9W 2 V (y) tels que V \W = ;:

Exemples :

1. L�ensemble des nombres réels R muni de sa topologie usuelle est un espace séparé.

2. Un ensemble muni de la topologie discrète est séparé car tout singleton est un voi-

sinage du point qu�il contient.

7



Chapitre 1. Topologie Générale

3. Si l�ensemble X contient au moins deux éléments et il muni de la topologie grossière

T = f;; Xg alors X n�est pas séparé.

Dé�nition 1.1.6 Soient (X; T ) un espace topologique et A un sous-ensemble de X. On

appelle la topologie induite par T sur A, notée TA, la topologie dé�nie par :

TA = fO \ A; 8O 2 T g :

Sauf mention contraire les parties d�un espace topologique sont munies toujours de

la topologie induite. De plus si A est un ouvert (resp. fermé) de X alors tout ouvert (rep.

fermé) de A est un ouvert (resp. fermé) de X.

1.2 Continuité

Dans toute cette section (X; T ) et (Y; T 0) désignent deux espaces topologiques et

f : X ! Y une application.

Dé�nition 1.2.1 Soient x0 2 X et y0 2 Y . On dit que f(x) tend vers y0 lorsque x tend

vers x0 (et on écrit lim
x!x0

f(x) = y0) si :

8W 2 V (y0); 9V 2 V (x0) tel que f(V ) � W:

Grâce aux propriétés suivantes : A � f�1(f(A)) et f(f�1(B)) � B (qui sont vraies

pour toute application f : X ! Y , tout A � X et tout B � Y ) on obtient la dé�nition

équivalente suivante :

Dé�nition 1.2.2 Soient x0 2 X et y0 2 Y . On dit que f(x) tend vers y0 lorsque x tend

vers x0 si : 8W 2 V (y0) : f�1(W ) 2 V (x0):

On présente maintenant le concept de la continuité d�une application en un point.

Dé�nition 1.2.3 On dit que f est continue en x0 2 X si f(x) tend vers f(x0) lorsque x

tend vers x0 c�est-à-dire :

8W 2 V (f(x0)); 9V 2 V (x0) tel que f(V ) � W ;

ce qui est équivalent à : 8W 2 V (f(x0) : f�1(W ) 2 V (x0):

8



Chapitre 1. Topologie Générale

Dé�nition 1.2.4 On dit que l�application f : X ! Y est continue sur X si elle est

continue en tout point de X.

Théorème 1.2.1 (fondamental) Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

1. l�application f est continue sur X ;

2. l�image réciproque de tout ouvert de Y est un ouvert de X : 8O 2 T 0; f�1(O) 2 T ;

3. l�image réciproque de tout fermé de Y est un fermé de X.

Preuve. Montrons uniquement que 1. et 2. sont équivalentes et déduisons 3. directement

de :

f�1(CYA) = CXf
�1(A); 8A � Y:

1: ) 2: Supposons que f est continue sur X et considérons 
0 un ouvert de X 0. Soit

x 2 f�1(
0) et posons x0 = f(x): L�ouvert 
0 est un voisinage de x0: La continuité de

f en x implique l�existence d�un voisinage V de X tel que f(V ) � 
0: Cela signi�e que

V � f�1(
0): Alors, f�1(
0) est bien un ouvert de X.

2: ) 1: Supposons que l�image réciproque de tout ouvert de Y est un ouvert de X. Soit

x un point quelconque de X et V 0 un voisinage de f(x) c�est-à-dire il existe un ouvert 
0

de X 0 tel que f(x) 2 
0 � V 0. On a donc x 2 f�1(
0) � f�1(V 0). Comme f�1(
0) est un

ouvert de X, grâce à l�hypothèse faite sur f; on obtient que f�1(V 0) est un voisinage de

x, i.e. f est continue en x.

Exemples :

1. L�application identité d�un espace topologique Id : (X; T1)! (X; T1) est continue.

2. L�application constante d�un espace vers un autre est continue.

3. L�application dé�nie par : f(x) =

8><>: 0 si x 2 Q;

1 si x =2 Q;
est partout discontinue (n�est pas continue en aucun point de R): En e¤et, soit

x0 2 R: On distingue deux cas :

9



Chapitre 1. Topologie Générale

i) Si x0 2 Q; on a f(x0) = 0: Pour tout " 2 ]0; 1] ; f�1(] � "; "[) = Q n�est pas un

ouvert dans R: Par la suite f n�est pas continue sur Q:

ii) Si x0 =2 Q; on a f(x0) = 1: Pour tout " 2 ]0; 1] ; f�1(]1� "; 1 + "[) = CRQ n�est

pas un ouvert dans R: Donc f n�est pas continue sur CRQ:

On conclut que l�application f est discontinue sur R:

Remarque 1.2.1 La notion de continuité dépend aux topologies des ensembles de départ

et d�arrivé. Tout changement de l�une ou l�autre des deux topologies peut rendre l�applica-

tion continue ou non.

Proposition 1.2.1 Sur l�ensemble X la topologie T1 est plus �ne que la topologie T2 si et

seulement si l�application identité Id : (X; T1)! (X; T2) est continue.

Dé�nition 1.2.5 L�application (resp. l�application linéaire) f : X ! Y est appelée un

homéomorphisme (resp. isomorphisme) si :

1. L�application f est une bijection continue de X vers Y .

2. L�application réciproque f�1 est continue.

S�il existe un homéomorphisme (resp. isomorphisme) entre X et Y , X et Y sont dits

homéomorphes (resp. isomorphes).

Théorème 1.2.2 (de composition) Soit (X; T ); (Y; T 0) et (Z; T 00) trois espaces topo-

logiques et x un point de X. Soient aussi f : X ! Y et g : Y ! Z deux applications

telles que f est continue en x et g est continue en f(x). Alors l�application composée

g � f : X ! Z est continue en x.

Preuve. Soit V un voisinage de g � f(x) = g(f(x)): Comme g est continue en f(x), on

a g�1(V ) est un voisinage de f(x). Mais f est continue en x donc f�1(g�1(V )) est un

voisinage de x. Donc g � f est continue en x:

10



Chapitre 1. Topologie Générale

1.3 Topologie produit

Soit (Xi; Ti)i2I une famille d�espaces topologiques, avec I un ensemble quelconque et les

Xi sont non vides. On dé�nit le produit de cette famille par :

�
i2I
Xi =

�
(xi)i2I ; xi 2 Xi

	
:

La notation (xi)i2I désigne donc une famille d�éléments, où xi est un élément de Xi. Dans

le cas d�une famille �nie ou dénombrable X1; X2; � � � ; Xn; � � � on peut noter les éléments

du produit par (x1; x2; � � � ; xn; � � � ) avec xi 2 Xi. Dans le cas où I est un ensemble

quelconque on ne peut pas utiliser une telle représentation car elle n�a pas de sens.

A�n de dé�nir la topologie produit on donne la notion suivante.

Dé�nition 1.3.1 Soit (Xi)i2I une famille d�ensembles. Pour tout j 2 I on dé�nit la

projection canonique par :

Pj : �
i2I
Xi ! Xj; Pj

�
(xi)i2I

�
= xj:

Dé�nition 1.3.2 La topologie produit est la topologie la moins �ne sur �
i2I
Xi rendant conti-

nues toutes les projections canoniques.

Notons que si Aj est une partie de Xj alors on a : P�1j (Aj) = Aj � �
i2I;i6=j

Xi et si J

est une partie de I, on a donc \
j2J
P�1j (Aj) = �

j2J
Aj � �

j2I�J
Xj:

Dé�nition 1.3.3 On appelle les rectangles (ou ouverts) élémentaires de �
i2I
Xi les sous-

ensembles dé�nis par : �
i2J
Oi � �

i2I�J
Xi où J est une partie �nie de I et Oi ouvert de

Xi pour tout i 2 J: On appelle ouvert de �
i2I
Xi pour la topologie produit une réunion de

rectangles (ou d�ouverts) élémentaires.

Remarque 1.3.1 Lorsque l�ensemble I est �ni, tout produit d�ensembles ouverts est un

ouvert pour la topologie produit. Par exemple, l�espace Rn; n � 1 sera muni de la topologie

produit de n droites réelles : une base de cette topologie est constituée de l�ensemble des

11



Chapitre 1. Topologie Générale

ouverts élémentaires
n

�
i=1
]ai; bi[ où ai; bi 2 R, ces ensembles sont appelés des pavés ouverts.

Cette propriété est fausse dans le cas ou I est in�ni : un produit d�ensembles ouverts n�est

un ensemble ouvert que dans les deux cas suivants : ou bien ce produit est vide, ou bien

Oi = Xi sauf pour un nombre �ni d�indices i. En e¤et, dans les autres cas un tel ensemble

est non vide et ne contient aucun ouvert élémentaire non vide, il ne peut donc être une

réunion d�ouverts élémentaires.

Remarque 1.3.2 Un système fondamental de voisinage d�un point de x est constitué par

les produits �
i2I
Vi, où Vi est un voisinage de ai pour tout i 2 I, mais où tout les Vi = Xi

sauf pour un nombre �ni de valeur de i.

Contrairement à ce qui se passe pour les ouverts, on a le résultat suivant pour les

fermés :

Proposition 1.3.1 Un produit A = �
i2I
Ai d�ensembles fermés Ai est toujours fermé pour

la topologie produit.

Preuve. Soit X = �
i2I
Xi un produit des espaces Xi: Un point (xi)i2I appartient à CXA

si et seulement si il existe un i 2 I tel que xi 2 CXAi ; autremant dit CXA est la réunion

des ensembles CXAi � �
j2I;j 6=i

Xj , i 2 I qui sont tous des rectangles ouverts donc CXA est

ouvert et par la suite A est fermé.

On donne maintenant une propriété importante de la topologie produit.

Proposition 1.3.2 Si tous les espaces topologiques (Xi; Ti)i2I sont séparés alors �
i2I
Xi

muni de la topologie produit est aussi séparé.

Preuve. Considérons a et b deux éléments distincts de �
i2I
Xi. Ceci donne l�existence de i0

tel que ai0 6= bi0. Puisque l�espace Xi0 est séparé, il existe donc deux ouverts disjoints Ui0

et Vi0 de Xi0 contenant respectivement ai0 et bi0 . Il est alors clair que :

Ui0 � �
i6=i0

Xi et Vi0 � �
i6=i0

Xi

sont deux voisinages ouverts disjoints de l�espace produit contenant a et b respectivement.
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1.4 Limite et valeurs d�adhérence d�une suite

Dans toute cette section (X; T ) désigne un espace topologique.

Dé�nition 1.4.1 Soient (xn)n2N une suite d�éléments de X et l un point de X. On dit

que la suite (xn)n2N converge vers l (et on écrit lim
n!+1

xn = l) si :

8V 2 V (l); 9n0 2 N tel que 8n � n0 alors xn 2 V:

Si (xn)n2N converge vers l on dit que l est la limite de (xn)n2N:

Remarque 1.4.1 Dans un espace topologique la limite d�une suite n�est pas nécessaire-

ment unique. Par exemple si (X; T ) est la topologie grossière alors tout élément de X est

la limite de toute suite d�éléménts de X.

Proposition 1.4.1 Dans un espace topologique séparé, la limite de toute suite (si elle

existe) est unique.

Preuve. Raisonons par l�absurde. Supposons qu�il existe une suite (xn)n2N d�un espace

topologique séparé (X; T ) qui possède deux limites distinctes l1 et l2 (l1, l2 2 X):

Comme X est séparé et l1 6= l2 alors il existe V1 un voisinage de l1 et V2 un voisinage de

l2 tels que V1 \ V2 = ;: Mais l1 est une limite de (xn)n2N, donc il existe n1 2 N tel que :

8n � n1 ) xn 2 V1:

De même l2 est une limite de (xn)n2N, donc il existe n2 2 N tel que :

8n � n2 ) xn 2 V2:

Par la suite, pour n 2 N véri�ant n > max = (n1; n2); on obtient que xn 2 V1 \ V2 6= ;:

Contradiction avec le fait que V1 \ V2 = ;:

Proposition 1.4.2 Soit F un fermé de (X; T ) et (xn)n2N une suite convergente d�élé-

ménts de F: Alors la limite de cette suite est encore dans F . On dit que F est séquentiel-

lement fermé.

Preuve. Raisonnons par l�absurde et supposons que la suite (xn)n2N converge vers une

limite l telle que l 2 XnF . Comme XnF est un voisinage de l (car XnF est un ouvert

13
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qui contient l), alors il doit contenir tout les termes de la suite à partir d�un certain rang.

Ceci contredit le fait que (xn)n2N est une suite d�éléments de F .

Nous donnons maintenant la notion de valeur d�adhérence d�une suite d�un espace

topologique.

Dé�nition 1.4.2 Soit (xn)n2N une suite d�éléménts de X: On dit que a est valeur d�adhé-

rence de (xn)n2N si : 8V 2 V (a); 8n0 2 N; 9n � n0 tel que xn 2 V .

Remarque 1.4.2 La limite d�une suite (si elle existe) est toujours une valeur d�adhérence

pour cette suite mais la réciproque est (généralement) fausse.

Exemple : Dans R muni de sa topologie usuelle, la suite (un)n2N dé�nie par un = (�1)n

pour tout n 2 N, possède �1 et 1 comme valeurs d�adhérence.

On note que si a est une valeur d�adhérence d�une suite (xn)n2N alors il existe une

suite extraite (xnk)nk2N qui converge vers a.

Proposition 1.4.3 Soit (xn)n2N une suite d�éléménts de X et A l�ensemble des valeurs

d�adhérence de cette suite. Alors A = \
n2N

Fn où Fn = fxn; xn+1; � � � g:

Preuve. Soit l 2 A; n 2 N et V un voisinage quelconque de l: Comme V coupe l�ensemble

fxn; xn+1; � � � g, on obtient que l 2 Fn. Mais n est arbitraire, alors l 2 \
n2N

Fn donc

A � \
n2N

Fn. On peut véri�er l�inculsion inverse d�une manière analogue.

Proposition 1.4.4 Soient (X; T ) et (Y; T 0) deux espaces topologiques, x 2 X et

f : X ! X 0 continue en x. Alors pour toute suite (xn)n2N d�éléments de X convergente

vers x, on a : lim
n!+1

f(xn) = f(x) (appelée continuité séquentielle):

Preuve. Supposons que la suite (xn)n2N converge vers x et que l�application f est continue

en x. Soit W un voisinage de f(x). Comme f est continue en x, f�1(W ) est un voisinage

de x. Puisque la suite (xn)n2N converge vers x, il existe n0 tel que pour tout n � n0 on a

xn 2 f�1(W ). Ceci implique que pour tout n � n0; f(xn) 2 W . On en déduit alors que

(f(xn))n2N converge bien vers f(x).

On note que la continuité séquentielle est plus faible que la continuité.

14
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1.5 Compacité

La notion de compacité est d�une importance fondamentale. Elle permet sous certaines

hypothèses de montrer que des suites possèdent des sous-suites convergentes. Dans cette

section, nous présentons la notion de compacité et nous donnons ses propriétés les plus

classiques dans le cadre des espaces topologiques.

Dé�nition 1.5.1 Soit (X; T ) un espace topologique. On dit que (X; T ) satisfait la pro-

priété de Borel-Lebesgue si : "de tout recouvrement d�ouverts de X on peut extraire un

sous recouvrement �ni", ou bien :

8 (
i)i2I une famille d�ouverts telle que [i2I
i = X; 9J � I, avec J �ni, tel que [
i2J

i = X:

Dé�nition 1.5.2 On dit que (X; T ) est compact s�il est séparé et véri�e la propriété de

Borel-Lebesgue. De plus, une partie A d�une topologie (X; T ) est compacte si munie de la

topologie induite est un espace topologique compact.

Par passage au complémentaire on obtient une proprtiété équivalente de celle de

Borel-Lebesgue en utilisant les fermés donnée par la proposition suivante :

Proposition 1.5.1 Un espace topologique (X; T ) séparé est compact si et seulement si de

toute famille de fermés d�intersection vide, on peut extraire une sous-famille d�intersection

vide :

8 (Fi)i2I une famille de fermés telle que \
i2I
Fi = ;; 9J � I avec J �ni tel que \

i2J
Fi = ;:

La proposition suivante nous donne une caractérisation de la compacité d�une par-

tie d�un espace topologique séparé sans faire appel à la topologie induite c�est-à-dire en

travaillant directement avec les ouverts de X.
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Proposition 1.5.2 Une partie A d�un espace topologique (X; T ) séparé est compacte si et

seulement si de toute famille d�ouverts (
i)i2I de X telle que : A � [
i2I

i; on peut extraire

un nombre �ni d�ouverts tels que : A � [
i2J

i (J � I avec J �ni).

Un résultat équivalent à la proposition 1.5.2 en utilisant les fermés est donné par la

proposition suivante :

Proposition 1.5.3 Une partie A d�un espace topologique (X; T ) séparé est compacte si

et seulement si de toute famille de fermés (Fi)i2I de X d�intersection disjointe avec A :

( \
i2I
Fi)\A = ;; on peut extraire un nombre �ni de fermés d�intersection disjointe avec A :

( \
i2J
Fi) \ A = ; (J � I avec J �ni).

Exemples :

1. Si (X; T ) est un ensemble �ni, muni de sa topologie discrète, alors (X; T ) est com-

pact.

2. L�ensemble R muni de sa topologie usuelle n�est pas compact. En e¤et, à partir du

recouvrement (]� n; n[)n2N on ne peut pas extraire un sous recouvrement �ni de R

mais l�intervalle [a; b] est bien compact.

3. Dans un espace séparé l�ensemble constitué d�une suite convergente et sa limite est

compact.

Théorème 1.5.1 Soit (X; T ) un espace topologique séparé et A une partie de X.

i) Si A est compacte alors A est fermée.

ii) Réciproquement si X est compact alors toute partie fermée A est compacte.

Preuve. Pour montrer i), il su¢ t de montrer queXnA est un ouvert. Ce qui est équivalent

à montrer que XnA est un voisinage de tout ses points. Soit x 2 XnA: Comme x =2 A et

la topologie est séparée, donc pour tout a 2 A il existe deux ouverts disjoints Va et Wa
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tels que Va \Wa = ;. Mais A est supposée compact et on a :

A � [
a2A

Wa;

alors d�après proposition 1.5.2, on peut extraire un sous recouverement �ni (Wai)1�i�n

tel que :

A � [
1�i�n

Wai :

Il est clair que \
1�i�n

Vai est un voisinage ouvert de x ne recontrant pas A. Le point x étant

arbitraire de XnA, on déduit que XnA est un ouvert.

A�n de prouver ii) considérons une famille de fermés (Fi)i2I de A d�intersection vide.

Chaque Fi est aussi un fermé de X, car A est fermé. Comme X est compact, on peut

extraire une sous-famille �nie d�intersection vide (voir proposition 1.5.1). On en déduit

que A est compacte.

Proposition 1.5.4 Soit X un espace topologique séparé.

i) Toute réunion �nie de parties compactes de X est un compact de X:

ii) Toute intersection de parties compactes de X est un compact de X.

Preuve. Supposons que X est un espace topologique séparé.

i) Soit (
i)i2I un recouvrement d�ouverts de l�union de compacts [
1�k�n

Kk c�est-à-dire :

[
1�k�n

Kk � [
i2I

i: On a [

i2I

i est aussi un recouvrement de Kk pour chaque k; k = 1; � � � ; n:

Donc pour tout k = 1; � � � ; n il existe une partie �nie Jk de I telle que Kk � [
i2Jk

i: Si on

pose J = J1 [ � � � [ Jn; [
i2J

i est un sous recouvrement �ni de [

1�k�n
Kk:

ii)On a : \
1�k�n

Kk � K1 Intersection des fermés est un fermé et tout fermé dans un compact

est compact d�après théorème 1.5.1.

Proposition 1.5.5 Soit (X; T ) un espace topologique compact et (Fn)n2N une suite dé-

croissante de fermés non vides : Fn+1 � Fn; Fn 6= ;; alors \
n2N

Fn 6= ;:
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Preuve. Utilisons un raisonnement par l�absurde. Supposons que \
n2N

Fn = ;; alors comme

X est compact, il existe n1; n2; � � � ; nN 2 N tels que :

Fn1 \ Fn2 \ � � � \ FnN = ;:

Mais comme (Fn)n2N est décroissante on a :

Fn1 \ Fn2 \ � � � \ FnN = Fmax(n1;n2;��� ;nN ):

Donc : Fmax(n1;n2;��� ;nN ) = ;: Contradiction avec l�hypothèse.

Voici une conséquence importante de cette proposition.

Théorème 1.5.2 Soit (xn)n2N une suite d�éléments d�un espace topologique compact X.

Alors :

i) La suite (xn)n2N possède au moins une valeur d�adhérence.

ii) Si la suite (xn)n2N admet une seule valeur d�adhérence l, alors (xn)n2N converge vers

l:

Preuve. i) Posons Fn = fxn; xn+1; � � � g. D�après la proposition 1.4.3 l�ensemble des valeurs

d�adhérence de (xn)n2N est A = \
n2N

Fn. La proposition 1.5.5 garantit que A est non vide.

ii) Supposons que la suite (xn)n2N ne converge pas vers l. Il existe un voisinage ouvert V

de l et une suite extraite (xnk)k2N avec xnk 2 F = XnV (k = 1; 2; � � � ). D�après i) cette

sous-suite possède elle même une valeur d�adhérence l0, l0 2 A \ F; donc A contient deux

éléments distincts l; l0: Contradiction avec l�hypothèse.

Théorème 1.5.3 Soit (X; T ) et (Y; T 0) deux espaces topologiques séparés. L�image d�un

compact par une application continue de X dans Y est compacte.

Preuve. Soient f : X ! Y une application continue et K un compact de X.

Considérons [
i2I

0i un recouverement d�ouverts de f(K). Comme f est continue [

i2I
f�1(
0i)

est un recouverement d�ouverts de K. Puisque K est compact, on peut extraire un sous-

recouvrement �ni, K � [
i2J
f�1(
0i) (J � I avec J �ni) . On obtient alors : f(K) � [

i2J

0i

(J � I avec J �ni). En conséquence f(K) est compact.
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On note que l�image réciproque d�un compact par une application continue n�est pas

nécessairement un compact.

Corollaire 1.5.1 Soient X un espace compact et Y un espace séparé, alors l�image d�une

partie fermée par une application continue f : X ! Y est fermée.

Preuve. En e¤et toute partie fermée de X est compacte et l�image d�un compact par une

application continue dans un espace séparé est compacte, donc elle est fermée.

Le théorème suivant donne un résultat de compacité dans le cas d�un espace produit.

Théorème 1.5.4 (Théorème de Tychonov) Tout produit d�espaces compacts est encore

compact.

1.6 Exercices

Exercice 1.1 Soit X un espace topologique et f : X ! R une application.

1. Montrer que f est continue si et seulement si pour tout � 2 R, les ensembles

fx 2 X; f(x) < �g et fx 2 X; f(x) > �g sont des ouverts dans X:

2. Montrer que si f est continue, alors pour tout ouvert U , f�1(U) est un ouvert et

réunion dénombrable de fermés.

Solution.

1. Implication directe ; si f est continue alors fx 2 X; f(x) < �g = f�1(] � 1; �[)

est un ouvert comme image réciproque par une application continue de l�intervalle

ouvert ]�1; �[. Pareil avec ]�;+1[:

Réciproquement. Commençons par noter que tout intervalle ouvert ]a; b[ (avec a < b)

peut s�écrire :

]a; b[ = ]�1; b[ \ ]a;+1[ :

Donc :
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f�1(]a; b[) = f�1(]�1; b[) \ f�1(]a;+1[)

est une intersection de deux ouverts donc un ouvert de X. Soit U un ouvert de R:

Comme U peut s�écrire comme l�union dénombrable d�intervalles ouverts :

U = [
i2I
]ai; bi[ :

Alors :

f�1(U) = [
i2I
f�1(]ai; bi[)

est une réunion d�ouverts donc un ouvert de X, i.e. f est continue.

2. Supposons que f est continue. Traitons le cas d�intervalle ouvert de type ]a; b[. On

a :

]a; b[ = [
j2N�

h
a+ 1

j
; b� 1

j

i
.

Par la suite :

f�1(]a; b[) = [
j2N�

f�1(
h
a+ 1

j
; b� 1

j

i
)

est une union dénombrable de fermés car f est continue. Comme la question précé-

dente utilisons le fait que tout ouvert U de R s�écrit :

U = [
i2I
]ai; bi[ ;

avec I dénombrable. Donc on peut écrire :

f�1(U) = [
i2I

[
j2N�

f�1(
h
ai +

1
j
; bi � 1

j

i
);

qui est union dénombrable de fermés. De plus, f�1(U) est un ouvert car f est conti-

nue.

Exercice 1.2 Soit X et Y deux espaces topologiques. Une application f : X ! Y est dite

ouverte si l�image de tout ouvert de X par f est un ouvert de Y , fermée si l�image de tout

fermé de X par f est un fermé de Y .

1. Montrer que f est continue si et seulement si f(A) � f(A) pour tout A dans X.

2. Montrer que f est fermée si et seulement si f(A) � f(A) et que f est ouverte si et

seulement si f(
�
A) �

�z }| {
f(A):
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Solution.

1. Implication directe. Supposons que f est continue. Soit y 2 f(A): Il existe alors

x 2 A tel que y = f(x): Soit (xn)n2N une suite d�éléments de A qui converge vers x.

Alors yn = f(xn). Puisque f est continue alors yn converge vers f(x) = y: Donc y

est adhérent à f(A). Ceci montre que f(A) � f(A):

Réciproquement. Soit F un fermé de Y . Posons : A = f�1(F ). Donc f(A) � F et

la relation f(A) � f(A) devient f(A) � F = F , car l�ensemble F est fermé. Donc

A � f�1(F ) = A: Par la suite A = A: Ce qui signi�e que A est fermé. On déduit

alors que l�image réciproque de tout fermé F est un fermé, donc f est continue.

2. Soit f une application fermée et A � X: On a A � A donc f(A) � f(A): Comme A

est un fermé et f est fermé alors f(A) est un fermé contenant f(A): Mais sachant

que f(A) est le plus petit fermé contenant f(A) on déduit que f(A) � f(A):

Réciproquement. La relation pour un fermé F donne f(F ) � f(F ) = f(F ). Donc

f(F ) = f(F ), ce qui signi�e que f(F ) est fermé. On conclut alors que f est une

application fermée.

Par le même type de raisonnement on procède avec f ouverte :

Soit f ouverte et soit A � X: On a
�
A � A donc f(

�
A) � f(A): Comme f est ouverte

on a f(
�
A) est ouvert. Mais

�z }| {
f(A) est le plus grand ouvert contenu dans f(A). On

déduit alors : f(
�
A) �

�z }| {
f(A):

Reciproquement. La relation pour un ouvert U donne : f(
�
U) = f(U) �

�z }| {
f(U); donc

f(U) =

�z }| {
f(U); ce qui montre que f est ouverte.

Exercice 1.3 Soit X et Y deux espaces topologiques.

1. Montrer que l�application (x; y) 2 X � Y ! �(x; y) = x 2 X est ouverte mais pas

nécessairement fermée (considérer l�hyperbole équilatère de R2) (voir exercice 1.2

pour la dé�nition d�une application ouverte ou fermée ).
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2. Montrer que toute fonction polynômiale de R dans R est une application fermée .

Solution.

1. Soit O un ouvert élémentaire de X � Y ; donc U est de la forme O = O1 � O2

avec O1; O2 des ouverts de X; Y respectivement. Donc �(O) = O1 est un ouvert de

X. Comme un ouvert U de X est une réunion d�ouverts élémentaires : U = [
�2�

U�

et �(U) = [
�2�

�(U�) ceci donne que �(U) est un ouvert et par la suite � est une

application ouverte.

Soit X = Y = R et H = f(x; y) 2 R2; xy = 1g est un fermé de R2:

En e¤et H = g�1f1g où g : R2 ! R est la fonction continue dé�nie par g(x; y) = xy:

D�autre part H = G(f) (le graphe de f) où f : Rnf0g ! R avec f(x) = 1=x:

Cependant si �(x; y) = x alors �(H) = R� n�est pas un fermé de X = R; ce qui

signi�e que � n0est pas fermée.

2. Soit P un polynôme et F un fermé de R: Considérons (yn)n2N une suite de P (F )

qui converge vers y 2 R: Il existe xn 2 F tel que yn = P (xn): Puisque (yn)n2N

est convergente alors elle est bornée, par la suite (xn)n2N est aussi bornée. Car un

polynôme n�a une limite in�ni qu�en �1: Comme (xn)n2N est une suite bornée de

R, il existe une sous-suite notée encore (xn)n2N qui converge vers x 2 F: Puisque F

est fermé et P est continue (c�est un polynôme) on a :

yn = P (xn)! P (x) 2 P (F ):

Mais (yn)n2N converge aussi vers y. L�unicité de la limite donne que y = P (x) 2

P (F ). Donc P (F ) est fermé.

Exercice 1.4 Soit X et Y deux espaces topologiques et f : X ! Y une bijection continue.

1. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) f est ouverte.

ii) f est fermée.
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iii) f est un homéomorphisme.

2. Supposons maintenant que X est compact et Y est séparé. Montrer que f�1 est

continue et que Y est compact.

Solution.

1. i) )ii) Soit F un fermé de X. On a Y nf(F ) = f(XnF ) donc Y nf(F ) est ouvert et

par la suite f(F ) est fermé.

ii))iii) Posons g = f�1 et soit F un fermé de X; g�1(F ) = f(F ) est fermé donc

g = f�1 est continue i.e. f est un homémorphisme.

iii))i) Soit U un ouvert de X: On a f(U) = g�1(U) est ouvert donc f est une

application ouverte.

2. D�après le résultat de la question précédente, il su¢ t de montrer que f est fermée.

Soit donc F un fermé de X. Comme X est compact, on déduit que F est compact.

Ce qui implique que f(F ) est compact et par la suite fermé. (On a fait appel aux

théorèmes 1.5.1 et 1.5.3). L�application f est bijective, donc f(X) = Y , il découle

que Y est compact car X est compact.

Exercice 1.5 Soit X un espace topologique séparé et (xn)n2N une suite d�éléments de

X qui converge vers x 2 X: Montrer que le sous-ensemble A = fxg [ fxn; n 2 Ng est

compact.

Solution. Soit (
i)i2I un recouvrement d�ouverts de A : A � [
i2I

i. Il existe un indice i0

tel que x 2 
i0 : Mais, d�après la dé�nition de la limite x, son voisinage 
i0 contient tous

les éléments de la suite sauf peut être un nombre �ni. Ces points sont contenus chacun

dans un ouvert 
i� ; � = 1; 2; :::; p. Il s�ensuit donc que A �
p
[
�=0

i. Alors A est compact.

Exercice 1.6 Soient X et Y des espaces topologiques. Si A � X et B � Y sont fermés,

alors leur produit A � B est fermé dans l�espace topologique X � Y muni de la topologie

produit.
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Solution. Posons : U = XnA et V = Y nB. Le complémentaire de A � B n0est pas en

général U � V: En e¤et le complémentaire de A�B est :

f(x; y) ; x =2 A ou y =2 Bg = (U � Y ) [ (X � V ):

C�est la réunion de deux ouverts élémentaires, donc un ouvert de X � Y:
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Chapitre 2

Espaces Métriques et Espaces

Normés

Dans ce chapitre on présente des résultats de base sur les espaces métriqus et les espaces

normés. Une importance particulière est donnée aux notions de compacité et de complétude

dans ces cas.

2.1 Espaces Métriques

Dans cette sections, on introduit la notion de distance et d�espace métrique. La continuité

des applications, la convergence des suites, la compacité et la complétude sont traités dans

le cadre des espaces métriques.

2.1.1 Notions et dé�nitions

Nous commençons par présenter les notions de base de la métrique.

Dé�nition 2.1.1 Soit X un ensemble, on appelle distance sur X toute application d de

X �X dans R+ telle que :

i) d(x; y) = 0, x = y;
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ii) 8x; y 2 X; d(x; y) = d(y; x) (symétrie),

iii) 8x; y; z 2 X; d(x; y) � d(x; z) + d(z; y) (inégalité triangulaire).

Le couple (X; d) est appelé un espace métrique.

Remarque 2.1.1 Une distance d sur un ensemble véri�e : 8x; y 2 X; d(x; y) � 0:

Exemples :

1. L�ensemble R muni de d(x; y) = jx� yj est un espace métrique.

2. Tout ensemble non vide peut être muni de la distance triviale � dé�nie par :

�(x; y) =

8><>: 1 si x 6= y

0 si x = y
:

3. L�ensemble X = RN peut être muni par une de ces distances :

d1(x; y) = max
1�i�n

jxi � yij ; d1(x; y) =
nX
i=1

jxi � yij ; d2(x; y) =

 
nX
i=1

jxi � yij2
! 1

2

:

Dé�nition 2.1.2 Soit (X; d) un espace métrique et r un réel positif.

� On appelle une boule ouverte (resp. boule fermée) de centre x 2 X et de rayon r l�en-

semble : B(x; r) = fy 2 X; d(x; y) < rg (resp. B(x; r) = fy 2 X; d(x; y) � rg).

� L�ensemble S(x; r) = fy 2 X; d(x; y) = rg est appelé sphère de centre x et de rayon r:

Dé�nition 2.1.3 L�ensemble 
 de l�espace métrique (X; d) est dit ouvert si il est vide ou

si 8x 2 
; 9r > 0 tel que B(x; r) � 
:

Dé�nition 2.1.4 Soit (X; d) un espace métrique. On dit qu�une partie A de X est bornée,

s�il existe une boule fermée telle que : A � B(x; r):

Proposition 2.1.1 Toute boule ouverte de (X; d) est un ouvert de X:

Preuve. Soit B(x0; r) = fy 2 X; d(x0; y) < rg une boule ouverte. L�ensemble B(x0; r)

est un ouvert de X si :
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8x 2 B(x0; r); 9� > 0 tel que B(x; �) � B(x0; r):

Soit x 2 B(x0; r) donc d(x0; x) < r: Si on pose � = r�d(x0;x)
2

alors la boule B(x; �) est

incluse dans B(x0; r). En e¤et pour y 2 B(x; �) on a :

d(x0; y) � d(x0; x) + d(x; y) � d(x0; x) +
r � d(x0; x)

2
=
r + d(x0; x)

2
< r:

Remarque 2.1.2 Tout espace métrique est un espace topologique, en e¤et les boules ou-

vertes engendrent la topologie associée à un espace métrique. On note aussi que l�ensemble

des boules ouvertes (ou fermées) ayant pour centre un point x donné constitue une base

de voisinage de x.

Exemple : La topologie usuelle de R est la topologie sur R associée à la distance usuelle

d(x; y) = jx� yj : L�intervalle ]x� r; x+ r[ est la boule ouverte de centre x et de rayon r:

Dé�nition 2.1.5 Soit X un ensemble muni de deux distances d1 et d2: On dit que d1 et

d2 sont équivalentes s�il existe C1 > 0 et C2 > 0 tels que :

8x; y 2 X; C1d1(x; y) � d2(x; y) � C2d1(x; y):

Remarque 2.1.3 Deux distances équivalentes engendrent la même topologie.

Proposition 2.1.2 Tout espace métrique est un espace topologique séparé.

Preuve. Soient x et y deux points distincts de X. Comme d(x; y) 6= 0, le réel r := d(x; y)

est strictement positif. Considérons maintenant les deux boules ouvertes B(x; r
2
) et B(y; r

2
)

qui sont bien des voisinages de x et y respectivement. De plus ces deux boules sont

disjointes. En e¤et, si il existe z 2 B(x; r
2
) \ B(y; r

2
), on obtient en utilisant l�inégalité

triangulaire :

r = d(x; y) � d(x; z) + d(z; y) < r;

i.e. r < r contradiction. Donc (X; d) est bien séparé.
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Dé�nition 2.1.6 Soit X un ensemble. On munit X de deux distances d1 et d2. On dit

que les deux distances sont topologiquement équivalentes si et seulement si l�application

identité Id est continue de (X; d1) dans (X; d2) et de (X; d2) dans (X; d1).

Remarque 2.1.4 Dans un espace métrique un ensemble est fermé si et seulement si il

est séquentiellement fermé.

2.1.2 Limite et continuité dans les espaces métriques

On donne dans la suite la dé�nition de la convergence des suites dans l�espace métrique.

Dé�nition 2.1.7 Soient (xn)n2N une suite d�éléments d�un espace métrique (X; d) et l un

point de X. On dit que la suite (xn)n2N converge vers l si et seulement si :

8" > 0;9n0 2 N tel que 8n � n0 alors d(xn; l) < ":

Dé�nition 2.1.8 Soient (xn)n2N une suite d�éléments d�un espace métrique (X; d) et a

un point de X. On dit que a est une valeur d�adhérence de (xn)n2N si :

8" > 0;8n0 2 N, 9n � n0 tel que d(xn; a) < ":

Dans les espaces métriques, il existe une caractérisation des valeurs d�adhérence très

utile.

Proposition 2.1.3 Soit une suite d�éléments de l�espace métrique (X; d): Le point a est

valeur d�adhérence de (xn)n2N si et seulement si il existe une sous suite (x'(n))n2N qui

converge vers a.

Preuve. Limplication réciproque vient de la dé�nition de la valeur d�adhérence et reste

vraie dans n�importe quel espace topologique.
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Montrons l�implication directe. Supposons que a est valeur d�adhérence de (xn)n2N. Pre-

nons comme voisinages de a la famille de boules ouvertes B(a; 2�k) dans la dé�nition de

la valeur d�adhérence, on voit que :

8k 2 N;8N 2 N;9n � N; d(a; xn) < 2
�k:

On construit alors une sous-suite qui converge vers a par récurrence : on pose '(0) comme

étant le plus petit indice tel que d(a; x'(0)) < 1, puis '(1) comme le plus petit indice

strictement supérieur à '(0) véri�ant d(a; x'(1)) < 1=2 et ainsi de suite.

Dé�nition 2.1.9 Soit (X; d) et (Y; d0) deux espaces métriques et f : X ! Y une appli-

cation.

� On dit que f est continue en x0 de X si lim
x!x0

f(x) = f(x0), c�est-à-dire si

8" > 0;9� > 0 tel que 8x 2 X : d(x; x0) < � =) d0(f(x); f(x0)) < ":

� On dit que f est continue sur X si elle est continue en tout point de X.

� On dit que f est uniformément continue sur X si :

8" > 0;9� > 0 tel que 8x; x0 2 X : d(x; x0) < � =) d0(f(x); f(x0)) < ":

� Soit k un réel positif. On dit que f est lipschitzienne de rapport k si :

8x; x0 2 X : d0(f(x); f(x0)) < kd(x; x0):

De plus, si 0 � k < 1 on dit que f est contractante.

Remarque 2.1.5 C�est facile à voir que si f : X ! Y est lipschitzienne alors elle est

uniformément continue et si elle est uniformément continue alors elle est continue sur X:
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En revanche les réciproques de ces résultats ne sont pas toujours vraies. On note de plus,

que les propriétés de continuité, d�uniforme continuité et lipschitzienne sont invariantes

par changement de distances en une distance équivalente.

Exemple : Dans R+ muni de la valeur absolue, la fonction f(x) = 5x+7 est lipschitzienne

de rapport 5, la fonction g(x) =
p
x est uniformément continue mais pas lipschitzienne et

la fonction h(x) = x2 est continue mais elle est ni uniformément continue ni lipschitzienne.

Proposition 2.1.4 Considérons trois espaces métriques (X; d), (Y; d0) et (Z; d00) et soit

f : X ! Y et g : Y ! Z deux applications. Si f est uniformément continue sur X et g

est uniformément continue sur Y alors g � f est aussi uniformément continue sur X.

Dé�nition 2.1.10 Soit (X; d) et (Y; d0) deux espaces métriques et f : X ! Y une appli-

cation. On dit que f est une isométrie si :

8x; x0 2 X; d0(f(x); f(x0)) = d(x; x0):

Autrement dit, une isométrie est une application qui conserve les distances.

Remarque 2.1.6 Toute isométrie est injective. De plus, la composée de deux isométries

est une isométrie.

2.1.3 Compacité dans les espaces métriques

Théorème 2.1.1 (Heine, Borel-Lebesgue) Tout intervalle fermé borné de R, [a; b]; où

a; b 2 R; est compact.

Preuve. On suppose que l�epace R est muni de sa métrique usuelle. Soit (
i)i2I un

recouverement d�ouverts de [a; b]: Posons :

A = fx 2 [a; b] ; tel que le segment [a; x] puisse être recouvert par sous-recouvrement

�ni de (
i)i2Ig:
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On souhaite établir que b 2 A, ce qui montrera l�existence d�un sous-recouvrement �ni de

[a; b]: On note que a 2 A; car le segment [a; a] n�est que le singleton fag: Comme (
i)i2I

est un recouvrement de [a; b], il existe au moins un i0 tel que a 2 
i0 :

Posons maintenant c = supA: Comme c � b donc c est en particulier �ni. Supposons que

c =2 A. Puisque c 2 [a; b] ;9i0 2 I; tel que c 2 
i0 : Mais 
i0 est ouvert, donc il existe un

r > 0 tel que :

a < c� r < c et [c� r; c] � 
i0 : (2.1)

Mais c = supA et c =2 A; on peut choisir alors r assez petit pour que c � r 2 A: La

dé�nition de A implique l�existence d�une patie �nie J � I telle que :

[a; c� r] � [
i2J

i:

En utilisant la relation (2.1), on trouve :

[a; c] = [a; c� r] [ [c� r; c] � [
i2J

i [ 
i0 = [

i2J[fi0g

i:

Puisque J [ fi0g est �ni on obtient bien un sous recouvrement �ni de [a; c] ; ce qui donne

que c 2 A: Contradiction et en conséquence c 2 A:

Supposons maitenant que c < b. Comme c 2 A;on peut trouver J � I �nie telle que

[a; c] � [
i2J

i; car c 2 A: Soit i0 2 J tel que c 2 
i0, puisque 
i0 est ouvert il exitse r > 0

tel que :

c+ r � b et [c; c+ r] � 
i0 :

Il s�en suit que on a le sous-recouvrement d�ouverts �ni suivant :

[a; c+ r] � [
i2J

i;

et donc c0 = c + r 2 A: Ceci contredit le fait que c = supA et donc le fait c < b: On

conclut que c = b. Ce qui sign�e que tout l�intervalle [a; b] peut être recouvert par une

sous-famille �nie de (
i)i2I i.e. [a; b] est bien compact.

La compacité dans les espaces métriques peut se caractériser en utilisant les suites,

comme le montre le théorème ci-dessous.

Théorème 2.1.2 (de Bolzano-Weierstrass) Un espace métrique (X; d) est compact

si et seulement si toute suite d�éléments de X admet une sous suite convergente.
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Preuve. L�implication directe s�obtient en utilisant théorème 1.5.2 qui dit que toute suite

d�un compact admet une valeur d�adhérence et proposition 2.1.3 qui dit que dans un espace

métrique il y�a une équivalence entre avoir des sous-suites convergentes et posséder des

valeurs d�adhérence. Établissons maintenant l�implication réciproque. Supposons donc que

X est un espace métrique pour lequel toute suite a une valeur d�adhérence. Soit (
i)i2I

un recouvrement de X par des ouverts. On cherche à extraire de cette famille un sous-

recouvrement �ni de X.

Première étape : On commence par montrer qu�il existe " > 0 tel que toute boule ouverte

de rayon " soit contenue dans un des 
i: Raisonnant par l�absurde en suposant qu�un tel

" n�existe pas. Alors pour tout n 2 N, il existe xn tel que B(xn; 2�n) soit contenue dans

aucun 
i: Cette suite possède une valeur d�adhérence x qui, évidement, appartient à un

des 
i (car (
i)i2I est un recouvrement de X). Notons ix l�indice correspondant et r > 0

tel que B(x; r) � 
ix : Puisque x est valeur d�adhérence de la suite, il existe n 2 N tel que

d(x; xn) < r=2 et 2�n � r=2: On a donc B(xn; 2�n) � 
ix, ce qui contredit la dé�nition de

xn:

Deuxième étape : Montrons maintenant qu�on peut recouvrir X par un nombre �ni de

boules de même rayon ": Pour cela, partons d�un point x0 quelconque. Si X � B(x0; ");

il n�y a rien à faire, le but est atteint. Sinon, on choisit x1 tel que x1 =2 B(x0; "). Si

X � B(x0; ") [B(x1; ") la construction est terminée, sinon on choisit un point x2 tel que

x2 =2 B(x1; ") [ B(x0; "). Par récurrence, on obtient une famille (x0; x1; : : : ; xN) telle que

xN =2 B(x0; ")[ : : :[B(xN�1; "). Le procédé de construction s�arrête nécessairement après

un nombre �ni d�étapes sinon on aurait une suite (xn)n2N telle que d(xn; xm) � " pour

n 6= m; une suite qui n�est pas de Cauchy ne pourra pas avoir une sous suite convergente.

Conclusion : D�après la première étape, il existe " > 0 tel que pour chaque x 2 X il existe

un indice ix 2 I tel que B(x; ") � 
ix : D�après la deuxième étape, il existe une famille �nie

(x0; x1; : : : ; xN) d�éléments de X telle que X �
N
[
k=1

B(xk; "). Par conséqent X �
N
[
k=1

ixk ce

qui signi�e que X est compact.
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Présentons maintenant des conséquences importantes du théorème de Bolzano-Weierstrass.

Dé�nition 2.1.11 Une partie A d�un espace topologique séparé (X; T ) est dite relative-

ment compacte si son adhérence A est compacte.

Corollaire 2.1.1 Soit (X; d) un espace métrique. Une partie A de X est relativement

compacte si et seulement si de toute suite d�éléments de A on peut extraire une sous-suite

qui converge dans X.

Preuve. Supposons A relativement compacte. Comme toute suite d�éléments de A est

aussi une suite d�éléments du compact A, elle admet au moins une valeur d�adhérence

dans A et donc une sous-suite convergente dans X:

Réciproquement, supposons que de toute suite de A on puisse extraire une sous suite

convergente. Soit (xn)n2N une suite de A. En utilisant la dé�nition de l�adhérence A, on

déduit l�existence d�une suite d�éléments de A telle que d(xn; yn) � 2�n pour tout n 2 N:

D�après l�hypothèse, cette suite admet une sous-suite (y'(n))n2N qui converge vers y 2 A:

La suite (x'(n))n2N converge aussi et vers la même limite y 2 A: D�après le théorème de

Bolzano-Weistrass, A est bien compacte, i.e. A est relativement compacte.

Corollaire 2.1.2 Dans un espace métrique, toute partie relativement compacte est bornée

et toute partie compacte est fermée bornée.

Preuve. Pour prouver le premier résultat, raisonnons par contraposition. Supposons que

A est une partie non bornée de l�espace métrique (X; d): Alors on peut construire (par

récurrence) une suite (xn)n2N telle que d(xn; xm) � 1 pour tout n; m 2 N tel que n 6= m.

Cette suite, qui n�est pas de Cauchy, ne peut avoir de sous-suite convergente donc A n�est

pas relativement compacte.

Le deuxième résultat du corollaire devient alors facile à véri�er. En e¤et, tout compact est

fermé donc relativement compact et donc d�après le premier résultat est borné.

33



Chapitre 2. Espaces Métriques et Espaces Normés

Corollaire 2.1.3 Le produit cartésien d�un nombre �ni d�espaces métriques compacts est

un espace métrique compact.

Preuve. A�n de simpli�er, nous nous limitons au produit de deux espaces métriques

compacts (X; d) et (Y; d0):

Considérons une suite (xn; yn)n2N une suite de points de X � Y (muni de la métrique

produit). La compacité de X, permet d�extraire une sous suite (x'(n))n2N qui converge

vers x 2 X: De même, la compacité de Y , permet d�extraire une sous-suite (y (n))n2N qui

converge vers y 2 Y: Il est évident que la suite (x �'(n); y �'(n))n2N converge vers (x; y).

Le théorème de Bolzano-Weistrass permet de déduire que X � Y est compact.

Corollaire 2.1.4 Les compacts de R sont les fermés bornés.

Preuve. Dans un espace métrique quelconque, on sait déjà que tout compact est fermé

et borné. Considérons maintenant K � R un ensemble fermé et borné. La bornitude de

K implique l�existence d�un R > 0 tel que K � [�R;R] : Le théorème de Heine, Borel-

Lebesgue implique que [�R;R] est un compact. Par hypothèse K est fermé dans R et par

la suite aussi un fermé de [�R;R] (car K � [�R;R]) donc K est bien compact.

Corollaire 2.1.5 Toute fonction continue sur un espace compact à valeurs dans R est

bornée et atteint ses bornes supérieure et inférieure.

Preuve. Si (X; T ) est un espace topologique compact et f : X ! R une application

continue alors d�après théorème 1.5.3 l�image f(X) est un compact de R: Par la suite

f(X) est bornée et fermée (corrolaire 2.1.4). La fonction f est donc bornée sup
x2X

f(x) et

inf
x2X

f(x) sont bien dé�nis (propriété de R) et de plus sup
x2X

f(x) 2 f(X) et inf
x2X

f(x) 2 f(X).

Autrement dit les bornes supérieure et inférieure sont atteintes. C�est-à-dire ce sont des

maximum et minimum.
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2.1.4 Complétude

Avant de dé�nir les espaces complets, on donne la dé�nition d�une suite de Cauchy.

Dé�nition 2.1.12 Soit (X; d) un espace métrique. On dit qu�une suite d�éléments de X

est une suite de Cauchy si :

8" > 0; 9n0 2 N tel que 8p � n0; 8q � n0 alors d(xp; xq) < ":

On note que si (xn)n2N est une suite convergente vers l dans (X; d) alors elle est de

Cauchy car : d(xp; xq) � d(xp; l) + d(l; xq): En revanche la réciproque est fausse, c�est-

à-dire il existe des suites de Cauchy qui ne convergent pas. Mais toute suite de Cauchy

ayant une sous-suite convergente est convergente.

Dé�nition 2.1.13 Soit (X; d) un espace métrique. On dit que cet espace est complet si

et seulement si toute suite de Cauchy d�éléments de X converge dans X.

Exemple : Avec la distance usuelle, les espaces R et C sont complets, par contre Q ne

l�est pas. Concernant l�espace Q, considérons la suite dé�nie par :

x0 = 1 et xn+1 =
1

1+xn
pour n � 1:

Cette suite est de Cauchy dans Q (car elle converge dans R pour la même distance). Mais

sa limite 1
2
(
p
5� 1) est irrationnelle et donc cette suite ne converge pas dans Q:

Proposition 2.1.5 Le produit cartésien d�un nombre �ni d�espaces métriques complets

est un espace métrique complet.

On déduit alors que l�espace RN muni de l�une des distances d1; d2 ou d1 est un

espace complet.

Dé�nition 2.1.14 Une partie A d�un espace métrique (X; d) est dite complète si munie

de la distance induite est un espace métrique complet.

Proposition 2.1.6 On a les propriétés suivantes :
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i) Toute partie complète est fermée.

ii) Toute partie fermée d�un espace métrique complet est complète.

Preuve.

i) Soit A une partie complète d�un espace métrique (X; d). Considérons (xn)n2N une suite

d�éléments de A convergente. La convergence de cette suite implique que c�est une

suite de Cauchy. Mais A est complète, alors la limite de cette suite est dans A. En

conséquence A est fermée.

ii) Considérons A une partie fermée d�un espace métrique (X; d) et (xn)n2N une suite de

Cauchy de A: La suite (xn)n2N est aussi une suite de Cauchy de X donc elle est

convergente dans X vers une limite. Comme A est fermée, la limite de cette suite

est dans A. Ce qui signi�e que A est complète.

Théorème 2.1.3 Soit (X; d) et (Y; d0) deux espaces métriques avec (Y; d0) complet. Soit

A une partie dense de X et f : A ! Y une application uniformément continue. Alors

il existe une unique application ~f : X ! Y continue sur X qui prolonge f sur X (i.e.

~f(x) = f(x), pour x dans A). De plus ce prolongement est uniformément continue.

Preuve. Commençons par montrer l�unicité. Soit f1 et f2 deux prolongements continues de

f et x 2 X arbitraire. Comme A est dense, il existe une suite (xn)n2N d�éléments de A qui

converge vers x. Puisque chaque xn 2 A on a f1(xn) = f2(xn). Par passage à la limite, on

obtient que f1(x) = f2(x). Traitons maintenant l�existence du prolongement. Soit x 2 X

quelconque et (xn)n2N une suite d�éléments de A qui converge vers x. Ceci implique que

la suite (xn)n2N est de Cauchy dans (X; d): Faisant appel à l�uniforme continuité de f , on

véri�e que (f(xn))n2N est aussi de Cauchy dans l�espace métrique (Y; d0); donc converge

vers une limite l. De plus la valeur de l ne dépend pas du choix de la suite qui converge vers

x. Posons alors ~f(x) = l. Montrons que ~f ainsi dé�nie est uniformément continue. Soit
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" > 0; comme f est uniformément continue, il existe � > 0 tel que pour tout x; y 2 A; la

condition d(x; y) < � implique d0(f(x); f(y)) � ": Soit alors x; y 2 X tel que d(x; y) < � ;

considérons deux suites (xn)n2N et (yn)n2N de points de A qui convergent vers x et y

respectivement. Alors la suite (d0(f(xn); f(yn)))
n2N

converge vers d0( ~f(x); ~f(y)). Comme

(d(xn; yn))n2N converge vers d(x; y), il existe donc N 2 N tel que pour tout n 2 N, n � N

: d(xn; yn) < �: On obtient de l�uniforme continuité de f que d0(f(xn); f(yn)) � ": Il en

résulte que d0( ~f(x); ~f(y)) � " .

2.2 Espaces normés

Dans cette section, on présente quelques généralités sur les espaces normés abstrait, déjà

vues dans des cours de Licence et on donne d�autres résultats approfondis qui seront

fortement utiles dans les chapitres suivants. Dans ce qui suit, on désigne par | l�espace

des scalaires R ou C:

2.2.1 Notions et dé�nitions

Dé�nition 2.2.1 Soit E un espace vectoriel réel ou complexe. Une norme sur E est une

application : k:k : E ! R+ véri�ant :

i) kxk = 0, x = 0E:

ii) 8� 2 |; 8x 2 E : k�xk = j�j kxk (homogénéité).

iii) 8x; y 2 E : kx+ yk � kxk+ kyk (inégalité triangulaire).

Le couple (E; k:k) est alors appelé espace vectoriel normé.

Remarque 2.2.1 Si on supprime la condition i) on dit que k:k est une semi-norme. On

note qu�on a toujours k0Ek = 0: Il est important de retenir l�inégalité suivante (appelée

deuxième inégalité triangulaire), conséquence immédiate de l�inégalité triangulaire : si k:k

est une semi-norme sur E alors :
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8x; y 2 E : jkxk � kykj � kx� yk :

À partir d�une norme, on obtient une distance sur E en posant d(x; y) = kx� yk :

Dé�nition 2.2.2 Soit E un espace vectoriel muni de deux normes k:k1 et k:k2 :

1. On dit que k:k2 est plus forte que k:k1 s�il existe c > 0 telle que :

8x 2 E; kxk1 � c kxk2 :

2. On dit que k:k1 et k:k2 sont équivalentes s�ils existent c1 > 0 et c2 > 0 telles que :

8x 2 E; c1 kxk2 � kxk1 � c2 kxk2 :

Il est évident que les distances associées à deux normes équivalentes sont équivalentes.

Remarque 2.2.2 Les topologies engendrées par deux normes équivalentes sont les mêmes.

Exemples :

1. On peut munir l�espace |n des normes :

kxkp =
�

nP
i=1

jxijp
� 1

p

; 1 � p <1 et kxk1 = max
1�i�n

jxij :

Ces norme sont toutes équivalentes.

2. On dé�nit sur C([0; 1];|); l�espace des fonctions continues sur [0; 1] à valeurs dans

|; et sur Fb([0; 1];|); l�espace des fonctions bornées sur [0; 1] à valeurs dans |; la

norme :

kfk1 = sup
t2[0;1]

jf(t)j ;

c�est la norme de la convergence uniforme.

3. Soit p 2 [1;1[ l�espace vectoriel lp(|) des suites de | de puissance p sommable peut

être muni de la norme : kxklp(|) =
�
+1P
n=1

jxnjp
� 1

p

et l�espace l1(|) des suites bornées peut être muni de la norme kxk1 = sup
n2N

jxnj :
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4. Soit (E; k:kE) et (F; k:kF ) deux espaces vectoriels normés. L�espace du produit car-

tésien E � F peut être muni d�une des normes du produit suivantes :

k(u; v)k1 = kukE+kvkF ; k(u; v)k2 =
q
kuk2E + kvk

2
F , k(u; v)k1 = max(kukE ; kvkF ):

Ces normes sont équivalentes.

Remarque 2.2.3 Un produit (topologique) d�un nombre �ni d�espaces vectoriels normés

est un espace vectoriel normé. Par contre, un produit in�ni d�espaces vectoriels normés

muni de sa topologie produit n�est pas nécessairement un espace vectoriel normé.

Proposition 2.2.1 Soit E un espace vectoriel muni de deux normes k:k1 et k:k2 : Alors

k:k2 est plus forte que k:k1 si et seulement si tout ouvert de E pour la topologie associée

à k:k1 est ouvert pour la topologie de k:k2. Autrement dit, plus la norme est forte plus la

topologie associée est �ne.

Si A est un ensemble de E, on note d(x;A) = inf
y2A

kx� yk : De plus on a : d(x;A) = 0

si et seulement si x 2 A: En e¤et, ces deux conditions sont équivalentes à l�existence d�une

suite (xn)n2N dans A qui converge vers x:

Lemme 2.2.1 (lemme de Riesz) Soit (E; k:k) un espace vectoriel normé. Soit F un

sous-espace vectoriel fermé de E, distinct de E. Alors pour tout " 2]0; 1[ il existe x 2 E

tel que : kxk = 1 et inf
y2F

kx� yk � 1� ":

Ce lemme signi�e que si F est un sous-espace strict d�un espace vectoriel normé E,

alors pour tout " 2]0; 1[ il existe un élément dans la sphère unité SE(0; 1) de E qui est à

distance � 1� " de F:

Preuve. Soit z =2 F: Comme F est fermé et z =2 F on a � = d(z; F ) > 0. Pour tout,

" 2]0; 1[ on a 1 < 1=(1 � ") et donc � < �=(1 � "): La dé�nition de � comme borne

inférieure implique qu�il existe y" 2 F tel que kz � y"k � �=(1 � "): On véri�e, par un
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simple calcul que l�élément x" = (z�y")= kz � y"k véri�e : kx"k = 1 et que kx" � yk � 1�"

pour tout y 2 F:

Dé�nition 2.2.3 On appelle espace de Banach tout espace normé complet.

Exemple : Les espaces R et C sont des Banach.

Remarque 2.2.4 Le même espace vectoriel peut être un espace de Banach pour certaines

normes mais pas pour d�autres.

2.2.2 Espaces normés de dimension �nie

Le résultat suivant est fondamental.

Théorème 2.2.1 Dans un espace vectoriel normé de dimension �nie, les compacts sont

les fermés bornés et toutes les normes sont équivalentes.

Preuve. On sait déjà qu�un compact est fermé borné (voir corollaire 2.1.2). Il su¢ t donc

de montrer qu�en dimension �nie tout fermé borné est compact et que toutes les normes

sont équivalentes. Soit E un espace vectoriel normé de dimension �nie p et (e1; : : : ; en) une

base de E. Posons :

kxk1E = max
1�i�p

jxij pour x =
pP
i=1

xiei.

Première étape : On commence par établir que dans (E; k�k1E ) les fermés bornés sont

compacts. Soit donc A une partie fermée bornée de (E; k�k1E ): A�n de simpli�er on suppose

que | = R: Dé�nissons l�application :

' : (Rp; k�k1)! (E; k�k1E )

(x1; : : : ; xp) 7!
pP
i=1

xiei:

L�application ' est isomorphisme isométrique de (Rp; k�k1) vers (E; k�k
1
E ). En particulier,

'�1 est continue et donc '�1(A) est un fermé borné de (Rp; k�k1). Soit M � 0 tel que

'�1(A) � [�M;M ]p : L�ensemble [�M;M ]p est compact car est un produit cartésien des
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compacts. Comme '�1(A) est fermé, on conclut que '�1(A) est compact, et par la suite

A = '('�1(A)) est également compact.

Deuxième étape : Montrons maintenant l�équivalence des normes. Soit maintenant k�kE
une norme quelconque sur E. Dé�nissons :

 : (E; k�k1E )! (R; j�j)

x 7! kxkE :
Soit (x; y) 2 E2, en utilisant la deuxième inégalité triangulaire :

j (x)�  (y)j � kx� ykE �


pX
i=1

(xi � yi)ei


E

�
 

pX
i=1

keikE

!
kx� yk1E :

En conséquence, l�application  est continue sur E. De plus, si on prend y = 0E dans le

calcul précédent, on obtient que k�k1E est plus forte que k�kE :

D�après la première étape la sphère unité S de E pour la norme k�k1E (qui est fermée

bornée) est compacte, on en déduit que  restreinte à S est bornée et atteint ses bornes.

Cela signi�e en particulier qu�il existe un x0 tel que :

kx0k1E = 1 et kxkE � kx0kE pour tout x 2 E tel que kxk1E = 1:

Par homogéneité, on déduit que :

kxkE � kx0kE kxk
1
E pour tout x 2 E:

Comme x0 6= 0E; on a kx0kE > 0. En conséquence, la normek�kE est plus forte que k�k
1
E :

Donc les deux normes sont équivalentes.

Troisième étape : Sachant que toute norme de E est équivalente à k�k1E et que deux normes

équivalentes donnent lieu à la même topologie. On conclut de la première étape que tout

fermé borné de E est compact.

Corollaire 2.2.1 Tous les espaces vectoriels normés de dimension �nie sont complets.

Preuve. Soit E un espace vectoriel normé de dimension �nie p: Comme toutes les normes

sont équivalentes sur E; on suppose que E muni de la norme k�k1E : C�est facile à voir

qu�une suite (xn)n2N est de Cauchy dans (E; k�k1E ) si et seulement si les suites de ses
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composantes (xin)n2N pour i = 1; : : : ; p sont de Cauchy dans |. Mais | est complet, donc

toute les suites de composantes convergent et par la suite (xn)n2N converge aussi.

Lemme 2.2.2 Dans un espace vectoriel normé, un sous espace vectoriel de dimension

�nie est fermé.

Preuve. Soit F un sous espace vectoriel de dimension �nie de l�espace normé E. Consi-

dérons (xn)n2N une suite d�éléments de F qui converge vers x 2 E: Comme (xn)n2N est

convergente elle est bornée. Alors il existe R > 0 tel que xn 2 B(0; R); pour tout n 2 N.

Mais B(0; R) est une boule fermée de F , donc un compact car dimF < 1. Le théorème

de Bolzano-Weistrass implique qu�il existe une sous-suite de (xn)n2N qui converge dans F .

Par uncité, cette limite est égale à x, on conclut alors que x 2 F:

Théorème 2.2.2 (de Riesz) Soit (E; k:k) un espace vectoriel normé. Alors E est de

dimension �nie si et seulement si sa boule unité fermée B(0; 1) est compacte.

Dans le cas de dimension �nie le théorème 2.2.1 décrit toutes les parties compactes

comme étant les parties fermées et bornées. Par conséquent, les boules fermées (qui sont

aussi bornées) sont compactes. Alors pour prouver le théorème de Riesz il reste à montrer

que si la boule unité fermée B(0; 1) est compacte alors dimE <1:

Preuve. Prouvons cette implication par contraposition : supposons que dimE = 1 et

montrons que B(0; 1) est non compacte. On commence par se donner un élément arbitraire

a1 2 E tel que ka1k = 1: Ensuite, on suppose construire a1; a2; : : : ; an éléments de E tels

que kakk = 1 et kal � akk � 1=2 pour tout k 6= l dans f1; 2; : : : ; ng. Soit Fn le sous espace

vectoriel engendré par les vecteurs a1; a2; : : : ; an, c�est un sous-espace de dimension �nie

de E donc il est fermé d�après le lemme précédent. Comme E est un espace de dimension

in�ni Fn 6= E. En utilisant le lemme de Riesz pour " = 1=2, on obtient un vecteur an+1 tel

que kan+1k = 1 et d(an+1; Fn) � 1=2. En particulier kan+1 � akk � 1=2 pour k = 1; : : : ; n.

La suite (xn)n2N ne peut admettre une sous-suite convergente car, par construction, aucune
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de ses sous-suites n�est de Cauchy. Par la suite le critère de Bolzano-Weistrass n�est pas

véri�é et donc la boule unité fermée B(0; 1) n�est pas compacte.

Remarque 2.2.5 Le théorème de Riesz a¢ rme que dans un espace vectoriel normé de di-

mension in�nie, les boules fermées de rayon non nul ne sont pas compactes. En particulier,

en dimension in�nie, les fermés bornés ne sont pas compacts.

Exemple : Dans l�espace (C ([0; 1] ;R) ; k�k1) la boule unité fermée n�est pas compacte.

En e¤et, considérons la suite de fonctions (fn)n2N dé�nies par : fn(x) = xn:

La seule limite possible est la fonction :

f(x) =

8><>: 0; si x 2 [0; 1[;

1; si x = 1:

Mais cette fonction n�est pas continue. Donc il n�existe aucune sous-suite de la suite (fn)n2N

qui converge dans (C ([0; 1] ;R) ; k�k1) :

2.2.3 Applications linéaires

Soit E et F deux espaces vectoriels normés. L�ensemble des applications linéaires de E

dans F est noté L(E;F ):

Proposition 2.2.2 Soit f : E ! F une application linéaire. Les propriétés suivantes sont

équivalentes :

1. f est continue sur E.

2. f est continue à l�origine 0E:

3. 9M � 0; 8x 2 E : kf(x)kF �M kxkE i.e. f est bornée.

C�est facile à véri�er le résultat suivant :

Proposition 2.2.3 Soit E un espace vectoriel muni de deux normes k:k1 et k:k2 : Ces

deux normes sont équivalentes si et seulement si les applications d�identités :

Id1 : (E; k:k1)! (E; k:k2) et Id2 : (E; k:k2)! (E; k:k1) sont continues.
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Dé�nition 2.2.4 Soit L(E;F ) l�ensemble des applications linéaires continues de E à F .

Pour f 2 L(E;F ) on note kfkL(E;F ) la plus petite constante M telle que :

8x 2 E : kf(x)kF �M kxkE :

À partir de la dé�nition de kfkL(E;F ) on a : kf(x)kF � kfkL(E;F ) kxkE et on peut

véri�er que :

kfkL(E;F ) = sup
x2Enf0Eg

kf(x)kF
kxkE

= sup
x2E;kxkE=1

kf(x)kF = sup
x2E;kxkE�1

kf(x)kF :

De plus, l�espace (L(E;F ); k�kL(E;F )) est bien un espace vectoriel normé.

Remarque 2.2.6 Si f 2 L(E;F ) et E de dimension �nie alors f est nécessairement

continue i.e. L(E;F ) et L(E;F ) coïncident.

Proposition 2.2.4 Si (F; k:kF ) est un espace de Banach, alors (L(E;F ); k�kL(E;F )) l�est

aussi.

Preuve. Soit (fn)n2N une suite de Cauchy de L(E;F ): Pour tout x 2 E et p; q 2 N on a :

kfp(x)� fq(x)kF � kfp � fqkL(E;F ) kxkE :

Comme (fn)n2N est de Cauchy, pour tout x 2 E on a :

8" > 0;9nx 2 N;8p; q � nx : kfp � fqkL(E;F ) � "= kxkE :

Ce qui implique que :

8x 2 E; 8" > 0;9nx 2 N;8p; q � nx : kfp(x)� fq(x)kF � ":

Ceci montre que pour tout x 2 E; (fn(x))n2N est une suite de Cauchy dans F . Comme F

est complet, on déduit que (fn(x))n2N converge vers une limite que l�on note f(x).

Véri�ons maintenant par un simple passage à la limite que la fonction f : E ! F dé�nie

par : f(x) = lim
n!+1

f(xn) est linéaire.
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Soit �; � 2 | et x; y 2 E on a :

f(�x+ �y) = lim
n!+1

(fn(�x+ �y))

= lim
n!+1

(�fn(x) + �fn(y))

= � lim
n!+1

fn(x) + � lim
n!+1

fn(y)

= �f(x) + �f(y):

Montrons maintenant que l�application f est continue. Puisque la suite (fn)n2N est de

Cauchy donc elle est bornée dans L(E;F ). Alors :

9M > 0; 8 x 2 E; 8n 2 N : kfn(x)kF �M kxkE :

En faisant tendre n vers l�in�ni, on obtient que :

9M > 0; 8 x 2 E tel que kf(x)kF �M kxkE :

Ce qui est équivalent à f est continue et sa norme est majorée par M .

Pour terminer, il reste à véri�er que la suite (fn)n2N converge vers f dans L(E;F ), c�est-

à-dire lim
n!+1

kfn � fkL(E;F ) = 0. Comme la suite (fn)n2N est de Cauchy on a :

8" > 0;9n0 2 N;8p; q � n0 : kfp � fqkL(E;F ) � ":

Donc pour tout x 2 E : kfp(x)� fq(x)kF � " kxkE :

En faisant tendre q vers l�in�ni on obtient :

kfp(x)� f(x)kF � " kxkE ;

D�où : kfp � fkL(E;F ) � ":

Remarque 2.2.7 La dé�nition de L(E;F ) dépend du choix des normes sur E et F cepen-

dant, modi�er les normes sur E et F par des normes équivalentes ne modi�e pas L(E;F )

et change k�kL(E;F ) en une norme équivalente.

Théorème 2.2.3 Soit (E; k�kE) un espace vectoriel normé, (F; k�kF ) un espace de Banach
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et G un sous espace vectoriel dense de E: Soit L 2 L(G;F ). Il existe une unique application
~L 2 L(E;F ) qui prolonge L sur E. De plus on a :

~L
L(E;F )

= kLkL(G;F ) :

Preuve. Comme toute application linéaire continue est en fait lipschitzienne et par la suite

uniformément continue, le théorème 2.1.3 garantit l�existence et l�unicité d�un prolonge-

ment continue ~L; dé�nie sur E; de L. Véri�ons maintenant la linéarité de ~L. Soit �; � 2 |

et x; y 2 E. Considérons les suites (xn)n2N et (yn)n2N d�éléments de G qui convergent vers

x et y respectivement. Par passage à la limite dans l�égalité :

L(�xn + �yn) = �L(xn) + �L(yn);

on en déduit que :

~L(�x+ �y) = �~L(x) + �~L(y):

Finalement, sachant que ~L(x) = L(x) pour x 2 G; on obtient :

~L
L(E;F )

= sup
x2Enf0Eg

~L(x)
F

kxkE
� sup

x2Gnf0Eg

kL(x)kF
kxkE

= kLkL(G;F ) :

D�autre part, si x 2 E et (xn)n2N une suite d�éléments de G qui converge vers x, on a :

8n 2 N; kL(xn)kF � kLkL(G;F ) kxnkE ;

donc : ~L(x)
F
� kLkL(G;F ) kxkE :

Ceci implique que : ~L
L(E;F )

� kLkL(G;F ) :

Dé�nition 2.2.5 On appelle dual topologique de E et on le note E 0 = L(E; |) l�espace

des formes linéaires continues sur E.

Comme le corps | est complet on déduit de la proposition 2.2.4 le résultat suivant.

Corollaire 2.2.2 Le dual topologique E 0 = L(E; |) de E est complet.

Théorème 2.2.4 Soit f une forme linéaire non nulle sur (E; k:kE). Alors, f est continue

si et seulement si son noyau Kerf = fx 2 E; f(x) = 0g est fermé.
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Preuve. Pour établir l�implication directe supposons que f est continue. Le noyau de f

n�est que l�image réciproque du fermé f0g, donc il est fermé.

Réciproquement, supposons queKerf est fermé. Comme f n�est pas une application nulle,

il existe u 2 E tel que T (u) = 1: Soit (xn)n2N une suite d�éléments de E qui tend vers 0E:

On cherche à véri�er que f(xn) tend vers 0. Supposons que ce n�est pas le cas. Il existe

alors une sous-suite, notée encore une fois (xn)n2N; telle que pour un certain " > 0 on

a jf(xn)j � " pour tout n: Posons maintenant yn = u � 1
f(xn)

xn: Comme f(u) = 1; nous

avons f(yn) = 0; pour tout n; yn 2 Kerf et par construction nous avons :

kyn � ukE =
kxnkE
jf(xn)j �

1
"
kxnkE ! 0 quand n! +1:

Ce qui montre que yn converge vers u: Mais, par hypothèse Kerf est fermé et donc u

appartient à Kerf , c�est-à-dire f(u) = 0: Contradiction avec le choix de u. Par la suite f

doit être continue.

2.3 Exercices

Exercice 2.1 Soit f une forme linéaire sur (E; k:kE). Montrer que si f n�est pas continue

alors son noyau Kerf est dense dans E.

Solution. On utilise théorème 2.2.4 et on montre que si Kerf n�est pas fermé alors il est

dense dans E: Supposons que Kerf n�est pas fermé. Il existe alors un u 2 Kerf mais

u =2 Kerf: Quitte à diviser u par f(u); on peut supposer que f(u) = 1: Soit maintenant

x 2 E; quelconque. On peut écrire :

x = (x� f(x)u) + f(x)u:

On a x� f(x)u 2 Kerf et f(x)u 2 Kerf par construction. Donc x appartient à Kerf ce

qui montre que Kerf est dense dans E.

Exercice 2.2 Soit l�espace X = C ([0; 1] ;R) muni de la norme kfk1 =
R 1
0
jf(t)j dt:

1. Montrer que la forme linéaire f 2 X 7! f(0) 2 R n�est pas continue.
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2. Que-peut on en conclure pour le sous-espace des fonctions de X nulles en 0 ?

Solution.

1. Posons L : X ! R l�application linéaire dé�nie par L(f) = f(0). Si L est continue,

il existe M > 0 tel que 8f 2 X; jL(f)j �M kfk1 : Prenons fn dé�nie par :

fn(t) = 2n(1 � nt) pour t 2
�
0; 1

n

�
et f(t) = 0 si t 2

�
1
n
; 1
�
: On a : kfnk1 = 1

et L(fn) = 2n: Alors 2n � M pour tout n 2 N�: Contradiction, donc L n0est pas

continue.

2. Si H = ff 2 X; f(0) = 0g alors H = KerL. D�après le théorème 2.2.4 on déduit

que H n�est pas fermé car L n�est pas continue.

Exercice 2.3 Soit E et F deux espaces vectoriels normés et T une application linéaire de

E vers F . On appelle graphe de T , noté G(T ); le sous-ensemble de E � F suivant :

G(T ) = f(x; y) 2 E � F; y = T (x)g:

1. Montrer que si T est continue alors G(T ) est fermé.

2. Montrer que k�kT dé�nie par kxkT = kxkE + kTxkF est une norme sur E.

3. Supposons que E et F sont des espaces de Banach. Montrer que si G(T ) est fermé

alors E muni de la norme k�kT est un espace de Banach.

Solution.

1. Soit (xn; Txn)n2N une suite d�éléments de G(T ) qui converge dans E�F vers (x; y) 2

E � F: Comme T est continue et (xn)n2N converge vers x alors (Txn)n2N converge

vers Tx. Mais (Txn)n2N converge vers y, l�unicité de la limite nous donne que Tx = y:

Donc (x; y) 2 G(T ) i.e. G(T ) est fermé:

2. Montrons que k�kT est une norme :

i) kxkT = kxkE + kTxkF = 0, kxkE = 0 et kTxkF = 0, x = 0E:
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ii) Pour tout x; x0 2 E on a :

kx+ x0kT = kx+ x0kE + kT (x+ x0)kF

= kx+ x0kE + kT (x) + T (x0)kF

� kxkE + kx0kE + kT (x)kF + kT (x0)kF = kxkT + kx0kT :

iii) Pour tout scalaire � et pour tout x 2 E on a :

k�xkT = k�xkE + k�TxkF = j�j kxkE + j�j kTxkF = j�j kxkT :

3. Soit (xn)n2N une suite de Cauchy de E par raport à la norme k�kT . En utilisant la

dé�nition de la norme k�kT , on véri�e facilement que la suite (xn; Txn)n2N est aussi

de Cauchy dans E � F qui est complet (produit d�espaces complets) donc la suite

(xn; Txn)n2N converge dans E � F vers (x; y) 2 E � F . Mais (xn; Txn)n2N est une

suite de G(T ); qui est supposé fermé, alors y = Tx. Par la suite :

kxn � xkT = kxn � xkE + kTxn � TxkF ! 0:

Donc (E; k�kT ) est un espace de Banach.

Exercice 2.4 Soit E et F deux espaces vectoriels normés. Montrer que si l�application

linéaire f : E ! F est continue si et seulement si la semi-norme q(x) = kf(x)k est

continue sur E:

Solution. Supposons que f est continue, alors :

9M > 0, 8 x 2 E : kf(x)k �M kxk :

Soit x; y 2 E: En utilisant le fait que q est une semi-norme, on obtient grâce à la deuxième

inégalité triangulaire :

jq(x)� q(y)j � q(x� y) = kf(x� y)k �M kx� yk :
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Ceci implique que q est lipschitzienne et par la suite continue.

Réciproquement, si q est continue pour tout " > 0, il existe � > 0 tel que kxk < � alors

kf(x)k = q(x) � ": Comme f(0) = 0; on conclut que f est continue en 0 et donc continue

sur E.

Exercice 2.5 Soit E = C([0; 1];R) l�espace des fonctions continues sur [0; 1] à valeurs

dans R. On munit E de la norme : kfk1 = sup
x2[0;1]

jf(x)j ; pour f 2 E: Considérons les

applications linéaires S et T de E vers E dé�nies par :

S(f)(x) = x

Z 1

0

f(t)dt; T (f)(x) = xf(x); 8f 2 E; 8x 2 [0; 1]:

1. Déterminer si l�égalité S � T = T � S a lieu.

2. Montrer que S � T et S � T sont continues et calculer kS � Tk et kT � Sk.

Solution.

1. Soit f 2 E et x 2 [0; 1] on a :

T � S(f)(x) = T (S(f))(x) = x2
R 1
0
f(t)dt

et S � T (f)(x) = S(T (f))(x) = x
R 1
0
tf(t)dt:

On constate que S � T et T � S n�ont pas la même expression: A�n de s�assurer que

S � T 6= T � S, prenons f0 � 1. On trouve que :

T � S(f0)(x) = x2 et S � T (f0)(x) = x
2
pour x 2 [0; 1]:

On conclut que S � T 6= T � S:

2. Notons que T �S et S�T sont des applications linéaires puisque S et T sont linéaires.

On a :

jS � T (f)(x)j =
����x Z 1

0

tf(t)dt

���� � kxk kfk1 Z 1

0

tdt � 1

2
kfk1 ; 8x 2 [0; 1]:

Par la suite : kS � T (f)k1 � 1
2
kfk1 : Ceci montre que S � T est continue et que

kS � Tk � 1
2
:
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Prenons f0 � 1 on obtient que kf0k1 = 1 et kS � T (f0)k1 = 1
2
: Donc :

kS � Tk = sup
kfk1=1

kS � T (f)k1 � kS � T (f0)k1 =
1

2
:

On conclut que kS � Tk = 1
2
:

Par la même méthode on peut montrer que kT � Sk = 1:

En remarque que kT � Sk 6= kS � Tk ce qui a¢ rme le résultat de la première question.
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Chapitre 3

Les Grands Théorèmes de l�Analyse

Fonctionnelle

Dans ce chapitre, on présente les théorèmes fondamentaux de l�analyse fonctionnelle. On

commence par le théorème de Baire qui joue un rôle très important dans la démonstra-

tion de certains grands théorèmes notamment : le théorème de l�application ouverte et le

théorème de Banach-Steinhaus.

3.1 Théorème de Baire

Théorème 3.1.1 (de Baire) Soit (X; d) un espace métrique complet et (Fn)n2N une suite

de fermés de X d�intérieur vide. Alors [
n2N

Fn est d�intérieur vide.

Ce théorème annonce que dans un espace métrique complet la réunion d�une famille

dénombrable de fermés d�intérieur vide est encore d�intérieur vide. Autrement dit :

soit (X; d) un espace métrique complet et (Fn)n2N une suite de fermés de X; alors si

A = [
n2N

Fn admet un point d�intérieur i.e.
�
A 6= ; alors il existe m 2 N tel que

�

Fm 6= ;:

Ce théorème est souvent utilisé lorsque X = [
n2N

Fn:

On note que dans le théorème de Baire :
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� [
n2N

Fn n�est pas forcément fermé.

� L�ensemble des indices doit être dénombrable.

A�n de présenter l�énoncé équivalent du théorème de Baire en utilisant les ouverts,

rappelons que : CXA = CX

�

A. Donc un ensemble est dense si et seulement si son complé-

mentaire est d�intérieur vide : A = X ,
�

CXA = ;:

Théorème 3.1.2 (de Baire-deuxième version) Soit (X; d) un espace métrique complet

et (
n)n2N une suite d�ouverts denses de X. Alors, \
n2N

n est dense dans X:

Cette version du théorème de Baire dit que dans un espace métrique complet, une

intersection dénombrable d�ouverts denses est encore dense dans X. Avant de donner la

preuve de ce théorème, présentons le lemme suivant :

Lemme 3.1.1 Un espace métrique (X; d) est complet si et seulement si l�intersection de

toute suite (Bn)n2N décroissante de parties fermées non vides de X dont les diamètres

tendent vers 0 n�est pas vide.

Preuve. (du théorème de Baire) Considérons (
n)n2N une suite d�ouverts denses de

X et V un ouvert non vide de X. On doit montrer que :

V \
�
\
n2N

n

�
6= ;:

Puisque 
0 est dense et V un ouvert on a V \ 
0 6= ; i.e. il existe x0 2 V \ 
0: Mais

comme V \
0 est un ouvert, il existe une boule ouverte B(x0; r) � V \
0. Par la suite :

9r0 = inf(
r

2
; 1)telqueB0 = B(x0; r0) � V \ 
0:

Par récurrence sur n; on va construire une suite (xn)n2N d�éléments de X et une suite

(rn)n2N de réels strictement positifs tels que rn � 1
2n
et que pour tout n � 1; la boule

fermée Bn de centre xn et de rayon rn soit contenue dans
�

Bn�1 \ 
n.

En e¤et on a déjà construit x0 et r0: Suposons maintenant qu�on a construit xn et rn:

L�ouvert 
n+1 est dense dans X, donc il existe xn+1 2
�
Bn \
n+1 et comme

�
Bn \
n+1 est
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un ouvert non-vide, alors :

9rn+1 > 0 telque rn+1 �
1

2n+1
et Bn+1 = B(xn+1; rn+1) �

�
Bn \ 
n+1:

Par construction (Bn)n2N est une suite décroissante de fermés non vides de E dont les

diamètres tendent vers 0. Comme E est complet, le lemme 3.1.1 assure que : \
n2N

Bn 6= ;:

Puisque B0 � V et 8n 2 N; Bn � 
n; on obtient que :

\
n2N

Bn � V \
�
\
n2N

n

�
:

Ce qui donne que V \
�
\
n2N

n

�
6= ;:

Notons que dans le théorème de Baire \
n2N

n n�est pas nécessairement ouvert comme

le montre l�exemple suivant :

Exemple : Considérons l�espace métrique complet (R; j�j) : Puisque Q est dénombrable :

Q = frn; n 2 Ng : Posons : Vn = Rnfrng: L�ensemble Vn est bien ouvert et dense dans R:

Le théorème de Baire assure que :

\
n2N

Vn = \
n2N
(Rnfrng) = RnQ

est bien dense dans R. Mais RnQ n�est ni ouvert ni fermé dans (R; j�j) :

Dé�nition 3.1.1 On dit q�un espace topologique séparé (X; T ) a la propriété de Baire ou

est un espace de Baire si pour tout suite (
n)n2N d�ouverts denses de X, leur intersection

\
n2N

n est dense dans X:

Remarque 3.1.1 Le théorème de Baire garanti que tout espace de Banach est un espace

de Baire. En revanche, ils existent des espaces vectoriels normés non complets qui ne sont

pas de Baire comme par exemple l�espace C( [0; 1] ;R) muni de la norme kfk1 =
1R
0

jf(t)j dt.

Un autre exemple évident d�un espace qui n�est pas de Baire est un espace dénombrable

séparé X, où une partie réduite à un point n�est jamais ouverte (par exemple le sous espace

Q de R) car : X = [
n2N

fang ; et fang est un fermé avec
�

fang = ;: De plus, le produit d�un

tel espace X avec n�importe quel espace topologique séparé Y n�est pas de Baire. Car chaque

fang � Y est fermé d�intérieur vide et X � Y = [
n2N

fang � Y:
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Proposition 3.1.1 Soit X un espace de Baire et O un ouvert de X: Alors O muni de la

topologie induite par X est encore un espace de Baire.

Preuve. Soit (On)n2N une suite d�ouverts de O et denses dans O. On cherche à montrer

que \
n2N
On est aussi dense dans O. Soit V un ouvert non-vide de O. Notons que les On et

V sont aussi ouverts dans X car O est un ouvert de X. Posons : Un =On [ CXO:

On constate que Un est un ouvert de X; de plus il est dense dans X; car :

X = O [ CXO = On [ CXO � Un ) Un = X:

Comme X est un espace de Baire, on obtient que \
n2N
Un est aussi dense dans X, donc :

( \
n2N
Un) \ V 6= ; car V est un ouvert non-vide de X. D�autre part, on a :

V � O ) On \ V = Un \ V pour tout n: Alors on trouve que ( \
n2N
On) \ V 6= ;. Ceci

montre que \
n2N
On est dense dans O. Par la suite, le théorème de Baire est aussi vrai pour

O.

En revanche cette propriété n�est pas vraie pour les fermés, il existe des fermés d�un

espace de Baire qui ne sont pas de Baire.

Remarque 3.1.2 On note que si 
 est un ouvert d�un espace métrique complet (X; d)

alors (
; d) n�est pas nécessairement complet.

Proposition 3.1.2 Un espace topologique séparé (X; T ) est un espace de Baire si tout

point admet un voisinage qui est un espace de Baire.

Preuve. Soit (
n)n2N une famille d�ouverts denses de X et soit V un voisinage d�un point

x 2 X: Il s�agit de montrer que V recontre A = \
n2N

n. D�après l�hypothèse il existe

un voisinage V0 de x qui est un espace de Baire et qu�on peut supposer ouvert d�après

proposition 3.1.1. L�ensemble 
n\V0 est alors un ouvert de V0 dense dans V0, donc A\V0

est aussi dense dans V0. On déduit que V \V0, qui est un voisinage de x dans V0; recontre

A \ V soit A \ V \ V0 6= ; et par la suite A \ V 6= ;; ce qui prouve le résultat voulu:
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3.1.1 Quelques applications du théorème de Baire.

Théorème 3.1.3 Soit X un espace topologique de Baire et (Fn)n2N une suite de fermés

de X telle que X = [
n2N

Fn. Alors [
n2N

�
Fn est dense dans X.

Preuve. Soit 
 un ouvert non vide de X. L�ensemble [
n2N

�
Fn est dense si et seulement

si ( [
n2N

�
Fn) \ 
 est non vide. Puisque X est un espace de Baire, alors 
 aussi d�après

proposition 3.1.1. D�autre part, chaque ensemble Fn\
 est un fermé de 
 pour la topologie

induite. Raisonnons par l�absurde et supposons que ( [
n2N

�
Fn) \ 
 est vide. Comme :

( [
n2N

�
Fn) \ 
 = [

n2N
(
�
Fn \ 
) = [

n2N
(

�z }| {
Fn \ 
);

on obtient que

�z }| {
Fn \ 
 = ;; pour tout n 2 N:

Ceci implique que la suite (Fn \ 
)n2N est une suite de fermés d�intérieur vide dans l�espace


 muni de la topologie induite. Comme 
 est de Baire, alors [
n2N
(Fn \ 
) est d�intérieur

vide. Contradiction car [
n2N
(Fn \ 
) = ([

n2N
Fn) \ 
 = X \
 = 
 qui est non vide.

On utilise le théorème de Baire souvent sous la forme de ce théorème.

Proposition 3.1.3 L�ensemble Q des rationnels ne peut s�écrire comme intersection dé-

nombrable d�ouverts de R:

Preuve. On raisonnne par l�absurde en supposant que Q = \
n
n2N

, avec 
n � R ouvert

non vide. Passons au complémentaire on obtient : Qc = [
n2N

cn. D�autre part comme Q

est constitué de tout les singletons d�éléments de Q, c�est-à-dire Q est lui même réunion

dénombrable de fermés Q = [
n2N

Fn. On en déduit que : R = Q [Qc = ( [
n2N

Fn) [ ( [
n2N

cn):

Mais l�espace R est complet et d�intérieur non vide. En appliquant le théorème de Baire

on obtient qu�au moins l�un des fermés (Fn)n2N ou (
cn)n2N est d�intérieur non vide. Ça

ne peut pas être l�un des singletons Fn. Alors 9n0 2 N tel que 
cn0 est d�intérieur non

vide, ce qui signife qu�il existe un intervalle ]a; b[ avec a < b contenu dans 
cn0 ; donc

]a; b[\
n0 = ;. Mais Q est l�intersection de touts les (
n)n2N, c�est-à-dire Q � 
n0. Par
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conséquent ]a; b[\Q = ;, ce qui veut dire que l�intervalle ]a; b[ ne contient aucun rationnel

ce qui est faux et constitue la contradiction recherchée.

Proposition 3.1.4 Soit E un espace de Banach. Considérons (En)n2N une suite de sous-

espaces fermés de E. Si E = [
n2N

En, alors il existe n0 tel que E = En0 :

Preuve. Comme les En sont fermés, il découle du théorème 3.1.3 que [
n2N

�
En est dense.

En appliquant le théorème de Baire, on obtient qu�il existe n0 tel que
�
En0 6= ;: Donc il

existe une boule ouverte B(x0; �) avec � > 0 tel que B(x0; �) � En0 : Soit alors x 2 E ;

posons y = �
1+kxkx: Comme kyk < �, il s�ensuit que x0 + y 2 B(x0; �) � En0 et par la

suite l�élément y = (x0 + y) � x0 appartient à En0. Ceci donne que x = ��1(1 + kxk)y

appartient aussi à En0 . Ce qui donne que E = En0 :

Proposition 3.1.5 Soit E un espace vectoriel normé de dimension in�nie dénombrable

(i.e. il existe une base algébrique dénombrable de E). Alors E n�est pas complet.

Ce résultat a¢ rme qu�il n�existe aucun Banach de dimension in�nie dénombrable.

Preuve. Raisonons par l�absurde. Supposons que E est complet et soit (en)n2N une base

algébrique dénombrable de E. Pout tout n � 1; posons :

Fn = vect(e1; � � � ; en):

On note que tout les sous-espaces Fn sont fermés dans E. De plus, ils sont d�intérieur vide.

En e¤et, si ce n�est pas le cas il existe alors une boule ouverte B(a; r) non réduite à un

point contenue dans Fn: Puisque Fn est un espace vectoriel, on a également :

B(0; r) = B(a; r)� a � Fn:

Pour la même raison, on obtient aussi que :

8t > 0; B(0; tr) = tB(0; r) � Fn:

Ceci est vrai pour tout t > 0; ces inclusions impliquent alors que E � Fn ce qui n�est pas

possible car E est de dimension in�nie.

Comme (Fn)n2N est une suite de fermés de E d�intérieur vide et l�espace E est supposé

complet, le théorème de Baire implique que A = [
n2N

Fn est un ensemble d�intérieur vide.

57



Chapitre 3. Les Grands Théorèmes de l�Analyse Fonctionnelle

Mais par construction, A est l�ensemble des combinaisons linéaires �nies d�éléments de

(en)n2N ; donc E = A: Ceci donne que E est d�intérieur vide, contradiction.

3.2 Théorème de Banach-Steinhaus

Dé�nition 3.2.1 Soit E et F deux espaces vectoriels normés et soit (Ti)i2I une famille

d�applications de L(E;F ) (I ensemble d�indices quelconques).

� (Ti)i2I est dite simplement bornée, si 8x 2 E; 9Cx > 0 : Cx = sup
i2I
kTi(x)kF < +1:

� (Ti)i2I est dite uniformément bornée, si 9M > 0 tel que 8i 2 I; kTikL(E;F ) � M (ou

sup
i2I
kTikF < +1):

On voit bien que si (Ti)i2I est uniformément bornée alors (Ti)i2I est automatiquement

simplement bornée. En revanche, la réciproque n�est pas vraie en général. Le théorème

suivant a¢ rme que la réciproque est vraie, i.e. on aura une équivalence, dans le cas où E

est de Banach.

Théorème 3.2.1 (de Banach-Steinhaus) Soit E un espace de Banach et F un espace

normé et soit (Ti)i2I une famille d�applications de L(E;F ) (I ensemble d�indices quel-

conques). On supppose que pour tout x 2 E; l�ensemble fTi(x); i 2 Ig est borné dans F :

8x 2 E; 9Cx > 0 : Cx = sup
i2I
kTi(x)kF < +1: Alors :

9M > 0 tel que 8i 2 I; kTikL(E;F ) �M:

Ce théorème veut dire que s�il existe, pour chaque x 2 E, un nombre positif Mx < +1

tel que :

kTi(x)kF � Mx kxkE ; 8i 2 I;

alors il existe un nombre positif M tel que :

kTi(x)kF � M kxkE ; 8x 2 E; 8i 2 I:
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Preuve. Pour tout n 2 N, posons An = fx 2 E tel que kTi(x)k � n; 8i 2 I g. L�ensemble

An est fermé de E car An n�est que l�intersection des fermés :

fx 2 E; kTi(x)kF � ng = T�1i
�
BF (0; n)

�
; i 2 I; où BF (0; n) = fz 2 F; kzkF � ng :

(l�image réciproque d�un fermé par une application continue est un fermé):

De plus [
n2N

An = E: En e¤et, l�inclusion [
n2N

An � E est évidente. Maintenant soit x 2 E:

Par l�hypothèse Cx = sup
i2I

kTi(x)kF < +1, on obtient que 8i 2 I; kTi(x)kF � Cx:

Donc :

9m 2 N;8i 2 I; kTi(x)kF � Cx � m:

Alors il existe m 2 N tel que x 2 Am; ce qui veut dire que E � [An
n2N

.

Comme E est complet et l�intérieur de E n�est pas vide, le théorème de Baire, assure

l�existence d�un n0 tel que l�intérieur de An0 n�est pas vide. Par la suite il exisite x0 2 An0
et r0 > 0 tels que BE(x0; r0) � An0 : Ceci est équivalent à :

8i 2 I;8y 2 BE(0; 1) : kTi(x0 + r0y)kF � n0:

La linéarité de Ti donne :

8i 2 I; 8y 2 BE(0; 1) : kTi(x0) + r0Ti(y)kF � n0:

En utilisant la deuxième inégalité triangulaire on obtient que :

r0 kTi(y)kF � kTi(x0)kF = kr0Ti(y)kF � k�Ti(x0)kF

� kr0Ti(y)� (�Ti(x0))kF :

On déduit alors que :

sup
y2BE(0;1)

kTi(y)kF � r�10 (n0 + kTi(x0)kF ):
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Le résultat recherché est obtenu avec M = r�10 (n0 + kTi(x0)kF ):

Présentons maintenant le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.1 Soit E un espace de Banach et F un espace normé et soit (Tn)n2N une

famille d�applications de L(E;F ) telle que : lim
n!+1

Tnx = Tx existe 8x 2 E: Alors la suite

(Tn)n2N est bornée, T 2 L(E;F ) et de plus : kTkL(E;F ) � lim
n!+1

inf kTnkL(E;F ) :

Preuve. Les applications Tn sont linéaires, alors on obtient facilement que T est linéaire

aussi. La suite (Tn(x))n2N est bornée, car elle est convergente, donc le théorème de Banach-

Steinhaus assure que la suite (Tn)n2N est bornée :

9M � 0;8n 2 N;8x 2 E : kTn(x)kF �M kxkE :

Passons à la limite on obtient que :

9M � 0;8x 2 E : kT (x)kF �M kxkE ;

ce qui veut dire que T est continue et que kTkL(E;F ) �M:

De plus comme :

kTn(x)kF � kTnkL(E;F ) kxkE ;

on déduit que :

kT (x)kF = lim
n!+1

kTn(x)kF � lim
n!+1

inf kTnkL(E;F ) kxkE ;

d�où :

kTkL(E;F ) � lim
n!+1

inf kTnkL(E;F ) :

Remarque 3.2.1 Ce corollaire annonce que toute limite simple d�applications linéaires

et continues est continue. Mais ne dit rien sur la convergence uniforme de Tn vers T .

autrement dit, nous n�avons pas en général lim
n!+1

kTn � TkL(E;F ) = 0:
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La condition de complétude de l�espace E est primordiale comme l�illustre l�exemple

suivant.

Exemple : Soit E l�espace des fonctions polynômes sur l�intervalle [0; 1] avec la norme

de la convergence uniforme : kpk1 = sup jp(t)j ; t 2 [0; 1] et pour n � 1; posons : Tn(p) =

n(p( 1
n
) � p(0)): Notons que l�espace E n�est pas de Banach. Les formes linéaires Tn sont

continues, i.e. Tn 2 E 0; car on a : jTn(p)j � 2n kpk1 : La suite (Tn(p))n�1 converge vers

p0(0) la dérivée de p en 0. Ainsi la suite (Tn)n�1 converge simplement vers la forme linéaire

T : p ! p0(0): Mais cette forme linéaire n�est pas continue. En e¤et, considérons la suite

pk(x) = kx(1� x)k; on a :

p0k(x) = k(1� x)k�1(1� x� kx):

Le polynôme pk admet un maximum quand x = (1 + k)�1 d�où :

Exemple 3.2.1 0 � pk(x) �
�

k
k+1

�k+1 � 1:
Ceci montre que kpkk1 � 1: Mais p0k(0) = k; ceci implique qu�il ne peut exister de

constante c � 0 telle que jp0k(0)j � c kpkk1, pour tout k � 0: On conclut que la forme

linéaire T n�est pas continue.

3.3 Théorème de l�application ouverte

Dé�nition 3.3.1 Considérons (X; T ); (Y; T 0) deux espaces toplogiques. L�application

f : X ! Y est appelée application ouverte si l�image de tout ouvert de X par f est un

ouvert de Y .

Proposition 3.3.1 Soit (Xi)i2I une famille d�espaces topologiques. Pour tout j 2 I; la

projection canonique dé�nie par :

Pj : �
i2I
Xi ! Xj; Pj

�
(xi)i2I

�
= xj

est une application ouverte.
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Preuve. Si O = �
i2I
Oi est un ouvert élémentaire, on a Pj(O) = Oi. Comme un ouvert U de

X est une réunion d�ouverts élémentaires : U = [
�2�
U� et Pj(U) = [

�2�
Pj(U�) ceci donne que

Pj(U) est un ouvert et par la suite Pj est une application ouverte.

Remarque 3.3.1 Quand f est une fonction continue de X sur Y; l�image réciproque de

tout ouvert de Y est un ouvert de X; mais on sait rien apriori sur la nature topologique

de l�image directe d�un ouvert par f:

Exemples :

1. Toute application constante sur un espace métrique est continue mais elle n�est pas

ouverte. Prenons comme exemple : f : R ! R; f(x) = c, alors f(]a; b[) = fcg; le

singleton fcg n�est pas ouvert dans R:

2. L�application f : R! R; f(x) = x4 est continue mais elle n�est pas ouverte car par

exemple f(]� 1; 1[) = [0; 1[ n�est pas ouvert.

Remarque 3.3.2 La composition de deux applications ouvertes est une application ou-

verte.

Énonçons maintenant le théorème de l�application ouverte qui est aussi appellé théo-

rème de Banach-Schauder.

Théorème 3.3.1 (de l�application ouverte) Soit E et F deux espaces de Banach et

T 2 L(E;F ) surjective. Alors :

9c > 0 : BF (0; c) � T (BE(0; 1)) ; (3.1)

i.e. T est une application ouverte.

Preuve. La preuve se fait en deux étapes.

Première étape : on montre que : 9� > 0 : BF (0; �) � T (BE(0; 1)):
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Le fait que T est surjective implique que :

F = [
n�1

T (BE(0; n)):

L�espace F étant complet, le théorème de Baire assure l�existence d�un n0 � 1 tel que

l�intérieur de T (BE(0; n0)) est non vide. Il existe donc a 2 F et r > 0 tels qe :

BF (a; r) � T (BE(0; n0)):

Comme T (BE(0; n0)) est symétrique par rapport à 0 on obtient également :

BF (�a; r) � T (BE(0; n0)):

Puisque l�ensemble T (BE(0; n0)) est convexe, car T est linéaire, on déduit que :

BF (0;
r

2
) � 1

2
BF (a; r) +

1

2
BF (�a; r) � T (BE(0; n0)):

Finalement, posons � = r
2n0
, nous obtenons grâce à la linéarité de T que :

BF (0; �) � T (BE(0; 1)): (3.2)

Deuxième étape : on va montrer que c = �
2
véri�e bien (3.1).

Soit y 2 BF (0;
�
2
): De (3.2), on a donc y 2 T

�
BE(0;

1
2
)
�
: Par la suite, il existe x1 2 BE(0;

1
2
)

tel que :

ky � Tx1kF �
�
4
:

Nous répétons ainsi l�argument en remplaçant y par y�Tx1. On construit donc une suite

(xn)n�1 telle que :

xn 2 BE(0; 2
�n) et

y � T (

nX
k=1

xk)


F

� �2�n�1:

La suite (xn)n�1 véri�e par construction :
1P
k=1

kxkkE <
1P
k=1

2�k = 1:

Alors la série est absolument convergente dans E. De plus, comme E est complet, elle

converge vers un élément x 2 E: La dernière estimation donne que x 2 BE(0; 1):
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D�autre part, comme :y � T (
nP
k=1

xk)


F

� �2�n�1;

en passant à la limite et en utilisant la continuité de T on obtient :

y = Tx 2 T (BE(0; 1)) :

Donc : BF (0; c) � T (BE(0; 1)) :

1. Il est important que les deux espaces E et F dans ce théorème soient complets.

2. Ce théorème s�utilise de la façon suivante :

8y 2 F; 9x 2 E tel que y = Tx et kxkE �
1

c
kykF : (3.3)

3. La relation (3.1) induit que l�application est ouverte : en e¤et, soit 
 un ouvert non

vide de E et soit y0 2 T (
) ; comme T est surjective il existe x0 2 
 tel que :

y0 = Tx0: Soit r > 0 tel que BE (x0; r) � 
; alors :

y0 + T (BE (0; r)) = T (BE (x0; r)) � T (
);

d�où par (3.1) :

BF (y0; rc) = y0 + rBF (0; c) � y0 + rT (BE (0; 1)) = T (BE (x0; r)) � T (
):

Donc T (
) est bien un ouvert de F:

Présentons maintenant deux conséquences très importantes de ce théorème.

Théorème 3.3.2 (d�isomorphisme de Banach) Soit E et F deux espaces de Banach

et T : E ! F une application linéaire continue et bijective. Alors T�1est continue. L�ap-

plication T est donc un isomorphisme.

Preuve. Soit 
 un ouvert de E. Comme T est bijective, on a : (T�1)
�1
(
) = T (
),

mais T (
) est un ouvert grâce au théorème de l�application ouverte. On conclut donc que
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l�image réciproque de tout ouvert de E par T�1 est un ouvert de F . Ce qui veut dire que

T�1 est continue.

Corollaire 3.3.1 Soit E un espace vectoriel normé que l�on munit de deux normes k:k1
et k:k2. Supposons de plus que (E; k�k1) et (E; k�k2) sont complets et qu�il existe c > 0 tel

que :

8x 2 E : kxk1 � c kxk2.

Alors les deux normes k:k1 et k:k2 sont équivalentes.

Preuve. L�inégalité kxk1 � c kxk2 signi�e que l�application identité

Id : (E; k�k2) ! (E; k�k1), qui est linéaire et bijective, est continue. Donc Id�1 est

continue, d�après le théorème d�isomorphisme de Banach. Par la suite :

9c0 > 0; 8x 2 E : kxk2 � c0 kxk1 ;

d�où l�équivalence des deux normes.

Corollaire 3.3.2 Soit E et F deux espaces de Banach et f : E ! F une application

linéaire continue. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) L�application f est injective et son image est fermée.

ii) Il existe k > 0 tel que pour tout x 2 E on a kf(x)kF � k kxkE :

Preuve. Supposons i) est satisfaite. Notons F1 l�image de f . L�ensemble F1 est un sous-

espace fermé de F , donc un espace de Banach et f induit une application linéaire continue

bijective de E sur F1: Par le théorème d�isomorphisme de Banach, f�1 est continue d�où

ii) i.e. il existe k > 0 tel que pour tout x 2 E on ait :

kxkE =
f�1(y)

E
� 1

k
kykE =

1

k
kf(x)kF :

Supposons maintenant que ii) est véri�ée. Soit x 2 ker f ; alors 0 = kf(x)kF � k kxkE ;

donc x = 0E: Cela montre que f est injective. Pour montrer que F1 l�image de f est fermée
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il su¢ t de montrer qu�elle est complète. Considérons (yn)n2N une suite de Cauchy dans

F1: Pour tout n 2 N; soit xn tel que f(xn) = yn. Pour p; q 2 N; on a :

k kxp � xqkE � kf(xp)� f(xq)kF = kyp � yqkF :

Puisque la suite (yn)n2N est de Cauchy, la suite (xn)n2N est de Cauchy aussi, donc conver-

gente vers un point x 2 E puisque E est complet. Alors, f étant continue, la suite

(f(xn))n2N = (yn)n2N converge vers f(x) 2 F1 : On conclut que F1 est complet:

3.4 Théorème du graphe fermé

Dé�nition 3.4.1 Soit E et F deux espaces vectoriels normés et T une application de E

vers F . Le graphe de T (noté G(T )) est le sous ensemble de E � F dé�ni par :

G(T ) = f(x; Tx) 2 E � F ; x 2 Eg:

On peut véri�er que si T est continue alors G(T ) est fermé au sens de la topologie

produit de E � F .

Proposition 3.4.1 Soit E et F deux espaces vectoriels normés et T une application de

E vers F . Si T est continue alors G(T ) est fermé au sens de la topologie produit de E�F .

Preuve. Soit (xn; Txn)n2N une suite de G(T ) qui converge vers (x; y) 2 E � F i.e.

xn ! x et Txn ! y. Mais l�application T et continue, donc on obtient que Txn ! Tx.

De l�unicité de la limite on déduit que y = T (x); ce qui signi�e que (x; y) 2 G(T ):

La réciproque de ce résultat n�est pas toujours vraie en cas général.

Théorème 3.4.1 (du graphe fermé) Soit E et F deux espaces de Banach et T : E ! F

une application linéaire. Alors T est continue si et seulement si le graphe de T , G(T ); est

fermé.
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Preuve. L�implication directe est assurée par proposition 3.4.1. Montrons l�implication

réciproque.

Première méthode. Supposons que G(T ) est fermé et montrons que T est automati-

quement continue. Munissons E d�une seconde norme, appelée norme du graphe, dé�nie

par :

kxkT = kxkE + kTxkF ; 8x 2 E:

Comme G(T ) est fermé dans l�espace complet E�F , on déduit que (E; k�kT ) est un espace

complet i.e. de Banach (voir exercice 2.3).

D�autre part on a :

kxkE � kxkT .

Corollaire 3.3.1 entraine que ces deux normes sont équivalentes :

9C > 0; 8x 2 E : kxkT � C kxkE :

Par la suite :

8x 2 E : kTxkF � C kxkE ;

ce qui veut dire que T est continue.

Deuxième méthode. Comme l�espace produit E�F est de Banach et G(T ) est supposé

fermé, on obtient que G(T ) est aussi un espace de Banach. Notons p : G(T ) ! E et

q : G(T ) ! F tels que p(x; y) = x et q(x; y) = y (les restrictions à G(T ) des projections

canoniques). Comme G(T ) est le graphe de T , l�application p est bijective et on a T =

q�p�1: Les projections étant continues, leurs restrictions p et q sont continues. Le théorème

d�isomorphisme de Hahn-Banach, implique que p�1 est continue, donc T est continue.

Pour que ce théorème soit vrai, il faut absolument que les deux espaces soient com-

plets. En e¤et, si on considère X = C([0; 1];R) l�espace des fonctions continues sur [0; 1] à

valeurs dans R et on prend les deux espaces normés E = (X; k:k1) (qui n�est pas complet)
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et E = (E; k:k1) où :

kfk1 =
1Z
0

jf(t)j dt kfk1 = sup jf(t)j ; t 2 [0; 1]:

L�application identité de E vers F n�est pas continue (voir exercice 3.9) malgré que son

graphe est fermé. De plus l�application doit être linéaire comme l�illustre l�exemple suivant.

Exemple : Considérons la fonction réelle f : (R; j�j)! (R; j�j) dé�nie par :

f(x) =

8><>:
3

x�1 si x 6= 1;

5 si x = 1:

Le graphe de f est bien fermé dans R� R. En e¤et :

G(f) = f(x; y) 2 R2; (x� 1)y = 3g [ f(1; 5)g

est réunion de deux fermés (f(x; y) 2 R2; (x� 1)y = 3g est l�image réciproque du fermé

f3g par la fonction continue (x; y) ! (x � 1)y). D�autre part f est discontinue en 1.

Le théorème du graphe fermé ne fonctionne pas pour cet exemple car f n�est pas une

application linéaire

Remarque 3.4.1 Soit E et F deux Banach et T une application linéaire de E vers F .

Pour démontrer la continuité de T , il su¢ t donc de véri�er que pour toute suite (xn)n2N

de E telle que (xn; Txn)n2N converge vers (x; y), on a y = T (x).

De plus, on peut supposer x = 0E d�après la linéarité de T . Le graphe de T est fermé est

équivalent à : pour toute suite (xn)n2N de E telle que (xn; Txn)n2N converge vers (0E; y),

on a y = 0F :

Proposition 3.4.2 Soit (E; k�kE) un espace vectoriel normé et F un sous espace vectoriel

de E que l�on munit d�une autre norme k�kF . Suposons que (F; k�kF ) est complet et que

l�injection canonique de (F; k�kF ) vers (E; k�kE) est continue. Si T : E ! E est une

application linéaire continue telle que T (F ) � F , alors T : F ! F est aussi continue.

Preuve. On va faire appel au théorème du graphe fermé dans F . Soit (xn)n2N une suite de

F telle que (xn; Txn)n2N converge vers (x; y) dans F �F . Comme l�injection canonique de
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F vers E est supposée continue, on obtient que (xn; Txn)n2N converge aussi dans E � E.

Mais T : E ! E est continue, donc on déduit que Txn ! Tx et grâce à l�unicité de la

limite on obtient que y = T (x). Ce qui montre que le graphe de T est fermé dans F � F .

Par conséquent T : F ! F est continue.

Proposition 3.4.3 Soit E et F des espaces de Banach et T une application linéaire de

E vers F . Supposons que pour toute forme linéaire l 2 F 0, la forme linéaire l � T : E ! R

est continue. Alors l�application T est aussi continue.

Preuve. Grâce au théorème du graphe fermé, il su¢ t de montrer que le graphe de T est

fermé. Commençons par véri�er que le graphe de T :

G(T ) = f(x; T (x)); x 2 Eg

est égale à l�ensemble H dé�ni par :

H = f(x; y) 2 E � F; 8l 2 F 0 : l(y) = l � T (x)g:

Comme T (x) = y implique que l � T (x) = l(y); on obtient que (x; T (x)) 2 H: Donc

G(T ) � H: D�autre part, soit x 2 E; y 2 F tel que y 6= T (x) (i.e. (x; y) =2 G(T )): D�après

corollaire 3.5.2, (qu�on va le présenter dans la section suivante) on sait qu�il existe l 2 F 0

tel que l(y � T (x)) 6= 0; c�est-à-dire l(y) 6= l � T (x) et par la suite (x; y) =2 H: Donc

H � G(T ) d�où l�égalité G(T ) = H: Comme l � T est continue, on a pour tout l 2 F 0;

l�application (x; y) ! l(y) � l � T (x) est continue donc son noyau est fermé dans E � F .

En conséquence H, qui est l�intersection de ces noyaux, est fermé, i.e. G(T ) est fermé. On

conclut alors que T est continue.

3.5 Théorème de Hahn-Banach et ses conséquences

C�est un théorème fondamental de l�ananlyse fonctionnelle. Il possède deux formes. La

première dite analytique, donne un résultat de prologement avec conservation de la norme
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d�une forme linéaire continue dé�nie sur un sous-espace vectoriel. La deuxième forme,

dite géométrique, permet la séparation stricte d�un ensemble convexe fermé d�un ensemble

compact fermé avec un hyperplan fermé.

3.5.1 La forme analytique du théorème de Hahn-Banach

Au chapitre précédent, nous avons présenté un résultat de prolongement qui annonce

que toute application linéaire continue dé�nie sur un sous-espace vectoriel dense F d�un

espace vectoriel normé E vers un espace de Banach possédait un unique prolongement

continu sur E tout entier et que ce prolongement avait de plus la même norme.

Dans cette section, on va présenter le théorème de Hahn-Banach (forme analytique).

L�une de multiples conséquences de ce théorème est le théorème de prolongement de Hahn-

Banach qui annonce que toute forme linéaire continue sur F , sans l�hypothèse de la densité,

admet un prolongement continu sur E.

Théorème 3.5.1 (de Hahn-Banach, forme analytique) Soit E un R-espace vectoriel

et p : E ! R une application vérifant :

1. p(�x) = �p(x); 8x 2 E, 8� > 0:

2. p(x+ y) � p(x) + p(y); 8x; y 2 E:

Soit G un sous espace vectoriel de E et g : G! R une apllication linéaire satisfaisant :

g(x) � p(x); 8x 2 G: Alors il existe une forme linéaire f : E ! R qui prolonge g i.e.

g(x) = f(x); 8x 2 G; et qui satisfait : f(x) � p(x); 8x 2 E:

La démonstration de ce théorème fait appel au célèbre lemme de Zorn (qui est équi-

valent à l�axiome du choix) dont nous rappelons l�énoncé. On commence par introduire

quelques notions.

Dé�nition 3.5.1 Soit A un ensemble. La relation � est une relation d�ordre sur A si :
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i) 8x; y; z 2 A; (x � y et y � z)) x � z:

ii) 8x; y 2 A; x � y ) x = y:

iii) 8x 2 A; x � x:

On dit que l�ordre est total si de plus pour tout x; y 2 A, on a x � y ou y � x: Si � est

une relation d�ordre sur A alors (A;�) est appelé un ensemble ordonné.

Dé�nition 3.5.2 Soit (A;�) un ensemble ordonné et B une partie de A.

i) On dit que x est majorant de B si : 8y 2 B; y � x:

ii) On dit que x est un élément maximal de B si 8y 2 A; x � y ) y = x:

iii) On dit que l�ensemble ordonné (A;�) est inductif si toute partie totalement ordonnée

de A admet un majorant.

Lemme 3.5.1 (lemme de Zorn) Toute ensemble non vide inductif admet un élément

maximal.

Preuve. (du théorème de Hahn-Banach) On désigne par A l�ensemble des couples

(V; ') où V est un sous espace vectoriel de E contenant G; ' une forme linéaire sur V

véri�ant '(x) � p(x) pour tout x 2 V et ' = g sur G. Dé�nissant sur A la relation d�ordre

� suivante :

(V1; '1) � (V2; '2), V1 � V2 et '1 = '2 sur V .

L�ensemble (A;�) est un ensemble ordonné par construction et non vide car il contient

g. Montrons que A est inductif. Soit f(Vi; 'i); i 2 Ig une partie totalement ordonné de

A. On dé�nit M = [
i2I
Vi; M est un sous espace vectoriel contenant G; et l�application u

dé�ni sur M par u(x) = 'i(x) si x 2 Vi: L�application u est bien dé�nie et u 2 A et de

plus (M;u) est bien un majorant de la partie f(Vi; 'i); i 2 Ig : D�après le lemme de Zorn,

A admet donc un élément maximal (V; f):

A�n d�achever la preuve, il su¢ t de montrer que V = E. Supposons par l�absurde que ce

n�est pas le cas, donc il existe au moins x non nul tel que x 2 EnV: Pour a réel donné, on
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dé�nit alors une forme linéaire fa sur V � Rx par :fa(y) = f(y) si y 2 V et fa(x) = a:

On cherche à �xer la constante a de tel façon d�avoir fa 2 A; c�est-à-dire :

fa(y + tx) = f(y) + ta � p(y + tx); 8y 2 V; 8t 2 R: (3.4)

On constate que (3.4) est véri�ée pour tout y 2 V si t = 0. D�autre part, comme p est une

semi-norme on a p(tx) = tp(x) si t > 0; l�inégalité (3.4) restreinte aux t > 0 est équivalente

à :

f(y) + a � p(y + x); 8y 2 V;

alors pour t < 0, elle est équivalente à :

f(y)� a � p(y � x); 8y 2 V

Finalement (3.4) est donc satisfaite si et seulement si la constante a est choisi de tel façon

que :

sup (f(z)� p(z � x))
z2V

� a � inf
y2V

(p(y + x)� f(y))

Un tel choix de a est possible comme pour tout y; z 2 V; on a :

f(y) + f(z) � p(y + z) � p(y + x) + p(z � x):

On a donc (V; f) � (V � Rx; fa). Comme x =2 V , cela contredit la maximalité de (V; f):

Dans la suite, on présente quelques conséquences très importantes du théorème de

Hahn-Banach, lorsque E est un espace vectoriel normé de norme k�k.

Théorème 3.5.2 (de prolongement de Hahn-Banach) Considérons E un R-un es-

pace vectoriel normé et G un sous-espace vectoriel de E et soit g : G ! R une forme li-

néaire continue de norme kgkG0 = sup
x2G;kxk�1

jg(x)j : Alors il existe un prolongement f 2 E 0

de g tel que : kfkE0 = kgkG0 :

Preuve. Comme l�application g est continue on a :

g(x) � jg(x)j � kgkG0 kxk ; 8x 2 G:
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Considérons la semi-norme p : E ! R avec p(x) := kgkG0 kxk : Le théorème précédent

assure l�existence d�une forme linéaire f : E ! R qui prolonge g i.e. g(x) = f(x); 8x 2 G;

et qui satisfait : f(x) � p(x) = kgkG0 kxk ; 8x 2 E:

Par la suite :

�f(x) = f(�x) � kgkG0 k�xk = kgkG0 kxk ;

donc :

jf(x)j � kgkG0 kxk ; 8x 2 E:

Ceci montre que f est continue et que kfkE0 � kgkG0 : Mais :

kgkG0 = sup
x2G;x 6=0

jg(x)j
kxk = sup

x2G;x 6=0

jf(x)j
kxk � sup

x2E;x6=0

jf(x)j
kxk = kfkE0 :

Il en résulte que kfkE0 = kgkG0 :

On note que le prolongement f n�est pas unique comme le montre l�exemple suivant.

Exemple : Prenons la fonction g : R � f0g ! R avec g(x; 0) = x. L�application g est

linéaire et continue et kgk = 1:

Soit f1 : R� R! R avec f1(x; y) = x� y et f2 : R� R! R avec f2(x; y) = x+ y:

On constate que f1 et f2 sont deux applications linéaires di¤érentes qui prolongent g avec :

kf1k = kf2k = kgk = 1 (on note que R� R est muni par la norme k(x; y)k1 = jxj+ jyj):

Corollaire 3.5.1 Soient E un espace vectoriel normé et F un sous espace vectoriel de E

et a 2 E un élément qui n�appartient pas à F : Posons d = d(a; F ) > 0; alors il existe une

forme linéaire continue f 2 E 0 telle que :

f = 0 sur F , f(a) = 1 et kfkE0 = 1=d:

Preuve. On pose G = F � Ra et on dé�nit une forme linéaire g : G ! R en posant

g(x) = � pour x = y + �a 2 G avec y 2 F; � 2 R: On constate que g s�annule sur F et

g(a) = 1. Véri�ons maintenant que g est continue et calculons sa norme. On a jg(x)j = j�j

et si � 2 R est non nul x = �( y
�
+ a) donc kxk = j�j

 y
�
+ a
 � j�j d:

Par la suite jg(x)j � 1
d
kxk ; ce qui signi�e que g est continue et que kgkG0 � 1=d:
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Montrons que l�égalité est véri�ée. Il existe une suite (xn)n2N de F telle que d = lim
n!+1

kxn � ak

(vient de la dé�nition de la distance entre un élément et un ensemble). Posons yn = xn�a,

on obtient alors que 1 = jg(yn)j � kgkG0 kynk : En passant à la limite on trouve : 1 � d kgkG0

d�où kgkG0 = 1=d. On conclut grâce au théorème de prolongement de Hahn-Banach.

Corollaire 3.5.2 Soit E un espace vectoriel normé et x0 2 Enf0Eg: Alors il existe f 2 E 0

telle que kfkE0 = 1 et f(x0) = kx0k :

Preuve. Soit x0 2 E et x0 6= 0E: On applique le théorème 3.5.2 en choisissant : G = Rx0

et g(�x0) = � kx0k ;8� 2 R de sorte que kfkE0 = 1:

Corollaire 3.5.3 Soit E un e.v.n. Pour tout x 2 E on a :

kxkE = sup
L2E0;kLkE0=1

jL(x)j ;

i.e. le sup est atteint.

Preuve. Le résultat est évident lorsque x = 0E. Supposons que x 6= 0E. Soit L 2 E 0 tel

que kLkE0 = 1. Alors comme : jL(x)j � kLkE0 kxkE ; on obtient jL(x)j � kxkE. Donc

sup
L2E0;kLkE0=1

jL(x)j � kxkE :

Réciproquement le corollaire 3.5.2 assure l�exsitence de
�
L 2 E 0 tel que

�
L(x) = kxkE et�L

E0
= 1. Donc :

kxkE =
����L(x)��� � sup

L2E0;kLkE0=1
jL(x)j :

Alors, on déduit que :

kxkE = sup
L2E0;kLkE0=1

jL(x)j :
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Corollaire 3.5.4 Pour tout espace vectoriel normé E, le dual E 0 sépare les points de E

i.e. pour tout x1; x2 2 E tel que x1 6= x2 il existe f 2 E 0 tel que f(x1) 6= f(x2):

Preuve. Si x1 6= x2 alors posons x = x1 � x2 6= 0E; il existe d�après le corollaire 3.5.2

f 2 E 0 telle que f(x) = kxk 6= 0. Ceci implique que : f(x1) 6= f(x2):

Remarque 3.5.1 Cette propriété n�est pas véri�ée pour des espaces plus généraux.

3.5.2 La forme géométrique du théorème de Hahn-Banach

Dans toute la suite E désigne un R-espace vectoriel normé.

Dé�nition 3.5.3 On appelle hyperplan toute partie de E de la forme :

H := fx 2 E; f(x) = �g = f�1 f�g

où f est une forme linéaire sur E, non identiquement nulle et � 2 R. On dit que H est

l�hyperplan d�équation [f = �] :

Proposition 3.5.1 L�hyperplan d�équation [f = �] est fermé si et seulement f est conti-

nue.

Preuve. L�implication directe est facile à constater. En e¤et H = f�1 f�g est l�image

réciproque d�un fermé par une application continue donc est fermé.

Réciproquement, supposons que H est fermé, alors son complémetaire CEH dans E est

ouvert est non vide (si CEH = ; alors f est la fonction constante f(x) = �; donc f est

continue): Soit x0 2 CEH et supposons sans perdre de généralité que f(x0) < �: Soit

r > 0 tel que :

B(x0; r) := fx 2 E; kx� x0k < rg � CEH:
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On a f(x) < �; 8x 2 B(x0; r): En e¤et, supposons qu�il existe x1 2 B(x0; r) tel que

f(x1) > �. Comme la boule est un convexe, on obtient que :

8t 2 [0; 1] : (1� t)x0 + tx1 2 B(x0; r):

Par la suite f((1� t)x0 + tx1) 6= � pour tout t 2 [0; 1]. Contradiction, car si on prend :

t0 =
��f(x0)

f(x1)�f(x0) 2 [0; 1] on obtient que f((1� t0)x0 + t0x1) = �:

Ceci implique que f(x0+ rz) < �; pour tout z 2 B(0; 1) ; donc f(z) < 1
r
(�� f(x0)): Il en

résulte que f est continue et que kfk � 1
r
(�� f(x0)):

Dé�nition 3.5.4 Soit A et B deux parties de E.

1. On dit que l�hyperplan [f = �] sépare A et B au sens large si :

f(a) � � � f(b); 8a 2 A; 8b 2 B:

2. On dit que l�hyperplan [f = �] sépare A et B au sens strict si :

f(a) < � < f(b); 8a 2 A; 8b 2 B:

(La séparation exprime géométriquement que A et B se situent de part et d�autre de l�hy-

perplan [f = �]).

Les formes géométriques du théorème de Hahn-Banach sont des résultats de séparation

des parties convexes disjointes. On admet le théorème suivant :

Théorème 3.5.3 (de Hahn-Banach, première forme géométrique) Soit E un R-

espace vectoriel, A et B deux parties convexes de E, non vides et disjointes. Supposons

que A est ouverte. Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens large,

c�est-à- dire : il existe f une forme linéaire continue sur E et � 2 R tels que :

f(a) � � � f(b); 8a 2 A; 8b 2 B:
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Théorème 3.5.4 (de Hahn-Banach, deuxième forme géométrique) Soit A et B

deux parties convexes de E, non vides et disjointes. Supposons que A est fermé et que B

est compact. Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens strict, c�est-à-

dire il existe f une forme linéaire continue sur E et � 2 R tels que :

f(a) < � < f(b); 8a 2 A; 8b 2 B:

Preuve. Soit A et B deux ensembles de E véri�ant les hypothèses du théorème ci-dessus.

Pour " > 0 on pose :

A" := A+B(0; ") et B" := B +B(0; "):

Les ensembles A" et B" sont convexes, non vides et ouverts (A" = [
a2A
(a + B(0; ")) et

x 7! a + x est un homémorphisme). De plus, il existe " > 0 su¢ sament petit tel que

A" \ B" = ;: Sinon, pour tout n 2 N il existe an 2 A et bn 2 B; xn; yn 2 B(0; 1n) tels que

an + xn = bn + yn: On alors kan � bnk = kxn � ynk � 2=n. La compacité de B implique

l�existence d�une sous suite (bnk)nk2N qui converge vers un élément b 2 B. Alors la suite

(ank)k2N = (ank � bnk + bnk)nk2N
converge aussi vers b; mais A est fermé donc b 2 A \ B ;

ce qui contredit le fait que A et B sont disjoints.

Fixons un tel ": D�après le théorème de Hahn-Banach, première forme géométrique, il

existe un hyperplan fermé d�équation [f = �] qui sépare A" et B" au sens large. On a

donc :

f(x+ "z) � � � f(y + "z); 8x 2 A;8y 2 B; 8z 2 B(0; 1):

Par conséquent :

f(x) + " kfk � � � f(y)� " kfk ; 8x 2 A;8y 2 B;

et l�hyperplan d�équation [f = �] sépare A et B au sens strict puisque kfk 6= 0. Ce qui

termine la démonstration.

On déduit de ce dernier théorème le résultat fondamental suivant :

Proposition 3.5.2 Soit E un espace vectoriel et '; '1; : : : ; 'n des formes linéaires telles
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que :

'i(v) = 0; 8i = 1; � � � ; n) '(v) = 0 i.e.
n
\
i=1
ker'i � ker':

Il existe alors des réels �1; � � � ; �n tels que ' =
nP
i=1

�i'i:

Preuve. On dé�nit f : E ! Rn+1 avec f(x) = ('(x); '1(x); � � � ; 'n(x)): Posons A = f(E)

et a = (1; 0; � � � ; 0): L�ensemble A est convexe fermé non vide (A est un sous-espace

vectoriel de dimension �nie) et par hypothèse a =2 A: En appliquant le théorème de Hahn-

Banach 3.5.4, on peut séparer a et A au sens strict dans Rn+1 : il existe (�; �1; � � � ; �n) 2

Rn+1 tels que :

� < � < �'(x) +
nP
i=1

�i'i(x); 8x 2 X:

Par linéarité, on obtient que :

�'(x) +
nP
i=1

�i'i(x) = 0; 8x 2 X:

Par la suite � < 0 et on conclut en posant : �i = ��i=�:

3.5.3 Critère de densité

Corollaire 3.5.5 Soit F un sous-espace vectoriel de E non dense. Alors F est inclus dans

un hyperplan fermé de E.

Preuve. Soit x0 2 EnF : On applique le théorème de Hahn-Banach 3.5.4 avec A = F

(convexe fermé) et B = fx0g (convexe compact): Il existe donc � 2 R et f 2 E 0 tels

que : 8x 2 F ; f(x) < � < f(x0): Par la suite : f(�x) < �; 8x 2 F et � 2 R: Donc

f(x) = 0;8x 2 F: Mais f 6= 0E0 car f(x0) > f(x);8x 2 F: Donc F est inclus dans

l�hyperplan ker f i.e. F � ker f:

Remarque 3.5.2 Corollaire 3.5.5 peut être donné sous la forme suivante :

soit F � E un sous-espace vectoriel tel que F 6= E: Alors il existe f 2 E 0nf0E0g tel que

f(x) = 0;8x 2 F:
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Corollaire 3.5.6 Soit F un sous-espace vectoriel de E: Alors F est dense si et seule-

ment :

8f 2 E 0; f(x) = 0; 8x 2 F ) f(x) = 0; 8x 2 E ;

autrement dit : toute forme linéaire f 2 E 0 s�annulant sur F s�annule aussi sur E tout

entier.

Preuve. L�implication directe est claire, car si une application continue f s�annule sur

une partie dense de E est forcément nulle, en e¤et :

8x 2 E; il existe une suite (xn)n2N dans F telle que xn ! x: Si f s�annule sur F , alors on

obtient : 0 = f(xn)! f(x) i.e. f(x) = 0:

Montrons la réciproque par contraposition. Supposons que F est un sous-espace vectoriel

non dense de E. Alors le corollaire 3.5.5 assure l�existence d�une forme linéaire continue

non nulle f telle que F � ker f d�où le résultat.

3.6 Exercices

Exercice 3.1 Soit (E; d) un espace métrique complet. Toute partie de E qui est ouverte,

fermée, ou intersection d�un ouvert et d�un fermé est de Baire.

Solution. On sait déjà d�après proposition 3.1.1 que tout ouvert d�un espace de Baire

est de Baire. Soit A = 
 \ F une intersection d�un ouvert 
 et d�un fermé F: La partie

F , munie de la topologie induite, est aussi un espace métrique complet, donc de Baire.

L�ensemble A est un ouvert dans F; qui est de Baire, donc A est de Baire.

Exercice 3.2 Soit X un espace métrique complet et (Fn)n2N une suite de parties fermées

de X telle que [
n2N
Fn = X: Alors [

n2N

�
Fn est dense dans X.

Preuve. Le résultat de cet exercice est déjà donné par le théorème 3.1.3. Ici on présente

une autre méthode de démonstration. Posons Un = CXKn (le complémentaire de Kn)
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où Kn = Fnn
�
Fn: On remarque que l�intérieur de Kn est vide (car il est contenu dans

Kn\
�
Fn = ;). On déduit donc que Un est un ouvert dense dans X. Comme Fn = Kn[

�
Fn,

on obtient que :

X = [
n2N
Fn =

�
[
n2N
Kn

�
[
�
[
n2N

�
Fn

�
:

Par la suite [
n2N

�
Fn contient le complémentaire de [

n2N
Kn, c�est-à-dire \

n2N
Un, qui est par le

théorème de Baire dense. Donc [
n2N

�
Fn est dense dans X.

Exercice 3.3 Montrer que R n�est pas dénombrable.

Solution. Supposons que R est dénombrable. Alors R = [
x2R
fxg est une réunion dénom-

brable des fermés d�intérieur vide pour la topologie usuelle associée à la distance usuelle

d(x; y) = jx� yj : Comme (R; d) est complet, on déduit en appliquant le théorème de Baire

que

�z }| {
[
x2R
fxg =

�
R = ;: Contradiction avec le fait que

�
R = R:

On peut montrer ce résultat en utilisant les ouverts Rnfxg; avec x 2 R qui sont denses

dans R mais \
x2R
Rnfxg = ;:

Exercice 3.4 Soit (Un)n�0 une suite d�ouverts denses dans (R; j:j). Montrer que

U := \Un
n�0

n�est pas un ensemble dénombrable.

Solution. Supposons que U est dénombrable in�ni (le cas où U est �ni se traite de la

même manière). Il existe alors une application bijective ' de N dans U .:

Posons : Vn = Un � f'(n)g : Il est clair que Vn est encore un ouvert et dense dans R: Le

théorème de Baire nous assure que \
n�0

Vn est aussi dense dans R. Mais d�autre part on

a :

\
n�0

Vn = \
n�0

(Un � f'(n)g) = \
n�0

Un � [
n�0

f'(n)g = U � U = ;:

Contradiction.

Exercice 3.5 Utiliser proposition 3.1.4 pour montrer que : si E est un Banach qui admet

un système générateur dénombrable alors E est un espace de dimension �nie. Que peut-on

dire sur l�espace des fonctions polynômiales sur [0; 1]?
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Solution. Soit (vn)n�0 un système générateur de E: Posons En le sous espace vectoriel

engendré par fvk; k < ng : C�est un espace vectoriel de dimension �ni, donc un sous-

espace fermé de E (comme tout sous-espace de dimension �nie est fermé). Puisque (vn)n�0

est un système générateur de E, tout x 2 E s�écrit comme une somme �nie
P
k

�kvk, où

tous les scalaires �k, sauf un nombre �ni, sont nuls, donc x appartient à un En. Ce qui

signi�e que E est réunion des En. La proposition 3.1.4 assure que E est donc égal à l�un

des En, donc E est de dimension �nie.

Comme l�espace des fonctions polynômiales sur [0; 1] à valeurs réelles possède une base

algébrique dénombrable (système générateur dénombrable), il ne peut donc être muni

d�une norme qui le rend complet.

Exercice 3.6 Soit E l�espace des fonctions polynômiales sur [0; 1] à valeurs réelles, muni

de la norme kPk1 = sup jP (t)j ; t 2 [0; 1]: Posons Fn = fP 2 E; tel que degP � ng.

1. Montrer que Fn est fermé dans E et d�intérieur vide.

2. Notons que E = [
n2N

Fn; justi�er pourquoi le théorème de Baire n�est pas applicable.

Que peut-on en déduire ?

Solution.

1. Soit n 2 N. On remarque que Fn est un sous-espace vectoriel de dimension n + 1

de E, donc il est fermé (car tout sous-espace vectoriel de dimension �nie est fermé).

Supposons que Fn est d�intérieur non vide, alors :

il existe P0; il existe r > 0 tels que B(P0; r) � Fn; en particulier P0 + r
2
xn+1 2 Fn

(car
(P0 + r

2
xn+1)� P0


1 =

r
2
): Contradiction. Donc

�
Fn = ;:

2. Si le théorème de Baire est applicable on aurait E =
�
E =

�z }| {
[
n2N

Fn = ;. Contradiction.

On en déduit que (E; k�k1) n�est pas complet.

Exercice 3.7 Soit G un espace de Banach et soit A une partie de G. Supposons que,

pour tout f 2 G0, l�ensemble f(A) = ff(x); x 2 Ag est borné dans R. Montrer que le

sous-ensemble A est borné.
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Solution. On fait appel au théorème de Banach-Steinhaus avec E = G0, F = R et I = A:

Considérons (Ta)a2A une famille d�applications de L(G0;R) où, pour chaque a 2 A :

Ta(f) = f(a) pour tout f 2 G0:

L�hypothèse f(A) est borné est équivalente à :

8f 2 G0 : sup
a2A

jTa(f)j = sup
a2A

jf(a)j < +1:

Le théorème de Banach-Steinhaus implique que :

9C > 0; 8f 2 G0; 8a 2 A; jTa(f)j = jf(a)j � C kfkG0 :

Appliquons corollaire 3.5.3 on obtient :

8a 2 A; kak = sup
f2G0;kfkG0�1

jf(a)j � C:

Exercice 3.8 Soient E; F et G trois espaces vectoriels normés. On suppose que E ou

F est complet. Soit T : E � F ! G une application bilinéaire. Montrer que si T est

séparément continue i.e. les applications :

8x 2 E; Tx : y 2 F ! T (x; y) 2 G

8y 2 F; Ty : x 2 E ! T (x; y) 2 G

sont continues alors T est continue.

Solution.

Quitte à échanger E et F; supposons que F est complet. On considère maintenant la

famille d�applications linéaires continues (Tx)x2BE indexé sur la boule unité fermée de E.

On a alors :

� Pour tout x 2 BE, l�application Tx est dans L(F;G):

� Pour tout y 2 F; l�application x 2 E 7! Tx(y) = T (x; y) est linéaire continue et par la

suite elle est bornée sur la boule unitée BE :

8y 2 F; sup
x2BE

kTx(y)kG < +1:

Comme F est complet, le théorème de Banach-Steinhaus assure que :

9M � 0; kTxkL(F;G) �M; 8x 2 BE:

Ceci sign�e que :
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kT (x; y)kG �M kykF ; 8x 2 BE;8y 2 F:

Par la suite on obtient :

kT (x; y)kG �M kxkE kykF ; 8x 2 E; 8y 2 F;

ce qui donne la continuité de T .

Exercice 3.9 Soit E = C([0; 1];R) l�espace des fonctions continues sur [0; 1] à valeurs

dans R. Considérons les deux espaces normés X = (E; k:k1) et Y = (E; k:k1) où :

kfk1 = sup jf(t)j ; t 2 [0; 1]; kfk1 =
1R
0

jf(t)j dt:

On note I l�application identité de X dans Y .

1. Montrer que I est une application linéaire bijective et continue. Quelle est sa norme?

2. Montrer que l�application I�1 n�est pas continue.

(indication : utiliser la suite fn(t) = tn):

3. Sachant que X est un espace de Banach, déduire que l�espace normé Y n�est pas de

Banach.

Solution.

1. C�est évident que I est linéaire et bijective. De plus I est continue et kIkL(X;Y ) � 1,

en e¤et :

kI(f)k1 = kfk1 =
1R
0

jf(t)j dt �
1R
0

sup
t2[0;1]

jf(t)j dt = sup
t2[0;1]

jf(t)j = kfk1 :

Prenons maintenant f0 dé�nie par f0(t) = 1 on obtient :

kI(f0)k1 = kf0k1 = kf0k1 = 1.

Ceci montre que kIkL(X;Y ) = 1.

2. Comme I est bijective son inverse I�1 : Y = (E; k:k1) ! X = (E; k:k1) est bien

dé�ni. Supposons que I�1 est continue. Donc il existe C > 0 tel que :

8f 2 E; kfk1 = kI�1(f)k1 � C kfk1 :

Considérons la suite de fonctions de E dé�nie par fn(t) = tn. On a :

kfnk1 = 1 � C kfk1 = C 1
n+1

) C � n+ 1; 8n 2 N;
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ce qui est impossible: On déduit de cette contradiction que I�1 n�est pas continue.

3. Comme X est un espace de Banach, si Y était de Banach aussi on pourrait appliquer

le théorème d�isomorphisme de Banach et on aurait I�1 continue. Par la suite, Y

n�est pas complet i.e. n�est pas de Banach.

Exercice 3.10 Soit E = C([0; 1];R) l�espace des fonctions continues sur [0; 1], à valeurs

réelles et k:k une norme sur E; tels que (E; k:k) soit un espace de Banach. On pose

l�hypothèse suivante :

"Si fn; f 2 E tels que kfn � fk ! 0; alors fn(t)! f(t) pour tout t 2 [0; 1]:"

Montrer que les deux normes k:k et k:k1sont équivalentes.

Solution. Considérons l�application identité I : E1 = (E; k:k1) ! E2 = (E; k:k): Il est

clair que I est linéaire et bijective. On va appliquer le théorème du graphe fermé pour

montrer que I est continue. Considérons alors (fn; I(fn)) une suite du graphe de I

convergente vers (f; g) dans E1 � E2: Alors :

kfn � fk1 ! 0 et kI(fn)� gk = kfn � gk ! 0:

En utilisant la dé�nition de k:k1, on déduit de la première convergence que :

fn(t)! f(t); 8t 2 [0; 1]:

En utilisant l�hypothèse donnée dans l�énoncé, on obtient de la seconde convergence que :

fn(t)! g(t); 8t 2 [0; 1]:

L�unicité de la limite donne :

f(t) = g(t); 8t 2 [0; 1]; c�est-à-dire f = g = I(f);

ce qui prouve que le graphe de I est fermé. En appliquant le théorème du graphe fermé,

comme E1 et E2 sont des Banach, on déduit que I est continue. Alors :

9� > 0; 8f 2 E : kfk = kI(f)k � � kfk1 :

D�autre part, comme I est bijective, le théorème d�isomorphisme de Banach assure que

I�1 est continue. Donc :

9� > 0; 8f 2 E : kfk1 = kI�1(f)k1 � � kfk :

Par conséquence, les deux normes sont équivalentes.

84



Chapitre 3. Les Grands Théorèmes de l�Analyse Fonctionnelle

Exercice 3.11 Soit E et F deux espaces vectoriels topologiques et f : E ! F une ap-

plication linéaire. Prouver que f est ouverte si et seulement si elle ouverte en 0 (f est

ouverte en a si 8V 2 VE(a); f(V ) 2 VF (f(a)):

Solution.

Montrons l�implication directe. Soit V 2 VE(0) donc il existe un ouvert U de E tel que

0 2 U � V . De plus on a f(0) = 0 2 f(U) � f(V ) et f(U) est un ouvert de F car f est

une application ouverte alors f(V ) est bien un voisinage de 0 dans F i.e. f(V ) 2 VF (f(0)):

Véri�ons maintenant la réciproque. Soit U un ouvert de E et y 2 f(U): Donc il existe

x 2 U tel que y = f(x): Mais U � x 2 VE(0); donc f(U � x) 2 VF (0); d�après l�hypothèse,

ce qui donne que f(U) est un voisinage de y dans F: Comme y est élément quelconque de

f(U), on déduit que f est une application ouverte.

Exercice 3.12 Soit E et F deux espaces vectoriels normés et T une application linéaire

de E vers F . Notons par G(T ) le graphe de T .

1. Véri�er que si G(T ) est fermé alors G(T ) est un Banach.

2. Considérons f : G(T ) ! X l�application dé�nie par : f(x; Tx) = x: Veri�er que f

est continue et déduire par la suite que T est continue.

Solution.

1. Comme E et F sont des Banach alors leur produit E � F est aussi un espace de

Banach. Mais G(T ) est un sous-espace fermé dans l�espace complet E � F alors on

déduit d�après la proposition 2.1.6 que G(T ) est complet i:e: G(T ) est un Banach.

2. C�est claire que l�application f est linéaire et bijective. De plus, f est continue car :

kf(x; Tx)kE = kxkE � k(x; Tx)kG(T ) = k(x; Tx)kE�F :

Les hypothèses du théorème d�isomorphisme de Banach sont véri�és, donc on déduit

que : f�1 : X ! G(T ) est continue. Finalement on a :

kTxkF � kxkE + kTxkF = k(x; Tx)kE�F =
f�1(x) � f�1 kxkE :
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Ce qui montre que T est bien continue.

Exercice 3.13 Soit E et F deux espaces de Banach et T une application linéaire de E

vers F: On suppose que :

8f 2 E 0;8 (xn)n2N une suite de E; telle que xn ! 0) f(Txn)! 0: (3.5)

Montrer, en utilisant le théorème du graphe fermé, que T est continue.

Solution. Soit (xn)n2N une suite de E telle que (xn; Txn) converge vers (x; y) 2 X � Y:

On doit montrer que y = T (x).

On a : xn � x! 0: Il s�ensuit d�après l�hypothèse (3.5) que :

8f 2 E 0; f(T (xn � x))! 0:

Alors :

f(Txn)! f(Tx); 8f 2 E 0:

Comme f est continue, il s�ensuit que :

f( lim
n!+1

Txn) = f(Tx); 8f 2 E 0:

Sachant que lim
n!+1

Txn = y; on obtient que : f(y) = f(Tx); 8f 2 E 0: On déduit alors,

grâce au corollaire 3.5.4 que y = Tx: Le graphe de T est donc fermé. Comme E et F sont

des Banach, le théorème du graphe fermé assure que T est continue.

Exercice 3.14 Soit les espaces normésX = (C1([0; 1];R); k:k1) et Y = (C([0; 1];R); k:k1)

où kfk1 = sup jf(t)j ; t 2 [0; 1]: Considérons l�application linéaire T : X ! Y dé�nie par

T (f) = f 0; f 0 désigne la dérivée de f:

1. Montrer que le graphe de T est fermé.

2. Montrer que l�application T n�est pas continue.

3. Que peut-on déduire ?

Solution.
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1. Considérons (fn; f 0n)n2N une suite de G(T ) qui converge vers (f; g). Montrons que

g = f 0. On a :

fn(t)� fn(0) =

Z t

0

f 0n(s)ds, donc f(t)� f(0) =

Z t

0

g(s)ds:

Ce qui signi�e que g = f 0: Alors G(T ), le graphe de T; est bien fermé.

2. Supposons que T est continue, alors il existe C > 0 tel que kTfk1 � C kfk1 :

Prenons f(x) = xn: On obtient :

kTfk1 = kf 0k1 = knxn�1k1 = n � C kfk1 = C:

Contradiction. Donc T n�est pas continue.

Le théorème du graphe fermé n�est pas applicable, alors une de ses hypothèses n�est pas

véri�ée. Comme Y est un Banach, alors c�est X qui n�est pas un espace de Banach.

Exercice 3.15 Soit E et F deux espaces topologiques avec F séparé et f : E ! F une

application. Montrer que l�implication directe du théorème du graphe fermé reste vraie dans

ce cas.

Solution. Il s�agit de montrer que si f est continue alors son graphe G(f) est fermé. Pour

cela il su¢ t de montrer que CE�FG(f) le complémentaire de G(f) est un ouvert dans

E � F . Soit (x0; y0) =2 G(f), ceci entraine que y0 6= f(x0). Comme F est séparé, il existe

deux voisinages V et W de y0 et f(x0) repectivement tels que V \W = ;: D�autre part

puisque f est continue en x0, il existe un voisinage U de x0 tel que f(U) � W: Par la suite

f(U) \ V = ; et donc G(f) \ (U � V ) = ;. Il en résulte que U � V est un voisinage de

(x0; y0) dans E � F donc CE�FG(f) est un ouvert.

Exercice 3.16 Soit E un espace vectoriel normé et x0 2 E: Montrer qu�il existe f 2 E 0

telle que kfkE0 = kx0kE et f(x0) = kx0k
2
E :

Solution. Le résultat est trivial si x0 = 0E: Quand x0 6= 0E. Posons F = Rx0 et dé�nissons

sur F l�application L(�x0) = � kx0k2E ; 8� 2 R. L�ensemble F est un sous espace vectoriel
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de E et L 2 F 0: Le théorème de prolongement de Hahn-Banach assure l�existence de

f 2 E 0 tel que fjF = L donc f(x0) = kx0k2E et kfkE0 = kLkF 0 : Mais kLkF 0 = kx0kE car :

kLkF 0 = sup
y2F;y 6=0E

jL(y)j
kykF

= sup
�2R;�6=0

jL(�x0)j
k�x0kE

= sup
�2R;�6=0

j�j kx0k2E
j�j kx0kE

= kx0kE :

Donc kfkE0 = kx0kE :

Exercice 3.17 Soit E un espace vectoriel normé et soit K une partie convexe de E avec

0 2 K. On pose :

K1 = ff 2 E 0; 8x 2 K; f(x) � 1g et

K2 = fy 2 E; 8f 2 K1; f(y) � 1g :

Montrer que K = K2:

Solution. En remarque que les ensembles K1 et K2 sont fermés comme intersection

d�images réciproques de fermés par des applications continues. De plus K � K2 alors

K � K2: Si on suppose que K 6= K2; alors il existe y0 2 K2nK. Appliquons le théorème

de Hahn-Banach (forme géométrique) on obtient :

9f 2 E 0; f 6= 0E0 ;9� 2 R tels que : f(x) < � < f(y0); 8x 2 K:

Comme 0 2 K on a � > 0 et 8x 2 K; 1
�
f(x) < 1 donc 1

�
f 2 K1: Mais y0 2 K2 donc

1
�
f(y0) � 1: Contradiction, alors K = K2.

Exercice 3.18 Soit E et F deux espaces vectoriels normés, et soit L(E;F ) l�espace des

applications linéaires et continues de E dans F .

1. Soit x0 2 E tel que kx0kE = 1. Montrer qu�il existe f 2 E 0 tel que kfkE0 = 1 et

f(x0) = 1.

2. On suppose que L(E;F ) est complet. Considérons une suite de Chauchy (zn)n�1 dans

F , et dé�nissons la suite d�applications (Tn)n�1 par :

Tn(x) = f(x)zn; x 2 E; n � 1:

i) Véri�er que Tn 2 L(E;F ); pour tout n � 1:
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ii) Montrer que la suite (Tn)n�1 est de Cauchy dans L(E;F ):

iii) Déduire que la suite (Tn)n�1 converge vers une application T 2 L(E;F ):

3. Montrer que (zn)n�1 converge vers l�élément Tx0:

4. Que peut-on conclure ?

Solution.

1. Soit x0 2 E tel que kx0kE = 1. Le corollaire 3.5.2 assure l�existence de f 2 E 0 telle

que kfkE0 = 1 et f(x0) = kx0k i.e. f(x0) = 1:

2. i) Pour tout x; y 2 E; et tout �; � 2 | :

Tn(�x+ �y) = f(�x+ �y)zn = (�f(x) + �f(y))zn

= �f(x)zn + �f(y)zn = �Tn(x) + �Tn(y);

car f est linéaire. Il en résulte que Tn est linéaire.

L�application Tn est continue et kTnkL(E;F ) � kznkF : En e¤et, comme f est continue

et kfkE0 = 1 on a pour tout x 2 E et tout n � 1 :

kTn(x)kF = kf(x)znkF = jf(x)j kznkF

� kfkE0 kxkE kznkF � kznkF kxkE :

ii) Pour tout n;m � 1; n 6= m on a :

kTn � TmkL(E;F ) = sup
kxkE�1

kf(x)(zn � zm)kF

= kzn � zmkF sup
kxkE�1

jf(x)j = kzn � zmkF :

Comme (zn)n�1 est de Cauchy dans F , la suite (Tn)n�1 l�est également dans L(E;F ).

iii) Il découle que la suite (Tn)n�1 est convergente vers une application T 2 L(E;F )

car L(E;F ) est complet.

3. Posons : Tx0 = z: Comme f(x0) = 1, on alors :

kzn � zkF = kf(x0)zn � f(x0)zkF = kTnx0 � T (x0)kF

= k(Tn � T )x0kF � kTn � Tk
L(E;F )

kx0kE ! 0; n! +1:

On conclut que (zn)n�1 est donc convergente dans F vers z = Tx0 2 F: Par consé-

quent, l�espace F est complet.
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Chapitre 4

La Topologie Faible et la Topologie

Faible Étoile

Dans ce chapitre E désigne un R-espace de Banach. Il est muni de la topologie engendrée

par les boules ouvertes que l�on appellera la topologie forte. Cette topologie contient un

grand nombre d�ouverts, ce qui donne moins de compacts dans le cas de dimension in�nie.

Pour surmonter ce problème, nous devrons dé�nir une nouvelle topologie, plus faible, qui

contiendra plus de compacts. Toutefois, Il ne faudra pas supprimer trop d�ouverts a�n de

ne pas perdre trop de fonctions continues. On note par E 0 le dual topologique de E i.e.

l�espace des formes linéaires continues sur E.

4.1 La topologie faible

On dé�nera la topologie faible comme étant la topologie la moins �ne, i.e. celle avec le

moins d�ouverts, rendant continues tous les éléments de E 0: Autrement dit, la topologie

faible sur E est la topologie la moins �ne telle que toute forme linéaire continue, au sens

de la norme, reste continue.

L�avantage de la topologie faible est qu�elle contient plus de compacts que la topologie

forte dans le cas des espaces de dimension in�nie. Les compacts jouent un rôle important
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quand on cherche à établir des théorèmes d�existence.

Dé�nition 4.1.1 La topologie faible sur E, notée �(E;E 0), est la topologie la moins �ne

pour laquelle toutes les formes linéaires continues f 2 E 0 restent continues.

La topologie faible est construite de la manière suivante : en e¤et, celle ci doit au

minimum contenir tous les ensembles de la forme f�1(U) où U est un ouvert de R et

f 2 E 0: Si on choisit comme ouverts toutes les réunions quelconques d�intersections �nies

de tels ensembles, on construit une topologie. De plus cette topologie a le moins d�ouverts

parmi les topologies ayant les ensembles f�1(U) comme ouverts.

Remarque 4.1.1 Comme conséquence directe de la dé�nition de la topologie faible on

a¢ rme que les formes linéaires sur un Banach E qui sont continues pour la topologie

faible sont exactement les mêmes que celles qui sont continues en norme (i.e. pour la

topologie forte) c�est-à-dire les éléments de E 0.

Proposition 4.1.1 SoitX un espace topologique et ' une application deX vers (E; �(E;E 0));

alors ' est continue si et seulement si pour tout f 2 E 0; f � ' est continue sur X.

Preuve. Supposons que ' : X ! (E; �(E;E 0)) est continue. Par dé�nition, tout f 2 E 0

est continue pour (E; �(E;E 0)) alors par composition pour tout f 2 E 0; f � ' : X ! R

est continue.

Reciproquement, supposons que f � ' : X ! R soit continue pour tout f 2 E 0. Soit U un

ouvert de E pour �(E;E 0). Comme U est de la forme : U = [
j2J

\
i2Ij

f�1i (Wi) où chaque

Ij est �ni, fi 2 E 0 et Wi est un ouvert de R: On a alors :

'�1(U) = [
j2J

\
i2Ij

(fi � ')�1(Wi);

qui est bien ouvert car fi � ' est continue. Donc ' : X ! (E; �(E;E 0)) est continue.

Proposition 4.1.2 Une base de voisinages pour la topologie faible de x0 2 E est donnée

par les ensembles de la forme :

V = fx 2 E; jfi(x)� fi(x0)j < "; 8i = 1; � � � ; ng ;
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avec " > 0; n � 1 et f1; � � � , fn 2 E 0 arbitraires.

Proposition 4.1.3 La topologie faible est séparée.

Preuve. Soit x1; x2 2 E avec x1 6= x2:On veut construire V1 et V2 ouverts pour la topologie

faible tels que : x1 2 V1; x2 2 V2 et V1 \ V2 = ;: D�après le théorème de Hahn-Banach

(deuxième forme géométrique) ou directement d�après le corollaire 3.5.4 il existe f 2 E 0

telle que f(x1) 6= f(x2): Posons :

" =
jf(x1)� f(x2)j

4
; V1 = f�1(]f(x1)�"; f(x1)+"[) et V2 = f�1(]f(x2)�"; f(x2)+"[):

C�est-à-dire :

V1 = fx 2 E; jf(x)� f(x1)j < "g et V2 = fx 2 E; jf(x)� f(x2)j < "g :

On constate que V1 et V2 sont des ouverts pour la topologie faible �(E;E 0) et de plus

x1 2 V1; x2 2 V2 et V1 \ V2 = ;:

L�espace E peut être muni de deux topologies séparées di¤érentes :

1. La topologie forte associée à la norme de E.

2. La topologie "faible" notée �(E;E 0):

On rappelle que par construction, la topologie faible est moins �ne que la topologie

forte : tout ouvert (resp. fermé) pour la topologie faible est un ouvert (resp. fermé) pour

la topologie forte.

Proposition 4.1.4 En dimension �nie, les deux topologies coïncident.

Preuve. Suposons que E est de dimension �nie. Comme tout ouvert de la topologie faible

est un ouvert pour la topologie forte, il su¢ t de véri�er qu�un ouvert pour la topologie

forte est aussi un ouvert dans �(E;E 0):
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Soit U un ouvert de E pour la topologie forte et x0 2 U : On cherche à construire un

voisinage de x0 pour la topologie faible inclus dans U : Soit fe1; � � � ; eng une base de E et

soient les formes linéaires (continues) dé�nies par :

'j : E ! R

x = x1e1 + � � �+ xnen 7! xj

:

Comme toute les normes sont équivalentes sur E, on munit E par la norme :

kxk1 = max
1�j�n

jxjj = max
1�j�n

j'j(x)j :

Fixons r0 tel que la boule ouverte B(x0; r0) au sens de k�k1 soit contenue dans U : On a :

B(x0; r0) = fx 2 E; kx� x0k1 < r0g

=

�
x 2 E; max

1�j�n

��xj � x0j
�� < r0

�
=

�
x 2 E; max

1�j�n
j'j(x)� 'j(x0)j < r0

�
= fx 2 E; j'j(x)� 'j(x0)j < r0; i = 1; � � � ; ng :

Alors B(x0; r0) est bien un voisinage de x0 pour la topologie faible inclus dans U . On

conclut alors que U est un ouvert pour la topologie faible.

On note que dans le cas de dimension in�nie, la topologie faible est strictement plus

faible que la topologie forte : il existe des ouverts (resp. des fermés) pour la topologie forte

qui ne sont pas ouverts (resp. fermés) pour la topologie faible.

Proposition 4.1.5 En dimension in�nie, la boule unité ouverte B(0; 1) est d�intérieur

vide pour la topologie faible.

Preuve. Soit E un espace de Banach de dimension in�nie. Supposons par l�absurde que

l�intérieur de B(0; 1) pour la topologie faible n�est pas vide. Donc il existe x0 2 B(0; 1) et

V 2 �(E;E 0) tels que : x0 2 V � B(0; 1): On peut prendre V de la forme suivante :

V = fx 2 E ; jfi(x)� fi(x0)j < "; i = 1; � � � ; ng; où fi 2 E 0 pour i = 1; � � � ; n:
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Considérons maintenant l�application :

 : E ! Rn

x 7! (f1(x); � � � ; fn(x))
;

qui est linéaire et non injective puisque E est de dimension in�nie. Donc il existe

y0 2 En f0Eg tel  (y0) = 0. Par linéarité on déduit que jfi(x0 + �y0)� fi(x0)j = 0 < ";

pour tout � 2 R: Donc x0 + �y0 2 V; pour tout � 2 R: Contradiction avec le fait que V

est borné, car V � B(0; 1): Alors B(0; 1) est d�intérieur vide pour la topologie faible.

Cette proposition a¢ rme que B(0; 1) n�est pas ouverte pour la topologie faible. Ce

qui veut dire que la topologie forte contient plus d�ouverts que la topologie faible et que

les ouverts de la topologie faible en dimension in�nie ne sont pas bornés. De plus, par

passage au complémentaire, on déduit qu�en dimension in�nie la topologie forte contient

aussi plus de fermés que la topologie faible.

Le résultat suivant annonce que les ensembles convexes qui sont fermés fortement

restent fermés faiblement.

Proposition 4.1.6 Soit C un ensemble convexe de E. Alors C est fermé pour la topologie

faible �(E;E 0) si et seulement si il est fermé pour la topologie forte.

Preuve. L�implication directe est triviale. Montrons l�implication réciproque. Supposons

que C est un convexe fortement fermé et montrons que EnC est ouvert faiblement. Sup-

posons que C 6= E; sinon le résultat est trivial. Soit x0 2 EnC: Comme C est un convexe

fermé et fx0g est un convexe compact, le théorème de Hahn-Banach (forme géométrique,

deuxième version) assure l�existence de f 2 E 0 et � 2 R tels que :

8x 2 C; f(x) < � < f(x0):

L�ensemble f�1(]�;+1[) = fx 2 E; f(x) > �g est un ouvert pour �(E;E 0) qui contient

x0 et il est contenu dans EnC. Donc on déduit que EnC est un ouvert pour la topologie
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faible.

Proposition 4.1.7 Soit E un Banach et M un sous-espace vectoriel fermé de E pour la

topologie forte. La topologie faible �(M;M 0) coïncide avec la topologie induite par �(E;E 0)

sur M .

Preuve. Voir exercice 4.1.

On s�intéresse maintenant aux propriétés des suites convergentes au sens de la topo-

logie faible.

Dé�nition 4.1.2 Soit (xn)n2N une suite d�éléments de E et x 2 E:

1. On dit que la suite (xn)n2N converge fortement vers x 2 E (ou converge en norme)

si :

kxn � xkE ! 0 et on écrit xn ! x: L�élément x est appelé la limite forte de (xn)n2N:

2. On dit que la suite (xn)n2N converge faiblement vers x 2 E si elle converge pour la

topologie faible �(E;E 0) et on écrit xn * x. L�élément x est appelé la limite faible

de (xn)n2N:

En utilisant la dé�nition des voisinages faibles on obtient le résultat suivant :

Proposition 4.1.8 Soit (xn)n2N une suite d�éléments de E: Alors la suite (xn)n2N converge

faiblement vers x si et seulement si f(xn)! f(x); 8f 2 E 0:

Preuve. Par construction de la topologie faible, f 2 E 0 signi�e que f est continue pour

la topologie faible.

L�implication directe découle de la continuité de f , il est clair que si xn * x faiblement

alors f(xn)* f(x) qui est équivalent à f(xn)! f(x) car R est de dimension �nie.

Pour montrer la réciproque supposons que pour tout f 2 E 0; f(xn) ! f(x): Donc pour

tout " > 0 il existe Nf tel que pour tout n > Nf : jf(xn)� f(x)j < ":
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Soit U un voisinage de x dans la topologie faible. Donc il existe " > 0 et f1; f2; :::; fm tels

que V = fy 2 E ; jfi(y)� fi(x)j < "; i = 1; � � � ;mg et V � U et x 2 V:

Mais comme pour tout f 2 E 0; f(xn)! f(x) forcément il existe un N = maxNfi ;

i = 1; � � � ;m tel que pour tout n > N; xn 2 V � U : Donc pour tout voisinage de x dans

�(E;E 0) il existe un N tel que pour tout n > N; xn est dans ce voisinage. Donc xn * x:

On constate que la convergence faible dans un espace de Banach nécessite l�identi�-

cation de son dual.

Proposition 4.1.9 Soit (xn)n2N une suite d�éléments de E et (fn)n2N une suite d�élé-

ments de E 0: On a :

1. Si xn ! x fortement alors xn * x faiblement pour �(E;E 0):

2. Si xn * x faiblement pour �(E;E 0) alors kxnkE est bornée et kxkE � lim inf kxnkE :

3. Si xn * x faiblement pour �(E;E 0) et si fn ! f alors fn(xn)! f(x):

Preuve.

1. Si xn ! x fortement alors f(xn) ! f(x) pour toute application f continue. En

particulier f(xn) ! f(x) pour tout f 2 E 0: Par la suite xn * x faiblement pour

�(E;E 0) d0après proposition 4.1.8.

2. Pour tout n 2 N, on dé�nit l�application :

Tn : E 0 ! R

f 7! f(xn)
:

Il est clair que toutes les applications Tn sont linéaires, de plus elles sont continues,

en e¤et : jTn(f)j = jf(xn)j � kfkE0 kxnkE :

Le théorème de Banach-Steinhaus assure que la suite (Tn)n2N est bornée :

9C > 0; tel que 8n 2 N; 8f 2 E 0; jTn(f)j = jf(xn)j � C kfkE0 :

D�après le corollaire 3.5.3 du théorème de Hahn-Banach, on a :
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kxnkE = sup
f2E0;kfkE0�1

jf(xn)j :

Ceci permet de conclure que :

8n 2 N : kxnkE � C:

Passons à la limite dans l�inégalité jf(xn)j � kfkE0 kxnkE on obtient :

jf(x)j � kfkE0 lim inf kxnkE :

En appliquant encore une fois le corollaire 3.5.3, on trouve :

kxkE = sup
f2E0;kfkE0�1

jf(x)j � lim inf kxnkE :

3. On écrit fn(xn)� f(x) sous la forme suivante :

fn(xn)� f(x) = (fn(xn)� f(xn)) + (f(xn)� f(x)):

Comme xn * x faiblement on a bien lim
n!+1

(f(xn)� f(x)) = 0: De plus :

jfn(xn)� f(xn)j � kxnkE kfn � fkE0 :

La propriété 2. donne que kxnkE est bornée puisque (xn)n2N converge faiblement, on

déduit alors que : lim
n!+1

(fn(xn)� f(xn)) = 0 car fn ! f: Donc on obtient que :

lim
n!+1

(fn(xn)� f(x)) = 0:

Remarque 4.1.2 Lorsque E est de dimension �nie on a : xn * x si et seulement si

xn ! x i:e: la convergence faible est équivalente à la convergence forte.

On note qu�il existe des espaces de Banach de dimension in�nie où toute suite fai-

blement convergente est fortement convergente. Prenons comme exemple l�espace l1(R):

Rappelons que l1(R) est l�ensemble des suites réelles sommables :

l1(R) =
�
(xn)n2N 2 RN tel que

+1P
n=1

jxnj < +1
�

et l1(R) l�ensembles des suites réelles bornées. Les espaces l1(R) et l1(R) munis respec-

tivement de la norme kxk1 =
+1P
n=1

jxnj et kxk1 = sup
n2N

jxnj sont des Banach ; de plus

le dual topologique de l1(R) peut être identi�er à l1(R): Par la suite la topologie faible

�(l1(R); (l1(R))0) se note par �(l1(R); l1(R)):
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Théorème 4.1.1 (de Schur) Soit (xn)n2N une suite d�éléments de l1(R) est x 2 l1(R).

Alors la suite (xn)n2N converge fortement vers x si et seulement si (xn)n2N converge fai-

blement vers x.

Cette équivalence est vraie bien que la topologie faible sur l1(R) possède strictement

moins d�ouverts que la topologie forte, car on est en dimension in�nie.

Proposition 4.1.10 Soit E et F deux Banach et T : E ! F une application linéaire.

Alors T est continue de E vers F pour la topologie forte (des deux espaces) si et seulement

si T est continue de (E; �(E;E 0)) dans (F; �(F; F 0)) (pour la topologie faible des deux

espaces).

Preuve. Commençons par montrer l�implication directe. Suposons que T est continue

de E vers F pour la topologie forte. Soit 
 un ouvert de (F; �(F; F 0)) pour la topologie

faible. On veut montrer que T�1(
) est un ouvert de (E; �(E;E 0)) pour la topologie

faible: Supposons que 
 est de la forme : 
 = \
i2I
'�1i (�i) où I est �ni, 'i 2 F 0 et �i est

ouvert de R: Alors :

T�1(
) = \
i2I
T�1'�1i (�i) = \

i2I
('i � T )�1(�i):

Mais 'i �T : E ! R est linéaire et continue donc 'i �T 2 E 0 et par la suite T�1(
) est un

ouvert de (E; �(E;E 0)) (pour la topologie faible). Donc T est continue pour la topologie

faible.

A�n de montrer l�implication réciproque on va utiliser le théorème du graphe fermé.

En e¤et il su¢ t de montrer que le graphe de T est fermé pour la topologie forte. Soit

(xn; T (xn))n2N qui converge fortement vers (x; y) 2 E � F: En particulier xn ! x for-

tement alors xn * x faiblement. Comme T est continue pour la topologie faible on a

T (xn) * T (x): Mais T (xn) ! y; par la suite T (xn) * y: Comme la topologie faible est

séparée, on déduit que la limite est unique donc y = T (x): Par la suite le graphe de T est

fermé d�où la continuité de T pour la topologie forte.
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Remarque 4.1.3 L�application T doit être linéaire. Une application non linéaire continue

de E vers F pour la topologie forte (des deux espaces) n�est en générale pas continue de

E vers F pour la topologie faible (des deux espaces).

4.1.1 La convergence faible dans les espaces de Hilbert

Dé�nition 4.1.3 On dit que H est un espace de Hilbert si H est un R-espace vectoriel

muni d�un produit scalaire h�; �i (une forme bilinéaire symétrique et dé�nie positive) et

complet pour la norme k�kH :=
p
h�; �i associée au produit scalaire.

Dé�nition 4.1.4 Une famille fei; i 2 Ig d�éléments d�un espace de Hilbert H est dite

orthonormée si :

8i; j 2 I; hei; eji = �ij =

8><>: 1 si i = j;

0 si i 6= j:

Proposition 4.1.11 (Inégalité de Bessel) Si (ei)i2N est une suite orthonormée d�un

espace de Hilbert H alors :

8x 2 H;
P
i2N

jhx; eiij2 � kxkH :

Dans le cas où H est un espace de Hilbert, on peut identi�er son dual topologique H 0

avec H lui même grâce au théorème suivant :

Théorème 4.1.2 (de représentation de Riesz-Fréchet) Soit H un Hilbert. Alors pour

tout f 2 H 0, il existe un unique x 2 H tel que : f(y) = hy; xi ; 8y 2 H:

De plus kxkH = kfkH0 :

Ce théorème nous permet de simpli�er la dé�nition de la convergence faible dans le

cas d�un espace de Hilbert.

Proposition 4.1.12 Soient (xn)n2N une suite d�éléments d�un espace de Hilbert H et x

un élément de H. On dit que la suite (xn)n2N converge faiblement vers x si :

hy; xni ! hy; xi ; 8y 2 H:
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On sait que la convergence forte implique la convergence faible. En revanche la réci-

proque n�est pas vraie comme le montre l�exemple suivant :

Exemple 4.1.1 Prenons une suite orthonormée (en)n2N: Pour tout x 2 H; l�inégalité de

Bessel donne que : P
n2N

jhx; enij2 � kxkH :

Donc la série
P
n2N

jhx; enij2 converge, alors hx; eni ! 0 = hx; 0i ; pour tout x 2 H: Ce qui

implique, d�après la proposition précédente que en * 0; la suite (en)n2N converge faiblement

vers 0.

Si la suite (en)n2N converge fortement, elle devrait converger vers 0, mais

ken � 0kH = kenkH = 19 0:

Par conséquent, la suite ne converge pas fortement.

Proposition 4.1.13 Soit (xn)n2N et (yn)n2N deux suites d�éléments d�un espace de Hilbert

H et x, y deux éléments de H. On a alors :

i) (xn ! x et yn * y)) (xn; yn)! (x; y) :

ii) (xn * x et kxnkH ! kxkH)) kxn � xkH = 0:

Preuve. La propriété i) n�est qu�un résultat direct de la troisième propriété de la propo-

sition 4.1.9 et la proposition 4.1.12 qui donne une dé�nition équivalente de la convergence

faible en utilisant le produit scalaire.

A�n d�établir le point ii), il su¢ t d�écrire que :

kxn � xk2H = kxnk
2
H � 2 hx; xni+ kxk

2
H :

Puisque (xn)n2N converge faiblement vers x on a :

hx; xni ! hx; xi = kxk2H :

Cela donne ii).

En dimension �nie, toute suite bornée admet une sous-suite convergente grâce au

theorème de Riesz (compacité). On admet le théorème suivant, très utile en EDP, qui
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assure que cette propriété reste vraie pour la convergence faible dans le cas d�un espace

de Hilbert.

Théorème 4.1.3 (de compacité faible) Toute suite bornée d�un espace de Hilbert ad-

met une sous-suite qui converge faiblement.

Remarque 4.1.4 Les résultats présentés dans cette partie reste vrai c�est H est un espace

de Hilbert complexe.

4.2 La topologie faible étoile

Soit E un Banach. L�espace dual de E noté E 0 est aussi un Banach. On note E 00 l�ensemble

des formes linéaires continues sur E 0, qui est encore un espace de Banach. On l�appelle le

bidual de E. On peut munir E 0 de deux topologies séparées :

i) la topologie forte associée à la norme de E 0,

ii) la topologie faible sur E 0, notée �(E 0; E 00):

On a vu dans la section précédente que la deuxième topologie est en général moins

�ne que la première mais elle contient plus de compacts et de suites convergentes. On

cherche à munir E 0 d�une troixième topologie séparée de telle façon que la boule unité

fermée BE0(0; 1) devienne compacte même si E est de dimension in�nie.

Dé�nissons l�application suivante : à tout x 2 E on associe une forme �x linéaire sur

E 0 en posant :

�x : E 0 ! R

f 7! f(x)
:

On a :

8(x; f) 2 E � E 0 : j�x(f)j = jf(x)j � kfkE0 kxkE :
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Donc �x est une forme linéaire continue sur E 0 avec k�xkE00 � kxkE : D�après le corollaire

3.5.3, qui est une conséquenc du théorème de Hahn-Banach, on a :

kxkE = sup
L2E0;kLkE0=1

jL(x)j ;

ceci permet de déduire que k�xkE00 = kxkE :

On note J l�application dé�nie par :

J : E ! E 00

x 7! �x

:

Il est clair que l�application J est linéaire. De plus J est une isométrie (J conserve la norme)

i.e. kJ(x)kE00 = kxkE pour tout x2 E car kJ(x)kE00 = k�xkE00 = kxkE pour tout x 2 E:

Donc J est continue, i.e. J 2 L(E;E 00) et elle est bien injective, comme elle conserve la

norme. Par contre, si E est de dimension in�nie, J n�est pas nécessairement surjective. En

général, J(E) est un sous espace strict de E 00. À l�aide de l�injection canonique J on peut

identi�er E à J(E) � E 00:

Dé�nition 4.2.1 On appelle topologie faible étoile sur E 0; la topologie la moins �ne

pour laquelle toutes les applications �x restent continues. La topologie faible étoile se note

��(E 0; E) (ou tout simplement �(E 0; E)):

Remarque 4.2.1 Les formes linéaires sur E 0 qui sont continues pour la topologie faible

étoile sont exactement les �x pour x 2 E:

Notons que chaque �x est continue comme forme linéaire sur E 0 (pour la topologie

forte) par la suite �x 2 E 00. Ainsi �x est continue pour la topologie faible �(E 0; E 00): Par

dé�nition de la topologie faible étoile, on déduit alors que la topologie faible étoile est

moins forte que la topologie faible qui elle même est moins forte que la topologie forte.

La raison d�appauvrir ainsi les topologies est : plus une topologie est faible, moins elle

contient d�ouverts et plus elle possède de compacts.
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Remarque 4.2.2 Étant donné E un espace de Banach, E 0 peut être muni de trois topo-

logies di¤érentes (classées de la plus �ne à la moins �ne) :

1. la topologie forte associée à la norme de E 0;

2. la topologie faible sur E 0, notée �(E 0; E 00);

3. la topologie faible étoile sur E 0, notée ��(E 0; E):

Les ouverts de ��(E 0; E) sont du type : [
quelconque

\
finie

��1xi (Wi) où lesWi sont des ouverts

de R et les xi des éléments de E. Ceci nous permet de déduire le résultat suivant sur les

bases de voisinages pour la topologie faible étoile.

Proposition 4.2.1 Soit f0 un élément de E 0: Tout voisinage de f0 pour la topologie faible

étoile contient un ouvert de la forme :

Vf0 = ff 2 E 0; jf(xi)� f0(xi)j < "; i = 1; � � � ; ng

avec " > 0 et xi 2 E:

Remarque 4.2.3 Dans le cas où E est de dimension �nie les trois topologies (forte, faible

�(E 0; E 00), et faible étoile ��(E 0; E)) coïncident, en e¤et dimE = dimE 0 = dimE 00 et par

la suite �(E 0; E 00) = ��(E 0; E):

Proposition 4.2.2 La topologie faible étoile ��(E 0; E) est séparée.

Preuve. Soient f1 et f2 deux éléments de E 0 distincts. Il existe alors x 2 E tel que :

f1(x) 6= f2(x): Soit " =
jf1(x)�f2(x)j

4
: Posons :

Oi = ff 2 E 0; jf(x)� fi(x)j < "g = ��1x (]fi(x)� "; fi(x) + "[) i = 1; 2:

Il est clair queO1 etO2 sont deux ouverts de E 0 pour la topologie faible étoile qui véri�ent :

f1 2 O1; f2 2 O2 et O1 \ O2 = ;:

Donc la topologie faible étoile est bien séparée.

Notation : Soit (fn)n2N une suite d�éléments de E
0 et f 2 E 0. On note :

� convergence forte (en norme) : fn ! f;
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� convergence faible : fn * f;

� convergence faible étoile : fn
�
* f ou fn * f faible *.

Proposition 4.2.3 Soit (fn)n2N une suite d�éléments de E 0 et (xn)n2N une suite d�élé-

ments de E: On a les propriétés suivantes :

1. fn
�
* f pour ��(E 0; E) si et seulement si fn(x)! f(x); 8x 2 E:

2. Si fn ! f fortement alors fn * f faiblement pour �(E 0; E 00) et si fn * f faiblement

alors fn
�
* f pour ��(E 0; E):

3. Si fn
�
* f pour ��(E 0; E) alors kfnkE0 est bornée et kfkE0 � lim inf kfnkE0 :

4. Si fn
�
* f pour ��(E 0; E) et si xn ! x fortement alors fn(xn)! f(x) fortement:

Preuve. La preuve se fait d�une manière analogue, avec quelques di¤érences, à celles des

propositions 4.1.8 et 4.1.9 (voir exercice 4.5).

Remarque 4.2.4 Si fn
�
* f pour ��(E 0; E) (ou même si fn * f faiblement pour

�(E 0; E 0
0
)) et si xn * x pour �(E;E 0) on peut pas déduire que fn(xn)! f(x).

Proposition 4.2.4 Soit ' : E 0 ! R une application linéaire et continue pour la topologie

��(E 0; E). Alors, il existe x 2 E tel que : '(f) = f(x); 8f 2 E 0:

Théorème 4.2.1 SoitH un hyperplan de E 0 fermé pour le topologie faible étoile ��(E 0; E).

Alors il existe x 2 Enf0Eg et � 2 R tels que H est de la forme :

H = ff 2 E 0; f(x) = �g :

Preuve. La dé�nition d�un hyperplan de E 0 implique l�existence d�un ' 2 E 00 non nulle

et � 2 R tels que :

H = ff 2 E 0; '(f) = �g :

Fixons un f0 dans E 0nH. L�ensemble E 0nH est ouvert car H est fermé pour la topologie

faible étoile ��(E 0; E). Il existe donc x1; x2; : : : ; xn 2 E et " > 0 tels que :

V := ff 2 E 0; jf(xi)� f0(xi)j < "; 8i = 1; : : : ; ng � E 0nH:
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pour un " > 0: Posons W = V � f0; l�ensemble W n�est que :

W = fg 2 E 0; jg(xi)j < "; 8i = 1; : : : ; ng ;

qui est convexe et symétrique autour 0: Puisque ' est une application linéaire, on en

déduit que '(W ) est un intervalle de R symétrique autour 0: De plus cet intervalle est

borné sinon il contiendrait ��'(f0) et il existerait donc h 2 V tel '(h) = �; contradiction

avec le fait que V � E 0nH:

Finalement il existe donc C > 0 tel que :

8g 2 W; j'(g)j � C:

Fixons "0 > 0; l�inégalité précédente assure que :

8g 2 "0

C
W; j'(g)j � "0:

Donc ' est continue en 0 pour ��(E 0; E) et par la suite, comme il est linéaire, il est

continue sur E 0 pour ��(E 0; E). La proposition 4.2.4 assure l�existence de x 2 E tel que

'(f) = f(x) i.e. ' = �x:

Remarque 4.2.5 Dans le cas où J n�est pas surjective de E sur E 00; la topologie ��(E 0; E)

est strictement moins �ne que la topologie �(E 0; E 00): En e¤et, La topologie faible étoile

contient strictement moins de fermés que la topologie faible. À titre d�exemple l�hyperplan

H = ff 2 E 0; �(f) = �g avec � 2 E 00nJ(E) est fermé pour �(E 0; E 00) (par dé�nition)

mais n�est pas fermé pour ��(E 0; E) d�après le théorème précédent.

Le théorème fondamental suivant annonce que la topologie faible étoile rend compact

la boule unité fermée.

Théorème 4.2.2 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) La boule unité fermée de E 0 :

BE0 = ff 2 E 0; kfk � 1g

est compacte pour la topologie faible étoile ��(E 0; E). En particulier elle est fermée pour

��(E 0; E).

Remarque 4.2.6 L�importance de ce théorème et de la topologie faible étoile vient du fait
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que la boule unité fermée d�un espace normé de dimension in�nie n�est jamais compacte

pour la topologie forte.

4.3 Exercices

Exercice 4.1 Soit E un Banach et M un sous-espace vectoriel fermé de E pour la topo-

logie forte. Montrer que la topologie faible �(M;M 0) coïncide avec la topologie induite par

�(E;E 0) sur M .

Solution : Le sous-espace vectoriel M est un fermé d�un Banach, donc M est un Banach

aussi. Alors M peut être muni de la topologie faible �(M;M 0): Soit U un ouvert de la

topologie �(M;M 0): On peut toujours supposer que U est de la forme :

U = fx 2M; jfi(x� x0)j < "; i = 1; � � � ; ng (4.1)

avec x0 un élément de M , " > 0; fi 2 M 0 pour i = 1; � � � ; n: Le théorème de Hahn-

Banach permet de prolonger les fi en formes linéaires efi continues sur E. Donc on obtient
U =M \ V avec :

V =
n
x 2 E;

��� efi(x� x0)
��� < "; i = 1; � � � ; n

o
:

Mais V est un ouvert de �(E;E 0), alors U est un ouvert pour la topologie induite par

�(E;E 0) sur M:

Réciproquement, si V est un ouvert de �(E;E 0) qui contient x0 un élément deM , on peut

toujours supposer qu�il est de la forme :

V =
n
x 2 E;

��� efi(x� x0)
��� < "; i = 1; � � � ; n

o

106



Chapitre 4. La Topologie Faible et la Topologie Faible Étoile

avec " > 0; efi 2 E 0 pour i = 1; � � � ; n: Posons fi la restriction de efi àM . On a bien fi 2M 0

et V \M est donné par (4.1) donc V \M est un ouvert de �(M;M 0):

Exercice 4.2 Soit X et Y deux espaces de Banach et T : X ! Y une application linéaire

continue de X muni de la topologie faible dans Y muni de la topologie forte. Montrer qu�il

existe '1; '2; � � � ; 'n 2 X 0 tels que : \
1�j�n

ker'j � kerT:

Solution : Comme la boule unité fermée BY de Y est un voisinage de 0Y ; son image

réciproque par T est un voisinage de 0X dans X pour la topologie faible (car T (0X) = 0Y ).

Alors il existe un " > 0 et des formes linéaires continues '1; '2; � � � ; 'n 2 X 0 tels que

V";'1;'2;��� ;'n(0X) � T�1(BY ). Notons que :

V";'1;'2;��� ;'n(0X) = fx 2 X; j'j(x)j � "; 1 � j � ng

Puisque :

\
1�j�n

ker'j � V";'1;'2;��� ;'n(0X);

on obtient que :

\
1�j�n

ker'j � T�1(BY ).

Mais comme \
1�j�n

ker'j est un sous espace vectoriel de X, si x 2 \
1�j�n

ker'j on a

nécessairement tx 2 \
1�j�n

ker'j pour tout t 2 R. On obtient alors :

jtj kTxk = kT (tx)k � 1, 8t 2 R:

Cela n�est possible que si Tx = 0Y . Par conséquent \
1�j�n

ker'j � kerT .

Exercice 4.3 Sans utiliser le fait que la topologie faible est séparée, montrer que la limite

faible d�une suite, si elle existe, est unique.

Solution. Soit (xn)n2N une suite de E. Supposons que xn * x et xn * y avec x 6= y:

Ceci est équivalent à f(xn) ! f(x) et f(xn) ! f(y) pour tout f 2 E 0: Mais (f(xn))n2N

est une suite réelle qui converge dans R. Donc la limite est unique, c�est-à-dire f(x) = f(y)

pour tout f 2 E 0: D�autre part le corollaire 3.5.4 assure l�existence d�un f0 2 E 0 tel que

f0(x) 6= f0(y) car x 6= y: Contradiction:
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Exercice 4.4 Montrer que si E est de dimension �nie. Alors la convergence faible d�une

suite est équivalente à la convergence forte (sans prendre en considération que la topologie

faible et forte coïncident dans le cas de dimension �nie).

Solution. Soit (xn)n2N une suite d�éléments de E: Supposons que xn * x faiblement dans

E et que dimE = k. Soit fe1; e2; � � � ; ekg une base quelconque de E. Alors 9�(n)i 2 R,

i = 1; � � � ; k et 9�i 2 R, i = 1; � � � ; k tels que :

xn = �
(n)
1 e1 + �

(n)
2 e2 + � � �+ �

(n)
k ek et x = �1e1 + �2e2 + � � �+ �kek:

Comme f(xn) ! f(x) pour tout f 2 E 0. On peut prendre en particuliers f1; f2; � � � ; fk

dé�nis par : fi(ei) = 1 et fi(em) = 0 si m 6= i: Alors : fi(xn) = �
(n)
i et fi(x) = �i: Le fait

que fi(xn)! fi(x) implique que �
(n)
i ! �i dans R: Par la suite :

kxn � xk =


kX
i=1

�
�
(n)
i � �i

�
ei

 �
kX
i=1

����(n)i � �i

��� keik :
Passons à la limite on obtient que lim

n!+1
kxn � xk = 0, ce qui veut dire que la suite (xn)n2N

converge fortement.

Exercice 4.5 Soit (fn)n2N une suite d�éléments de E 0 et (xn)n2N une suite d�éléments de

E: Sachant que fn
�
* f pour ��(E 0; E) si et seulement si fn(x)! f(x); 8x 2 E: Montrer

les propriétés suivantes :

1. Si fn ! f fortement alors fn * f faiblement pour �(E 0; E 00) et si fn * f faiblement

alors fn
�
* f pour ��(E 0; E):

2. Si fn
�
* f pour ��(E 0; E) alors kfnkE0 est bornée et kfkE0 � lim inf kfnkE0 :

3. Si fn
�
* f pour ��(E 0; E) et si xn ! x fortement alors fn(xn)! f(x) fortement:

Solution.
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1. La première implication est déjà établie dans le cours. Maintenant, si fn * f alors

pour tout � 2 E 00 on a �(fn) ! �(f): Prenant � = �x avec x 2 E; on trouve que

fn(x)! f(x) d�où fn
�
* f .

2. On suppose que fn
�
* f pour ��(E 0; E): Alors pour tout x 2 E; la suite (fn(x))

n2N

converge donc bornée. Le théorème de Banach-Steinhauss implique que (fn)n2N est

bornée. Puisque, pour tout x 2 E, on a :

jfn(x)j � kfnkE0 kxkE :

Passons à la limite inf; on trouve :

jf(x)j � (lim inf kfnkE0) kxkE :

Utilisons la dé�nition de la norme k�kE0 on obtient :

kfkE0 � lim inf kfnkE0 :

3. On écrit :

fn(xn)� f(x) = (fn � f)(x) + fn(xn � x):

Le premier terme tend vers 0 car fn
�
* f . Puisque la suite (fn)n2N est bornée et

kxn � xkE tend vers 0, le deuxième terme tend aussi vers 0 d�où le résultat.

Exercice 4.6 Soient E un espace de Banach, E 0son dual et (xn)n2N une suite de E. On

suppose que pour tout f 2 E 0; (f(xn))n2N est une suite de Cauchy.

1. Montrer que la suite (xn)n2N est bornée.

2. Supposons de plus que, qu�il existe une sous suite
�
x'(n)

�
n2N qui converge faiblement

vers y 2 E. Montrer que la suite (xn)n2N converge faiblement dans E vers y.

Solution.

1. Soit f 2 E: La suite (f(xn))n2N est une suite de Cauchy dans l�espace complet R

donc convergente. Ceci implique que la suite (f(xn))n2N est bornée :

sup
n2N

jf(xn)j < +1:

Le théorème de Banach-Steinhauss implique que :
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sup
n2N

 
sup

f2E0;kfk�1
jf(xn)j

!
< +1:

Un des corollaires de Hahn-Banach nous donne que :

sup
f2E0;kfk�1

jf(xn)j = kxnk :

La relation précédente devient donc :

sup
n2N

(kxnk) < +1:

2. La relation de la convergence faible x'(n) * y est équivalente à :

8f 2 E 0; f(x'(n))! f(y):

La suite numérique (f(xn))n2N est de Cauchy et elle admet une sous suite convergente

vers f(y): On en conclut que :

8f 2 E 0; f(xn)! f(y)

ce qui signi�e que la suite (xn)n2N converge faiblement dans E vers y.
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Chapitre 5

Espaces Ré�exifs et Espaces

Séparables

Les espaces ré�exifs et les espaces séparables constituent des classes importantes des es-

paces de Banach ; ils possèdent des propriétés bien utiles. En e¤et les espaces ré�exifs ont

une sorte de compacité. Cela permet de montrer l�existence d�une solution pour certains

problèmes de minimisation.

5.1 Espaces ré�exifs

On note J l�application dé�nie par :

J : E ! E 00

x 7! �x

; où
�x : E 0 ! R

f 7! f(x)
:

On a vu dans le chapitre précédent que J 2 L(E;E 00) et qu�elle est injective. Par contre,

si E est de dimension in�nie, J n�est pas nécessairement surjective. En général, J(E) est

un sous espace strict de E 00. À l�aide de l�injection canonique J on peut identi�er E à

J(E) � E 00: Dans le cas où J est surjective on dit que E est ré�exif.
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Dé�nition 5.1.1 Soit E un espace de Banach et soit J l�injection canonique de E dans

E
00
. On dit que E est ré�exif si J(E) = E 00 i:e: si J est surjective.

Remarque 5.1.1 C�est évident que les espaces de dimension �nie sont ré�exifs. En e¤et,

on a dimE = dimE 0 = dimE 00 et dimker J+dim J(E) = dimE mais J est injective donc

automatiquement J est surjective.

Exemples : On va voir dans ce chapitre que :

1. Tout espace de Hilbert est ré�exif .

2. Pour 1 < p < +1 l�espace LP (
) est ré�exif.

Lorsque E est ré�exif, les espaces E et E 00 sont identi�és implicitement à l�aide de

l�isomotrie surjective (isomorphisme) J . On confond chaque ' 2 E 00 avec l�unique x 2 E

tel que ' = J(x) = �x: De plus, la topologie faible �(E 0; E 00) et la topologie faible étoile

��(E 0; E) coïncident dans ce cas.

Remarque 5.1.2 La dé�nition de la ré�exivité dépend de l�isomorphisme J . Si on trouve

que E et E 00sont identi�és par un autre isomorphisme di¤érent de J , ça n�implique pas

que E est ré�exif.

L�importance fondamentale de la ré�exivité provient d�un résultat de compacité pour

la topologie faible donné par Kakutani. Avant de présenter ce résultat et sa démonstration,

nous aurons besoin des lemmes suivants, qu�on va les énoncés sans démonstration. Dans

la suite, on note par BE (resp. BE00) la boule unité fermée de E (resp. de E 00):

Lemme 5.1.1 Le Banach E est ré�exif si et seulement si J(BE) = BE00.

Preuve. Voir exercice 5.1.

Lemme 5.1.2 (de Goldstine) Soit E un espace de Banach. Alors J(BE) est dense dans

BE00 pour la topologie faible étoile ��(E 00; E 0):
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On présente maintenant le théorème de Kakutani, qui donne une caractérisation im-

portantes des espaces ré�exifs.

Théorème 5.1.1 (de Kakutani) Soit E un espace de Banach. Alors E est ré�exif si et

seulement si la boule unité fermée de E :

BE = fx 2 E; kxk � 1g

est compacte pour la topologie faible �(E;E 0) (i:e: BE est faiblement compacte).

Preuve. Montrons l�implication directe. Suposons que E est ré�exif. D�après lemme 5.1.1

on a J(BE) = BE00 et il découle du théorème de Banach-Alaoglu que BE00 est compacte

pour la topologie faible étoile ��(E 00; E 0): Mais J�1 est continue de (E 00; ��(E 00; E 0)) vers

(E; �(E;E 0)) (voir exercice 5:2): Donc BE = J�1(BE00) est compacte pour la topologie

faible �(E;E 0).

Réciproquement, supposons queBE est compacte pour la topologie faible �(E;E 0): Puisque

J : E ! E 00 est continue pour la topologie forte, elle est aussi continue de (E; �(E;E 0))

dans (E 00; �(E 00; E 000)) (voir chapitre 3). Mais (E 00; ��(E 00; E 0)) est moins �ne que (E 00; �(E 00; E 000)),

alors J est continue de (E; �(E;E 0)) dans (E 00; ��(E 00; E 0)). Il s�ensuit alors que J(BE) est

compact pour ��(E 00; E 0) donc fermé. Mais le lemme de Goldstine assure que J(BE) est

dense dans BE00 pour ��(E 00; E 0). Donc J(BE) = BE00. Le lemme 5.1.1 assure que E est

ré�exif.

Présentons maintenant quelques propriétés des espaces ré�exifs qui découlent du théo-

rème de Kakutani.

Corollaire 5.1.1 Soit E un espace de Banach ré�exif et M � E un sous espace vectoriel

fermé de E. Alors M muni de la norme de E est aussi un Banach ré�exif.

Preuve. Le sous-espace vectoriel M est un Banach et �(M;M 0) n�est que la topologie

induite par �(E;E 0) surM (voir le chapitre précédent). De plusM est un convexe (carM

est un sous espace vectoriel) fermé pour la topologie forte donc il est aussi fermé pour la

topologie faible �(E;E 0). La boule unité fermée BM deM n�est que : BM =M \BE et BE
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d�après le théorème de Kakutani est compacte pour �(E;E 0) car E est ré�exif. Donc BM

est compacte pour la topologie induite par �(E;E 0) surM (un fermé dans un compact est

compact), alors pour �(M;M 0). En appliquant le théorème de Kakutani, on déduit que

M est ré�exif.

Avant de donner un résultat qui relie la ré�exivité de E avec celle de son dual, donnons

le lemme suivant :

Lemme 5.1.3 Soit E1; E2 deux Banach et T 2 L(E1; E2) bijective. Alors E1 est ré�exif

si et seulement si E2 est ré�exif.

Théorème 5.1.2 Soit E un espace de Banach. Alors E est ré�exif si et seulement si son

dual E 0 est ré�exif.

Preuve. Supposons que E est ré�exif. Alors la topologie faible �(E 0; E 00) et la topologie

faible étoile ��(E 0; E) coïncident. Par la suite le théorème de Banach Alooglu-Bourbaki

assure que la boule unité fermée BE0 est compacte pour la topologie faible étoile ��(E 0; E).

Il résulte qu�elle est aussi pour le topologie faible �(E 0; E 00). Le théorème de Kakutani

implique alors que E 0 est ré�exif.

Réciproquement, supposons que E 0 est ré�exif. D�après ce qui précède son dual E 00 est

ré�exif. Mais J(E) est un sous-espace vectoriel fermé de E 00 pour la topologie forte. Le

corollaire 5.1.1 implique que J(E) est ré�exif. En�n comme J est linéaire, continue et

bijective de E sur J(E), le lemme 5.1.3 assure la ré�exivité de E.

5.2 Espaces uniformément convexes

Dans cette section, on présente l�uniforme convexité, qui sera un outil explicite pour assurer

la ré�exivité.

Dé�nition 5.2.1 Un espace de Banach E est dit uniformément convexe si :

8" > 0;9� > 0 tels que : (x; y 2 E; kxk � 1; kyk � 1 et kx� yk > "))
�x+ y

2

 < 1� �

�
:

114



Chapitre 5. Espaces Ré�exifs et Espaces Séparables

Remarque 5.2.1 On peut véri�er que si :

8" > 0;9� > 0 tels que : (x; y 2 E; kxk = 1; kyk = 1 et kx� yk > "))
�x+ y

2

 < 1� �

�
;

alors E est uniformément convexe.

Exemples :

i) L�espace Rn muni de la norme euclidienne k�k2 est uniformément convexe. Par contre,

Rn muni de k�k1 ou k�k1 ne l�est pas.

Cet exemple a¢ rme que l�uniforme convexité dépend de la norme choisie et qu�elle n�est

pas stable par passage à une norme équivalente.

ii) Tout espace de Hilbert (H; h�; �i) est un espace uniformément convexe pour la norme

assoiciée au produit scalaire k�k =
p
h�; �i: En e¤et, d�après l�identité du parallélo-

grame : a+ b

2

2 + a� b

2

2 = 1

2

�
kak2 + kbk2

�
; 8a; b 2 H;

On obtient que :

8" > 0; x; y 2 E; kxk < 1; kyk < 1 et kx� yk > " on a

x+ y

2

2 < 1� "2

4

et par la suite : x+ y

2

 < 1� � avec � = 1� (1� "2

4
)
1
2 :

iii) Pour 1 < p < +1 les espaces lp(R) et LP (
) sont uniformément convexes (pour leurs

norme usuelle).

iv) Les espaces l1(R); l1(R), L1 (
) et L1 (
) ne sont pas uniformément convexes.

Théorème 5.2.1 Soit E un espace uniformément convexe. Soit (xn)n2N une suite d�élé-

ments de E telle que xn * x pour la topologie faible �(E;E 0) et lim sup kxnk � kxk. Alors

xn ! x fortement.
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Preuve. Dans le cas où x = 0E le résultat est évident.

Supposons que x 6= 0E: On introduit :

�n = max (kxnk ; kxk) ; yn = ��1n xn et y = kxk�1 x:

Ceci donne que :

�n ! kxk ; kynk � 1; kyk = 1 et kynk ! kyk :

Pour montrer que xn ! x fortement, il su¢ t de montrer que yn ! y dans E puisque

kxn � xk = k�nyn � kxk yk.

Par absurde supposons que (yn)n2N ne converge pas fortement vers y. Alors, on a :

yn; y 2 BE et kyn � yk � " > 0 implique
yn+y

2

 � 1� �; pour un � > 0 ;

car E est uniformément convexe.

D�autre part, puisque yn+y
2

* y implique :

kyk � lim inf
yn + y

2

 et lim sup

yn + y

2

 � 1

2
lim(kynk+ kyk) = kyk ;

Donc
yn+y

2

! kyk ; contradiction avec le fait que kyk = 1 et que
yn+y

2

 � 1� �.

Ceci nous permet de déduire que kyn � yk ! 0 et par la suite que kxn � xk ! 0:

Le résultat suivant présente un critère explicite garantissant la ré�exivité.

Théorème 5.2.2 Un espace de Banach uniformément convexe est ré�exif.

Exemple : Comme tout espace de Hilbert est un espace uniformément convexe, on déduit

que tout espace de Hilbert est ré�exif.

5.3 Espaces séparables

Dé�nition 5.3.1 On dit que l�espace topologique E est séparable s�il possède une partie

D � E dénombrable et dense dans E.

Exemples :
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1. Les espaces R et C sont séparables (le sous-ensemble Q est dénombrable et dense

dans R; l�ensemble fx+ iy; x; y 2 Qg est dénombrable et dense dans C).

2. Tout espace normé de dimension �nie est séparable : si E est un espace vectoriel de

dimension �nie sur R et si fe1; e2; � � � ; eng est une base de E, l�ensemble dénombrable

D = f�1e1 + �2e2 + � � �+ �nen; �i 2 Q pour i = 1; : : : ; ng est dense dans E.

3. Les espaces Lp(
) sont séparables pour 1 � p < 1, par contre L1(
) n�est pas

séparable:

Le résultat suivant est utille pour monter la séparabilité de certains espaces vectoriels

normés.

Lemme 5.3.1 Soient E un |-espace vectoriel normé, (xn)n2N une suite d�éléments de E

et notons par F le sous-espace vectoriel engendré par (xn)n2N. Supposons que F soit dense

dans E. Alors E est séparable.

Preuve. Notons par L0 l�espace vectoriel sur Q engendré par la suite (xn)n2N. On peut

véri�er que L0 est dénombrable et que L0 est un sous-ensemble dense de F . Par conséquent

L0 est dense dans E, ce qui montre que E est séparable.

Proposition 5.3.1 Soit E un espace métrique séparable et soit A une partie de E. Alors

A est également séparable.

Preuve. Si D � E est dénombrable et dense dans E, alors D \ A est dénombrable et

dense dans A:

Proposition 5.3.2 Le produit d�une famille dénombrable d�espaces métriques séparables

est séparable.

Preuve. Soit (Xn)n2N une famille dénombrable des espaces métriques séparables et

X = �
n2N

Xn l�espace produit. Pour tout n 2 N, soit Dn une partie dénombrable dense dans

Xn. Soit a = (an)n2N un point de X; posons Ap =
p

�
n=0

Dn �
1
�

n=p+1
fang pour p 2 N. L�en-

semble A =
1
[
p=0
Ap est alors dénombrable (comme le produit d�une famille �nie d�ensembles
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dénombrables est un ensemble dénombrable et la réunion d�une famille dénombrable d�en-

semble dénombrable est un ensemble dénombrable). De plus l�ensemble A est dense dans

X, car tout ouvert élémentaire non vide sécrit
p

�
n=0
On �

1
�

n=p+1
Xn; On ouvert de Xn;

et recontre A. Donc X est séparable.

Remarque 5.3.1 Il découle de ce résultat que Rn et Cn sont séparables.

Proposition 5.3.3 Tout espace métrique compact est séparable.

Preuve. Supposons que (E; d) est un espace métrique compact. Soit n � 1 un entier,

l�espace E est recouvert par les boules ouvertes B(x; 1
n
); x 2 E: On peut extraire un

sous-recouvrement �ni, ce qui sign�e que :

9xn1 ; xn2 ; : : : ; xnkn 2 E telque : E =
kn[
k=1

B(xnk ;
1

n
):

Posons : D = fxnk ; k = 1; : : : ; kn; n � 1g :

L�ensemble D est une union dénombrable d�ensembles �nis, donc dénombrable. De plus,

la partie D est dense dans E, en e¤et :

8x 2 E; 8" > 0;9n � 1 tel que 1
n
� " et 9xni 2 D tel que x 2 B(xni ;

1

n
):

Donc d(x; xni ) � ": On conclut que l�espace E est bien séparable.

Théorème 5.3.1 Soit E un espace de Banach. Si son dual E 0 est séparable alors E est

séparable aussi.

Preuve. Soit (fn)n2N une suite dénombrable dense dans E
0. Pour tout n 2 N, soit

xn 2 E �xé tel que kxnk = 1 et jfn(xn)j � 1
2
kfnkE0. Posons :

D =

(P
k�1

�kxk; �k 2 Q
)
:

On note que D est dénombrable. Montrons maintenant que D est dense dans E. Comme

D est dense dans le sous-espace vectoriel :
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G =

(P
k�1

�kxk; �k 2 R
)
;

il su¢ t de véri�er que G est dense dans E: D�après le critère de densité donné par corollaire

3.5.6, il su¢ t de montrer que toute forme linéaire s�annulant sur G est nulle. Soit f 2 E 0

tel que f(x) = 0;8x 2 G: La densité de (fn)n2N dans E implique que :

8" > 0; 9n 2 N : kf � fnkE0 � "
3
:

Donc :

jf(xn)� fn(xn)j = jfn(xn)j � 1
2
kfnkE0 = 1

2
kfnkE0 kxnk :

Alors :

kf � fnkE0 � 1
2
kfnkE0 ) kfnkE0 � 2"

3
:

Par la suite :

kfkE0 � kf � fnkE0 + kfnkE0 � 2"
3
+ "

3
= ":

On déduit alors kfkE0 = 0 ce qui veut dire que f = 0E0 :

Remarque 5.3.2 La réciproque n�est pas toujours vraie. La séparabilité de E n�implique

pas nécessairement celle de E 0. En e¤et, on va voir dans la section suivante que l�espace

L1(
) est séparable mais son dual L1(
) ne l�est pas.

Dans le cas où E est séparable et ré�exif, on a l�équivalence suivante :

Corollaire 5.3.1 Soit E un Banach. Alors E est ré�exif et séparable si et seulement si

E 0 est ré�exif et séparable.

Preuve. i) On sait que si E 0 est ré�exif alors E l�est aussi (voir théorème 5.1.2) et si E 0

est séparable alors théorème 5.3.1 assure que E l�est également.

ii) Montrons maintenant l�implication directe. Supposons que E est ré�exif et séparable.

Alors E 00 = J(E) est ré�exif séparable car E
00
est identi�é à E et donc d�après i) E 0 aussi.

Théorème 5.3.2 Soit E un espace de Banach séparable. Alors il existe une distance d

dé�nie sur BE0 et telle que la topologie associée à d et la topologie induite par ��(E 0; E)
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sur BE0 coïncident. On dit que la boule unité fermée BE0 de E 0 est métrisable pour la

topologie faible étoile.

Preuve. Comme E est séparable, il existe un sous ensemble (xn)n2N dénombrable dense

dans BE: Pour f; g 2 BE0 on dé�nit :

d(f; g) =
1P
n=0

2�n jg(xn)� f(xn)j :

C�est claire que d est à valeurs dans R+; de plus comme kxnk � 1 on peut véri�er que d

est une distance sur E 0. Montrons maintenant que la topologie associée à d coïncide avec

la topologie induite par ��(E 0; E) sur BE0 :

a) Soit f0 2 BE0 et V un voisinage de f0 pour ��(E 0; E). Montrons qu�il existe une boule

ouverte centrée en f0 pour la distance d, c�est-à-dire qu�il existe r > 0 tel que :

U = ff 2 BE0 ; d(f; f0) < r g � V:

Supposons que V est de la forme :

V = ff 2 BE0 ; jf(yi)� f0(yi)j < "; i = 1; � � � ; kg

avec kyikE � 1, pour i = 1; � � � ; k: La densité de la suite (xn)n2N dans BE assure qu�il

existe pour tout i = 1; � � � ; k un entier ni tel que : kyi � xnik < "
4
:

Choisissant r > 0 tel que 2nir < "
2
: Prenons :

U = ff 2 BE0 ; d(f; f0) < rg :

Alors on a pour tout f 2 U et i = 1; � � � ; k :

jf(yi)� f0(yi)j � jf(yi)� f(xni)j+
��f(xni)� f0(xni )

��+ jf0(xni)� f0(yi)j

<
"

4
+ 2nir +

"

4
< ":

Donc f 2 V; i:e: U � V:

b) Réciproquement, soit f0 2 BE0 et �xons r > 0: On cherche à montrer que

U = ff 2 BE0 ; d(f; f0) < rg
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est un voisinage de f0 pour ��(E 0; E): On a pour k 2 N :

d(f; f0) =

kX
n=0

2�n jf(xn)� f0(xn)j+
1X

n=k+1

2�n jf(xn)� f0(xn)j :

Prenons k de tel sorte que 2k�2r > 1 et dé�nissons V par :

V =
�
f 2 BE0 ; jf(xi)� f0(xi)j < r

4
; i = 1; � � � ; k

	
:

L�ensemble V est bien un ouvert pour la topologie induite pour ��(E 0; E) de plus f 2 V

implique que :

d(f; f0) �
r

4

kX
n=0

2�n + 2

1X
n=k+1

2�n <
r

2
+

1

2k�1
< r:

Donc f 2 U; i:e: V � U:

Remarque 5.3.3 L�espace entier E 0 n�est jamais métrisable pour ��(E 0; E) sauf en di-

mension �nie.

Le résultat suivant se montre d�une manière analogue au théorème 5.3.2.

Théorème 5.3.3 Soit E un espace de Banach tel que E 0 soit séparable. Alors BE est

métrisable pour la topologie faible �(E;E 0):

Le théorème 5.3.2, qui donne un résultat de métrisabilité de la topologie faible étoile

sur les bornés, combiné avec le théorème de Banach-Aloaglu-Bourbaki donne le résultat

suivant :

Corollaire 5.3.2 Soit E 0 un Banach séparable et soit (fn)n2N une suite bornée de E
0:

Alors (fn)n2N admet une sous-suite qui converge pour la topologie ��(E 0; E):

Le théorème suivant donne un résultat similaire dans le cas où E est ré�exif.

Théorème 5.3.4 Si E est un espace de Banach ré�exif alors de toute suite bornée (xn)n2N

de E on peut extraire une sous suite qui converge pour la topologie faible �(E;E 0):
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Preuve. Soit vectfxn; n 2 Ng le sous-espace engendré par les xn et notons

M = vectfxn; n 2 Ng: Le corollaire 5.1.1 donne que M est ré�exif donc d�après le théo-

rème de Kakutani BE est compact pour la topologie �(M;M 0): D�autre part M est sé-

parable par construction, alors M 0 est séparable. On déduit alors, d�après théorème 5.3.3

que BE est métrisable pour la topologie �(M;M 0): En utilisant le théorème de Bolzano-

Weiestrass on obtient qu�il existe une sous-suite qui converge pour �(M;M 0) et donc elle

converge aussi pour la topologie �(E;E 0):

Remarque 5.3.4 On note qu�un espace topologique (général) dans lequel toute suite ad-

met une sous-suite convergente n�est pas nécessairement compact et que dans le cas d�un

espace topologique compact on peut trouver des suites qui ne possèdent aucune sous-suite

convergente. Mais si E est un espace métrique le théorème de Bolzano-Weiestrass a¢ rme

que E est compact si et seulement toute suite possède une sous-suite convergente.

On admet le résultat suivant :

Théorème 5.3.5 (d�Eberlein-�mulian) Si K est une partie faiblement compacte dans un

espace de Banach E, alors de toute suite d�éléments de K, on peut extraire une sous-suite

faiblement convergente vers un élément de K.

On termine cette section, par donner un critère qui nous aide à identi�er les espaces

qui ne sont pas séparables.

Lemme 5.3.2 Soit E un Banach. Supposons qu�il existe une famille d�ouverts (Oi)i2I

telle que :

i) Oi 6= ;; i 2 I;

ii) Oi \ Oj = ; si i 6= j;

iii) I n�est pas dénombrable.

Alors E n�est pas séparable.

Preuve. Voir exercice 5.5.
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5.4 Les espaces LP

Soit 
 un ouvert de Rn muni de la mesure de Lebesgue dx et p 2 [1;+1[: On dé�nit

l�espace Lp(
) par :

Lp(
) =

8<:f : 
! R ; f est mesurabe et
Z



jf jp dx < +1

9=; :

On munit l�espace Lp(
) ou tout simplement Lp par la norme :

kfkp =

0@Z



jf jp dx

1A 1
p

:

Le cas où p =1, l�espace L1 est dé�ni par :

L1 = ff : 
! R ; f est mesurabe et 9C > 0 : jf(x)j � C p.p. sur 
g ;

(p.p. désigne presque partout). Ce dernier espace est muni de la norme :

kfk1 = inf fC; jf(x)j � C p.p. sur 
g :

Dans cette section, on étudie la ré�exivité et la séparabilité des espaces Lp. Nous

distinguons trois cas : 1 < p < +1; p = 1 et p = +1: Certains résultats sont présentés

sans démonstrations, car elles se basent sur des outils qui ne sont pas présentés dans ce

cours. Commençons par le résultat de complétude suivant :

Théorème 5.4.1 Pour tout p 2 [1;+1] l�espace vectoriel normé (Lp; k:kp) est un espace

de Banach.

5.4.1 Étude de Lp pour 1 < p < +1

Théorème 5.4.2 (de représentation de Riesz) Soit p 2]1;+1[; q son exposant conju-

gué (1
p
+ 1

q
= 1) et soit ' 2 (Lp)0 : Alors il existe une unique fonction u 2 Lq telle que :
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'(f) =

Z



ufdx; 8f 2 Lp:

De plus : k'k(Lp)0 = kukLq : Autrement dit, l�application T : u ! Tu qui est dé�nie pour

tout u 2 Lq et f 2 Lp par Tu(f) =
Z



ufdx est une isométrie bijective de Lq sur (Lp)0.

Remarque 5.4.1 Le théorème de représentation de Riesz est fort utile. Il assure que toute

forme linéaire continue sur Lp avec 1 < p < +1, se représente à l�aide d�une fonction

de Lq. Alors si 1 < p < +1 et si q véri�e (1
p
+ 1

q
= 1) on a l�identi�cation (Lp)0 = Lq:

Ceci nous permet d�écrire la convergence faible fn * f dans Lp, où (fn)n2N une suite

d�éléments de Lp et f 2 Lp, comme suit :Z



fngdx!
Z



fgdx; 8g 2 Lq:

Avant d�énoncer un résultat de ré�exivité, donnons le lemme suivant :

Lemme 5.4.1 (Inégalité de Clarkson) Soit f; g 2 Lp: On a :

f + g

2

p
p

+

f � g

2

p
p

� 1

2
(kfkpp + kgk

p
p); (5.1)

pour 2 � p < +1.

Théorème 5.4.3 Pour tout p 2]1;+1[ l�espace (Lp; k:kp) est ré�exif.

Preuve. La démonstrartion se fait en deux étapes.

Première étape : si 2 � p < +1:

Montrons que l�espace Lp est uniformément convexe dans ce cas. Soient

" > 0 et f; g 2 LP tels que kfkp � 1; kgkp � 1 et kf � gkp > ":

En utilisant l�inégalité (5.1) on obtient que :

f + g

2

p
p

� 1� ("
2
)p

124



Chapitre 5. Espaces Ré�exifs et Espaces Séparables

et donc : f + g

2


p

� 1� � avec � = (1� ("
2
)p)

1
p :

Par la suite Lp est uniformément convexe et donc ré�exif grâce au théorème 5.2.2.

Deuxième étape : si 1 < p � 2: Le théorème de représentation de Riesz donne que

(Lp)0 = Lq avec 1
p
+ 1

q
= 1: Si 1 < p � 2; on obtient que 2 � q < +1: Mais Lq est ré�exif

d�après la première étape, par la suite le théorème 5.1.2 assure que Lp est aussi ré�exif.

Théorème 5.4.4 Soit 1 � p < +1. Alors l�espace Lp est séparable.

5.4.2 Étude de L1

Le théorème suivant détermine le dual de L1:

Théorème 5.4.5 Soit ' 2 (L1)0 : Alors il existe une unique fonction u 2 L1 telle que :

'(f) =

Z



ufdx; 8f 2 L1:

De plus : k'k(L1)0 = kuk1 :

Remarque 5.4.2 Ce théorème nous permet d�identi�er le dual de L1 avec L1 :

(L1)
0
= L1:

Théorème 5.4.6 L�espace L1 n�est pas ré�exif.

5.4.3 Étude de L1

On sait que (L1)0 = L1 et comme L1 n�est pas ré�exif alors l�espace L1 n�est pas ré�exif.

De plus, on obtient grâce à l�injection canonique J que :

L1 � (L1)00 = (L1)0:

Donc le dual de L1 contient L1 et il est strictement plus grand que L1, car L1 n�est pas

ré�exif.

Théorème 5.4.7 L�espace L1 n�est ni ré�exif ni séparable.
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Preuve. Concernant la non re�éxivité c�est déjà montré. Concernant le deuxième énoncé

on va appliquer le critère de non séparabilté donné par le lemme 5.3.2 . Pour tout a 2 
 ,

�xons ra = dist(a; CRn
) et dé�nissons les fonctions ua par :

ua(x) =

8><>: 1 sur B(a; ra)

0 ailleurs
;

et les ouverts Oa=
�
f 2 L1; kf � uak1 < 1

2

	
:

La famille des ouverts (Oa)a2
 véri�ent les hypothèses du lemme 5.3.2. On déduit alors

que L1 n�est pas séparable.

5.5 Exercices

Exercice 5.1 Montrer que : Un Banach E est ré�exif si et seulement si J(BE) = BE00

où BE (resp. BE00) est la boule unité fermée de E (resp. de E 00).

Solution. On suppose que E est ré�exif. Comme J est une isométrie (conserve la norme),

on a : J(BE) � BE00 : Soit maintenant � 2 BE00 : Comme E est ré�exif (J est surjectif), il

existe x 2 E tel que J(x) = �; de plus kxkE = kJ(x)kE00 = k�kE00 � 1: Donc x 2 BE: Par

la suite BE00 � J(BE); d�où J(BE) = BE00 :

Reciproquement, supposons que J(BE) = BE00 : Notons que J(0E) = 0E00 : Soit maintenant

� 2 E 00n f0E00g : On a �
k�kE00

2 BE00 ; donc il existe x 2 E tel que J(x) = �
k�kE00

: Comme J

est linéaire on obtient : J(k�kE00 x) = �; i.e J(E) = E 00. En conséquence E est ré�exif.

Exercice 5.2 Soit E un Banach ré�exif. Montrer que J�1; l�inverse de l�injection cano-

nique J; est continue de (E 00; ��(E 00; E 0)) dans (E; �(E;E 0)):

Solution. Comme E est ré�exif, l�inverse J�1 : (E 00; ��(E 00; E 0))! (E; �(E;E 0)) est bien

dé�ni. Soit U un ouvert de E pour �(E;E 0). On cherche à véri�er que (J�1)�1 (U) = J(U)

est un ouvert de E 00 pour la topologie ��(E 00; E 0). Soit x0 2 U: Il existe f1; � � � ; fn 2 E 0 et

" > 0 tels que :
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V = fx 2 E; jfi(x)� fi(x0)j < "; pour i = 1; � � � ; ng � U:

Par la dé�nition de J , on a :

J(V ) = f� 2 E 00 tel que � = J(x) 2 E et jfi(x)� fi(x0)j < "; pour i = 1; � � � ; ng :

Mais �(fi) = fi(x) si � = J(x) donc :

J(V ) = f� 2 E 00 tel que j�(fi)� J(x0)(fi)j < "; pour i = 1; � � � ; ng :

Alors J(U) est bien un voisinage de J(x0) pour la topologie ��(E 00; E 0). On déduit alors

que J�1 est continue.

Exercice 5.3 Soit E un espace de Banach ré�exif. Soit K � E une partie convexe, fermée

et bornée. Alors K est compacte pour la topologie faible �(E;E 0):

Solution. Comme K est un ensemble convexe et fermé pour la topologie forte alors K est

fermé pour la topologie faible �(E;E 0): De plus K est borné, alors il existe une constante

positive m telle que K � mBE: Le théorème de Kakutani implique que mBE est compacte

pour �(E;E 0). Alors K est compact pour la topologie faible (car une partie fermée d�un

compact est compacte).

Exercice 5.4 Soit E et F deux espaces de Banach et T : E ! F une application linéaire

continue. Supposons que E est ré�exif. Montrer que T (BE) est un ensemble fermé de F

où BE est la boule unité fermée de E.

Solution. Soit (xn)n2N une suite d�éléments de BE telle que Txn ! y 2 F quand n

tend vers +1. Ceci implique que Txn * y 2 F: Puisque E est ré�exif, sa boule unité

est faiblement compacte. Donc, d�après le théorème d�Eberlein-�mulian, la suite (xn)
n2N

admet une sous-suite faiblement convergente : xnk * x 2 F quand nk tend vers +1.

On constate que T est continue pour les topologies faibles car il est continue pour les

topologies fortes. Donc T (xnk)* T (x) 2 F quand nk tend vers +1. L�unicité de la limite

nous donne que y = T (x) 2 T (BE): Alors T (BE) est fermé (fortement) dans F:

Exercice 5.5 Soit E un Banach. Supposons qu�il existe une famille d�ouverts (Oi)i2I telle

que :
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i) Oi 6= ;; i 2 I;

ii) Oi \ Oj = ; si i 6= j;

iii) I n�est pas dénombrable.

Montrer que E n�est pas séparable.

Solution. Montrons ce résultat par l�absurde. Supposons que E est séparable, donc il

existe une suite (xn)n2N dense dans E. Alors pour chaque i 2 I; il existe n(i) tel que

xn(i) 2 Oi, car Oi est un ouvert de E. L�application i 7! n(i) est injective, puisque si

n(i) = n(j), alors xn(i) = xn(j) 2 Oi \ Oj et donc i = j: On conclut alors que I est

dénombrable, contradiction avec l�hypothèse iii).

Exercice 5.6 Soit E un espace ré�exif. Soit F � E 0 un sous-espace vectoriel fermé.

Montrer que :

��si (x 2 E et f(x) = 0; 8f 2 F ) x = 0E) alors F = E 0. ��

Solution. Soit � 2 E 00 tel que �(f) = 0; pour tout f 2 F: Comme E est ré�exif, il

existe un certain x 2 E tel que � = J(x) et f(x) = 0; pour tout f 2 F; et donc par

hypothèse x = 0E et par la suite � = 0E00 : Le corollaire 3.5.6 (un corollaire du théorème

de Hahn-Banach) implique que F est dense dans E 0: Comme F est fermé on conclut que

F = E 0:

Exercice 5.7 Utiliser le théorème de représentation de Riesz pour montrer que tout espace

de Hilbert réel H est ré�exif.

Solution. Soit H un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire h�; �i : Grâce au

théorème de représentation de Riesz on a :

8f = fx 2 H 0; 9x 2 H; tel que fx(y) = hy; xi ; 8y 2 H:

L�application x 2 H 7! fx 2 H 0 est un isomorphisme. Cela permet de munir H 0 d�un

produit scalaire dé�ni par :

hfx; fyiH0 = hx; yi pour x; y 2 H;
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qui fait de H 0 un espace de Hilbert. Le théorème de représentation de Riesz donne alors :

8' 2 H 00;9f 2 H 0; tel que '(g) = hg; fiH0 ; 8g 2 H 0:

Autrement dit, pour tout ' 2 H 00 il existe x 2 H tel que pour tout g = gy 2 H 0 on a :

'(g) = hg; fiH0 = hgy; fxiH0 = hy; xi = gy(x) = �x(gy) = �x(g);

Donc ' = �x: Par la suite l�injection canonique J est surjective et H est ré�exif.
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Les sujets d�examens suivants sont proposés par l�auteur.

Examen Final (2019-2020)
(Durée 1h30)

Exercice n�1 :

1. Énoncer le théorème de Baire.

2. Énoncer le théorème de l�application ouverte.

3. Dites si l�énoncé est vrai ou faux. Si l�énoncé est faux corrigez-le :

a) Soit f une forme linéaire sur un espace vectoriel normé E. Alors f est continue

ssi Imf est fermée.

b) Soit E un Banach. Si E est ré�exif alors son bidual E
00
est ré�exif aussi.

c) Si T est une application continue bijective alors T�1 est une application ouverte.

d) Si E est de dimension in�nie, la topologie faible �(E;E 0) n�est pas séparée.

Exercice n�2 : Soit E et F deux Banach et T une application linéaire. Montrer que :

« Si T est continue de E vers F au sens de la topologie faible (des deux espaces) alors T

est continue de E vers F au sens de la topologie forte (des deux espaces). »

Exercice n�3 : Soit E un espace de Banach, E 0 son dual et E 00 son bidual.

1. Soit x0 2 E. Montrer qu�il existe f 2 E 0 telle que :

kfkE0 = kx0kE et f(x0) = kx0k2E :
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2. Montrer que pour tout x 2 E on a : kxkE = sup
L2E0;kLkE0=1

jL(x)j :

3. Pour tout x 2 E, on associe la forme linéaire :

�x : E
0 ! R tel que �x(f) = f(x).

4. Montrer que �x est une forme linéaire continue sur E 0 et que k�xkE00 = kxk.

5. Donner la dé�nition de la topologie faible étoile ��(E 0; E).

6. Dé�nissons l�application linéaire J : E ! E 00 tel que J(x) = �x.

7. Déduire que J est injective.

8. Quand dit-on que l�espace E est ré�exif ?

Exercice n�4 : Soit E un espace de Banach et E 0 son dual. Montrer que :

« si E est ré�exif alors E 0 est ré�exif aussi.»
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Examen de rattrapage (2019-2020)
(Durée 1h30)

Exercice n�1 :

1. Énoncer le théorème de Banach-Steinhaus.

2. Énoncer le théorème de Kakutani.

3. Donner la dé�nition de la topologie faible.

4. Dans quel cas la topologie forte et la topologie faible coïncident ?

5. Donner un exemple d�un fermé pour la topologie forte qui n�est pas fermé pour la

topologie faible.

Exercice n�2 :

1. Soit (Un)n�0 une suite d�ouverts denses dans (R; j:j). Montrer que :

U := \Un
n�0

n�est pas un ensemble dénombrable.

1. Soit E un espace de Banach et E 0 son dual. Montrer que la topologie faible étoile

��(E;E 0) est séparée.

Exercice n�3 :

Soit E et F deux Banach et T une application linéaire de E vers F . On appelle graphe

de T (noté G(T )) le sous-ensemble de E � F suivant :

G(T ) = f(x; y) 2 E � F; y = T (x)g:

On suppose maintenant que G(T ) est fermé et on munit E � F par la norme :

k(x; y)kE�F = max (kxkE ; kykF ) :

1. Déduire que G(T ) muni de la norme induite est complet.

2. Soit l�application linéaire : P : G(T )! E avec P (x; Tx) = x:

i) Montrer que P est une application continue.

ii) Déduire que l�application P�1 est continue.

iii) Conclure que l�application T est continue.
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Examen Final (2020-2021)
Durée 1 heure

Exercice n�1 :

1. Énoncer le théorème de prolongement de Hahn-Banach.

2. Énoncer le théorème de l�application ouverte.

3. Donner la dé�nition de la topologie faible.

4. Dites si l�énoncé est vrai ou faux. Si l�énoncé est faux corrigez-le :

a) Tout ouvert de la topologie faible est un ouvert de la topologie faible étoile.

b) Dans un Banach E si une suite converge faiblement alors elle converge fortement.

c) Soit F un sous espace vectoriel d�un espace vectoriel normé E tel que F 6= E:

Alors il existe f 2 E 0nf0Eg tel que f(x) = 0;8x 2 F:

Exercice n�2 : Soit E un espace vectoriel normé et E 0 son dual.

1. Soit x0 2 Enf0Eg: Montrer que pour tout x0 2 E il existe f 2 E 0 tel que :

kfkE0 = 1 et f(x0) = kx0kE :

2. Montrer que pour tout x; x0 2 E tel que x 6= x0 il existe f 2 E 0, tel que f(x) 6= f(x0):

Exercice n�3 :

1. Soit E un espace de Banach et E 0 son dual. Montrer que la topologie faible �(E;E 0)

est séparée.

2. Soit E et F deux espaces de Banach et T : E ! F une application linéaire. Montrer

que si le graphe de T est fermé alors T est continue.

3. Soit (X; d) un espace métrique complet et (Fn)n2N une suite de fermés deX. Montrer

que si X = [
n2N

Fn alors il existe n0 tel que l�intérieur de Fn0 est non vide.
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Examen de rattrapage (2020-2021)
Durée 1 heure

Exercice n�1 :

1. Énoncer le théorème de Banach-Steinhaus.

2. Donner un exemple d�une application continue qui n�est pas ouverte.

3. Donner un exemple d�un ouvert pour la topologie forte qui n�est pas ouvert pour la

topologie faible.

4. Dites si l�énoncé est vrai ou faux. Si l�énoncé est faux corrigez-le :

a) Dans un espace vectoriel normé de dimension in�nie les ouverts convexes pour la

topologie forte sont des ouverts pour la topologie faible.

b) Si la suite (xn)n2N ne converge pas faiblement alors elle ne converge pas fortement.

c) Si E est de dimension in�nie, la topologie faible étoile n�est pas séparée.

d) L�inégalité kxk2 � c kxk1 signi�e que l�application identité :

Id : (E; k�k2)! (E; k�k1) est continue.

e) Le théorème de Baire est vrai pour tout espace métrique.

Exercice n�2 :

Soit (xn)n2N une suite d�éléments d�un Banach E et (fn)n2N une suites d�éléments de E 0.

1. Montrer que la limite faible d�une suite, si elle existe, est unique.

2. Montrer que :

si xn * x faiblement pour �(E;E 0) et si fn ! f fortement alors fn(xn) ! f(x)

fortement:

Exercice n�3 :

1. Soit C un ensemble convexe d�un Banach E. Montrer que si C est fermé pour la

topologie forte alors EnC est ouvert pour la topologie faible �(E;E 0).
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2. Soit E et F deux espaces de Banach et T une application linéaire de E vers F: On

suppose que :

8f 2 E 0;8 (xn)n2N une suite de E avec xn ! 0) f(Txn)! 0:

Montrer que T est continue.
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Examen Final (2021-2022)
(Durée 1h)

Exercice n�1 :

1. Énoncer le théorème de Baire.

2. Énoncer le théorème de Kakutani.

3. Dites si l�énoncé est vrai ou faux. Si l�énoncé est faux corrigez-le :

a) Dans un espace vectoriel normé de dimension in�nie la boule unité fermée est

compacte pour la topologie forte.

b) Si la suite (fn)n2N converge pour ��(E 0; E) alors elle converge pour �(E 0; E 00).

c) L�espace E 0 est séparable si et seulement si E est séparable.

Exercice n�2 :

1. Soit E un espace vectoriel normé et F un sous-espace vectoriel de E non dense.

Montrer que :

9f 2 E 0 tel que F � Kerf:

2. Soit (Un)n�0 une suite d�ouverts denses dans (R; j:j). Montrer que :

U := \Un
n�0

n�est pas un ensemble dénombrable.

Exercice n�3 :

Soit E un espace de Banach ré�exif et M un sous-espace vectoriel normé fermé.

1. Montrer que M est aussi fermé pour �(E;E 0):

2. Montrer que BM la boule unité fermée de M est compacte pour �(E;E 0):

3. Déduire que M est ré�exif.

Exercice n�4 : (Le but de cet exercice est de montrer le théorème du graphe fermé)

Soit E et F deux Banach et T une application linéaire de E vers F . On appelle graphe

de T (noté G(T )) le sous-ensemble de E � F suivant :

G(T ) = f(x; y) 2 E � F; y = T (x)g:
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1. Montrer que si T est continue alors G(T ) est fermé.

2. On suppose maintenant que G(T ) est fermé et on munit E � F par la norme :

k(x; y)kE�F = max (kxkE ; kykF ) :

Soit l�application linéaire : P : G(T )! E avec P (x; Tx) = x:

i) Montrer que P est une application continue.

ii) Déduire que l�application P�1 est continue.

iii) Conclure que l�application T est continue.
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Examen de replacement (2021-2022)
(Durée 1h)

Exercice n�1 :

1. Énoncer le Théorème de l�application ouverte.

2. Énoncer le Théorème de Banach-Alaoglu-Bourbaki.

3. Donner un exemple d�un espace qui est ré�exif et séparable.

4. Dites si l�énoncé est vrai ou faux. Si l�énoncé est faux corrigez-le :

a) L�hyperplan d�équation [f = �] est convexe si et seulement si f est continue.

b) Tout espace normé de dimension in�nie est ré�exif.

c) L�application f : R! R; f(x) = 7x4 est ouverte.

Exercice n�2 :

Soit E = C([0; 1];R) l�espace des fonctions continues sur [0; 1] à valeurs dans R. Considé-

rons les deux espaces normés X = (E; k:k1) et Y = (E; k:k1) où :

kfk1 = sup jf(t)j ; t 2 [0; 1]; kfk1 =
1R
0

jf(t)j dt:

On note I l�application identité de X dans Y .

1. Montrer que I est une application continue. Quelle est sa norme ?

2. Montrer que l�application I�1 n�est pas continue.

3. Sachant que X est un espace de Banach, déduire que l�espace normé Y n�est pas de

Banach.

Exercice n�3 :

1. Soit E un espace de Banach. Montrer que si E est ré�exif alors son dual E 0 est

ré�exif.

2. Soit F un sous-espace vectoriel de E: Montrer que F est dense si et seulement si :

8f 2 E 0 tel que f(x) = 0;8x 2 F ) f(x) = 0;8x 2 E:
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3. Soit G un espace de Banach et soit A une partie de G. Supposons que, pour tout

f 2 G0, l�ensemble f(A) = ff(x); x 2 Ag est borné dans R. Montrer que le sous-

ensemble A est borné.
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