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Avant-Propos

de Djillali Bounaama - Khemis Miliana (premier semestre) ces trois derniéres annés. Les
sujets couverts dans ce cours sont principalement : topologie générale, les grands théorémes
de l’analyse fonctionnelle, la topologie faible et faible étoile, ainsi que les espaces réflexifs,
séparables et uniformément convexes. Le contenu est conforme au Canva de Master 1
Mathématique, spécialité Analyse Mathématique et Applications. Ce document comporte
cours: des exercices corrigés et des sujets d’examens donnés dans la période 2019-2022. Le
présent polycopié est destiné principalement aux étudiants de Master 1 (Analyse Mathé-
matique et Applications), il pourra aussi rendre service aux étudiants de Master 2 (comme
pas mal de sujets de mémoires nécessitent des préliminaires d’analyse fonctionnelle et de la
topologie), aux candidats pour le concours de doctorat en Mathématiques, ainsi qu’a toute

personne s’intéressant a I’analyse fonctionnelle. On espére que ce polycopié constituera un

support utilc pour nos étudiants.
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Introduction

-

mathématiques qui étudie les espaces fonctionnels, ¢’est-a-dire les espaces dont ses éléments
sont des fonctions. Elle étudie et présente des outils indispensables pour ’analyse de ces
espaces. Ces derniers sont nécegsaires pour ’étude et la résolution de certains problémes
qui apparaissent dans pluéieurs domaines comme les équations aux dérivées partielles,
les équations intégrales, optimisation. ..etc. L'objectif principal de ce document est de
familiariser I’étudiant avec les concepts de base, les principes et les méthodes de I’analyse
fouctionnelle.

Ce polycopié est composé de cing chapitres. A la fin de chaque chapitre des exercices
corrigés sont donnés. Le premier chapitre porte sur la topologie générale. On présente la
définition des espaces —topologiques et leurs propriétés. Les notions de la convergence des
suites, la continuité des applications ainsi que la compacité sont présentécs dans le cadre
d’un espace topologique.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux espaces métriques et les espaces normeés. Aprés
avoir défini ces types d’espaces, les concepts vus dans le cadre d’un espace topologique sont
reformulés en utilisant les distances et les normes. On a mis plus d’accent sur la compacité.
De plus une nouvelle notion est étudiée qui est la complétude. Cette notion nous permet
de définir les espaces de Banach, qui sont le cadre fonctionnel naturel dans lequel se fait

la grande partie de I'analyse fonctionnelle. Les applications linéaires sont étudiées dans la
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derniére section de ce chapitre. [ . Y] \ A
H { x .i

Ces deux chapitres sont destinés a rappeler et approfondir quelques '@dt.i-pu.'é'el; résultiatsi ,Ia'
N ™

1/

déja vus en Licence. En fait, on a essayé de préparer les outils néceésai&;cs qu’on aum
besoin dans les chapitres suivants. Ces deux chapitres vont fortement aider hlé§"é'1.iutﬁ'e;;t/s,
principalement ceux qui ont repris leurs études aprés des années de leur graduation en
Licence.

Le troisiéme chapitre est dédié aux grands théorémes de I’analyse fonctionnelle : le
théoréme de Baire, le théoréme de Banach-Steinhaus, le théoréme de ’application ouverte,
le théoréme du graphe fermé et finalement le théoréme de Hahn-Banach avec ses deux
versions géométrique et analytique. Ces théorémes jouent un role trés important dans le
domaine de ’analyse fonctionnelle, ils interviennent dans la démonstration de pas mal de
résultats. On présente aussi des conséquences et des applications de ces théorémes.

L’étude de la topologie faible et la topologie faible étoile fait I’'objet du quatrieéme
chapitre. Ces deux topologies contiennent moins d’ouverts par rapport & la topologie forte
(topologie normé) et par la suite plus de compacts et plus de suites convergentes. Les com-
pacts jouent un role trés important dans le domaine des équations aux dérivées partielles
et I'optimisation.

Dans le dernier chapitre on étudie les espaces réflexifs et les espaces séparables. On
présente leur définition et leurs propriétés, ainsi que des résultats de compacité. Les espaces
uniformément convexes sont briévement étudiés. Ce type d’espaces donne une caractéris-
tique explicite des espaces réflexifs.

La plupart des résultats présentés dans ces trois derniers chapitres sont suivis par
leur démonstration, lorsque celle-ci n’est pas trop difficile, trés longue, trés délicats, ou
fait appel & des outils qui n’ont pas & notre porté dans ce cours.

On cléture ce polycopié avec quelques sujets d’examens des années précédentes, afin
d’aider ’étudiant a4 mieux se prépare aux épreuves de la fin du semestre, et des références

biographiques. Toute suggestion, avis ou remarque de la part des lecteurs (étudiants ou
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aidera a 'améliorer.
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Dans ce chapitre nous présentons les notions de base de topologie générale, déja vues en
Licence, que nous aurons besoin tout au long de ce cours. Nous rappelons les notions
d’espace topologique, de continuité, de topologie produit, de convergence des suites, et de
compacité. Notons que 'objectif de la topologie générale est de généraliser les notions de
limite, convergence, continuité et d’autres notions présentées dans ’espace R & un espace

plus général X muni d’une certaine structure.

1.1 Espace topologique

Définition 1.1.1 Soit X un ensemble. On appelle topologie sur X la donnée d'un en-

semble T des parties de X vérifiant les conditions suivantes :
1. T contient X et ;
2. toute union (finie ou non) d’éléments de T est encore dans T :
Y(Ui)ier une famille (finie ou infinie) d’éléments de T alorsig_Ui eT;
3. toute intersection finie d’éléments de T est encore dans T :

si U, Up, -+ ,U, €T alors (U; € T.

i=1



Chapitre 1. Topologie Générale

Les éléments de T sont appelés owverts de X et le couple (X, T) est appelé espace topolo-

gique.

Si (X, T) est un espace topologique, une partie A de X est dite un fermé de X si et

seulement si son complémentaire Cx A = X \A est un ouvert. Comme : /% 3

o 4 o . 4
= igI A; = iQI(X\AZ) Sate iQI A; iLeJI(X\A’)’

I[".I ¥ - = ..:' 1

on déduit de la définition précédente les propriétés suivantes sur les f rxgéb;'?'\“‘" ¢ Y5 o / it
AN /N

1. X et 'ensemble vide (J sont des fermés;

2. toute intersection (finie ou non) de fermés est un ferme;
3. toute union finie de fermeés est un ferme.
Exemples :
1. Soit X un ensemble. Alors {@, X } est une topologie sur X, appelée la topologie
grossiére, c’est la plus petite topologie possible que I'on peut obtenir de X.

2. Soit T = P(X), I'ensemble de tout les parties de X. Alors 7 est une topologie
appelée la topologie discréte, c’est la plus grande topologie possible que 1’on peut
obtenir de X.

3. Soit X = {a,b,c} et T = {0, X, {a}, {6}, {a,b}}. On peut vérifier que 7 est
une topologie. Par contre 7" = {0, X, {a}, {b}, {b,c}} n’est pas une topologie car
{a} U{b} ={a,0} ¢ T".

4. Sur R I’ensemble des réunions quelconques d’intervalles ouverts la, b[ est une topo-

logie. Sauf mention contraire on munit toujours R de cette topologie.

Définition 1.1.2 Soit T; et T, deur topologies sur l’ensemble X. On dit que Ty est plus

fine (ou plus forte) que T si T, C Ty. C’est-a-dire tout ouvert de T, est un ouvert de 7.

Ainsi la topologie discréte est la. plus fine et la topologie grossiére est la moins fine de

toutes les topologies. La topologie usuelle de R sesitue entre les deux.




Chapitre 1. Topologie Générale

Définition 1.1.3 Soit (X,7) un espace topologique.
— On dit que V' est un voisinage de x si V' contient un ouvert de 7 contenant x.
— On note par V(x) Uensemble de tout les voisinages de x :
V(z)={V CX,; 30T tel quex € O C V}.
— On dit que B(x) est une base de voisinage de v € X si :

vV e V(x), IW € B(x) tel que W C V.

Proposition 1.1.1 Une partie U de X est un ouvert si et seulement si elle est voisinage

de chacun de ses points.

Exemple : La famille |r — £,7 4+ L[, (r € Q, n € N*) constitue une base pour 'espace R

muni de sa topologie usuelle.
Remarque 1.1.1 Il n’y a pas en général unicité de base de voisinage pour une topologie.

Définition 1.1.4 Soit (X,7) un espace topologique.

1. L’adhérence A d’une partie A de X est le plus petit fermé contenant A. On dit que
A est dense dans X si A = X.

2. Lintérieur A d’une partie A de X est le plus grand ouvert contenu dans A.

3. On appelle frontié¢re de A, que l'on note Fr(A), lensemble A\ A.
On a les propriétés suivantes de I’adhérence et de l'intérieur :
Proposition 1.1.2 Soit (X, 7) un espace topologique et A et B deuz parties de X.

1. A= A < A est fermé.

o

2. A=A & A est ouvert.

o I
4. CxA=CxA, COxA=0CxA
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o : o /—/OH o o
5 ACA, A =A, AnB =ANB.

6. FrA=AnCxA.

Proposition 1.1.3 Soit A une partie d’un espace topologique (X, T).

1. Un point x de X est dans A si et seulement si Uintersetion de tout voisinage de x

avec A est non vide.

2. L’ensemble A est dense dans X si et seulement si A recontre tout ouvert non vide

de X.

Preuve. Montrons 1. ; pour I'implication directe supposons qu’il existe un ouvert {2 conte-
nant z et disjoint de A alors X\ est un fermé qui contient A, par la suite A. Ceci signifie
que x ¢ A.

Réciproquement, supposons que x ¢ A alors x est dans 'ouvert X\ A qui est lui méme un
voisinage de x ne recontrant pas A.

Montrons maintenant 2. Supposons que A est dense dans X et soit {2 un ouvert non vide
de X et z un point de €. Alors Q est un voisinage de x € X = A. D’aprés 1. on obtient
que ) recontre A.

Réciproquement, supposons que tout ouvert non vide de X recontre A. Soit x € X quel-
conque et V' un voisinage de = (que 1’on peut toujours supposer ouvert). Alors, d’aprés 1.,

V recontre A, par la suite x € A, c’est -a-dire A = X. =

Définition 1.1.5 Un espace topologique est séparé (ou de Hausdorff) si la propriété sui-

vante est vérifice : Vr,y € X avec x #y, IV € V(x), IW € V(y) tels que VNW = 0.

Exemples :

1. L’ensemble des nombres réels R muni de sa topologie usuelle est un espace séparé.

2. Un ensemble muni de la topologie discréte est séparé car tout singleton est un voi-

sinage du point qu’il contient.
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3. Sil’ensemble X contient au moins deux éléments et il muni de la topologie grossiére

7 = {0, X} alors X n’est pas séparé.

Définition 1.1.6 Soient (X,7T) un espace topologique et A un sous-ensemble de X. On
appelle la topologie induite par T sur A, notée Ty, la topologie définie par :
TAo={O0NA, YOeT}.

Sauf mention contraire les parties d’un espace topologique sont munies toujours de
la topologie induite. De plus si A est un ouvert (resp. fermé) de X alors tout ouvert (rep.

fermé) de A est un ouvert (resp. fermé) de X.

1.2 Continuité

Dans toute cette section (X, 7) et (Y,7") désignent deux espaces topologiques et

f X — Y une application.

Définition 1.2.1 Soient xy € X et yo € Y. On dit que f(x) tend vers yo lorsque x tend
vers xqy (et on écrit im f(x) =1yo) si :
T—x0

VW € V(yo), IV € V(xg) tel que f(V) C W.

Gréce aux propriétés suivantes : A C f71(f(A)) et f(f~'(B)) C B (qui sont vraies
pour toute application f : X — Y, tout A C X et tout B C Y') on obtient la définition

équivalente suivante :

Définition 1.2.2 Soient xy € X et yo € Y. On dit que f(x) tend vers yo lorsque x tend
vers xo si: YW € V(yo) : f~HW) € V(xp).

On présente maintenant le concept de la continuité d’une application en un point.

Définition 1.2.3 On dit que f est continue en xo € X si f(x) tend vers f(xq) lorsque
tend vers xy c’est-a-dire :

VW e V(f(zo)), 3V € V() tel que f(V) C W,
ce qui est équivalent a : VIV e V(f(xo) : f7HW) € V(o).

8
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Définition 1.2.4 On dit que Uapplication f : X — Y est continue sur X si elle est

continue en tout point de X.

Théoréme 1.2.1 (fondamental) Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Dapplication f est continue sur X ;
2. I"image réciproque de tout ouvert de'Y est un ouvert de X : YO € T'; f~1(0) € T;

3. limage réciproque de tout fermé de Y est un fermé de X.

Preuve. Montrons uniquement que 1. et 2. sont équivalentes et déduisons 3. directement
de :

HCyA) =CxfYA), VACY.
1. = 2. Supposons que f est continue sur X et considérons 2 un ouvert de X'. Soit
z € fHQ) et posons ¥’ = f(z). L'ouvert Q' est un voisinage de z’. La continuité de
f en x implique existence d’un voisinage V de X tel que f(V) C Q. Cela signifie que
V C f7YQ). Alors, f~1(') est bien un ouvert de X.
2. = 1. Supposons que I'image réciproque de tout ouvert de Y est un ouvert de X. Soit
x un point quelconque de X et V' un voisinage de f(z) c’est-a-dire il existe un ouvert €
de X' tel que f(z) € @ C V'.Onadoncz e f~1() C f~(V'). Comme f~1(Q) est un
ouvert de X, grace a '’hypothése faite sur f, on obtient que f~'(V’) est un voisinage de
x,i.e. f est continue en x. m

Exemples :
1. L’application identité d’un espace topologique Id : (X,7;) — (X, 7;) est continue.
2. L’application constante d’un espace vers un autre est continue.

0 sizeQ,
1 sizé¢Q,

est partout discontinue (n’est pas continue en aucun point de R). En effet, soit

3. L’application définie par :  f(z) =

xo € R. On distingue deux cas :
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i) Sizg € Q, on a f(zg) = 0. Pour tout € € |0,1], f~!(] —&,¢[) = Q n’est pas un
ouvert dans R. Par la suite f n’est pas continue sur Q.
ii) Sizg ¢ Q, on a f(xg) = 1. Pour tout € € ]0,1], f7}(]1 —&,1 + ¢[) = CrQ n’est

pas un ouvert dans R. Donc f n’est pas continue sur CrQ.

On conclut que 'application f est discontinue sur R.

Remarque 1.2.1 La notion de continuité dépend aux topologies des ensembles de départ
et d’arriwé. Tout changement de ['une ou l’autre des deux topologies peut rendre I’applica-

tion continue ou non.

Proposition 1.2.1 Sur l’ensemble X la topologie T est plus fine que la topologie 15 si et

seulement si Uapplication identité I1d: (X, 7T;) — (X, Ts) est continue.

Définition 1.2.5 L’application (resp. Uapplication linéaire) f : X — Y est appelée un
homéomorphisme (resp. isomorphisme) si :

1. L’application f est une bijection continue de X versY .

2. L’application réciproque f~1 est continue.

S’il existe un homéomorphisme (resp. isomorphisme) entre X et Y, X et Y sont dits

homéomorphes (resp. isomorphes).

Théoréme 1.2.2 (de composition) Soit (X, T), (Y,T') et (Z,T") trois espaces topo-
logiques et x un point de X. Soient aussi f: X — Y etg:Y — Z deux applications
telles que f est continue en x et g est continue en f(z). Alors lapplication composée

gof:X — Z est continue en x.

Preuve. Soit V' un voisinage de g o f(x) = g(f(z)). Comme ¢ est continue en f(z), on
a g (V) est un voisinage de f(z). Mais f est continue en z donc f~'(g*(V)) est un

voisinage de x. Donc g o f est continue en x. m

10



Chapitre 1. Topologie Générale

1.3 Topologie produit

Soit (X, 7;)ier une famille d’espaces topologiques, avec I un ensemble quelconque et les

X; sont non vides. On définit le produit de cette famille par :

IX; = {();er» i € Xi}.

La notation (x;) ;e désigne donc une famille d’éléments, ot z; est un élément de X;. Dans
le cas d’une famille finie ou dénombrable X7, X5, ---, X,,,--- on peut noter les éléments
du produit par (xy, 9, -+, Tp,---) avec x; € X;. Dans le cas ou [ est un ensemble

quelconque on ne peut pas utiliser une telle représentation car elle n’a pas de sens.

Afin de définir la topologie produit on donne la notion suivante.

Définition 1.3.1 Soit (X;);cr une famille d’ensembles. Pour tout j € I on définit la

projection canonique par :
P;: igXi — X5, P ((xl)zel) =x;.

Définition 1.3.2 La topologie produit est la topologie la moins fine sur I;XZ- rendant conti-
1€

nues toutes les projections canoniques.

Notons que si A; est une partie de X; alors on a : Pj’I(Aj) =A; x IH;A X, etsiJ
1E€1,17£)

est une partie de I, on a donc N P H(A;) = TTA; x I X;.
jeJ J jeJ jel—J

Définition 1.3.3 On appelle les rectangles (ou ouverts) élémentaires de,l;Xi les sous-
1€
ensembles définis par : .H]Oi X ;IJXZ- ot J est une partie finie de I et O; ouvert de
1€ 1el—

X; pour tout i € J. On appelle ouvert deAl;Xi pour la topologie produit une réunion de
1€

rectangles (ou d’ouverts) élémentaires.

Remarque 1.3.1 Lorsque I’ensemble I est fini, tout produit d’ensembles ouverts est un
ouvert pour la topologie produit. Par exemple, [’espace R™, n > 1 sera muni de la topologie

produit de n droites réelles : une base de cette topologie est constituée de l’ensemble des

11
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ouverts élémentairesllg{]ai, bi[ ot a;,b; € R, ces ensembles sont appelés des pavés ouverts.
=

Cette propriété est fausse dans le cas ou I est infini : un produit d’ensembles ouverts n’est

un ensemble ouvert que dans les deux cas swivants : ou bien ce produit est vide, ou bien

O; = X, sauf pour un nombre fini d’indices i. En effet, dans les autres cas un tel ensemble

est non vide et ne contient aucun ouvert élémentaire non vide, il ne peut donc étre une

réunion d’ouverts élémentaires.

Remarque 1.3.2 Un systéme fondamental de voisinage d’un point de x est constitué par
les produits II}VZ-, ol V; est un voisinage de a; pour tout © € I, mais ot tout les V; = X;
1€

sauf pour un nombre fini de valeur de 1.

Contrairement & ce qui se passe pour les ouverts, on a le résultat suivant pour les

fermés :

Proposition 1.3.1 Un produit A = 'H[Ai d’ensembles fermés A; est toujours fermé pour
1€

la topologie produit.

Preuve. Soit X = il;IIXZ- un produit des espaces X;. Un point (z;),., appartient & Cx A
si et seulement si il existe un i € I tel que z; € C'x A; ; autremant dit C'x A est la réunion
des ensembles C'x A; X e 11_5 ﬁX ; » 1 € I qui sont tous des rectangles ouverts donc C'x A est
ouvert et par la suite A est fermé. m

On donne maintenant une propriété importante de la topologie produit.

Proposition 1.3.2 Si tous les espaces topologiques (X;,T;);cr sont séparés alor&l‘%Xi
e

munt de la topologie produit est aussi séparé.

Preuve. Considérons a et b deux éléments distincts de HIXi' Ceci donne l'existence de i
i€

tel que a;, # b;,. Puisque 'espace X, est séparé, il existe donc deux ouverts disjoints U,
et Vi, de X, contenant respectivement a;, et b;,. Il est alors clair que :
UiOX ]._J:AXVZ et ‘/7§0>< HXZ
i#io 1#10

sont deux voisinages ouverts disjoints de I’espace produit contenant a et b respectivement.
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1.4 Limite et valeurs d’adhérence d’une suite
Dans toute cette section (X, 7) désigne un espace topologique.

Définition 1.4.1 Soient (z,)nen une suite d’éléments de X et | un point de X. On dit
que la suite (x,)nen converge versl (et on écrit liril T, =1) si:

YV e V(I), dng € N tel que ¥Yn > ngy alors z,, € V.

Si (zp)nen converge vers | on dit que | est la limite de (x,,)nen-

Remarque 1.4.1 Dans un espace topologique la limite d’une suite n’est pas nécessaire-
ment unique. Par exemple si (X,T) est la topologie grossiére alors tout élément de X est

la limite de toute suite d’éléménts de X.

Proposition 1.4.1 Dans un espace topologique séparé, la limite de toute suite (si elle
existe) est unique.
Preuve. Raisonons par 'absurde. Supposons qu’il existe une suite (T,)neny d’un espace
topologique séparé (X,T) qui posséde deux limites distinctes ly et ls (11, ls € X).
Comme X est séparé et ly # ls alors il existe Vi un voisinage de l; et Vo un voisinage de
ly tels que Vi N Vo = 0. Mais Iy est une limite de (x,)nen, donc il existe ny € N tel que :
VYn>ny =z, € V.
De méme ly est une limite de (z,)nen, donc il existe ny € N tel que :
Vn > ny = x, € Vs
Par la suite, pour n € N vérifiant n > max = (ny,ns), on obtient que z,, € Vi N Vy £ ().

Contradiction avec le fait que ViNVo=10. m

Proposition 1.4.2 Soit F' un fermé de (X,7T) et (xp)nen une suite convergente d’élé-
meénts de F. Alors la limite de cette suite est encore dans F'. On dit que F' est séquentiel-

lement fermé.

Preuve. Raisonnons par I’absurde et supposons que la suite (z,),en converge vers une

limite [ telle que [ € X\F. Comme X\F est un voisinage de [ (car X\F est un ouvert

13
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qui contient ), alors il doit contenir tout les termes de la suite a partir d’un certain rang.
Ceci contredit le fait que (z,)nen est une suite d’éléments de F'. m

Nous donnons maintenant la notion de valeur d’adhérence d’une suite d’un espace
topologique.
Définition 1.4.2 Soit (x,)nen une suite d’éléménts de X. On dit que a est valeur d’adhé-

rence de (p)nen St - YV € V(a), Vng € N, In > ng tel que x, € V.

Remarque 1.4.2 La limite d’une suite (si elle existe) est toujours une valeur d’adhérence

pour cette suite mais la réciproque est (généralement) fausse.

Exemple : Dans R muni de sa topologie usuelle, la suite (u,),en définie par u,, = (—1)"
pour tout n € N, posséde —1 et 1 comme valeurs d’adhérence.
On note que si a est une valeur d’adhérence d’une suite (x,,),en alors il existe une

suite extraite (x,, )n,en qui converge vers a.

Proposition 1.4.3 Soit (z,)nen une suite d’éléménts de X et A 'ensemble des valeurs

d’adhérence de cette suite. Alors A = ﬂNFn ot F, = A{xn, Tpy1,- -}
ne

Preuve. Soit [ € A, n € N et V un voisinage quelconque de . Comme V' coupe ’ensemble
{Zp,Tps1,- -}, on obtient que | € F,,. Mais n est arbitraire, alors [ € ﬁNFn donc
ne

A C N F,. On peut vérifier I'inculsion inverse d’'une maniére analogue. m
neN

Proposition 1.4.4 Soient (X,7) et (Y,7') deux espaces topologiques, x € X et
f: X — X' continue en x. Alors pour toute suite (r,)nen d’éléments de X convergente

vers T, on a : lirll f(zn) = f(z) (appelée continuité séquentielle).

Preuve. Supposons que la suite (z,,),en converge vers x et que 'application f est continue
en x. Soit W un voisinage de f(z). Comme f est continue en x, f~'(WW) est un voisinage
de z. Puisque la suite (x,),en converge vers z, il existe ng tel que pour tout n > ng on a
r, € f~H(W). Ceci implique que pour tout n > ng, f(z,) € W. On en déduit alors que
(f(x,))nen converge bien vers f(z). m

On note que la continuité séquentielle est plus faible que la continuité.

14
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1.5 Compacité

La notion de compacité est d’'une importance fondamentale. Elle permet sous certaines
hypothéses de montrer que des suites possédent des sous-suites convergentes. Dans cette
section, nous présentons la notion de compacité et nous donnons ses propriétés les plus

classiques dans le cadre des espaces topologiques.

Définition 1.5.1 Soit (X,7T) un espace topologique. On dit que (X,T) satisfait la pro-
priété de Borel-Lebesgue si : "de tout recouvrement d’ouverts de X on peut extraire un
sous recouvrement fini", ou bien :

V (%),c; une famille d’ouverts telle que AUIQi =X, 3dJ C I, avec J fini, tel que ‘UJQi = X.
1€ 1€

Définition 1.5.2 On dit que (X,7) est compact s’il est séparé et vérifie la propriété de
Borel-Lebesgue. De plus, une partie A d’une topologie (X, T) est compacte si munie de la

topologie induite est un espace topologique compact.

Par passage au complémentaire on obtient une proprtiété équivalente de celle de

Borel-Lebesgue en utilisant les fermés donnée par la proposition suivante :

Proposition 1.5.1 Un espace topologique (X,7T) séparé est compact si et seulement si de
toute famille de fermés d’intersection vide, on peut extraire une sous-famille d’intersection

vide :
V (F;);e; une famille de fermés telle que ﬂjF,- =0, 3J C I avec J fini tel que ﬂJFi = 0.
1€ 1€

La proposition suivante nous donne une caractérisation de la compacité d’une par-
tie d’un espace topologique séparé sans faire appel a la topologie induite c’est-a-dire en

travaillant directement avec les ouverts de X.
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Proposition 1.5.2 Une partie A d’un espace topologique (X, T) séparé est compacte si et
seulement si de toute famille d’ouverts (§;),.; de X telle que : A C 'UIQi7 on peut extraire
1€

un nombre fini d’ouverts tels que : A C ,UJQZ» (JC I avecJ fini).
S

Un résultat équivalent a la proposition [1.5.2] en utilisant les fermés est donné par la

proposition suivante :

Proposition 1.5.3 Une partie A d’un espace topologique (X, T) séparé est compacte si
et seulement si de toute famille de fermés (F;),.; de X d’intersection disjointe avec A :

(OIF,-) NA =10, on peut extraire un nombre fini de fermés d’intersection disjointe avec A :
1€

(ﬂJE-) NA=0(JCI avec J fini).

1€

Exemples :

1. Si (X, 7) est un ensemble fini, muni de sa topologie discréte, alors (X, 7) est com-

pact.

2. L’ensemble R muni de sa topologie usuelle n’est pas compact. En effet, a partir du
recouvrement (] — n,n[), . on ne peut pas extraire un sous recouvrement fini de R

mais U'intervalle [a, b] est bien compact.

3. Dans un espace séparé ’ensemble constitué d’une suite convergente et sa limite est
compact.
Théoréme 1.5.1 Soit (X,7T) un espace topologique séparé et A une partie de X .

i) Si A est compacte alors A est fermée.

ii) Réciproquement si X est compact alors toute partie fermée A est compacte.

Preuve. Pour montrer i), il suffit de montrer que X'\ A est un ouvert. Ce qui est équivalent
a montrer que X\ A est un voisinage de tout ses points. Soit z € X\ A. Comme x ¢ A et

la topologie est séparée, donc pour tout a € A il existe deux ouverts disjoints V, et W,
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tels que V, N W, = (. Mais A est supposée compact et on a :
AcC UW,,
acA

alors d’aprés proposition [1.5.2 on peut extraire un sous recouverement fini (W, )1<i<n
tel que :
AcC U W,,.

1<i<n

Il est clair que 1<O< Va, est un voisinage ouvert de x ne recontrant pas A. Le point = étant
<i<n
arbitraire de X'\ 4, on déduit que X\ A est un ouvert.

Afin de prouver ii) considérons une famille de fermés (F;),., de A d’intersection vide.

iel
Chaque F; est aussi un fermé de X, car A est fermé. Comme X est compact, on peut

extraire une sous-famille finie d’intersection vide (voir proposition [1.5.1). On en déduit

que A est compacte. m

Proposition 1.5.4 Soit X un espace topologique séparé.

i) Toute réunion finie de parties compactes de X est un compact de X.

ii) Toute intersection de parties compactes de X est un compact de X .

Preuve. Supposons que X est un espace topologique séparé.

i) Soit (£2;),c; un recouvrement d’ouverts de I'union de compacts Y K}, c’est-a-dire :
1<k<n

U K C U Ona U, est aussi un recouvrement de K pour chaque k, k =1,---  n.
1<k<n i€l iel
Donc pour tout £ = 1,--- ,n il existe une partie finie J; de I telle que K, C U ;. Si on

1€Jy,

pose J = J;U---UJ,, UL, est un sous recouvrement fini de U K.
icJ 1<k<n
ii) On a e 1@< K, C K, Intersection des fermés est un fermé et tout fermé dans un compact
SKSNn

est compact d’aprés théoréme (1.5.1. =

Proposition 1.5.5 Soit (X,7T) un espace topologique compact et (F,), .y une suite dé-

croissante de fermés non vides : F,.1 C F,, F,, # 0, alors ﬁNFn + 0.
ne
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Preuve. Utilisons un raisonnement par ’absurde. Supposons que nQNF" = (), alors comme
X est compact, il existe ny,no, -+ ,ny € N tels que :
F,,NF,Nn---NE,, =0.
Mais comme (F},), .y est décroissante on a :
Fo, N Fy NN Fy = Fraxming, nx)-

Donc : Frax(ny na, mn) = (). Contradiction avec ’hypothése. m

Voici une conséquence importante de cette proposition.

Théoréme 1.5.2 Soit (x,),en une suite d’éléments d’un espace topologique compact X .

Alors :

i) La suite (x,)nen posséde au moins une valeur d’adhérence.

ii) Si la suite (x,)nen admet une seule valeur d’adhérence l, alors (x,)n,en converge vers

.

Preuve. i) Posons F,, = {x,, 11, - }. D’apres la proposition I’ensemble des valeurs

d’adhérence de (z,)nen est A = ﬂNFn. La proposition [1.5.5| garantit que A est non vide.
ne

ii) Supposons que la suite (x,),eny ne converge pas vers [. Il existe un voisinage ouvert V'
de [ et une suite extraite (z,, )ren avec z,, € F' = X\V (k= 1,2,---). D’apres i) cette
sous-suite posséde elle méme une valeur d’adhérence I', I’ € AN F, donc A contient deux

éléments distincts [, . Contradiction avec 'hypothése. m

Théoréme 1.5.3 Soit (X,7T) et (Y,7') deuz espaces topologiques séparés. L’image d’un

compact par une application continue de X dans 'Y est compacte.

Preuve. Soient f : X — Y une application continue et K un compact de X.

Considérons ngﬂ; un recouverement d’ouverts de f(K'). Comme f est continue Z.LGJI YD)
est un recouverement d’ouverts de K. Puisque K est compact, on peut extraire un sous-
recouvrement fini, K C ig} YY) (J C I avec J fini) . On obtient alors : f(K) C ZLgJJQ;
(J C I avec J fini). En conséquence f(K) est compact. m
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On note que 'image réciproque d’un compact par une application continue n’est pas

nécessairement un compact.

Corollaire 1.5.1 Soient X un espace compact et Y un espace séparé, alors l'image d’une

partie fermée par une application continue f : X — Y est fermée.

Preuve. En effet toute partie fermée de X est compacte et I'image d’un compact par une
application continue dans un espace séparé est compacte, donc elle est fermée. m

Le théoréme suivant donne un résultat de compacité dans le cas d’un espace produit.

Théoréme 1.5.4 (Théoréme de Tychonov) Tout produit d’espaces compacts est encore

compact.

1.6 Exercices

Exercice 1.1 Soit X un espace topologique et f : X — R une application.

1. Montrer que f est continue si et seulement si pour tout X € R, les ensembles

{re X, f(z) <A} et{x e X, f(x) > A} sont des ouverts dans X.

2. Montrer que si f est continue, alors pour tout ouvert U, f*I(U) est un ouvert et

réunion dénombrable de fermés.

Solution.

1. Implication directe; si f est continue alors {r € X, f(z) <A} = f71(] — oo, \])
est un ouvert comme image réciproque par une application continue de I'intervalle
ouvert | — oo, \[. Pareil avec |\, +oo].

Réciproquement. Commengons par noter que tout intervalle ouvert |a, b] (avec a < b)
peut s’écrire :
la,b[ = ]—o00,b[N]a, +o0[.

Donc :
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f(a,b) = f~H(]—o00,b)) N f1(Ja, +00)
est une intersection de deux ouverts donc un ouvert de X. Soit U un ouvert de R.

Comme U peut s’écrire comme 'union dénombrable d’intervalles ouverts :
U=U ](IZ', bl[ .
i€l
Alors :
fHU) = U (Jai bi)
el
est une réunion d’ouverts donc un ouvert de X, i.e. f est continue.

2. Supposons que f est continue. Traitons le cas d’intervalle ouvert de type |a, b[. On

a .

_ 1 1
Ja.bl= U [a+j,b j].

Par la suite :

_ - 1 1
F 0t = U (et hb—14])
est une union dénombrable de fermés car f est continue. Comme la question précé-

dente utilisons le fait que tout ouvert U de R s’écrit :
U= Ula;b;
Y Jai, bil,
avec [ dénombrable. Donc on peut écrire :

FrOy=y U b - 1)),

i€l jEN*

qui est union dénombrable de fermés. De plus, f~*(U) est un ouvert car f est conti-

nue.

Exercice 1.2 Soit X etY deux espaces topologiques. Une application f : X — Y est dite
ouverte si ['image de tout ouvert de X par f est un ouvert de'Y, fermée si l'image de tout

fermé de X par f est un fermé de'Y .

1. Montrer que f est continue si et seulement si f(A) C f(A) pour tout A dans X.

2. Montrer que f est fermée si et seulement si f(A) C f(A) et que f est ouverte si et

o e
seulement si f(A) C f(A).

20



Chapitre 1. Topologie Générale

Solution.

1. Implication directe. Supposons que f est continue. Soit y € f(A). Il existe alors
x € Atel que y = f(z). Soit (,),en une suite d’éléments de A qui converge vers .
Alors y, = f(x,). Puisque f est continue alors y, converge vers f(z) = y. Donc y
est adhérent a f(A). Ceci montre que f(A) C f(A).

Réciproquement. Soit F' un fermé de Y. Posons : A = f~1(F). Donc f(A) C F et
la relation f(A) C f(A) devient f(A) C F = F, car 'ensemble F est fermé. Donc
A C f7YF) = A. Par la suite A = A. Ce qui signifie que A est fermé. On déduit

alors que I'image réciproque de tout fermé F' est un fermé, donc f est continue.

2. Soit f une application fermée et A C X. On a A C A donc f(A) C f(A). Comme A
est un fermé et f est fermé alors f(A) est un fermé contenant f(A). Mais sachant
que f(A) est le plus petit fermé contenant f(A) on déduit que f(A) C f(A).
Réciproquement. La relation pour un fermé F donne f(F) ¢ f(F) = f(F). Donc
f(F) = f(F), ce qui signifie que f(F) est fermé. On conclut alors que f est une

application fermée.
Par le méme type de raisonnement on procéde avec f ouverte :

Soit f ouverte et soit A C X. On a A C A donc f(jl) C f(A). Comme f est ouverte

(e}

~ =
on a f(A) est ouvert. Mais f(A) est le plus grand ouvert contenu dans f(A). On

° ~ =
déduit alors : f(A) C f(A).

o —_—
Reciproquement. La relation pour un ouvert U donne : f(U) = f(U) C f(U), donc

~ =
f(U) = f(U), ce qui montre que f est ouverte.

Exercice 1.3 Soit X etY deux espaces topologiques.

1. Montrer que l'application (x,y) € X xY — Il(z,y) = x € X est ouverte mais pas
nécessairement fermée (considérer Uhyperbole équilatére de R?) (voir exercice

pour la définition d’une application ouverte ou fermée ).
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2. Montrer que toute fonction polyndémiale de R dans R est une application fermée .

Solution.

1. Soit O un ouvert élémentaire de X x Y ; donc U est de la forme O = O; x Oy
avec 01, Oy des ouverts de X, Y respectivement. Donc I1(O) = O; est un ouvert de
X. Comme un ouvert U de X est une réunion d’ouverts élémentaires : U = ALEJA U,
et II(U) = AgA II(U,) ceci donne que II(U) est un ouvert et par la suite II est une
application ouverte.

Soit X =Y =Ret H={(z,y) € R? xy =1} est un fermé de R.

En effet H = g7 {1} o1 g : R? — R est la fonction continue définie par g(z,y) = zy.
D’autre part H = G(f) (le graphe de f) ou f : R\{0} — R avec f(z) = 1/x.
Cependant si II(z,y) = x alors II(H) = R* n’est pas un fermé de X = R, ce qui

signifie que IT n’est pas fermée.

2. Soit P un polynéme et F' un fermé de R. Considérons (y,)nen une suite de P(F')
qui converge vers y € R. Il existe z, € F tel que y, = P(z,). Puisque (y,)nen
est convergente alors elle est bornée, par la suite (z,),ey est aussi bornée. Car un
polynéome n’a une limite infini qu’en +o00. Comme (z,),en est une suite bornée de
R, il existe une sous-suite notée encore (,),en qui converge vers = € F. Puisque F'

est fermé et P est continue (c’est un polynéme) on a :
Yn = P(x,) — P(x) € P(F).
Mais (y,)nen converge aussi vers y. L’unicité de la limite donne que y = P(x) €
P(F). Donc P(F) est ferme.
Exercice 1.4 Soit X etY deux espaces topologiques et f : X — Y une bijection continue.
1. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) f est ouverte.
ii) f est fermée.
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iii) f est un homéomorphisme.

2. Supposons maintenant que X est compact et Y est séparé. Montrer que f~1 est

continue et que Y est compact.

Solution.

1. i) =ii) Soit F' un fermé de X. On a Y\ f(F) = f(X\F) donc Y\ f(F') est ouvert et
par la suite f(F") est fermé.
ii)=-iii) Posons g = f~! et soit F' un fermé de X, ¢7'(F) = f(F) est fermé donc
g = f~! est continue i.e. f est un homémorphisme.
iii)=-i) Soit U un ouvert de X. On a f(U) = g *(U) est ouvert donc f est une

application ouverte.

2. D’apres le résultat de la question précédente, il suffit de montrer que f est fermée.
Soit donc F' un fermé de X. Comme X est compact, on déduit que F' est compact.
Ce qui implique que f(F') est compact et par la suite fermé. (On a fait appel aux

théoremes et [L.5.3). L’application f est bijective, donc f(X) =Y, il découle

que Y est compact car X est compact.

Exercice 1.5 Soit X un espace topologique séparé et (r,)nen une suite d’éléments de
X qui converge vers x € X. Montrer que le sous-ensemble A = {x} U {z,, n € N} est

compact.

Solution. Soit (£2;);c; un recouvrement d’ouverts de A : A C ‘U]Qi. Il existe un indice g
1€

tel que x € ;. Mais, d’apres la définition de la limite x, son voisinage €2;, contient tous

les éléments de la suite sauf peut étre un nombre fini. Ces points sont contenus chacun

dans un ouvert ;_, o =1,2,...,p. Il s’ensuit donc que A C Q)Qi' Alors A est compact.

Exercice 1.6 Soient X etY des espaces topologiques. Si A C X et B CY sont fermés,
alors leur produit A x B est fermé dans [’espace topologique X x Y muni de la topologie

produst.

23



Chapitre 1. Topologie Générale

Solution. Posons : U = X\A et V = Y\ B. Le complémentaire de A x B n’est pas en
général U x V. En effet le complémentaire de A X B est :
{(z,y); x ¢ Aouy ¢ B} =(UxY)U(X xV).

C’est la réunion de deux ouverts élémentaires, donc un ouvert de X x Y.
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Chapitre 2

Espaces Métriques et Espaces

Normés

Dans ce chapitre on présente des résultats de base sur les espaces métriqus et les espaces
normés. Une importance particuliére est donnée aux notions de compacité et de complétude

dans ces cas.

2.1 Espaces Métriques

Dans cette sections, on introduit la notion de distance et d’espace métrique. La continuité
des applications, la convergence des suites, la compacité et la complétude sont traités dans

le cadre des espaces métriques.

2.1.1 Notions et définitions

Nous commencons par présenter les notions de base de la métrique.

Définition 2.1.1 Soit X un ensemble, on appelle distance sur X toute application d de

X x X dans R telle que :
i) d(z,y) =0z =y,
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ii) Vo,y € X, d(z,y) =d(y,z) (symétrie),
iii) Vo,y,z € X, d(z,y) < d(x,z) +d(z,y) (inégalité triangulaire).

Le couple (X, d) est appelé un espace métrique.
Remarque 2.1.1 Une distance d sur un ensemble vérifie : Vx,y € X, d(x,y) > 0.

Exemples :

1. I’ensemble R muni de d(z,y) = |z — y| est un espace métrique.

2. Tout ensemble non vide peut étre muni de la distance triviale ¢ définie par :
1 si x#y

0 si z=y

6(z,y) =

3. L’ensemble X = R peut étre muni par une de ces distances :

[NIES

n

doo<x’y> = max |l’z - yz|7 d1<$,y) = Z |‘T1 - yz| ) dQ(Z‘ay) - (Z |xl - yl|2>

1<i<n
i=1 i=1

Définition 2.1.2 Soit (X, d) un espace métrique et r un réel positif.
— On appelle une boule ouverte (resp. boule fermée) de centre x € X et de rayon r l’en-
semble : B(x,r) = {y € X, d(z,y) <1} (resp. B(z,r) ={y € X, d(z,y) <7}).

— L’ensemble S(z,7) ={y € X, d(x,y) =r} est appelé sphére de centre x et de rayon r.

Définition 2.1.3 L’ensemble Q2 de l’espace métrique (X, d) est dit ouvert si il est vide ou

siVr € Q, Ir >0 tel que B(x,r) C .

Définition 2.1.4 Soit (X, d) un espace métrique. On dit qu’une partie A de X est bornée,

s’il existe une boule fermée telle que : A C B(z,r).
Proposition 2.1.1 Toute boule ouverte de (X, d) est un ouvert de X.

Preuve. Soit B(zo,7) = {y € X, d(z9,y) < r} une boule ouverte. L’ensemble B(z, )

est un ouvert de X si:
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Vo € B(xg,7), 3p > 0 tel que B(z, p) C B(xg, 7).

r—d(zo,z)
2

Soit x € B(xg,r) donc d(xg,z) < r. Si on pose p = alors la boule B(z,p) est

incluse dans B(z, 7). En effet pour y € B(z,p) on a :

d(zo,y) < d(zo,2) + d(z,y) < d(x0, T) + r— d;xo,x) _rt d;xo,x) .

Remarque 2.1.2 Tout espace métrique est un espace topologique, en effet les boules ou-
vertes engendrent la topologie associée a un espace métrique. On note aussi que l’ensemble
des boules ouvertes (ou fermées) ayant pour centre un point x donné constitue une base

de voisinage de x.

Exemple : La topologie usuelle de R est la topologie sur R associée a la distance usuelle

d(z,y) = |x — y|. L’intervalle ]z — r,x + r[ est la boule ouverte de centre = et de rayon r.

Définition 2.1.5 Soit X un ensemble muni de deux distances dy et do. On dit que dy et
dy sont équivalentes s’il existe C7 > 0 et Cy > 0 tels que :

Yo,y € X, Cidy(z,y) < do(z,y) < Cady(z,y).
Remarque 2.1.3 Deux distances équivalentes engendrent la méme topologie.
Proposition 2.1.2 Tout espace métrique est un espace topologique séparé.

Preuve. Soient = et y deux points distincts de X. Comme d(z,y) # 0, le réel r := d(z,y)
est strictement positif. Considérons maintenant les deux boules ouvertes B(z, 5) et B(y, 1)
qui sont bien des voisinages de x et y respectivement. De plus ces deux boules sont
disjointes. En effet, si il existe z € B(x,5) N B(y, 5), on obtient en utilisant I'inégalité
triangulaire :

r=d(z,y) <dx,z)+d(z,y) <,

i.e. 7 < r contradiction. Donc (X, d) est bien séparé. m
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Définition 2.1.6 Soit X un ensemble. On munit X de deux distances d; et dy. On dit
que les deux distances sont topologiquement équivalentes si et seulement si l’application

identité Id est continue de (X,dy) dans (X, ds) et de (X, ds) dans (X, d;).

Remarque 2.1.4 Dans un espace métrique un ensemble est fermé si et seulement si il

est séquentiellement fermé.

2.1.2 Limite et continuité dans les espaces métriques

On donne dans la suite la définition de la convergence des suites dans I’espace métrique.

Définition 2.1.7 Soient (z,,)nen une suite d’éléments d’un espace métrique (X, d) etl un

point de X. On dit que la suite (x,)nen converge vers | si et seulement si :

Ve > 0,3ng € N tel que ¥Yn > ng alors d(z,,l) < e.

Définition 2.1.8 Soient (z,)nen une suite d’éléments d’un espace métrique (X,d) et a

un point de X. On dit que a est une valeur d’adhérence de (T,)nen Si -

Ve > 0,Vng € N, dn > nyg tel que d(x,,a) < €.

Dans les espaces métriques, il existe une caractérisation des valeurs d’adhérence tres

utile.

Proposition 2.1.3 Soit une suite d’éléments de l’espace métrique (X,d). Le point a est
valeur d’adhérence de (T, )nen st et seulement si il existe une sous suite (Ty(n))nen QUi

converge vers a.

Preuve. Limplication réciproque vient de la définition de la valeur d’adhérence et reste

vraie dans n’importe quel espace topologique.
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Montrons I'implication directe. Supposons que a est valeur d’adhérence de (z,)nen. Pre-
nons comme voisinages de a la famille de boules ouvertes B(a,27%) dans la définition de

la valeur d’adhérence, on voit que :

Vk € N,YN € N,3n > N, d(a,z,) <27

On construit alors une sous-suite qui converge vers a par récurrence : on pose ¢(0) comme
étant le plus petit indice tel que d(a,z,)) < 1, puis ¢(1) comme le plus petit indice

strictement supérieur & (0) vérifiant d(a, z,1)) < 1/2 et ainsi de suite. m

Définition 2.1.9 Soit (X,d) et (Y,d') deuzr espaces métriques et f : X — Y une appli-
cation.

— On dit que f est continue en xy de X si lim f(x) = f(xo), c’est-a-dire si

Tr—T0

Ve > 0,36 > 0 tel que Vo € X : d(z,x0) < 6 = d'(f(z), f(z0)) < .

— On dit que f est continue sur X si elle est continue en tout point de X.

— On dit que f est uniformément continue sur X si :

Ve > 0,30 > 0 tel que Vr, ' € X :d(z,2") <d = d'(f(z), f(2')) <e.

— Soit k un réel positif. On dit que f est lipschitzienne de rapport k si :

Vo, o' € X - d'(f(z), f(2) < kd(z,2").

De plus, si 0 < k <1 on dit que f est contractante.

Remarque 2.1.5 C’est facile a voir que si f : X — Y est lipschitzienne alors elle est

uniformément continue et si elle est uniformément continue alors elle est continue sur X.
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En revanche les réciproques de ces résultats ne sont pas toujours vraies. On note de plus,
que les propriétés de continuité, d’uniforme continuité et lipschitzienne sont invariantes

par changement de distances en une distance équivalente.

Exemple : Dans R* muni de la valeur absolue, la fonction f(x) = 5247 est lipschitzienne
de rapport 5, la fonction g(z) = \/x est uniformément continue mais pas lipschitzienne et

la fonction h(z) = 22 est continue mais elle est ni uniformément continue ni lipschitzienne.

Proposition 2.1.4 Considérons trois espaces métriques (X, d), (Y,d') et (Z,d") et soit
f: X =Y etg:Y — Z deux applications. Si [ est uniformément continue sur X et g

est uniformément continue sur'Y alors go f est aussi uniformément continue sur X .

Définition 2.1.10 Soit (X, d) et (Y,d') deux espaces métriques et f : X — Y une appli-

cation. On dit que f est une isométrie si :

Vo, o' € X, d'(f(z), f(2) = d(z,2)).

Autrement dit, une isométrie est une application qui conserve les distances.

Remarque 2.1.6 Toute isométrie est injective. De plus, la composée de deux isométries

est une isométrie.

2.1.3 Compacité dans les espaces métriques

Théoréme 2.1.1 (Heine, Borel-Lebesgue) Tout intervalle fermé borné de R, [a, b], ot

a,b € R, est compact.

Preuve. On suppose que l'epace R est muni de sa métrique usuelle. Soit (€2;);e; un
recouverement d’ouverts de [a, b]. Posons :
A = {x € [a,b], tel que le segment [a, x| puisse étre recouvert par sous-recouvrement

fini de (Qz)zel}
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On souhaite établir que b € A, ce qui montrera ’existence d’un sous-recouvrement fini de
[a,b]. On note que a € A, car le segment [a, a] n’est que le singleton {a}. Comme (£2;);cr
est un recouvrement de [a, b], il existe au moins un i, tel que a € €, .

Posons maintenant ¢ = sup A. Comme ¢ < b donc ¢ est en particulier fini. Supposons que
c ¢ A. Puisque ¢ € [a,b],Tiy € I, tel que ¢ € ;. Mais €2, est ouvert, donc il existe un
r > 0 tel que :

a<c—r<c et [c—r.c CQ,. (2.1)

Mais ¢ = sup A et ¢ ¢ A, on peut choisir alors r assez petit pour que ¢ — r € A. La
définition de A implique I'existence d’une patie finie J C [ telle que :
l[a,c— 1] C UQ,.
ieJ
En utilisant la relation ({2.1]), on trouve :
a,cl=la,c—r|Ulc—r,cjC UQUQ;, = U Q.
la, ] = Jul ] i€l " iedOlioy
Puisque J U {ig} est fini on obtient bien un sous recouvrement fini de [a, ¢], ce qui donne
que ¢ € A. Contradiction et en conséquence c € A.
Supposons maitenant que ¢ < b. Comme ¢ € A,on peut trouver J C [ finie telle que
la,c] C ‘UJQZ-, car ¢ € A. Soit ig € J tel que c € €, puisque €2;, est ouvert il exitse r > 0
1€
tel que :
c+r<b et [e,c+71] CQy.
Il s’en suit que on a le sous-recouvrement d’ouverts fini suivant :
la,c+7] C UL,
icJ

et donc ¢ = ¢+ r € A. Ceci contredit le fait que ¢ = sup A et donc le fait ¢ < b. On
conclut que ¢ = b. Ce qui signfie que tout l'intervalle [a,b] peut étre recouvert par une
sous-famille finie de (£2;);cs i.e. [a, b] est bien compact. m

La compacité dans les espaces métriques peut se caractériser en utilisant les suites,

comme le montre le théoréme ci-dessous.

Théoréme 2.1.2 (de Bolzano-Weierstrass) Un espace métrique (X,d) est compact

st et seulement st toute suite d’éléments de X admet une sous suite convergente.
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Preuve. L’implication directe s’obtient en utilisant théoréme [I.5.2) qui dit que toute suite
d’un compact admet une valeur d’adhérence et proposition [2.1.3|qui dit que dans un espace
métrique il y’a une équivalence entre avoir des sous-suites convergentes et posséder des
valeurs d’adhérence. Etablissons maintenant Uimplication réciproque. Supposons donc que
X est un espace métrique pour lequel toute suite a une valeur d’adhérence. Soit (£2;),.;
un recouvrement de X par des ouverts. On cherche & extraire de cette famille un sous-
recouvrement fini de X.

Premiére étape : On commence par montrer qu’il existe € > 0 tel que toute boule ouverte
de rayon ¢ soit contenue dans un des €);. Raisonnant par 'absurde en suposant qu'un tel
e n’existe pas. Alors pour tout n € N, il existe z,, tel que B(x,,2™™) soit contenue dans
aucun §2;. Cette suite posséde une valeur d’adhérence = qui, évidement, appartient & un
des €; (car (£;),; est un recouvrement de X'). Notons i, I'indice correspondant et r > 0
tel que B(x,r) C Q,,. Puisque x est valeur d’adhérence de la suite, il existe n € N tel que
d(z,x,) <r/2et 27" <r/2. On adonc B(z,,2™") C §2;,, ce qui contredit la définition de
T

Deuzxiéme étape : Montrons maintenant qu’on peut recouvrir X par un nombre fini de
boules de méme rayon e. Pour cela, partons d’un point z quelconque. Si X C B(xg,¢),
il n’y a rien a faire, le but est atteint. Sinon, on choisit z; tel que =1 ¢ B(zg,¢). Si
X C B(xg,e) U B(z1,¢) la construction est terminée, sinon on choisit un point x5 tel que
xo ¢ B(x1,e) U B(xo,€). Par récurrence, on obtient une famille (zg, z1,...,2y) telle que
zn ¢ B(zg,e)U...UB(xy_1,¢). Le procédé de construction s’arréte nécessairement apres
un nombre fini d’étapes sinon on aurait une suite (z,),en telle que d(z,,x,,) > € pour
n # m, une suite qui n’est pas de Cauchy ne pourra pas avoir une sous suite convergente.
Conclusion : D’aprés la premiére étape, il existe ¢ > 0 tel que pour chaque x € X il existe
un indice i, € I tel que B(x,¢) C §2;,. D’aprés la deuxiéme étape, il existe une famille finie
(xg,x1,...,xy) d’éléments de X telle que X C kng(xk, g). Par conségent X C kngixk ce

qui signifie que X est compact. =
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Présentons maintenant des conséquences importantes du théoréme de Bolzano-Weierstrass.

Définition 2.1.11 Une partie A d’un espace topologique séparé (X,T) est dite relative-

ment compacte si son adhérence A est compacte.

Corollaire 2.1.1 Soit (X,d) un espace métrique. Une partie A de X est relativement
compacte si et seulement si de toute suite d’éléments de A on peut extraire une sous-suite

qui converge dans X .

Preuve. Supposons A relativement compacte. Comme toute suite d’éléments de A est
aussi une suite d’éléments du compact A, elle admet au moins une valeur d’adhérence
dans A et donc une sous-suite convergente dans X.

Réciproquement, supposons que de toute suite de A on puisse extraire une sous suite
convergente. Soit (x,),en une suite de A. En utilisant la définition de ’adhérence A, on
déduit Pexistence d’une suite d’¢léments de A telle que d(x,,,y,) < 27" pour tout n € N.
D’apres I'hypothése, cette suite admet une sous-suite (yy(n))nen qui converge vers y € A.
La suite (Zy(n))nen converge aussi et vers la méme limite y € A. D’apres le théoréme de

Bolzano-Weistrass, A est bien compacte, i.e. A est relativement compacte. m

Corollaire 2.1.2 Dans un espace métrique, toute partie relativement compacte est bornée

et toute partie compacte est fermée bornée.

Preuve. Pour prouver le premier résultat, raisonnons par contraposition. Supposons que
A est une partie non bornée de 'espace métrique (X, d). Alors on peut construire (par
récurrence) une suite (z,)en telle que d(x,, z,,) > 1 pour tout n, m € N tel que n # m.
Cette suite, qui n’est pas de Cauchy, ne peut avoir de sous-suite convergente donc A n’est
pas relativement compacte.

Le deuxiéme résultat du corollaire devient alors facile a vérifier. En effet, tout compact est

fermé donc relativement compact et donc d’aprés le premier résultat est borné. m
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Corollaire 2.1.3 Le produit cartésien d’un nombre fini d’espaces métriques compacts est

un espace métrique compact.

Preuve. Afin de simplifier, nous nous limitons au produit de deux espaces métriques
compacts (X, d) et (Y, d').

Considérons une suite (z,, Y, )neny une suite de points de X x Y (muni de la métrique
produit). La compacité de X, permet d’extraire une sous suite (Zy(n))nen qui converge
vers # € X. De méme, la compacité de Y, permet d’extraire une sous-suite (¥yn))nen qui
converge vers y € Y. Il est évident que la suite (Zyop(n), Ypop(n) )nen converge vers (z,y).

Le théoreme de Bolzano-Weistrass permet de déduire que X X Y est compact. m
Corollaire 2.1.4 Les compacts de R sont les fermés bornés.

Preuve. Dans un espace métrique quelconque, on sait déja que tout compact est fermé
et borné. Considérons maintenant K C R un ensemble fermé et borné. La bornitude de
K implique l'existence d’'un R > 0 tel que K C [—R, R|. Le théoréme de Heine, Borel-
Lebesgue implique que [— R, R] est un compact. Par hypotheése K est fermé dans R et par

la suite aussi un fermé de [—R, R| (car K C [-R, R]) donc K est bien compact. m

Corollaire 2.1.5 Toute fonction continue sur un espace compact o valeurs dans R est

bornée et atteint ses bornes supérieure et inférieure.

Preuve. Si (X,7) est un espace topologique compact et f : X — R une application

continue alors d’apres théoréme I'image f(X) est un compact de R. Par la suite

f(X) est bornée et fermée (corrolaire [2.1.4)). La fonction f est donc bornée supf(z) et
zeX

in)f(f(x) sont bien définis (propriété de R) et de plus supf(z) € f(X) et in)f{f(x) € f(X).
z€ z€X z€

Autrement dit les bornes supérieure et inférieure sont atteintes. C’est-a-dire ce sont des

maximum et minimum. |
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2.1.4 Complétude

Avant de définir les espaces complets, on donne la définition d’une suite de Cauchy.

Définition 2.1.12 Soit (X,d) un espace métrique. On dit qu’une suite d’éléments de X
est une suite de Cauchy si :

Ve > 0, dng € N tel que VYp > ng, Vg > ng alors d(z,, z,) < €.

On note que si (z,)nen est une suite convergente vers | dans (X, d) alors elle est de
Cauchy car :  d(xp,x,) < d(xp, 1)+ d(l,z,). En revanche la réciproque est fausse, c’est-
a-dire il existe des suites de Cauchy qui ne convergent pas. Mais toute suite de Cauchy

ayant une sous-suite convergente est convergente.

Définition 2.1.13 Soit (X, d) un espace métrique. On dit que cet espace est complet si

et seulement si toute suite de Cauchy d’éléments de X converge dans X.

Exemple : Avec la distance usuelle, les espaces R et C sont complets, par contre Q ne
I’est pas. Concernant I'espace Q, considérons la suite définie par :

ro=1 et T, = ﬁ pour n > 1.
Cette suite est de Cauchy dans Q (car elle converge dans R pour la méme distance). Mais

sa limite %(\/5 — 1) est irrationnelle et donc cette suite ne converge pas dans Q.

Proposition 2.1.5 Le produit cartésien d’un nombre fini d’espaces métriques complets

est un espace métrique complet.

On déduit alors que I'espace RY muni de 'une des distances di, do ou ds est un

espace complet.

Définition 2.1.14 Une partie A d’un espace métrique (X,d) est dite compléte si munie

de la distance induite est un espace métrique complet.

Proposition 2.1.6 On a les propriétés suivantes :
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i) Toute partie compléte est fermée.

ii) Toute partie fermée d’un espace métrique complet est compléte.

Preuve.

i) Soit A une partie complete d’un espace métrique (X, d). Considérons (x,,)nen une suite
d’éléments de A convergente. La convergence de cette suite implique que c’est une
suite de Cauchy. Mais A est compléte, alors la limite de cette suite est dans A. En

conséquence A est fermée.

ii) Considérons A une partie fermée d’un espace métrique (X, d) et (z,)nen une suite de
Cauchy de A. La suite (z,)nen est aussi une suite de Cauchy de X donc elle est
convergente dans X vers une limite. Comme A est fermée, la limite de cette suite

est dans A. Ce qui signifie que A est compléte.

Théoréme 2.1.3 Soit (X,d) et (Y,d') deux espaces métriques avec (Y,d') complet. Soit
A une partie dense de X et f : A — Y wune application uniformément continue. Alors
il existe une unique application f : X = Y continue sur X qui prolonge f sur X (i.e.

f(z) = f(x), pour x dans A). De plus ce prolongement est uniformément continue.

Preuve. Commencons par montrer I'unicité. Soit f; et fs deux prolongements continues de
f et x € X arbitraire. Comme A est dense, il existe une suite (x,)nen d’éléments de A qui
converge vers x. Puisque chaque z,, € A on a fi(z,) = fo(z,). Par passage a la limite, on
obtient que fi(z) = fo(x). Traitons maintenant 1’existence du prolongement. Soit x € X
quelconque et (2, ),eny une suite d’éléments de A qui converge vers x. Ceci implique que
la suite (z,)nen est de Cauchy dans (X, d). Faisant appel a I'uniforme continuité de f, on
vérifie que (f(z,))nen est aussi de Cauchy dans I'espace métrique (Y, d'), donc converge
vers une limite [. De plus la valeur de [ ne dépend pas du choix de la suite qui converge vers

. Posons alors f () = . Montrons que f ainsi définie est uniformément continue. Soit
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e > 0, comme f est uniformément continue, il existe o > 0 tel que pour tout =,y € A, la
condition d(z,y) < « implique d'(f(x), f(y)) < e. Soit alors z,y € X tel que d(x,y) < a;
considérons deux suites (Z,)nen €t (Yn)nen de points de A qui convergent vers x et y
respectivement. Alors la suite (d'(f(2s), f(yn))), _, converge vers d'( f(x), f(y)). Comme
(d(2n,Yn)),cn converge vers d(xz,y), il existe donc N € N tel que pour tout n € N, n > N
: d(Tn, Yn) < a. On obtient de l'uniforme continuité de f que d'(f(z,), f(yn)) < e. Il en

résulte que d'(f(z), f(y)) <e. m

2.2 Espaces normés

Dans cette section, on présente quelques généralités sur les espaces normés abstrait, déja
vues dans des cours de Licence et on donne d’autres résultats approfondis qui seront
fortement utiles dans les chapitres suivants. Dans ce qui suit, on désigne par k ’espace

des scalaires R ou C.

2.2.1 Notions et définitions

Définition 2.2.1 Soit E un espace vectoriel réel ou complexe. Une norme sur E est une
application : ||.| : E — RT vérifiant :

i) ||z|| =0« = 0g.

ii) VAek, Ve e E: || Ax| = | ||z]| (homogénéité).

iii) Ve,y € E: |lz+y| < |zl + ||yl  (inégalité triangulaire).

Le couple (E, ||.||) est alors appelé espace vectoriel normé.

Remarque 2.2.1 Si on supprime la condition i) on dit que ||.|| est une semi-norme. On
note qu’on a toujours ||Og|| = 0. Il est important de retenir l'inégalité suivante (appelée
deuziéme inégalité triangulaire), conséquence immédiate de l'inégalité triangulaire : si ||.||

est une semi-norme sur E alors :
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Vo,y € Bzl = [yl < [le =yl
A partir d’une norme, on obtient une distance sur E en posant d(z,y) = ||z —yl.

Définition 2.2.2 Soit E un espace vectoriel muni de deux normes ||.||, et .||, -

1. On dit que ||.||, est plus forte que ||.||, s’il existe ¢ > 0 telle que :
Vo€ B, |l < cllall,.
2. On dit que |||, et ||.||, sont équivalentes s’ils existent c; > 0 et co > 0 telles que :

Ve e B, ez, < lzfl; < e ],
Il est évident que les distances associées a deux normes équivalentes sont équivalentes.
Remarque 2.2.2 Les topologies engendrées par deux normes équivalentes sont les mémes.

Exemples :

1. On peut munir I'espace k™ des normes :
1

n )
|mu:(zu#),1Sp<w O —

1<i<n

=1

Ces norme sont toutes équivalentes.

2. On définit sur C(]0, 1],k), 'espace des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs dans
k, et sur Fy(]0,1],k), 'espace des fonctions bornées sur [0,1] a valeurs dans k, la

norme :

[fllo = sup [f(£)],

t€[0,1]
c’est la norme de la convergence uniforme.

3. Soit p € [1, 00] I'espace vectoriel IP(k) des suites de k de puissance p sommable peut
+o0o P
étre muni de la norme : 2] ) = (Z ]mn]p)
n=1

et 'espace [*°(k) des suites bornées peut étre muni de la norme ||z||_ = sup |z,|.
neN
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4. Soit (FE, ||. et (F,||. deux espaces vectoriels normés. L’espace du produit car-
E F

tésien F X F peut étre muni d’une des normes du produit suivantes :

2 2
(s )y = Null g+llvll g (s 0)lly = /e + vl 1, 0)lle = max(flullg, [Jv]l£)-

Ces normes sont équivalentes.

Remarque 2.2.3 Un produit (topologique) d’un nombre fini d’espaces vectoriels normés
est un espace vectoriel normé. Par contre, un produit infini d’espaces vectoriels normés

munt de sa topologie produit n’est pas nécessairement un espace vectoriel normé.

Proposition 2.2.1 Soit E un espace vectoriel muni de deuzx normes ||.||, et ||.||,. Alors
.l est plus forte que ||.||, si et seulement si tout ouvert de E pour la topologie associée
a |||, est ouvert pour la topologie de ||.||,. Autrement dit, plus la norme est forte plus la

topologie associée est fine.

Si A est un ensemble de E, on note d(z, A) = in£ |z —y|l. De pluson a: d(z,A) =0
ye
si et seulement si € A. En effet, ces deux conditions sont équivalentes & I'existence d’une

suite (z,)neny dans A qui converge vers x.

Lemme 2.2.1 (lemme de Riesz) Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé. Soit F' un
sous-espace vectoriel fermé de E, distinct de E. Alors pour tout € €]0,1] il existe x € E

tel que : |lz =1 et inf|z—yl|>1—c
el que : ||| et inflle—yl=1-e¢

Ce lemme signifie que si F' est un sous-espace strict d’un espace vectoriel normé F,
alors pour tout £ €]0, 1] il existe un élément dans la sphére unité Sg(0,1) de E qui est a
distance > 1 — ¢ de F.

Preuve. Soit z ¢ F. Comme F est fermé et z ¢ F on a a = d(z, F) > 0. Pour tout,
e €]0,1Jona 1< 1/(1—¢)etdonca < af(l—e¢). La définition de o comme borne

inférieure implique qu’il existe y. € F tel que ||z — y|| < a/(1 — ¢). On vérifie, par un
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simple calcul que 'élément . = (z—vy.)/ ||z — y.|| vérifie : ||z.|| = 1 et que ||zc —y|| > 1—¢

pour tout y € F. m
Définition 2.2.3 On appelle espace de Banach tout espace normé complet.
Exemple : Les espaces R et C sont des Banach.

Remarque 2.2.4 Le méme espace vectoriel peut étre un espace de Banach pour certaines

normes mais pas pour d’autres.

2.2.2 Espaces normés de dimension finie

Le résultat suivant est fondamental.

Théoréme 2.2.1 Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, les compacts sont

les fermés bornés et toutes les normes sont équivalentes.

Preuve. On sait déja quun compact est fermé borné (voir corollaire . Il suffit donc
de montrer qu’en dimension finie tout fermé borné est compact et que toutes les normes
sont équivalentes. Soit F un espace vectoriel normé de dimension finie p et (ey, ..., e,) une
base de E. Posons :
lz|l% = max |z;| pour x= Zp:lxi@i-
Premiére étape : On commence par établir que dans (E, ||-||5) les fermés bornés sont
compacts. Soit donc A une partie fermée bornée de (E, ||-||% ). Afin de simplifier on suppose
que k = R. Définissons I"application :
v R lw) = & 1-1F)

p
(5(31, ce ,ZEp) — szez
i=1

L’application ¢ est isomorphisme isométrique de_(]Rp Al ll) vers (EL||-||%)- En particulier,
¢! est continue et donc ¢ !(A) est un fermé borné de (R?, ||-|| ). Soit M > 0 tel que

@ 1(A) C [-M, M]". L’ensemble [—M, MI? est compact car est un produit cartésien des
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compacts. Comme ¢ ~1(A) est fermé, on conclut que p~!(A) est compact, et par la suite
A= p(p71(A)) est également compact.
Deuziéme étape : Montrons maintenant 1’équivalence des normes. Soit maintenant ||-| 5
une norme quelconque sur F. Définissons :
v (B E) — R, [)
z = zlp.

Soit (z,y) € E?, en utilisant la deuxiéme inégalité triangulaire :

p

Z(% — i€

i=1

() =) < llz =yl <

p
< (Z HeiHE> lz =yl -
E =1

En conséquence, I'application 1 est continue sur E. De plus, si on prend y = Og dans le
calcul précédent, on obtient que ||-|| est plus forte que ||| .
D’aprés la premiere étape la sphére unité S de E pour la norme ||-||3 (qui est fermée
bornée) est compacte, on en déduit que 1) restreinte a S est bornée et atteint ses bornes.
Cela signifie en particulier qu’il existe un xq tel que :
lzolly =1 et ||z|lzp > o]l pour tout x € E tel que ||z||5 = 1.

Par homogéneité, on déduit que :

lallg > llzollg 2] pour tout « € E.
Comme x # Op, on a ||xg||; > 0. En conséquence, la norme|-||; est plus forte que ||-||% -
Donc les deux normes sont équivalentes.
Troisiéme étape : Sachant que toute norme de E est équivalente a ||-||3 et que deux normes
équivalentes donnent lieu a la méme topologie. On conclut de la premiére étape que tout

fermé borné de F est compact. m
Corollaire 2.2.1 Tous les espaces vectoriels normés de dimension finie sont complets.

Preuve. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie p. Comme toutes les normes
sont équivalentes sur E, on suppose que E muni de la norme |[|-||3 . C’est facile a voir

qu'une suite (z,)neny est de Cauchy dans (E,||||5) si et seulement si les suites de ses
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composantes (¢ ),ey pour i = 1,...,p sont de Cauchy dans k. Mais k est complet, donc

toute les suites de composantes convergent et par la suite (z,),en converge aussi. ®

Lemme 2.2.2 Dans un espace vectoriel normé, un sous espace vectoriel de dimension

finie est fermé.

Preuve. Soit F' un sous espace vectoriel de dimension finie de ’espace normé E. Consi-
dérons (z,)neny une suite d’éléments de F' qui converge vers x € E. Comme (z,)en €st
convergente elle est bornée. Alors il existe R > 0 tel que z,, € B(0, R), pour tout n € N.
Mais B(0, R) est une boule fermée de F', donc un compact car dim F' < oo. Le théoréme
de Bolzano-Weistrass implique qu’il existe une sous-suite de (x,,),en qui converge dans F'.

Par uncité, cette limite est égale & x, on conclut alors que x € F. m

Théoréme 2.2.2 (de Riesz) Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé. Alors E est de

dimension finie si et seulement si sa boule unité fermée B(0,1) est compacte.

Dans le cas de dimension finie le théoréme décrit toutes les parties compactes
comme étant les parties fermées et bornées. Par conséquent, les boules fermées (qui sont
aussi bornées) sont compactes. Alors pour prouver le théoréme de Riesz il reste & montrer
que si la boule unité fermée B(0,1) est compacte alors dim F < oo.

Preuve. Prouvons cette implication par contraposition : supposons que dim £ = oo et
montrons que B(0, 1) est non compacte. On commence par se donner un élément arbitraire
a; € E tel que ||a;|| = 1. Ensuite, on suppose construire aj,as,...,a, éléments de E tels
que |jag|| = 1 et ||a; — ag|| > 1/2 pour tout k # [ dans {1,2,...,n}. Soit F,, le sous espace
vectoriel engendré par les vecteurs ag, as, ..., a,, c’est un sous-espace de dimension finie
de E donc il est fermé d’apreés le lemme précédent. Comme E est un espace de dimension
infini F,, # E. En utilisant le lemme de Riesz pour € = 1/2, on obtient un vecteur a,,; tel
que ||ani1|| = 1 et d(anyq, F) > 1/2. En particulier ||a,41 — agl| > 1/2 pour k =1,... n.

La suite (z,,)nen ne peut admettre une sous-suite convergente car, par construction, aucune
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de ses sous-suites n’est de Cauchy. Par la suite le critére de Bolzano-Weistrass n’est pas

vérifié et donc la boule unité fermée B(0,1) n’est pas compacte. ®

Remarque 2.2.5 Le théoréme de Riesz affirme que dans un espace vectoriel normé de di-
mension infinie, les boules fermées de rayon non nul ne sont pas compactes. En particulier,

en dimension infinie, les fermés bornés ne sont pas compacts.

Exemple : Dans Iespace (C ([0,1],R),||-|[..) la boule unité fermée n’est pas compacte.
En effet, considérons la suite de fonctions (f,),en définies par : f,(z) = a™.

La seule limite possible est la fonction :

0, sizel01]
flz) =

1, si x=1.

Mais cette fonction n’est pas continue. Donc il n’existe aucune sous-suite de la suite (f,,)nen

qui converge dans (C ([0,1] ,R),||-[|.) -

2.2.3 Applications linéaires

Soit K et F' deux espaces vectoriels normés. L’ensemble des applications linéaires de F

dans F' est noté L(E, F).
Proposition 2.2.2 Soit f : E — F une application linéaire. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. f est continue sur F.
2. f est continue a l'origine Op.

3. AM >0,Ve e E: ||f(2)||p < M||z| 5 i.e. f est bornée.
C’est facile & vérifier le résultat suivant :

Proposition 2.2.3 Soit E un espace vectoriel muni de deux normes ||.||; et ||.|,. Ces
deux normes sont équivalentes si et seulement st les applications d’identités :

Ldy: (B, |[-ly) = (B l-llp) et Idy = (B, I-llp) — (£, I-lly) sont continues.
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Définition 2.2.4 Soit L(FE,F) l’ensemble des applications linéaires continues de E a F'.
Pour f € L(E,F) on note ||f||E(E7F) la plus petite constante M telle que :
Vo e E: | f@)llp < Mzl

A partir de la définition de [fllzery ona: [[f(@)llp <Ifllzer e et on peut

vérifier que :

I|.f ()]
||f||£(E,F) = sup = sup [f(@)lp= sup [[f(2)]p
rerogy 12l e jal =1 2€E o] p<1

De plus, 'espace (L(E, F), ||| (,r)) est bien un espace vectoriel norme.

Remarque 2.2.6 Si f € L(E,F) et E de dimension finie alors f est nécessairement

continue i.e. L(E, F) et L(F, F) coincident.

Proposition 2.2.4 Si (F, ||.||z) est un espace de Banach, alors (L(E, F), ||| g r)) Uest

aussi.

Preuve. Soit (f,)nen une suite de Cauchy de L(F, F). Pour tout = € E et p,q € Non a:
1p(@) = fo(@)lp < 1fp = fall ooy N2l -

Comme (f,,)nen est de Cauchy, pour tout z € F on a :
Ve > 0,3n, € N,Vp, g >n, : || f, — fq||£(E7F) <e/|zlg-
Ce qui implique que :
Vo € E,Ve > 0,3n, € N,Vp,q > ng || fo(x) — fo(2)]| < e

Ceci montre que pour tout z € E, (f,,(z))nen est une suite de Cauchy dans F'. Comme F
est complet, on déduit que (f,,(z))neny converge vers une limite que 1'on note f(z).
Vérifions maintenant par un simple passage a la limite que la fonction f : F — F' définie

par : f(x) = lirf f(z,) est linéaire.
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Soit \,u € ket xz,y € Eona:

fQOz +py) = lm (f,(Ax + py))

n—+00
= lim (Afo(2) + 1fn(y))
= Alim fu(2) +p lim_f,(y)
= M (z) + nf(y).

Montrons maintenant que 'application f est continue. Puisque la suite (f,)nen est de
Cauchy donc elle est bornée dans L(E, F'). Alors :
dM >0, Ve e E,VneN: ||f,(2)| <M |z| 5.
En faisant tendre n vers I'infini, on obtient que :
dM >0, VazekFEtel quel|f(2)<M|z|.
Ce qui est équivalent & f est continue et sa norme est majorée par M.
Pour terminer, il reste a vérifier que la suite (f,,)nen converge vers f dans L(E, F'), c’est-

a-dire lirf 1fn = fllze,py = 0. Comme la suite (fn)nen est de Cauchy on a:
Ve > 07 3”0 S vapvq > Mg : ”fp - fq”E(E,F) <e.

Donc pour tout x € E: || fo(z) = fo(@)||p < ez 5

En faisant tendre ¢ vers l'infini on obtient :

1fp(@) = F@)p < ellzllp

Dot : 1o = fllepr <c m

Remarque 2.2.7 La définition de L(E, F') dépend du choizx des normes sur E et F' cepen-
dant, modifier les normes sur E et F' par des normes équivalentes ne modifie pas L(E, F)

et change |||| ;g ) €n une norme équivalente.

Théoréme 2.2.3 Soit (E, ||| z) un espace vectoriel normé, (F,|-|| ) un espace de Banach
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et G un sous espace vectoriel dense de E. Soit L € L(G, F'). Il existe une unique application

L € L(E, F) qui prolonge L sur E. De pl : HLH —|IL .
( ) qui prolonge L sur e plus on a P L]l £, )

Preuve. Comme toute application linéaire continue est en fait lipschitzienne et par la suite
uniformément continue, le théoréeme [2.1.3| garantit I'existence et 'unicité d’un prolonge-
ment continue L, définie sur E, de L. Vérifions maintenant la linéarité de L. Soit A, p € k
et z,y € E. Considérons les suites (z,)nen €t (Yn)neny d’éléments de G' qui convergent vers
x et y respectivement. Par passage a la limite dans ’égalité :

L(Azy + pyn) = AL(2n) + pL(yn),
on en déduit que :

LAz + py) = AL(z) + pL(y).

Finalement, sachant que L(z) = L(z) pour & € G, on obtient :

; Z@l, . 1@

= sup sup

= || L]l :
Hlﬁ(ﬂm z€E\{0g} ||$||E zeG\{0g} ||J7||E LEF)

D’autre part, si x € E et (x,)nen une suite d’éléments de G qui converge vers z, on a :
Vn €N, |[L(zn)llp < Ll gipy l12nll

donc :

|2@) < 12l gr Nl

Ceci implique que :
EH < ||L .
H LB I HL(G,F)

Définition 2.2.5 On appelle dual topologique de E et on le note E' = L(E,k) espace

des formes linéaires continues sur F.
Comme le corps k est complet on déduit de la proposition le résultat suivant.

Corollaire 2.2.2 Le dual topologique E' = L(E k) de E est complet.

Théoréme 2.2.4 Soit f une forme linéaire non nulle sur (E, ||.||5). Alors, f est continue

si et seulement si son noyau Kerf ={x € E, f(x) =0} est fermé.
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Preuve. Pour établir I'implication directe supposons que f est continue. Le noyau de f

n’est que 'image réciproque du fermé {0}, donc il est ferme.

Réciproquement, supposons que Ker f est fermé. Comme f n’est pas une application nulle,

il existe u € E tel que T'(u) = 1. Soit (2, )nen une suite d’éléments de E qui tend vers Op.

On cherche a vérifier que f(x,) tend vers 0. Supposons que ce n’est pas le cas. Il existe

alors une sous-suite, notée encore une fois (z,),en, telle que pour un certain e > 0 on
1

a |f(xz,)| > € pour tout n. Posons maintenant y, = u — Ty Ln- Comme f(u) =1, nous

avons f(y,) = 0, pour tout n, y, € Kerf et par construction nous avons :

_ lzall
Y — ullp = {755 < ||zl — 0 quand n — +o0.
Ce qui montre que ¥, converge vers u. Mais, par hypothése Kerf est fermé et donc u
appartient & Kerf, c’est-a-dire f(u) = 0. Contradiction avec le choix de u. Par la suite f

doit étre continue. m

2.3 Exercices

Exercice 2.1 Soit f une forme linéaire sur (E, ||.||z). Montrer que si f n'est pas continue

alors son noyau Kerf est dense dans F.

Solution. On utilise théoréme et on montre que si Kerf n’est pas fermé alors il est
dense dans E. Supposons que Kerf n’est pas fermé. Il existe alors un v € Kerf mais
u ¢ Kerf. Quitte a diviser u par f(u), on peut supposer que f(u) = 1. Soit maintenant
x € F, quelconque. On peut écrire :

r=(x— f(z)u) + f(z)u.
Onaz— f(z)u € Kerf et f(z)u € Kerf par construction. Donc = appartient & Kerf ce

qui montre que Kerf est dense dans F.

Exercice 2.2 Soit l'espace X = C ([0, 1],R) muni de la norme || f||, = fol |f ()| dt.

1. Montrer que la forme linéaire f € X — f(0) € R n'est pas continue.

47



Chapitre 2. Espaces Métriques et Espaces Normés

2. Que-peut on en conclure pour le sous-espace des fonctions de X nulles en 0 ¢

Solution.
1. Posons L : X — R 'application linéaire définie par L(f) = f(0). Si L est continue,
il existe M > 0 tel que Vf € X, |L(f)| < M ||f||,. Prenons f, définie par :
fa(t) = 2n(1 —nt) pour t € [0,2] et f(t) =0sit € ]2,1]. Ona: |f,], =1
et L(f,) = 2n. Alors 2n < M pour tout n € N*. Contradiction, donc L n’est pas

continue.

2.SiH={feX; f(0)=0} alors H = KerL. D’aprés le théoréme on déduit

que H n’est pas fermé car L n’est pas continue.

Exercice 2.3 Soit E/ et F' deux espaces vectoriels normés et T une application linéaire de
E wvers F. On appelle graphe de T, noté G(T), le sous-ensemble de E x F suivant :
G(T)=A{(z,y) e ExF, y=T(x)}.
1. Montrer que si T' est continue alors G(T') est fermé.

2. Montrer que ||-||; définie par ||z||; = ||z|z + [|Tz||» est une norme sur E.

3. Supposons que E et F' sont des espaces de Banach. Montrer que si G(T) est fermé
alors E muni de la norme ||-||; est un espace de Banach.
Solution.

1. Soit (x,,, T'r,)nen une suite d’éléments de G(T') qui converge dans E x F' vers (x,y) €
E x F. Comme T est continue et (x,),en converge vers x alors (7'x,),en converge
vers T'x. Mais (T'x,,)nen converge vers y, 'unicité de la limite nous donne que 7'z = y.

Donc (z,y) € G(T) i.e. G(T) est fermé.

2. Montrons que ||| est une norme :

D) lzlly = llzllg + T2l p = 0 zllg = 0 et [[T2]p = 0 & 2 = 0p,
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ii) Pour tout x,2’ € F on a :

lz+2'lly = llz+ 2"+ |T(z+2)
= llz+ 2"l g + 1T(x) + T()l| p

<zl + 'l g + 1T @) e + 1T e = el + 12"

iii) Pour tout scalaire A et pour tout x € E on a :

1Azl = 1Azl g + ATzl o = [Al N[zl g + AL T2 ] o = (A 27 -

3. Soit (2,)nen une suite de Cauchy de E par raport a la norme ||-||,. En utilisant la
définition de la norme |||, on vérifie facilement que la suite (z,, 7%, )nen est aussi
de Cauchy dans E x F' qui est complet (produit d’espaces complets) donc la suite
(Tp, Ty )nen converge dans E X F vers (z,y) € E x F. Mais (x,,Tx,),en est une

suite de G(T'), qui est supposé fermé, alors y = T'z. Par la suite :
|20 — 2l = [l2n — 2]l g + 1 T2 — Tzl — 0.

Donc (E, ||-||;) est un espace de Banach.

Exercice 2.4 Soit E et F' deux espaces vectoriels normés. Montrer que si l’application
linéaire f : E — F est continue si et seulement si la semi-norme q(x) = || f(z)] est

continue sur FE.
Solution. Supposons que f est continue, alors :
IM >0,VzeE:|f(z)] <Mlz|.

Soit z,y € E. En utilisant le fait que ¢ est une semi-norme, on obtient grace a la deuxiéme

inégalité triangulaire :

lq(2) = q(W)] < q(z —y) = [If(z =y < Mz —y].
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Ceci implique que q est lipschitzienne et par la suite continue.
Réciproquement, si ¢ est continue pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que ||z] < § alors

| f(z)]| = ¢(x) < e. Comme f(0) = 0, on conclut que f est continue en 0 et donc continue

sur F.

Exercice 2.5 Soit E = C([0,1],R) l’espace des fonctions continues sur [0,1] a valeurs

dans R. On munit E de la norme : || f||,, = sup |f(z)|, pour f € E. Considérons les
z€]0,1]

applications linéaires S et T' de E vers E définies par :

S(w =x [ i, T(U)@) = of(@), Ve E, Vel

1. Déterminer si l'égalité SoT =T o S a lieu.

2. Montrer que SoT et SoT sont continues et calculer ||SoT| et ||T oS5

Solution.
1. Soit fe Eet z €[0,1] on a:
To S(f)(x) =T(S(f))(x) = 2* [ f(t)dt
et SoT(f)() = S(T(f)(x) == fy t(t)dt.
On constate que SoT et T'o.S n’ont pas la méme expression. Afin de s’assurer que

SoT #To§, prenons fy = 1. On trouve que :
ToS(fo)(z)=12% et SoT(fy)(x) =2 pourx € [0,1].

2

On conclut que SoT # T o S.

2. Notons que T'oS et SoT sont des applications linéaires puisque S et T" sont linéaires.

Ona:
1 1 1
57w = |o [ eso] < hel 1AL [t < 5 f e Vo€ 0.1
0 0
Par la suite :  [|SoT(f)|l < 3 ||f]lo - Ceci montre que S o T est continue et que
IS T < 3.
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Prenons fo =1 on obtient que || fo||, =1 et ||S o T'(fo)| ., = 3. Donc :

1
[EENAES S 1S T(flloe 2 IS0 T(fo)lloe = 5-

On conclut que ||S o T|| = 3.
Par la méme méthode on peut montrer que |70 S|| = 1.

En remarque que ||T" o S|| # ||S o T'|| ce qui affirme le résultat de la premiére question.
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Chapitre 3

Les Grands Théorémes de I’Analyse

Fonctionnelle

Dans ce chapitre, on présente les théoremes fondamentaux de ’analyse fonctionnelle. On
commence par le théoreme de Baire qui joue un role tres important dans la démonstra-
tion de certains grands théorémes notamment : le théoréeme de 1’application ouverte et le

théoréme de Banach-Steinhaus.

3.1 Théoréme de Baire

Théoréme 3.1.1 (de Baire) Soit (X, d) un espace métrique complet et (F,),, .y une suite

de fermés de X d’intérieur vide. Alors UNF" est d’intérieur vide.
ne

Ce théoreme annonce que dans un espace métrique complet la réunion d’une famille
dénombrable de fermés d’intérieur vide est encore d’intérieur vide. Autrement dit :
soit (X, d) un espace métrique complet et (F},), .y une suite de fermés de X, alors si
A= nLGJNFn admet un point d’intérieur i.e. /Ol # () alors il existe m € N tel que f;m # 0.
Ce théoréme est souvent utilisé lorsque X = nLEJNFn.

On note que dans le théoréme de Baire :
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— U F,, n’est pas forcément fermé.
neN
— L’ensemble des indices doit étre dénombrable.
Afin de présenter I’énoncé équivalent du théoréme de Baire en utilisant les ouverts,

rappelons que : C'x A = C'x A. Donc un ensemble est dense si et seulement si son complé-

mentaire est d’intérieur vide : A = X < Cx A = 0.

Théoréme 3.1.2 (de Baire-deuxriéme version) Soit (X, d) un espace métrique complet

et (),en une suite d’ouverts denses de X. Alors, ﬂNQn est dense dans X.
ne

Cette version du théoréme de Baire dit que dans un espace métrique complet, une
intersection dénombrable d’ouverts denses est encore dense dans X. Avant de donner la

preuve de ce théoréme, présentons le lemme suivant :

Lemme 3.1.1 Un espace métrique (X, d) est complet si et seulement si l'intersection de
toute suite (B,,)nen décroissante de parties fermées non vides de X dont les diamétres

tendent vers 0 n’est pas vide.

Preuve. (du théoréme de Baire) Considérons (£2,), . une suite d’ouverts denses de
X et V un ouvert non vide de X. On doit montrer que :
VN ( N Qn> # 0.
neN
Puisque € est dense et V un ouvert on a V N Qg # 0 d.e. il existe g € V N Qy. Mais

comme V N Q est un ouvert, il existe une boule ouverte B(xg,r) C V N Q. Par la suite :
Jrg = inf(g, 1)telque By = B(zg,70) C V N Q.

Par récurrence sur n, on va construire une suite (x,),en d’éléments de X et une suite

(rn)nen de réels strictement positifs tels que r, < 2% et que pour tout n > 1, la boule
fermée B,, de centre x, et de rayon r, soit contenue dans B, _1 N §2,.
En effet on a déja construit xq et ry. Suposons maintenant qu’on a construit xz, et r,.

L’ouvert €2, est dense dans X, donc il existe z,.1 € B, N, 1 et comme B, N}, est
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un ouvert non-vide, alors :

1

drpq1 > 0 telque 7,41 < onil et Bni1 = B(ny1,7n41) C Bp N Qi1

Par construction (B, ),en est une suite décroissante de fermés non vides de E dont les

diameétres tendent vers 0. Comme E est complet, le lemme |3.1.1] assure que : ﬂNBn # ().
ne

Puisque By C V et Vn € N, B,, C €,,, on obtient que :

nQNBn cvn (n@NQn> .
Ce qui donne que V' N (nQNQ”) 0. m

Notons que dans le théoréme de Baire nQNQ” n’est pas nécessairement ouvert comme

le montre I’exemple suivant :
Exemple : Considérons I'espace métrique complet (R, |-|) . Puisque Q est dénombrable :
Q = {rn, n € N}. Posons : V,, = R\{r,,}. L’ensemble V,, est bien ouvert et dense dans R.
Le théoreme de Baire assure que :

Y= 0@} =R\Q

est bien dense dans R. Mais R\@Q n’est ni ouvert ni fermé dans (R, |-|) .

Définition 3.1.1 On dit q’un espace topologique séparé (X, T) a la propriété de Baire ou

est un espace de Baire si pour tout suite (£2,,) d’ouverts denses de X, leur intersection

neN

N Q,, est dense dans X.
neN

Remarque 3.1.1 Le théoréme de Baire garanti que tout espace de Banach est un espace
de Baire. En revanche, ils existent des espaces vectoriels normés non complets qui ne sont
pas de Baire comme par exemple l'espace C( [0,1],R) muni de la norme || f||, = fl |f(t)|dt.
Un autre exemple évident d’un espace qui n’est pas de Baire est un espace dé[;zombmble
séparé X, ou une partie réduite a un point n’est jamais ouverte (par exemple le sous espace
QdeR) car: X = Y {an}, et {a,} est un fermé avec {aon} = (). De plus, le produit d’un
tel espace X avec n’importe quel espace topologique séparé’Y n’est pas de Baire. Car chaque

{a,} XY est fermé d’intérieur vide et X x Y = U {a,} x Y.
ne
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Proposition 3.1.1 Soit X un espace de Baire et O un ouvert de X. Alors O muni de la

topologie induite par X est encore un espace de Baire.

Preuve. Soit (O,), .y une suite d’ouverts de O et denses dans O. On cherche a montrer
que ﬂNOn est aussi dense dans 0. Soit V' un ouvert non-vide de 0. Notons que les O, et
ne

V sont aussi ouverts dans X car @ est un ouvert de X. Posons : U, =0,, U C'xO.

On constate que U, est un ouvert de X, de plus il est dense dans X, car :
X=0uUCxO0O=0,UCx0O ClU,=U,=X.

Comme X est un espace de Baire, on obtient que nQNUn est aussi dense dans X, donc :
(nQNun) NV # () car V est un ouvert non-vide de X. D’autre part, on a :
VcO=0,NnV =U,NV pour tout n. Alors on trouve que (nQNO") NV # (. Ceci
montre que nQNO" est dense dans . Par la suite, le théoréme de Baire est aussi vrai pour
O. m

En revanche cette propriété n’est pas vraie pour les fermés, il existe des fermés d’un

espace de Baire qui ne sont pas de Baire.

Remarque 3.1.2 On note que si Q est un ouvert d’un espace métrique complet (X, d)

alors (£, d) n'est pas nécessairement complet.

Proposition 3.1.2 Un espace topologique séparé (X,T) est un espace de Baire si tout

point admet un voisinage qui est un espace de Baire.

Preuve. Soit (£2,,),,. une famille d’ouverts denses de X et soit V' un voisinage d'un point
x € X. Il s’agit de montrer que V recontre A = nQNQ"' D’apres ’hypothese il existe
un voisinage 1V, de x qui est un espace de Baire et qu’on peut supposer ouvert d’apres
proposition 3.1.1} L’ensemble Q,, NV} est alors un ouvert de V; dense dans Vp, donc ANV,
est aussi dense dans Vj. On déduit que V N Vf, qui est un voisinage de = dans V), recontre

ANV soit ANV NV, # 0 et par la suite ANV # (), ce qui prouve le résultat voulu. m
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3.1.1 Quelques applications du théoréme de Baire.

Théoréme 3.1.3 Soit X un espace topologique de Baire et (F,), . une suile de fermés

de X telle que X = UNF"' Alors UN};R est dense dans X.
ne ne

Preuve. Soit 2 un ouvert non vide de X. L’ensemble UNF" est dense si et seulement
ne

si( UNF") N 2 est non vide. Puisque X est un espace de Baire, alors €2 aussi d’aprés
ne
proposition [3.1.1} D’autre part, chaque ensemble F,, N est un fermé de 2 pour la topologie

induite. Raisonnons par I’absurde et supposons que ( UNF”) N Q est vide. Comme :
ne

(uﬁn)mﬁz U(F,NQ)= U/

neN neN neN
. ——
on obtient que F,, N Q = (), pour tout n € N.
Ceci implique que la suite (£, N ), . est une suite de fermés d’intérieur vide dans I'espace
2 muni de la topologie induite. Comme (2 est de Baire, alors U (F, N Q) est d'intérieur

neN

vide. Contradiction car UN(Fn NQ)= (UF,) NN =X NQ =0 qui est non vide. m
ne neN

On utilise le théoréme de Baire souvent sous la forme de ce théoréme.

Proposition 3.1.3 L’ensemble Q des rationnels ne peut s’écrire comme intersection dé-

nombrable d’ouverts de R.

Preuve. On raisonnne par I’absurde en supposant que Q = NS2,, avec €2, C R ouvert
neN
non vide. Passons au complémentaire on obtient : Q¢ = UNQ%. D’autre part comme Q
ne
est constitué de tout les singletons d’éléments de Q, c’est-a-dire Q est lui méme réunion
dénombrable de fermés Q = U F,,. On en déduit que : R=QU Q= (U F,)U (U Q).
neN neN neN
Mais l’espace R est complet et d’intérieur non vide. En appliquant le théoréme de Baire
on obtient qu’au moins 1'un des fermés (F},),en ou (Q),en est d'intérieur non vide. Ca
ne peut pas étre I'un des singletons F},. Alors dng € N tel que €25, est d’intérieur non

vide, ce qui signife qu’il existe un intervalle ]a,b[ avec a < b contenu dans € , donc

la,b[NQ,, = 0. Mais Q est I'intersection de touts les (€2,),en, Cest-a-dire Q C Q,,,. Par
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conséquent |a, b[NQ = (), ce qui veut dire que 'intervalle |a, b[ ne contient aucun rationnel

ce qui est faux et constitue la contradiction recherchée. m

Proposition 3.1.4 Soit E un espace de Banach. Considérons (E,), .y une suite de sous-

espaces fermés de . Si B = UNE,“ alors il existe ng tel que B = E,,.
ne

Preuve. Comme les E, sont fermés, il découle du théoréme [3.1.3| que UNE" est dense.
ne

En appliquant le théoréme de Baire, on obtient qu’il existe ng tel que E,, # (). Donc il
existe une boule ouverte B(x, ) avec o > 0 tel que B(xo, ) C E,,. Soit alors z € E;
posons y = g7jre. Comme llyll < «, il s’ensuit que xg +y € B(zg, ) C E,, et par la

suite 'élément y = (zo + y) — zo appartient a E,,. Ceci donne que z = a~'(1 + ||z|))y

appartient aussi a £,,. Ce qui donne que £ = £,,. &

Proposition 3.1.5 Soit E un espace vectoriel normé de dimension infinie dénombrable

(i.e. il existe une base algébrique dénombrable de E). Alors E n'est pas complet.

Ce résultat affirme qu’il n’existe aucun Banach de dimension infinie dénombrable.
Preuve. Raisonons par 'absurde. Supposons que £ est complet et soit (ey), .y une base
algébrique dénombrable de E. Pout tout n > 1, posons :

F, = vect(ey, -+ ,e,).
On note que tout les sous-espaces F), sont fermés dans E. De plus, ils sont d’intérieur vide.
En effet, si ce n’est pas le cas il existe alors une boule ouverte B(a,r) non réduite a un
point contenue dans F),. Puisque F}, est un espace vectoriel, on a également :
B(0,r) = B(a,r) —a C F,.
Pour la méme raison, on obtient aussi que :
vVt >0, B(0,tr) =tB(0,r) C F,.
Ceci est vrai pour tout ¢ > 0, ces inclusions impliquent alors que £ C F,, ce qui n’est pas
possible car E est de dimension infinie.
Comme (F},), oy est une suite de fermés de £ d’intérieur vide et I'espace £ est supposé

complet, le théoréme de Baire implique que A = UNF" est un ensemble d’intérieur vide.
ne
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Mais par construction, A est I’ensemble des combinaisons linéaires finies d’éléments de

(en)pen » donc B = A. Ceci donne que E est d’intérieur vide, contradiction. m

3.2 Théoréme de Banach-Steinhaus

Définition 3.2.1 Soit E et F' deux espaces vectoriels normés et soit (1;),., une famille
d’applications de L(E, F) (I ensemble d’indices quelconques).
~ (T3),¢; est dite simplement bornée, siVx € E, 3C, > 0: C, = sup ||Ti(x)||p < +o00.

iel

= (T3)ie; est dite uniformément bornée, si IM > 0 tel que Vi € I, ||Ti|ppm < M (ou

sup || T3] » < +00).
iel

On voit bien que si (T}),., est uniformément bornée alors (7;),.; est automatiquement
simplement bornée. En revanche, la réciproque n’est pas vraie en général. Le théoréme
suivant affirme que la réciproque est vraie, i.e. on aura une équivalence, dans le cas ou F

est de Banach.

Théoréme 3.2.1 (de Banach-Steinhaus) Soit E un espace de Banach et F' un espace
normé et soit (T;),.; une famille d’applications de L(E,F) (I ensemble d’indices quel-
conques). On supppose que pour tout © € E, I'ensemble {T;(x), i € I} est borné dans F :

Ve e E, 3C, > 0: C, =sup ||T;(2)|| < +oo. Alors :
icl

IM >0 tel que Vi€ I, ||Tif|ppp < M.

Ce théoréme veut dire que s’il existe, pour chaque z € F, un nombre positif M, < +oo
tel que :
ITi(@)|p < Mellzlly, Viel,

alors il existe un nombre positif M tel que :

IT@)lp < Mllely, VoeB, Viel
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Preuve. Pour tout n € N, posons A,, = {x € E tel que || T;(x)|| <n, Vie I}.Lensemble
A, est fermé de E car A, n’est que 'intersection des fermeés :

e B |T@)lp <n) =T (BeOn), i € 1,00 Ba(O,n) = {z € F, |l2]lp <n}.
('image réciproque d’un fermé par une application continue est un fermé).

De plus nLGJNAn = F. En effet, I'inclusion nLEJNAn C F est évidente. Maintenant soit x € E.
Par I'hypothese C, :'S}lp |Ti(x)||, < 400, on obtient que Vi € I, |T;(z)||, < C,.
Donc : -

SmeNViel, [T, <C <m.

Alors il existe m € N tel que = € A,,, ce qui veut dire que E C UA,,.
neN

Comme E est complet et I'intérieur de E n’est pas vide, le théoréme de Baire, assure
Pexistence d'un ng tel que l'intérieur de A,,, n’est pas vide. Par la suite il exisite zy € A,,

et 7o > 0 tels que Bg(wg,70) C Ap,. Ceci est équivalent A :
Vie I,Vy € Bp(0,1) : || Ti(zo + r0y)ll < mo-
La linéarité de T; donne :
Vi€ I,Yy € Bp(0,1): || Ti(xo) + roTi(y)|| p < no.
En utilisant la deuxiéme inégalité triangulaire on obtient que :

7o [Tl = [ITi(zo) | = Iro (W)l = [[=Ts(o)ll

< [lroTiy) = (=Ti(o))ll -

On déduit alors que :

sup (| Ti(y)lp < 15 (no + | Ti(o0) || )
yeBE(O71)
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Le résultat recherché est obtenu avec M = ry ' (ng + || Ti(zo)| ). ™

Présentons maintenant le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.1 Soit £ un espace de Banach et F' un espace normé et soit (1,,), oy une
famille d’applications de L(E, F') telle que : liIE T,x =Tx existe Vx € E. Alors la suite
n—-0oo

(T0),en est bornée, T € L(E, F) et de plus : |T'|| ;5 p) < nEIEoo inf |5l ¢y -

Preuve. Les applications 7T,, sont linéaires, alors on obtient facilement que 71" est linéaire
aussi. La suite (7,(x)),,cy est bornée, car elle est convergente, donc le théoréme de Banach-

Steinhaus assure que la suite (7},), . est bornée :
M >0,Vne NV e E: ||T, ()| <M |zl 5.

Passons a la limite on obtient que :
M >0Vee E: |T(2)|p < Mz,
ce qui veut dire que 1" est continue et que ||T'||;(p p) < M.

De plus comme :

ITn(@) p < Tl oo,y 120 2

on déduit que :

IT@)r = T [Tu(@)lp < T inf | Tl g ol

1Tz, ry < nETOO inf |7l ooy - ™

Remarque 3.2.1 Ce corollaire annonce que toute limite simple d’applications linéaires
et continues est continue. Mais ne dit rien sur la convergence uniforme de T, vers T.

autrement dit, nous n’avons pas en général lim ||T,, — T cer) = 0
n—+00 ’
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La condition de complétude de ’espace E' est primordiale comme l'illustre I’exemple
suivant.
Exemple : Soit E lespace des fonctions polynomes sur l'intervalle [0, 1] avec la norme
de la convergence uniforme : ||p||_ = sup |[p(t)|, t € [0, 1] et pour n > 1, posons : T,,(p) =
n(p(2) — p(0)). Notons que I'espace E n’est pas de Banach. Les formes linéaires 7}, sont
continues, i.e. T, € E', car on a : |T,,(p)| < 2n|p||,, . La suite (7,,(p))n>1 converge vers
7'(0) la dérivée de p en 0. Ainsi la suite (75,),>1 converge simplement vers la forme linéaire
T :p — p'(0). Mais cette forme linéaire n’est pas continue. En effet, considérons la suite
pe(r) = kx(1 — 2)% on a:

() = k(1 —2)F1(1 — 2 — kz).

Le polynéme p;, admet un maximum quand x = (1 + k)~ d’ou :

Exemple 3.2.1 0 <pp(z) < (kLH)kH <1
Ceci montre que ||py|l,, < 1. Mais pj(0) = k, ceci implique qu’il ne peut exister de

constante ¢ > 0 telle que [p,(0)| < c¢||pkll,,, pour tout £ > 0. On conclut que la forme

linéaire 1" n’est pas continue.

3.3 Théoréme de ’application ouverte

Définition 3.3.1 Considérons (X, T), (Y,T") deux espaces toplogiques. L’application
f X — Y est appelée application ouverte si l'image de tout ouvert de X par f est un

ouvert de Y .

Proposition 3.3.1 Soit (X;)ic; une famille d’espaces topologiques. Pour tout j € I, la

projection canonique définie par :

Py X, — X5, P ((#0)ie) =25

iel

est une application ouverte.
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Preuve. S5i O = ‘H[Oi est un ouvert élémentaire, on a P;(0) = O,. Comme un ouvert U de
1€
X est une réunion d’ouverts élémentaires : U :/\UAL{,\ et P;(U) :/\UAPJ'(L{ \) ceci donne que
S S

P;(U) est un ouvert et par la suite P; est une application ouverte.

Remarque 3.3.1 Quand f est une fonction continue de X sur'Y, l'image réciproque de
tout ouvert de Y est un ouvert de X, mais on sait rien apriori sur la nature topologique

de ltmage directe d’un ouvert par f.

Exemples :

1. Toute application constante sur un espace métrique est continue mais elle n’est pas
ouverte. Prenons comme exemple : f : R — R, f(z) = ¢, alors f(Ja,b]) = {c}, le

singleton {c} n’est pas ouvert dans R.

2. L’application f: R — R, f(z) = 2 est continue mais elle n’est pas ouverte car par

exemple f(] — 1,1[) = [0, 1] n’est pas ouvert.

Remarque 3.3.2 La composition de deux applications ouvertes est une application ou-

verte.

Enoncons maintenant le théoréme de I’application ouverte qui est aussi appellé théo-

réme de Banach-Schauder.

Théoréme 3.3.1 (de U’application ouverte) Soit E et F' deux espaces de Banach et
T € L(E, F) surjective. Alors :

Je>0: Bp(0,¢) C T (Bg(0,1)), (3.1)

i.e. T est une application ouverte.

Preuve. La preuve se fait en deux étapes.

Premiére étape : on montre que : 3p > 0: Bp(0,p) C T (Bg(0,1)).
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Le fait que T est surjective implique que :
F= U T(Bg0,n)).
L’espace F' étant complet, le thé;réme de Baire assure l'existence d'un ng > 1 tel que
Vintérieur de T (Bg(0,no)) est non vide. Il existe donc a € F et r > 0 tels qe :
Br(a,r) ¢ T (Bg(0,n0))-
Comme m est symétrique par rapport a 0 on obtient également :
By (~a,r) € T (Bg(0,n0)).
Puisque ’ensemble T' (Bg(0,ng)) est convexe, car T est linéaire, on déduit que :
r 1

2) C =Brg(a,r) + %BF(—CL,T) C T (Bg(0,ng)).

Br(0 :

Finalement, posons p = Zng» 1OUS obtenons grace a la linéarité de T que :

Br(0,p) € T (Bs(0,1)). (3.2)

Deuxiéme étape : on va montrer que ¢ = £ vérifie bien (3.1)).
Soit y € Br(0,5). De , onadoncy € T(T(O,%)) Par la suite, il existe z; € Bg(0, 5)
tel que :
ly = T < %
Nous répétons ainsi ’argument en remplagant y par y — T'x;. On construit donc une suite

(Tn)n>1 telle que :

x, € Bg(0,27") et < p27mh

Yy — T(Zxk)

F

La suite (z,),>1 vérifie par construction :

> el < 227 =1
k=1 k=1
Alors la série est absolument convergente dans E. De plus, comme FE est complet, elle

converge vers un élément « € E. La derniére estimation donne que = € Bg(0,1).
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D’autre part, comme :
y=T(X x| <p27"7,

‘ k=1 F
en passant a la limite et en utilisant la continuité de 17" on obtient :

y=Tz €T (Bg(0,1)).
Donc : Bp(0,¢) C T (Bg(0,1)). =

1. Il est important que les deux espaces E et F' dans ce théoréme soient complets.

2. Ce théoréme s’utilise de la fagon suivante :
1
Vye F, dxe Etelquey =Tz et |z|z < -yl (3.3)
c

3. La relation (3.1)) induit que I’application est ouverte : en effet, soit {2 un ouvert non
vide de E et soit yo € T(£2); comme T est surjective il existe xy €  tel que :

Yo = Txg. Soit r > 0 tel que Bg (xo,7) C €2, alors :
Yo+ T (Bg (0,r)) = T(Bg (zo,7)) C T(),
d’ou par (3.1)) :
Br (yo,m¢) = yo +7Br (0,¢) C yo + rT(Bg (0,1)) = T(Bg (z0,7)) C T().

Donc T'(2) est bien un ouvert de F.
Présentons maintenant deux conséquences trés importantes de ce théoréme.
Théoréme 3.3.2 (d’isomorphisme de Banach) Soit E et F' deux espaces de Banach

et T : E — F une application linéaire continue et bijective. Alors T est continue. L ap-

plication T' est donc un isomorphisme.

Preuve. Soit  un ouvert de E. Comme T est bijective, on a : (717" (Q) = T(Q),

mais T'(€2) est un ouvert grace au théoréme de 'application ouverte. On conclut donc que
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I'image réciproque de tout ouvert de £ par T~ est un ouvert de F. Ce qui veut dire que

T~ est continue. m

Corollaire 3.3.1 Soit E un espace vectoriel normé que l’on munit de deux normes |||,
et ||.||y. Supposons de plus que (E, ||-||;) et (E, ||-|l,) sont complets et qu’il existe ¢ > 0 tel
que :

Ve e E : al, < .
Alors les deux normes ||.||; et ||.||, sont équivalentes.
Preuve. L'inégalité ||z||, < ¢ ||z||, signifie que 'application identité
Id : (E,|||l,) — (E,||l,), qui est linéaire et bijective, est continue. Donc Id ' est

continue, d’aprées le théoreme d’isomorphisme de Banach. Par la suite :
3¢ >0, VeeE:|z|, <d|z|,,

d’ou I’équivalence des deux normes. m

Corollaire 3.3.2 Soit E et F' deux espaces de Banach et f : E — F une application
linéaire continue. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) L’application f est injective et son image est fermée.

i) 1l existe k > 0 tel que pour tout v € E on a ||f(z)|| > k||z| 5 -

Preuve. Supposons i) est satisfaite. Notons Fj I'image de f. I’ensemble F} est un sous-
espace fermé de F', donc un espace de Banach et f induit une application linéaire continue

bijective de E sur F;. Par le théoréme d’isomorphisme de Banach, f~! est continue d’ou

ii) i.e. il existe k > 0 tel que pour tout x € F on ait :

I7lls = 177 Ol < 3 Molls = £ 1@

Supposons maintenant que ii) est vérifice. Soit = € ker f ; alors 0 = || f(z)||, > k||| 5.

donc x = 0g. Cela montre que f est injective. Pour montrer que F} I'image de f est fermée
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il suffit de montrer qu’elle est compléte. Considérons (y,)nen une suite de Cauchy dans

F}. Pour tout n € N, soit x,, tel que f(z,) = y,. Pour p,q € N, on a :

kllzp — zgll g < 1f(2p) — f@)llp = [lvp — vall o -

Puisque la suite (y,)nen est de Cauchy, la suite (x,,),en est de Cauchy aussi, donc conver-
gente vers un point r € FE puisque E est complet. Alors, f étant continue, la suite

(f(2n))nen = (Yn)nen converge vers f(z) € Fy . On conclut que F) est complet. m

3.4 Théoréme du graphe fermé

Définition 3.4.1 Soit E et I’ deux espaces vectoriels normés et T une application de E

vers F. Le graphe de T (noté G(T')) est le sous ensemble de E x F' défini par :
G(T)={(z,Tx)e ExF; xz€E}.

On peut vérifier que si 7' est continue alors G(T') est fermé au sens de la topologie

produit de £ x F.

Proposition 3.4.1 Soit E et F' deux espaces vectoriels normés et T une application de

E vers F'. Si'T est continue alors G(T') est fermé au sens de la topologie produit de E X F.

Preuve. Soit (2, Txy), .y une suite de G(T') qui converge vers (x,y) € £ x F i.e.
r, — x et Tz, — y. Mais 'application 7' et continue, donc on obtient que T'x,, — T'x.
De 'unicité de la limite on déduit que y = T'(x), ce qui signifie que (z,y) € G(T). =

La réciproque de ce résultat n’est pas toujours vraie en cas général.

Théoréme 3.4.1 (du graphe fermé) Soit E et F' deux espaces de Banach etT : E — F
une application linéaire. Alors T est continue si et seulement si le graphe de T', G(T), est

fermé.
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Preuve. L’implication directe est assurée par proposition [3.4.1] Montrons l'implication
réciproque.

Premiére méthode. Supposons que G(7T') est fermé et montrons que 7" est automati-
quement continue. Munissons F d’une seconde norme, appelée norme du graphe, définie
par :

[2lly = llzllg + 1 T2llp, VoeE.

Comme G(T') est fermé dans I’espace complet E x F', on déduit que (E, ||-||;) est un espace
complet i.e. de Banach (voir exercice[2.3).
D’autre part on a :

2l g < ll2llp-

Corollaire [3.3.1] entraine que ces deux normes sont équivalentes :

30 >0, VzeE: |z, <Cz|,.

Par la suite :

Ve € B |Tz||, < Cllz|,

ce qui veut dire que 1" est continue.
Deuxiéme méthode. Comme 'espace produit £ x F' est de Banach et G(T) est supposé
fermé, on obtient que G(T") est aussi un espace de Banach. Notons p : G(T) — FE et
q:G(T) — F tels que p(z,y) = x et q(x,y) = y (les restrictions & G(T') des projections
canoniques). Comme G(T') est le graphe de T, Papplication p est bijective et on a T =
gop~!. Les projections étant continues, leurs restrictions p et ¢ sont continues. Le théoréme
d’isomorphisme de Hahn-Banach, implique que p~! est continue, donc 7" est continue. m
Pour que ce théoréme soit vrai, il faut absolument que les deux espaces soient com-
plets. En effet, si on considére X = C(]0, 1], R) I'espace des fonctions continues sur [0, 1] &

valeurs dans R et on prend les deux espaces normeés E = (X, ||.||;) (qui n’est pas complet)
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et E=(B,|.].) ot

wm:/uww 1l = sup | £()], £ € [0.1].
0

L’application identité de E vers F' n’est pas continue (voir exercice |3.9) malgré que son
graphe est fermé. De plus ’application doit étre linéaire comme l'illustre I’exemple suivant.

Exemple : Considérons la fonction réelle f : (R, |-|) — (R, |:|) définie par :

3 i
CER SR,

5 six=1.

Le graphe de f est bien fermé dans R x R. En effet :

G(f) ={(z,y) eR% (z—1)y =3} U{(1,5)}
est réunion de deux fermés ({(x,y) € R?* (z — 1)y = 3} est 'image réciproque du fermé
{3} par la fonction continue (x,y) — (x — 1)y). D’autre part f est discontinue en 1.
Le théoréme du graphe fermé ne fonctionne pas pour cet exemple car f n’est pas une

application linéaire

Remarque 3.4.1 Soit E et F deuxr Banach et T une application linéaire de E vers F'.
Pour démontrer la continuité de T, il suffit donc de vérifier que pour toute suite (x,),
de I telle que (v, Tw,),  converge vers (x,y), on ay = T(x).

De plus, on peut supposer x = Og d’apreés la linéarité de T'. Le graphe de T est fermé est

équivalent a : pour toute suite (xy), oy de E telle que (v,,Twy,), oy converge vers (0g,y),

on ay = 0p.

Proposition 3.4.2 Soit (E, ||| ;) un espace vectoriel normé et F' un sous espace vectoriel
de E que l'on munit d’une autre norme ||-||. Suposons que (F,||-||p) est complet et que
Uinjection canonique de (F, ||| ) vers (E,|||z) est continue. Si T : E — E est une

application linéaire continue telle que T(F) C F, alors T : F' — F est aussi continue.

Preuve. On va faire appel au théoréme du graphe fermé dans F'. Soit (x,),,.y une suite de

F telle que (x,,, Twy,),, oy converge vers (z,y) dans F' x F'. Comme I'injection canonique de
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F vers E est supposée continue, on obtient que (z,,Tr,), o converge aussi dans E x .
Mais T : E — E est continue, donc on déduit que T'x, — T'x et grace a I'unicité de la
limite on obtient que y = T'(x). Ce qui montre que le graphe de T est fermé dans F' x F.

Par conséquent T': F' — F' est continue. m

Proposition 3.4.3 Soit E et F' des espaces de Banach et T une application linéaire de
E vers F'. Supposons que pour toute forme linéaire | € F', la forme linéaire [oT : E — R

est continue. Alors 'application T est aussi continue.

Preuve. Grace au théoréme du graphe fermé, il suffit de montrer que le graphe de T est
fermé. Commencons par vérifier que le graphe de T :
G(T) = {(2,T(x)), @€ B}

est égale a I’ensemble H défini par :
H={(zx,y) e ExXF, VIeF :l(y)=1oT(x)}.

Comme T'(x) = y implique que [ o T(x) = I(y), on obtient que (z,T(x)) € H. Donc
G(T) C H. D’autre part, soit z € E, y € F tel que y # T'(x) (i.e. (x,y) ¢ G(T)). D’apres
corollaire m, (qu’on va le présenter dans la section suivante) on sait qu'il existe [ € F’
tel que I(y — T'(z)) # 0, c’est-a-dire I(y) # [ o T'(z) et par la suite (z,y) ¢ H. Donc
H C G(T) d’ou l'égalité G(T') = H. Comme [ o T est continue, on a pour tout [ € F’,
lapplication (z,y) — l(y) — [ o T'(z) est continue donc son noyau est fermé dans E x F.
En conséquence H, qui est U'intersection de ces noyaux, est fermé, i.e. G(T') est fermé. On

conclut alors que 7' est continue. m

3.5 Théoréme de Hahn-Banach et ses conséquences

C’est un théoréme fondamental de I'ananlyse fonctionnelle. Il posséde deux formes. La

premiére dite analytique, donne un résultat de prologement avec conservation de la norme
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d’une forme linéaire continue définie sur un sous-espace vectoriel. La deuxiéme forme,
dite géométrique, permet la séparation stricte d’un ensemble convexe fermé d’un ensemble

compact fermé avec un hyperplan fermé.

3.5.1 La forme analytique du théoréme de Hahn-Banach

Au chapitre précédent, nous avons présenté un résultat de prolongement qui annonce
que toute application linéaire continue définie sur un sous-espace vectoriel dense F' d’un
espace vectoriel normé E vers un espace de Banach possédait un unique prolongement
continu sur E tout entier et que ce prolongement avait de plus la méme norme.

Dans cette section, on va présenter le théoréme de Hahn-Banach (forme analytique).
L’une de multiples conséquences de ce théoréme est le théoréme de prolongement de Hahn-
Banach qui annonce que toute forme linéaire continue sur F', sans ’hypothése de la densité,

admet un prolongement continu sur F.

Théoréme 3.5.1 (de Hahn-Banach, forme analytique) Soit E un R-espace vectoriel

et p: B — R une application vérifant :
1. p(Az) = A\p(x), Yx € E, YA > 0.
2. plz +y) <p(x)+ply), Vo, ye k.

Soit G un sous espace vectoriel de E et g : G — R une apllication linéaire satisfaisant :
g(x) < p(z), Yx € G. Alors il existe une forme linéaire f : E — R qui prolonge g i.e.

g(z) = f(x), Vx € G, et qui satisfait : f(x) < p(x), Vo € E.

La démonstration de ce théoréme fait appel au célébre lemme de Zorn (qui est équi-
valent & I'axiome du choix) dont nous rappelons I’énoncé. On commence par introduire

quelques notions.

Définition 3.5.1 Soit A un ensemble. La relation < est une relation d’ordre sur A si :
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i) Ve,y,z€ A, (z<yety<z)=x<z
ii) Ve,ye A, e <y=uz=y.
iii) Ve € A, z < x.

On dit que l’ordre est total si de plus pour tout x,y € A, onax <y ouy < x. Si < est

une relation d’ordre sur A alors (A, <) est appelé un ensemble ordonné.

Définition 3.5.2 Soit (A, <) un ensemble ordonné et B une partie de A.

i) On dit que x est majorant de B si : Vy € B, y < .
ii) On dit que x est un élément mazximal de B siVy € A, x <y =y = .

iii) On dit que l’ensemble ordonné (A, <) est inductif si toute partie totalement ordonnée

de A admet un majorant.

Lemme 3.5.1 (lemme de Zorn) Toute ensemble non vide inductif admet un élément

maximal.

Preuve. (du théoréme de Hahn-Banach) On désigne par A l'ensemble des couples
(V,p) ot V est un sous espace vectoriel de E' contenant G, ¢ une forme linéaire sur V
vérifiant ¢(z) < p(z) pour tout x € V et ¢ = g sur G. Définissant sur A la relation d’ordre
< suivante :
(Vi,01) < (Va,0) & Vi C Va et 1 = g sur V.

L’ensemble (A, <) est un ensemble ordonné par construction et non vide car il contient
g. Montrons que A est inductif. Soit {(V;,¢;), i € I} une partie totalement ordonné de
A. On définit M = ingi, M est un sous espace vectoriel contenant G, et ’application u
défini sur M par u(z) = ¢;(z) si € V;. L’application u est bien définie et u € A et de
plus (M, u) est bien un majorant de la partie {(V, ¢;), @ € I} . D’aprés le lemme de Zorn,
A admet donc un élément maximal (V, f).

Afin d’achever la preuve, il suffit de montrer que V' = E. Supposons par I’absurde que ce

n’est pas le cas, donc il existe au moins x non nul tel que z € F\V. Pour a réel donné, on
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deéfinit alors une forme linéaire f, sur V @ Rx par :f,(y) = f(y) siy € V et f,(z) = a.

On cherche & fixer la constante a de tel facon d’avoir f, € A, c’est-a-dire :
faly+tx) = f(y) +ta <ply +tr), VyeV,VteR (3.4)

On constate que est vérifiée pour tout y € V si t = 0. D’autre part, comme p est une
semi-norme on a p(tx) = tp(x) sit > 0, 'inégalité (3.4]) restreinte aux ¢ > 0 est équivalente
a:
fy)+a<ply+z), VyeV,

alors pour t < 0, elle est équivalente & :

fly)—a<ply—=z), VyeV
Finalement est donc satisfaite si et seulement si la constante a est choisi de tel fagon
que :

sup (f (Z)Z;Vp(z — 1)) sa< inf (ply +2) - f(y)

Un tel choix de a est possible comme pour tout 4,z € V, on a :

f)+ f(2) <ply+2) <ply+2)+plz—2).
On a donc (V, f) < (V@& Rz, f,). Comme x ¢ V, cela contredit la maximalité de (V, f).
]

Dans la suite, on présente quelques conséquences trés importantes du théoréeme de

Hahn-Banach, lorsque E est un espace vectoriel normé de norme ||-|.

Théoréme 3.5.2 (de prolongement de Hahn-Banach) Considérons E un R-un es-

pace vectoriel normé et G un sous-espace vectoriel de E et soit g : G — R une forme li-

néaire continue de norme ||g||o = glmlp”q lg(x)| . Alors il existe un prolongement f € E’
2€G,||z)|<

de g tel que - || fll g = llglle: -

Preuve. Comme 'application ¢ est continue on a :

g9(x) < lg(@) < gl =l Ve ed.
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Considérons la semi-norme p : E — R avec p(z) := ||g||o ||z|| . Le théoréme précédent
assure l’existence d’une forme linéaire f : F — R qui prolonge g i.e. g(z) = f(x), Vx € G,
et qui satisfait : f(z) < p(z) = |lg/lo ||z||, Vz € E.
Par la suite :
—f(x) = f(=2) <|lglle ==l = llglle: =l
donc :
[f (@) < llgllg: 1=l Vo e E.

Ceci montre que f est continue et que ||f]| < ||gllo - Mais :

o@l o F@L 1)

reGaro |7l secaro 2] T semazo ||

191l = = [Ifllg -

Il en résulte que || f||z = llgllo - ™

On note que le prolongement f n’est pas unique comme le montre ’exemple suivant.
Exemple : Prenons la fonction g : R x {0} — R avec g(z,0) = x. L’application g est
linéaire et continue et ||g|| = 1.
Soit fi :RxR — R avec fi(z,y) =z —yet fo: RXxR —Ravec fo(z,y) =z +y.
On constate que f; et fy sont deux applications linéaires différentes qui prolongent g avec :

If1ll = I f2ll = llgll =1 (on note que R x R est muni par la norme ||(z,y)[|, = |2[ + [y]).

Corollaire 3.5.1 Soient E un espace vectoriel normé et F' un sous espace vectoriel de F
et a € E un élément qui n’appartient pas & F. Posons d = d(a, F) > 0, alors il existe une

forme linéaire continue f € E' telle que :

f=0surF, f(a)=1et | f], = 1/d

Preuve. On pose G = F @ Ra et on définit une forme linéaire g : G — R en posant
g(x) = A pour z = y+ Aa € G avec y € F,\ € R. On constate que g s’annule sur F' et
g(a) = 1. Vérifions maintenant que g est continue et calculons sa norme. On a |g(z)| = |}
et si A € R est non nul z = A(4 + a) donc [|z]| = |A| |4 + a|| > |A|d.

Par la suite |g(x)| < % [|z||, ce qui signifie que g est continue et que ||g||. < 1/d.
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Montrons que ’égalité est vérifiée. Il existe une suite (z,,),en de F telle que d = liI_~I_l |z, — al|
n—-+0oo

(vient de la définition de la distance entre un élément et un ensemble). Posons y,, = x,, —a,

on obtient alors que 1 = |g(yn)| < |9l ||y - En passant a la limite on trouve : 1 < d||g|| o

d’ott ||g||o = 1/d. On conclut grace au théoréme de prolongement de Hahn-Banach. m

Corollaire 3.5.2 Soit E un espace vectoriel normé et xo € E\{Og}. Alors il existe f € E'

telle que || ]|z = 1 et f(xo) = |20l -

Preuve. Soit ¢y € F et xg # 0g. On applique le théoréme [3.5.2] en choisissant : G = Rz

et g(A\zo) = A|zol|, VA € R de sorte que ||f]| =1. =

Corollaire 3.5.3 Soit E un e.v.n. Pour tout x € E on a :

|zl = sup  |L()],
LEE ||L|| yr=1

i.e. le sup est atteint.

Preuve. Le résultat est évident lorsque x = 0g. Supposons que = # 0. Soit L € E' tel

que ||L||z = 1. Alors comme : |L(z)| < ||L||z |||z, on obtient |L(z)| < ||z| 5. Donc

sup  |L(z)| < [z 5 -
LEE||L|| =1

Réciproquement le corollaire |3.5.2| assure 'exsitence de L € E’ tel que L(z) = ||z||, et
|

= 1. Donc :
El

lally = |[L@)| < s |L@)]
LeE" || L =1

Alors, on déduit que :

|zll;=  sup  [L(z)].
LEE||L|| =1
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Corollaire 3.5.4 Pour tout espace vectoriel normé E, le dual E' sépare les points de E

i.e. pour tout x1, xo € E tel que x1 # x5 il existe f € E' tel que f(x1) # f(xq).

Preuve. Si x1 # 9 alors posons © = z; — x9 # O, il existe d’apreés le corollaire [3.5.
)

f € E' telle que f(x) = ||z|| # 0. Ceci implique que : f(z1) # f(z). =

Remarque 3.5.1 Cette propriété n’est pas vérifiée pour des espaces plus généraux.

3.5.2 La forme géométrique du théoréme de Hahn-Banach

Dans toute la suite E' désigne un R-espace vectoriel normé.

Définition 3.5.3 On appelle hyperplan toute partie de E de la forme :

H:={z€E; f(x)=a}=f"{a}

ot f est une forme linéaire sur E, non identiquement nulle et « € R. On dit que H est

Uhyperplan d’équation [f = a] .

Proposition 8.5.1 L’hyperplan d’équation [f = «] est fermé si et seulement f est conti-

nue.

Preuve. L’'implication directe est facile & constater. En effet H = f~! {a} est 'image
réciproque d’un fermé par une application continue donc est fermé.

Réciproquement, supposons que H est fermé, alors son complémetaire CrH dans E est
ouvert est non vide (si CgH = () alors f est la fonction constante f(x) = «, donc f est
continue). Soit z9 € CgH et supposons sans perdre de généralité que f(xg) < a. Soit
r > 0 tel que :

B(xo,r) = {2 € E, |lz — o]l <} C CpHL.
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On a f(z) < a, Vx € B(xzg,r). En effet, supposons qu’il existe x; € B(xzg,r) tel que

f(z1) > a. Comme la boule est un convexe, on obtient que :
Vi e [0,1]: (1 —t)xo +txy € B(xo,r).

Par la suite f((1 —t)xo + tx;) # « pour tout ¢ € [0, 1]. Contradiction, car si on prend :

to = ﬁ% € [0,1] on obtient que f((1 — to)zo + tox1) = av.

Ceci implique que f(zg +rz) < a, pour tout z € B(0,1) ; donc f(z) < L(a— f(z0)). llen

résulte que f est continue et que ||f| < (o — f(zp)). m

Définition 3.5.4 Soit A et B deux parties de E.

1. On dit que Uhyperplan [f = «| sépare A et B au sens large si :

fla) <a< f(b), Va€ A, Vbe B.

2. On dit que Uhyperplan [f = o] sépare A et B au sens strict si :

fla) <a< f(b), Va€c A, Vbe B.

a séparation exprime géométriquement que A et B se situent de part et d’autre de -
La séparati prime géométriq t que A et B ituent de part et d’autre de ’hy

perplan [f = o).

Les formes géométriques du théoréme de Hahn-Banach sont des résultats de séparation

des parties convexes disjointes. On admet le théoréme suivant :

Théoréme 3.5.3 (de Hahn-Banach, premiére forme géométrique) Soit E un R-
espace vectoriel, A et B deux parties convexes de E, non vides et disjointes. Supposons
que A est ouverte. Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens large,
c’est-a- dire : il existe f une forme linéaire continue sur E et a € R tels que :

fla) <a< f(b), VYa€ A, Vbe B.
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Théoréme 3.5.4 (de Hahn-Banach, deuriéme forme géométrique) Soit A et B
deux parties convexes de E, non vides et disjointes. Supposons que A est fermé et que B
est compact. Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens strict, c’est-a-

dire il existe f une forme linéaire continue sur E et o € R tels que :

fla) <a< f(b), VYa€ A, Vbe B.

Preuve. Soit A et B deux ensembles de F vérifiant les hypothéses du théoréme ci-dessus.
Pour ¢ > 0 on pose :
A.:=A+ B(0,e) et B.:= B+ B(0,¢).

Les ensembles A. et B. sont convexes, non vides et ouverts (A. = aLgJA(a + B(0,¢)) et
xr +— a + z est un homémorphisme). De plus, il existe ¢ > 0 suffisament petit tel que
A. N B. = (. Sinon, pour tout n € N il existe a,, € A et b, € B, x,,y, € B(0, %) tels que
ap + Ty, = by + yp. On alors ||a, — b,|| = ||z — ynl| < 2/n. La compacité de B implique
I’existence d’une sous suite (bnk)nk cy qui converge vers un élément b € B. Alors la suite
(@) pen = (an, = bny, + bny), o converge aussi vers b, mais A est fermé¢ donc b € AN B;
ce qui contredit le fait que A et B sont disjoints.

Fixons un tel €. D’aprés le théoréme de Hahn-Banach, premiére forme géométrique, il
existe un hyperplan fermé d’équation [f = a] qui sépare A. et B. au sens large. On a

donc :

flx+ez)<a< fly+ez), VeeAVye B,Vze B(0,1).

Par conséquent :
f@)+elfl <a<fly) —clfll, VreAVyeB,

et 'hyperplan d’équation [f = «a] sépare A et B au sens strict puisque || f|| # 0. Ce qui
termine la démonstration. m

On déduit de ce dernier théoréme le résultat fondamental suivant :

Proposition 3.5.2 Soit E un espace vectoriel et @, @1, ..., p, des formes linéaires telles
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que :
wi(v)=0,Vi=1,--- n=pv)=0 e Aﬂkergpi C ker .

Il eziste alors des réels Ay, - -+, \, tels que o = > ;.
i=1

Preuve. On définit [ : £ — R avec f(z) = (o(), p1(x), -+, on(x)). Posons A = f(E)
et @ = (1,0,---,0). L’ensemble A est convexe fermé non vide (A est un sous-espace
vectoriel de dimension finie) et par hypothése a ¢ A. En appliquant le théoréme de Hahn-
Banach , on peut séparer a et A au sens strict dans R™™! : il existe (u, pt1, -+ , ftn) €
R™*! tels que :

p<a<pp(r)+ iﬂi%(@a Vo e X.
Par linéarité, on obtient que : -

() + ;Mz%(x) =0, VzelX.

(2

Par la suite ;1 < 0 et on conclut en posant : A\; = —p;/p. ™

3.5.3 Critére de densité

Corollaire 3.5.5 Soit F' un sous-espace vectoriel de EE non dense. Alors F' est inclus dans

un hyperplan fermé de E.

Preuve. Soit 2o € E\F. On applique le théoréeme de Hahn-Banach avec A = F
(convexe fermé) et B = {xo} (convexe compact). Il existe donc v € R et f € E’ tels
que : Vz € F, f(r) < a < f(xg). Par la suite : f(Az) < o, Vo € F et A € R. Donc
f(z) = 0,Vz € F. Mais f # Op car f(xg) > f(z),Yz € F. Donc F est inclus dans

I'hyperplan ker f i.e. F Cker f. m

Remarque 3.5.2 Corollaire[3.5.9 peut étre donné sous la forme suivante :
soit F C E un sous-espace vectoriel tel que F # E. Alors il existe f € E'\{0g/} tel que

f(z) =0,Vx € F.
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Corollaire 3.5.6 Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F est dense si et seule-

ment :

Vfekl'; f(x)=0,VzeF= f(xr)=0,VxeE;

autrement dit : toute forme linéaire [ € E' s’annulant sur F' s’annule aussi sur E tout

entier.

Preuve. L’implication directe est claire, car si une application continue f s’annule sur
une partie dense de E est forcément nulle, en effet :

Va € F, il existe une suite (z,,), _ dans F telle que x, — z. Si f s’annule sur F', alors on

neN
obtient : 0= f(z,) — f(x) i.e. f(x)=0.
Montrons la réciproque par contraposition. Supposons que F' est un sous-espace vectoriel

non dense de E. Alors le corollaire [3.5.5] assure ’existence d’une forme linéaire continue

non nulle f telle que F' C ker f d’ou le résultat. m

3.6 Exercices

Exercice 3.1 Soit (E,d) un espace métrique complet. Toute partie de E qui est ouverte,

fermée, ou intersection d’un ouvert et d’un fermé est de Baire.

Solution. On sait déja d’apreés proposition [3.1.1] que tout ouvert d’un espace de Baire
est de Baire. Soit A = Q2 N F une intersection d’un ouvert 2 et d'un fermé F. La partie
F', munie de la topologie induite, est aussi un espace métrique complet, donc de Baire.

L’ensemble A est un ouvert dans F, qui est de Baire, donc A est de Baire.

Exercice 3.2 Soit X un espace métrique complet et (F,), .y une suite de parties fermées

de X telle que U F, = X. Alors U Z;n est dense dans X.

neN neN

Preuve. Le résultat de cet exercice est déja donné par le théoréme [3.1.3] Ici on présente

une autre méthode de démonstration. Posons U, = CxK,, (le complémentaire de K,)

79



Chapitre 3. Les Grands Théorémes de 1’Analyse Fonctionnelle

ou K, = F,\F,. On remarque que lintérieur de K, est vide (car il est contenu dans

K, NF, =0). On déduit donc que U,, est un ouvert dense dans X. Comme F,, = K, U F,,,

X=UF, = (uKn)u<uﬁn).
neN neN neN

Par la suite U F, contient le complémentaire de U K,,, c’est-a-dire N U, qui est par le
neN neN neN

on obtient que :

théoréme de Baire dense. Donc U F,, est dense dans X. m
neN

Exercice 3.3 Montrer que R n’est pas dénombrable.

Solution. Supposons que R est dénombrable. Alors R = UR{a:} est une réunion dénom-
re
brable des fermés d’intérieur vide pour la topologie usuelle associée a la distance usuelle

d(z,y) = | — y| . Comme (R, d) est complet, on déduit en appliquant le théoréme de Baire

o

° . . . °
que UR{:L'} = R = (). Contradiction avec le fait que R = R.
Tre
On peut montrer ce résultat en utilisant les ouverts R\{z}, avec € R qui sont denses

dans R mais ORR\{x} =0.
TE

Exercice 3.4 Soit (U,),~, une suite d’ouverts denses dans (R, |.|). Montrer que

U :=nNU, n'est pas un ensemble dénombrable.
n>0

Solution. Supposons que U est dénombrable infini (le cas ou U est fini se traite de la
méme maniére). Il existe alors une application bijective ¢ de N dans U..
Posons : V,, = U, — {¢(n)}. Il est clair que V,, est encore un ouvert et dense dans R. Le
théoréme de Baire nous assure que @OVn est aussi dense dans R. Mais d’autre part on
a:

AVe= 0 /Un—H{em)}) = QU — U{en)} =U-U=0.
Contradiction.
Exercice 3.5 Utiliser proposition|3.1.4) pour montrer que : si E est un Banach qui admet

un systéeme générateur dénombrable alors E est un espace de dimension finie. Que peut-on

dire sur ’espace des fonctions polynémiales sur [0, 1]7
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Solution. Soit (v,),, un systéme générateur de E. Posons E), le sous espace vectoriel
engendré par {vg, k <mn}. Clest un espace vectoriel de dimension fini, donc un sous-
espace fermé de F (comme tout sous-espace de dimension finie est fermé). Puisque (v,,),,54
est un systéme générateur de E, tout z € E s’écrit comme une somme finie Y Apvg, ou
i

tous les scalaires \;, sauf un nombre fini, sont nuls, donc x appartient & un F,. Ce qui
signifie que F est réunion des E,. La proposition [3.1.4] assure que E est donc égal a 'un
des F,, donc E est de dimension finie.

Comme l'espace des fonctions polynémiales sur [0, 1] a valeurs réelles posséde une base

algébrique dénombrable (systéme générateur dénombrable), il ne peut donc étre muni

d’une norme qui le rend complet.

Exercice 3.6 Soit E l’espace des fonctions polynomiales sur [0, 1] a valeurs réelles, muni

de la norme || P||, = sup|P(t)|, t € [0,1]. Posons F,, = {P € E, tel que deg P < n}.
1. Montrer que F,, est fermé dans E et d’intérieur vide.

2. Notons que E = UNF"’ Justifier pourquot le théoréme de Baire n’est pas applicable.
ne

Que peut-on en déduire ?

Solution.

1. Soit n € N. On remarque que F), est un sous-espace vectoriel de dimension n + 1
de E, donc il est fermé (car tout sous-espace vectoriel de dimension finie est fermé).
Supposons que F;, est d’intérieur non vide, alors :

il existe Py, il existe r > 0 tels que B(P,,r) C F,, en particulier Py + gx”“ € F,
(car ||(Py + L™ ) — PO”oo = ). Contradiction. Donc };n = 0.

—~

2. Si le théoréme de Baire est applicable on aurait £ = F F,, = (. Contradiction.

= U
neN
On en déduit que (£, ||-||,) n’est pas complet.

Exercice 3.7 Soit G un espace de Banach et soit A une partie de G. Supposons que,
pour tout f € G', 'ensemble f(A) = {f(x), x € A} est borné dans R. Montrer que le

sous-ensemble A est borné.
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Solution. On fait appel au théoréme de Banach-Steinhaus avec £ = G', F =R et [ = A.
Considérons (T7,),. 4 une famille d’applications de £(G’,R) oti, pour chaque a € A :
T.(f) = f(a) pour tout f € G'.

L’hypothese f(A) est borné est équivalente a :

Vfe G sup|Ty(f)| =sup|f(a)] < +oo.

acA acA

Le théoréme de Banach-Steinhaus implique que :

30 >0, Vf € G, Va € A, IT,(f) = |f(@)] < C | fllgr
Appliquons corollaire [3.5.3 on obtient :

Vae A, al= sup [f(a) <C.
1€@ |fllgr <1

Exercice 3.8 Soient E, F et GG trois espaces vectoriels normés. On suppose que E ou
F est complet. Soit T : E x F' — G une application bilinéaire. Montrer que si T est
séparément continue t.e. les applications :

Vee BE,T,:ye F —>T(x,y) €G

Vye F,T,:x € E—T(z,y) € G

sont continues alors T est continue.

Solution.
Quitte a échanger F et F, supposons que F' est complet. On considére maintenant la
famille d’applications linéaires continues (7 ),ep, indexé sur la boule unité fermée de E.
On a alors :
— Pour tout « € Bg, lapplication T, est dans L(F, G).
— Pour tout y € F, Papplication x € E +— T,(y) = T(x,y) est linéaire continue et par la
suite elle est bornée sur la boule unitée B :
Vy € F, sup [[To(y)|lg < +o0.
2€Bg

Comme F' est complet, le théoréme de Banach-Steinhaus assure que :

Ceci signfie que :
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1T, y)leg < Mllyllp, Vo€ BgVyeF
Par la suite on obtient :
1Tz, )l < M|z|gllyllp, VreE,VyeF,

ce qui donne la continuité de 7'.

Exercice 3.9 Soit E = C([0,1],R) l’espace des fonctions continues sur [0,1] a valeurs

dans R. Considérons les deux espaces normés X = (E,||.||.) et Y = (E,|.||;) ou :

1
1fll =sup|f(t)], ¢t €[0,1], ||f||1=0f|f(f)|dt-
On note I 'application identité de X dans'Y .

1. Montrer que I est une application linéaire bijective et continue. Quelle est sa norme ?
2. Montrer que Uapplication I~ n’est pas continue.

(indication : utiliser la suite f,(t) =t").
3. Sachant que X est un espace de Banach, déduire que l’espace norméY n’est pas de

Banach.

Solution.

1. Cest évident que I est linéaire et bijective. De plus [ est continue et |[1[[,yyy < 1,

en effet :

Oy = 111l belf(t)ldt Sof sup |f(t)] dt = s F@OF= 1l -

t€[0,1]
Prenons maintenant f, définie par fo(¢) = 1 on obtient :
I Cfo)lly = [l folly =l folloo = 1-
Ceci montre que |[I|[,xy) = 1.
2. Comme [ est bijective son inverse I : Y = (E,|.||,) — X = (E,].|,,) est bien
défini. Supposons que I~! est continue. Donc il existe C' > 0 tel que :
VI€E, [Ifle=I1" (Nl < ISl
Considérons la suite de fonctions de E définie par f,(t) =t". On a :

Ifoll e =1<Clfly=Criz = C2n+1, V¥neN,
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ce qui est impossible. On déduit de cette contradiction que I~! n’est pas continue.

3. Comme X est un espace de Banach, si Y était de Banach aussi on pourrait appliquer
le théoréme d’isomorphisme de Banach et on aurait /=' continue. Par la suite, Y

n’est pas complet i.e. n’est pas de Banach.

Exercice 3.10 Soit E = C([0,1],R) l’espace des fonctions continues sur [0, 1], a valeurs
réelles et ||.|| une norme sur E, tels que (E,||.|) soit un espace de Banach. On pose
U’hypothése suivante :

"Si fn, [ € E tels que || fn, — f|| — 0, alors fn(t) — f(t) pour tout t € [0,1]."

Montrer que les deux normes ||.|| et ||.||. sont équivalentes.

Solution. Considérons I’application identité I : Ey = (E,||.| ) — E2 = (E,||.||). I est
clair que I est linéaire et bijective. On va appliquer le théoréme du graphe fermé pour
montrer que I est continue. Considérons alors (f,, I(f,)) une suite du graphe de
convergente vers (f, g) dans F; x Es. Alors :

1fn = flls = 0 et [1(fn) = gll = lfn — gl = 0.
En utilisant la définition de ||.||.,, on déduit de la premiére convergence que :

fult) — f(t), YVt €]0,1].
En utilisant ’hypothése donnée dans I’énoncé, on obtient de la seconde convergence que :
fn(t) = g(t), ¥t €[0,1].

L’unicité de la limite donne :

f(t)=g(t), Vt €[0,1], cest-a~dire f = g = I(f),
ce qui prouve que le graphe de I est fermé. En appliquant le théoréme du graphe fermé,
comme E; et Fy sont des Banach, on déduit que I est continue. Alors :

da>0,vfeE : |fl =N <allfllx-

D’autre part, comme [ est bijective, le théoréme d’isomorphisme de Banach assure que
I~ est continue. Donc :

>0,V €E : Ifl. =)l < Bl

Par conséquence, les deux normes sont équivalentes.
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Exercice 3.11 Soit E et I' deux espaces vectoriels topologiques et f : E — F une ap-
plication linéaire. Prouver que f est ouverte si et seulement si elle ouverte en 0 (f est

ouverte en a siVV € Vg(a), f(V) € Ve(f(a)).

Solution.

Montrons I'implication directe. Soit V' € Vg(0) donc il existe un ouvert U de E tel que
0eUCV.Deplusona f(0)=0¢e f(U) C f(V) et f(U) est un ouvert de F' car f est
une application ouverte alors f(V) est bien un voisinage de 0 dans F' i.e. f(V') € Vr(f(0)).
Vérifions maintenant la réciproque. Soit U un ouvert de E et y € f(U). Donc il existe
x € U tel que y = f(x). Mais U —z € Vg(0), donc f(U —x) € Vg(0), d’apres ’hypothese,
ce qui donne que f(U) est un voisinage de y dans F. Comme y est élément quelconque de

f(U), on déduit que f est une application ouverte.
Exercice 3.12 Soit E et F' deux espaces vectoriels normés et T une application linéaire
de E vers F. Notons par G(T') le graphe de T.
1. Vérifier que si G(T) est fermé alors G(T') est un Banach.
2. Considérons f : G(T) — X Uapplication définie par : f(x,Tx) = x. Verifier que f
est continue et déduire par la suite que T est continue.
Solution.

1. Comme E et I sont des Banach alors leur produit £ x F' est aussi un espace de
Banach. Mais G(T') est un sous-espace fermé dans I’espace complet E x F' alors on

déduit d’apres la proposition que G(T') est complet i.e. G(T') est un Banach.
2. C’est claire que 'application f est linéaire et bijective. De plus, f est continue car :

1f (@, T2)|lp = llzllp < (@, To)ll gy = (@, T2) || pyp-
Les hypothéses du théoréme d’isomorphisme de Banach sont vérifiés, donc on déduit

que : f71: X — G(T) est continue. Finalement on a :

T2l p < l2llg + T2 p = (@, T2) g = [/ @ < [1F7 N2lg-
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Ce qui montre que T est bien continue.

Exercice 3.13 Soit E et F' deux espaces de Banach et T' une application linéaire de F

vers F. On suppose que :

VfeE Y(x,), une suite de E, telle que x,, — 0= f(Tx,) — 0. (3.5)

Montrer, en utilisant le théoréeme du graphe fermé, que T est continue.

Solution. Soit (), y une suite de E telle que (z,,Tx,) converge vers (z,y) € X x Y.
On doit montrer que y = T'(z).
On a: z, —z — 0. Il s’ensuit d’aprés I’hypothese (3.5) que :
Ve FE, f(T(x,—x)) — 0.
Alors :
f(Tx,) — f(Tx), Vf € FE.
Comme f est continue, il s’ensuit que :

f( im Tz,) = f(Tx), Vf € FE.

n—-+o0o

Sachant que lim Tz, = y, on obtient que : f(y) = f(Tx), Vf € E’. On déduit alors,

n—-+o00

grace au corollaire [3.5.4) que y = T'z. Le graphe de T est donc fermé. Comme E et F' sont

des Banach, le théoréme du graphe fermé assure que 1" est continue.

Exercice 3.14 Soit les espaces normés X = (C([0,1],R), |.||..) etY = (C([0,1],R), ||.]l..)
ot || fllo. =sup|f(t)], t €[0,1]. Considérons l'application linéaire T : X — Y définie par
T(f)=f", [ désigne la dérivée de f.

1. Montrer que le graphe de T est fermé.

2. Montrer que ’application T n’est pas continue.

3. Que peut-on déduire ?

Solution.
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1. Considérons (f,, f/)nen une suite de G(T") qui converge vers (f,g). Montrons que
g=f".0Ona:
ol®) = 50) = [ At done 510) = 50) = [ a(s)ds
Ce qui signifie que g = f’. Alors G(T'), le graphe de T, est bien fermé.
2. Supposons que 7" est continue, alors il existe C' > 0 tel que |Tf| . < C|fll -
Prenons f(x) = z". On obtient :
ITfllo = /'l = Ina" o =n < O flloe = C.

Contradiction. Donc T' n’est pas continue.

Le théoréme du graphe fermé n’est pas applicable, alors une de ses hypothéses n’est pas

vérifice. Comme Y est un Banach, alors c’est X qui n’est pas un espace de Banach.

Exercice 3.15 Soit E et F' deux espaces topologiques avec F séparé et f : E — F une
application. Montrer que l'implication directe du théoréme du graphe fermé reste vraie dans

ce cas.

Solution. Il s’agit de montrer que si f est continue alors son graphe G(f) est fermé. Pour
cela il suffit de montrer que CryrG(f) le complémentaire de G(f) est un ouvert dans
E x F. Soit (zo,v0) ¢ G(f), ceci entraine que yo # f(z9). Comme F est séparé, il existe
deux voisinages V et W de yq et f(zg) repectivement tels que V N W = (). D’autre part
puisque f est continue en x, il existe un voisinage U de ¢ tel que f(U) C W. Par la suite
fO)YNV =0 et donc G(f) N (U x V) = 0. Il en résulte que U x V est un voisinage de

(x0,%0) dans E' x F donc CryprG(f) est un ouvert.

Exercice 3.16 Soit E un espace vectoriel normé et vy € E. Montrer qu’il existe f € E’

telle que || fll 5 = llzoll et f(wo) = [|lzoll% -

Solution. Le résultat est trivial si g = 0g. Quand x¢ # 0g. Posons F' = Rz et définissons

sur F' I'application L(Azq) = A ||zo||3, YA € R. L’ensemble F est un sous espace vectoriel
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de F et L € F'. Le théoréme de prolongement de Hahn-Banach assure 'existence de

f € E' tel que fip = L donc f(zo) = ||zoll et | ]l g = || L]l - Mais | Ll g = [0l car :

L)l _ [L(Azo)| Al llzol

veFy#0s [Ulr  acrazo [AZollp  acrazo Al 7ol

Il = = [lzoll -

Done ||l g = [loll -

Exercice 3.17 Soit E un espace vectoriel normé et soit K une partie convexe de E avec

0 € K. On pose :

Ky={feFl; Vee K, f(r)<1} et
Ky={yeE; Vfe Ky, f(y)<1}.
Montrer que K = K.
Solution. En remarque que les ensembles K; et K, sont fermés comme intersection
d’images réciproques de fermés par des applications continues. De plus K C K, alors
K C K. Si on suppose que K # K, alors il existe yy € K5\ K. Appliquons le théoréme
de Hahn-Banach (forme géométrique) on obtient :
Af e E'f #0p,Ja e Rtels que :  f(z) < a < f(y), Vx € K.

Comme 0 € K onaa > 0et Vo e K, Zf(z) <1donc +f e K. Mais yp € K, donc

L f(yo) < 1. Contradiction, alors K = K,.
Exercice 3.18 Soit E et F' deux espaces vectoriels normés, et soit L(E, F') Uespace des
applications linéaires et continues de E dans F.

1. Soit xg € E tel que ||xo||; = 1. Montrer qu’il existe f € E' tel que ||f|p =1 et
f(xg) = 1.
2. On suppose que L(E, F') est complet. Considérons une suite de Chauchy (z,)n>1 dans
F, et définissons la suite d’applications (T,,)n>1 par :
To(x) = f(x)z,, x€E, n>1.
i) Vérifier que T, € L(E, F), pour tout n > 1.
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ii) Montrer que la suite (T,,)n>1 est de Cauchy dans L(E, F).
iii) Déduire que la suite (T,,),>1 converge vers une application T € L(E, F).
3. Montrer que (z,)n>1 converge vers l’élément Txy.

4. Que peut-on conclure ¢

Solution.

1. Soit 29 € E tel que |[xo||; = 1. Le corollaire 3.5.2) assure Pexistence de f € E’ telle
que [[fllg =1 et f(zo) = [lzoll i-e. f(xo) = 1.

2. i) Pour tout x,y € E, et tout A\, u € k :
To(Ax + py) = f(Ar + py)zn = (Af(2) + 1f () 2n

= A (2)2n + pf(y)zn = ATn(2) + 1T (y),
car f est linéaire. Il en résulte que 7, est linéaire.
L’application T}, est continue et || T, || ;5 py < |20l - En effet, comme f est continue
et ||fllz =1 on a pour tout x € E et tout n > 1:
ITa(@)[p = 1f @)zl p = [F(@)] 2]l 2

< Al 2l g zall e < N2nlle 2l -

ii) Pour tout n,m > 1, n# mon a :

1T — TmHC(E m o SuP 1f(2)(zn — 2zm) ||
’ 2]l p<1
= llzn — zmllp sup |f(2)] = 20 — 2mllp -
2]l p<1

Comme (2,),>1 est de Cauchy dans F', la suite (7},),>1 l'est également dans L(E, F).
iii) I1 découle que la suite (73,),>1 est convergente vers une application 7" € L(E, ')

car L(E, F) est complet.

3. Posons : Tz = z. Comme f(z() = 1, on alors :

lzn = 2llp = I1f (o) 2n = f(20)zllp = I Thx0o — T'(x0)l

= (T = Dhwollp < T =Tl ,, ., [70llg = 0, 1 — Fo0.

L(E,F)
On conclut que (z,),>1 est donc convergente dans F' vers z = Txy € F. Par consé-

quent, I'espace F' est complet.
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Chapitre 4

La Topologie Faible et la Topologie
Faible Etoile

Dans ce chapitre E désigne un R-espace de Banach. Il est muni de la topologie engendrée
par les boules ouvertes que 'on appellera la topologie forte. Cette topologie contient un
grand nombre d’ouverts, ce qui donne moins de compacts dans le cas de dimension infinie.
Pour surmonter ce probléme, nous devrons définir une nouvelle topologie, plus faible, qui
contiendra plus de compacts. Toutefois, Il ne faudra pas supprimer trop d’ouverts afin de
ne pas perdre trop de fonctions continues. On note par E’ le dual topologique de E i.e.

I’espace des formes linéaires continues sur F.

4.1 La topologie faible

On définera la topologie faible comme étant la topologie la moins fine, i.e. celle avec le
moins d’ouverts, rendant continues tous les éléments de F’. Autrement dit, la topologie
faible sur E est la topologie la moins fine telle que toute forme linéaire continue, au sens
de la norme, reste continue.

[’avantage de la topologie faible est qu’elle contient plus de compacts que la topologie

forte dans le cas des espaces de dimension infinie. Les compacts jouent un réle important
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quand on cherche & établir des théorémes d’existence.

Définition 4.1.1 La topologie faible sur E, notée o(E, E'), est la topologie la moins fine

pour laquelle toutes les formes linéaires continues f € E' restent continues.

La topologie faible est construite de la maniére suivante : en effet, celle ci doit au
minimum contenir tous les ensembles de la forme f~}(U) ou U est un ouvert de R et
f € E'. Si on choisit comme ouverts toutes les réunions quelconques d’intersections finies
de tels ensembles, on construit une topologie. De plus cette topologie a le moins d’ouverts

parmi les topologies ayant les ensembles f~!(U) comme ouverts.

Remarque 4.1.1 Comme conséquence directe de la définition de la topologie faible on
affirme que les formes linéaires sur un Banach E qui sont continues pour la topologie
faible sont exactement les mémes que celles qui sont continues en norme (i.e. pour la

topologie forte) c’est-a-dire les éléments de E'.

Proposition 4.1.1 Soit X un espace topologique et ¢ une application de X vers (E,o(E, E')),

alors ¢ est continue si et seulement si pour tout f € E', f o est continue sur X.

Preuve. Supposons que ¢ : X — (E,0(E, E'")) est continue. Par définition, tout f € F’
est continue pour (F,o(F, E')) alors par composition pour tout f € E', fop: X — R
est continue.

Reciproquement, supposons que f o : X — R soit continue pour tout f € E’. Soit U un
ouvert de E pour o(F, E’). Comme U est de la forme : U = jg} iem[j £, (W) ou chaque
I; est fini, f; € E' et W; est un ouvert de R. On a alors :

e N (U)= U N (fiop) (W),

jeJ ie]j
qui est bien ouvert car f; o ¢ est continue. Donc ¢ : X — (E,0(E, E')) est continue. m

Proposition 4.1.2 Une base de voisinages pour la topologie faible de oy € E est donnée

par les ensembles de la forme :

V=A{zekE; |filz) - filxo)| <&, Vi=1,--- n},
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avec € >0, n>1cet f1,---, fn € E' arbitraires.
Proposition 4.1.3 La topologie faible est séparée.

Preuve. Soit x1, x5 € E avec x1 # x2. On veut construire V; et V5 ouverts pour la topologie
faible tels que : 71 € Vi, 29 € Vo et V4 N Vo = (. D’aprés le théoréme de Hahn-Banach
(deuxiéme forme géométrique) ou directement d’apres le corollaire il existe f € F'

telle que f(x1) # f(x2). Posons :

- ’f@’ﬂ;f(x?)’, Vi= fU 0 () e, flan)+el) et Vo= f(1f () —e, fa)+el).

C’est-a-dire :

Vi—{z € B; |f(x)— f(z)| <&} et Va—{w€B; |f(x)— fzs)| <e}.

On constate que Vi et V5 sont des ouverts pour la topologie faible o(E, E') et de plus
$1€‘/1,5L‘2€‘/26t‘/1ﬂ‘/2:@. | |
L’espace E peut étre muni de deux topologies séparées différentes :
1. La topologie forte associée a la norme de E.
2. La topologie "faible" notée o(E, E').
On rappelle que par construction, la topologie faible est moins fine que la topologie

forte : tout ouvert (resp. fermé) pour la topologie faible est un ouvert (resp. fermé) pour

la topologie forte.
Proposition 4.1.4 En dimension finie, les deux topologies coincident.

Preuve. Suposons que F est de dimension finie. Comme tout ouvert de la topologie faible
est un ouvert pour la topologie forte, il suffit de vérifier qu'un ouvert pour la topologie

forte est aussi un ouvert dans o(E, E').
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Soit U un ouvert de E pour la topologie forte et xg € U. On cherche a construire un
voisinage de o pour la topologie faible inclus dans U. Soit {eq,--- ,e,} une base de E et

soient les formes linéaires (continues) définies par :

©j : E —R

T =2x1€1+ "+ Tpep T,

Comme toute les normes sont équivalentes sur E, on munit £ par la norme :
]l = max |z;| = max |p;(z)].

Fixons 7 tel que la boule ouverte B(zg, rg) au sens de ||-||, soit contenue dans . On a :

B(xo,1m0) ={z € E, ||z — xoll, <70}

= {x € E7 max |Ij —$0j| < 7”0}

1<j<n

_ {$ € B, max |p;(z) — @;(o)] < TO}

1<j<n

= {m €k, ’(pj(x) —QOj(l’o)’ <rg, t=1,--- 7n}'

Alors B(zg, 1) est bien un voisinage de xy pour la topologie faible inclus dans Y. On
conclut alors que U est un ouvert pour la topologie faible. m

On note que dans le cas de dimension infinie, la topologie faible est strictement plus
faible que la topologie forte : il existe des ouverts (resp. des fermés) pour la topologie forte

qui ne sont pas ouverts (resp. fermés) pour la topologie faible.

Proposition 4.1.5 En dimension infinie, la boule unité ouverte B(0,1) est d’intérieur

vide pour la topologie faible.

Preuve. Soit £ un espace de Banach de dimension infinie. Supposons par ’absurde que
I'intérieur de B(0,1) pour la topologie faible n’est pas vide. Donc il existe o € B(0,1) et
Veo(E, E) tels que : xg € V C B(0,1). On peut prendre V' de la forme suivante :

V={xeE;|fi(x)— filxo)]<e, i=1,---,n}, ou fy€ E'pouri=1,--- n.
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Considérons maintenant ’application :

v E—R"?
z = (filz), -, fulz))

Y

qui est linéaire et non injective puisque F est de dimension infinie. Donc il existe
yo € E\{0g} tel ¥(yo) = 0. Par linéarité on déduit que |f;(zo + Ayo) — fi(zo)] = 0 < g,
pour tout A € R. Donc xg + Ay € V, pour tout A € R. Contradiction avec le fait que V'
est borné, car V' C B(0,1). Alors B(0, 1) est d’intérieur vide pour la topologie faible. m
Cette proposition affirme que B(0, 1) n’est pas ouverte pour la topologie faible. Ce
qui veut dire que la topologie forte contient plus d’ouverts que la topologie faible et que
les ouverts de la topologie faible en dimension infinie ne sont pas bornés. De plus, par
passage au complémentaire, on déduit qu’en dimension infinie la topologie forte contient
aussi plus de fermés que la topologie faible.
Le résultat suivant annonce que les ensembles convexes qui sont fermés fortement

restent fermés faiblement.

Proposition 4.1.6 Soit C' un ensemble convexe de E. Alors C' est fermé pour la topologie

faible o(E, E') si et seulement si il est fermé pour la topologie forte.

Preuve. L’implication directe est triviale. Montrons I'implication réciproque. Supposons
que C' est un convexe fortement fermé et montrons que F\C' est ouvert faiblement. Sup-
posons que C' # E| sinon le résultat est trivial. Soit xy € E\C. Comme C' est un convexe
fermé et {zo} est un convexe compact, le théoreme de Hahn-Banach (forme géométrique,

deuxiéme version) assure 'existence de f € E' et a € R tels que :

Vee C, f(r) <a< f(x).

L’ensemble f~'(]a, +oo]) = {z € E, f(x) > a} est un ouvert pour o(E, E’) qui contient

xg et il est contenu dans E\C. Donc on déduit que F\C' est un ouvert pour la topologie
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faible. m

Proposition 4.1.7 Soit E un Banach et M un sous-espace vectoriel fermé de E pour la
topologie forte. La topologie faible (M, M') coincide avec la topologie induite par o(E, E")
sur M.

Preuve. Voir exercice 4.1l =
On s’intéresse maintenant aux propriétés des suites convergentes au sens de la topo-

logie faible.

Définition 4.1.2 Soit (z,)nen une suite d’éléments de E et x € E.

1. On dit que la suite (x,)nen converge fortement vers x € E (ou converge en norme)
8t :
|z, — x|z — 0 et on écrit x,, — x. L’élément x est appelé la limite forte de (z,,)nen.
2. On dit que la suite (z,)nen converge faiblement vers x € E si elle converge pour la
topologie faible o(E, E') et on écrit x,, — x. L’élément x est appelé la limite faible

de ('Tn)nEN-
En utilisant la définition des voisinages faibles on obtient le résultat suivant :

Proposition 4.1.8 Soit (x,,),en une suite d’éléments de E. Alors la suite (x,,)n,en converge

faiblement vers x si et seulement si f(x,) — f(z), Vf € E'.

Preuve. Par construction de la topologie faible, f € E’ signifie que f est continue pour
la topologie faible.

L’implication directe découle de la continuité de f, il est clair que si x,, — x faiblement
alors f(x,) — f(z) qui est équivalent & f(z,) — f(x) car R est de dimension finie.

Pour montrer la réciproque supposons que pour tout f € E', f(z,) — f(z). Donc pour

tout € > 0 il existe N tel que pour tout n > Ny : |f(z,) — f(x)| <e.
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Soit U un voisinage de = dans la topologie faible. Donc il existe € > 0 et f1, fa, ..., fi tels
queV=A{yeFE;|fily)— filr))]<e, i=1,--- mletVCUetzeV.
Mais comme pour tout f € E', f(x,) — f(z) forcément il existe un N = max Ny,,
1t =1,---,m tel que pour tout n > N, x,, € V C U. Donc pour tout voisinage de = dans
o(E, E') il existe un N tel que pour tout n > N, z,, est dans ce voisinage. Donc x,, — =.
|

On constate que la convergence faible dans un espace de Banach nécessite 1'identifi-

cation de son dual.

Proposition 4.1.9 Soit (x,),en une suite d’éléments de E et (fy)nen une suite d’élé-

ments de E'. On a :

1. Six, — x fortement alors x,, — x faiblement pour o(E, E").
2. St x, — x faiblement pour o(E, E') alors ||x,| 5 est bornée et ||z|; < liminf ||z, .

3. Si x, — x faiblement pour o(E, E") et si f, — f alors f,(x,) — f(x).

Preuve.

1. Si x, — x fortement alors f(z,) — f(z) pour toute application f continue. En

particulier f(z,) — f(z) pour tout f € E’. Par la suite z,, — z faiblement pour
o(E, E') d'aprés proposition [4.1.8

2. Pour tout n € N, on définit ’application :

T,: E —R
Il est clair que toutes les applications 7;, sont linéaires, de plus elles sont continues,
en effet : (N = 1f (@)l < [[fllg |2l p-

Le théoreme de Banach-Steinhaus assure que la suite (7),)nen est bornée :

= [f@) < Clfllg -
D’apres le corollaire du théoréme de Hahn-Banach, on a :

3C >0, tel que Vn e N, Vf € E', |T,(f)
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lznllg = sup |f(zn)l].
1B |f] <1

Ceci permet de conclure que :
Vn e N: |jz,|z < C.

Passons a la limite dans l'inégalité | f(z,)| < ||f|l g ||znllz on obtient :

[f (@) < [If ]| g i inf [|z | -
En appliquant encore une fois le corollaire [3.5.3 on trouve :

lzllp = sup [f(z)] < liminf ||z, .
feB Sl

3. On écrit f,(z,) — f(x) sous la forme suivante :

fazn) = f(2) = (fulzn) — f2n)) + (f(2n) = f(2)).

Comme x,, — x faiblement on a bien lilf (f(xzn) — f(z)) = 0. De plus :

() = )| < llwnllg (1o = fllg -

La propriété 2. donne que ||z, || 5 est bornée puisque (z,,),en converge faiblement, on

déduit alors que : h}rn (fu(xn) — f(x,)) =0 car f,, — f. Donc on obtient que :
i (fulea) = 1) = 0

Remarque 4.1.2 Lorsque E est de dimension finie on a : x, — x si et seulement si

T, — x i.e. la convergence faible est équivalente a la convergence forte.

On note qu’il existe des espaces de Banach de dimension infinie o toute suite fai-
blement convergente est fortement convergente. Prenons comme exemple I'espace ['(R).

Rappelons que ['(R) est 'ensemble des suites réelles sommables :

+o0
NR) = {(xn)neN € RY tel que Y |z,| < +oo}
n=1

et [°°(R) Pensembles des suites réelles bornées. Les espaces ['(R) et [*°(R) munis respec-
+o0

tivement de la norme ||z||; = ) |z,| et ||z|, = sup|z,| sont des Banach; de plus
neN

n=1

le dual topologique de ['(R) peut étre identifier a [*(R). Par la suite la topologie faible
o(I'(R), (I*(R))’) se note par a(I}(R),I°(R)).
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Théoréme 4.1.1 (de Schur) Soit (2"),en une suite d’éléments de I*(R) est x € I'(R).
Alors la suite (x™)pen converge fortement vers x si et seulement si (2"),en converge fai-

blement vers x.

Cette équivalence est vraie bien que la topologie faible sur /' (R) posséde strictement

moins d’ouverts que la topologie forte, car on est en dimension infinie.

Proposition 4.1.10 Soit E et F' deuxr Banach et T : E — F une application linéaire.
Alors T est continue de E vers F' pour la topologie forte (des deux espaces) si et seulement
si T est continue de (E,o0(E,E")) dans (F,o(F,F")) (pour la topologie faible des deux

espaces).

Preuve. Commencons par montrer I'implication directe. Suposons que T est continue
de E vers F' pour la topologie forte. Soit 2 un ouvert de (F,o(F, F’)) pour la topologie
faible. On veut montrer que T-!(Q) est un ouvert de (F,o(E,E’)) pour la topologie
faible. Supposons que (2 est de la forme : = iQﬁO; 1(6;) ot I est fini, o, € F' et 0; est

ouvert de R. Alors :

TH0) = 0T (6) = D(pioT) (0

Mais ¢, 0T : E — R est linéaire et continue donc ;0T € E’ et par la suite T~(£2) est un
ouvert de (E,o(E, E")) (pour la topologie faible). Donc T est continue pour la topologie
faible.

Afin de montrer I'implication réciproque on va utiliser le théoréme du graphe fermé.
En effet il suffit de montrer que le graphe de T est fermé pour la topologie forte. Soit
(n, T(21))nen qui converge fortement vers (z,y) € E x F. En particulier z,, — x for-
tement alors z, — x faiblement. Comme T est continue pour la topologie faible on a
T(x,) — T(x). Mais T'(z,) — y, par la suite T'(z,,) — y. Comme la topologie faible est
séparée, on déduit que la limite est unique donc y = T'(x). Par la suite le graphe de T est

fermé d’ou la continuité de T pour la topologie forte. m
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Remarque 4.1.3 L’application T doit étre linéaire. Une application non linéaire continue
de E vers F pour la topologie forte (des deuz espaces) n’est en générale pas continue de

E wvers F' pour la topologie faible (des deux espaces).

4.1.1 La convergence faible dans les espaces de Hilbert

Définition 4.1.3 On dit que H est un espace de Hilbert si H est un R-espace vectoriel
muni d’un produit scalaire (-,-) (une forme bilinéaire symétrique et définie positive) et

complet pour la norme ||-||;; := +/(-,-) associée au produit scalaire.

Définition 4.1.4 Une famille {e;, i € I} d’éléments d’un espace de Hilbert H est dite
orthonormée si :
1 s i=j,

0 st 1 F#£ .

VZ,j € Ia <eiaej> = 5ij =

Proposition 4.1.11 (Inégalité de Bessel) Si (e;)icn est une suite orthonormée d’un
espace de Hilbert H alors :
2
VeeH, Y (e <|zlp.

i€N
Dans le cas ou H est un espace de Hilbert, on peut identifier son dual topologique H’

avec H lui méme grace au théoréme suivant :

Théoréme 4.1.2 (de représentation de Riesz-Fréchet) Soit H un Hilbert. Alors pour
tout f € H', il existe un unique v € H tel que : fly)=(y,z), YyeH.

De plus |||z = |1 fll 5 -

Ce théoréeme nous permet de simplifier la définition de la convergence faible dans le

cas d'un espace de Hilbert.

Proposition 4.1.12 Soient (z,)nen une suite d’éléments d’un espace de Hilbert H et x
un élément de H. On dit que la suite (x,)nen converge faiblement vers x si :

<y7xn> - (y,x>, Vy € H.

99



Chapitre 4. La Topologie Faible et la Topologie Faible Etoile

On sait que la convergence forte implique la convergence faible. En revanche la réci-

proque n’est pas vraie comme le montre ’exemple suivant :

Exemple 4.1.1 Prenons une suite orthonormée (e, )nen. Pour tout x € H, l'inégalité de

Bessel donne que :

> Nz, en)|” < 2l -

neN
Done la série S |(z,e,)|° converge, alors (x,e,) — 0 = (x,0), pour tout z € H. Ce qui

neN
implique, d’aprés la proposition précédente que e,, — 0, la suite (e, ),en converge faiblement
vers 0.
Si la suite (e,)nen converge fortement, elle devrait converger vers 0, mais

len = Ol = llenlly =1+ 0.

Par conséquent, la suite ne converge pas fortement.

Proposition 4.1.13 Soit (,)nen €t (Yn)nen deuz suites d’éléments d’un espace de Hilbert

H et x, y deux éléments de H. On a alors :

i) (z, =z ety, = y) = (Tn,yn) — (z,Y).

ii) (v, = et HanH - H"EHH) = Hxn - :EHH =0.

Preuve. La propriété i) n’est qu’un résultat direct de la troisiéme propriété de la propo-
sition et la proposition qui donne une définition équivalente de la convergence
faible en utilisant le produit scalaire.
Afin d’établir le point ii), il suffit d’écrire que :
lzn — 2l = lzallzy — 2 (2, 20) + l|2l7 -
Puisque (z,,)nen converge faiblement vers x on a :
(0, 70) = (2,2) = o3

Cela donne ii). m

En dimension finie, toute suite bornée admet une sous-suite convergente grace au

theoréme de Riesz (compacité¢). On admet le théoréme suivant, trés utile en EDP, qui
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assure que cette propriété reste vraie pour la convergence faible dans le cas d’un espace

de Hilbert.

Théoréme 4.1.3 (de compacité faible) Toute suite bornée d’un espace de Hilbert ad-

met une sous-suite qui converge faiblement.

Remarque 4.1.4 Les résultats présentés dans cette partie reste vrai c’est H est un espace

de Hilbert complexe.

4.2 La topologie faible étoile

Soit F un Banach. L’espace dual de E noté E’ est aussi un Banach. On note £’ I’ensemble
des formes linéaires continues sur F’, qui est encore un espace de Banach. On 'appelle le

bidual de E. On peut munir £’ de deux topologies séparées :

i) la topologie forte associée a la norme de FE’,
ii) la topologie faible sur E’, notée o(E’, E").

On a vu dans la section précédente que la deuxiéme topologie est en général moins
fine que la premiére mais elle contient plus de compacts et de suites convergentes. On
cherche & munir £’ d’une troixiéme topologie séparée de telle facon que la boule unité
fermée B (0, 1) devienne compacte méme si F est de dimension infinie.

Définissons 'application suivante : & tout x € E on associe une forme &, linéaire sur
E' en posant :

& B —R
[ f@)

V(z,f) e ExXE": [&(f)

= [f@) < 1Al NIzl -
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Donc &, est une forme linéaire continue sur E’ avec ||&,; ||z < ||z|/ 5. D’apres le corollaire

B-5.3, qui est une conséquenc du théoréme de Hahn-Banach, on a :

|zllp= sup  |L(z)],
LEE'||L|| =1

ceci permet de déduire que ||&, || zn = |12 5 -

On note J l'application définie par :

J: E— E"

T = &y

Il est clair que 'application J est linéaire. De plus J est une isométrie (J conserve la norme)
ie. ||J(x)||gn = ||z||z pour tout z€ E car ||J(2)| g = ||&ll g = ||7]| 5 pour tout x € E.
Donc J est continue, i.e. J € L(E, E") et elle est bien injective, comme elle conserve la
norme. Par contre, si F est de dimension infinie, J n’est pas nécessairement surjective. En
général, J(F) est un sous espace strict de E”. A T’aide de I’injection canonique J on peut

identifier £ a J(E) C E".

Définition 4.2.1 On appelle topologie faible étoile sur E', la topologie la moins fine
pour laquelle toutes les applications &, restent continues. La topologie faible étoile se note

xo(F', E) (ou tout simplement o(F', F)).

Remarque 4.2.1 Les formes linéaires sur E' qui sont continues pour la topologie faible

étoile sont exactement les &, pour x € F.

Notons que chaque &, est continue comme forme linéaire sur E’ (pour la topologie
forte) par la suite &, € E”. Ainsi £, est continue pour la topologie faible o(E’, E”). Par
définition de la topologie faible étoile, on déduit alors que la topologie faible étoile est
moins forte que la topologie faible qui elle méme est moins forte que la topologie forte.
La raison d’appauvrir ainsi les topologies est : plus une topologie est faible, moins elle

contient d’ouverts et plus elle posséde de compacts.
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Remarque 4.2.2 Etant donné E un espace de Banach, E' peut étre muni de trois topo-

logies différentes (classées de la plus fine a la moins fine) :

1. la topologie forte associée & la norme de E,
2. la topologie faible sur E', notée o(E', E"),

3. la topologie faible étoile sur E', notée xo(E', E).

Les ouverts de xo(E’, E') sont du type: U N &1 (W;) o les W; sont des ouverts
quelconque finie "

de R et les z; des éléments de E. Ceci nous permet de déduire le résultat suivant sur les

bases de voisinages pour la topologie faible étoile.

Proposition 4.2.1 Soit fo un élément de E'. Tout voisinage de fo pour la topologie faible
étoile contient un ouvert de la forme :
Vfo = {f € Elv ’f(.%) - fo(ﬂfz)| <g, i = 17"' ,n}

avece >0 et x; € E.

Remarque 4.2.3 Dans le cas ot E est de dimension finie les trois topologies (forte, faible
o(E',E"), et faible étoile xo(E', F)) coincident, en effet dim £ = dim £’ = dim E” et par

la suite o(E',E") = xo(E', E).
Proposition 4.2.2 La topologie faible étoile xo(E', E) est séparée.

Preuve. Soient f; et fo deux éléments de E’ distincts. Il existe alors x € E tel que :
fi(z) # fa(zx). Soit € = M;ﬁ(x)‘. Posons :
O ={f B, |f(a)—fi@) <e} =& (filx) - film)+e)  i=12
Il est clair que O, et Oy sont deux ouverts de E’ pour la topologie faible étoile qui vérifient :
f1€ O, fo€0set O1NOy = 0.
Donc la topologie faible étoile est bien séparée. m
Notation : Soit (f,),cy une suite d’éléments de E' et f € £'. On note :

— convergence forte (en norme) : f, — f,
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— convergence faible : f, — f,

— convergence faible étoile : f, = f ou f, — f faible *.

Proposition 4.2.3 Soit (f,)nen une suite d’éléments de E' et (x,)nen une suite d’élé-
ments de E. On a les propriétés suivantes :
1. fo = f pour xo(E', E) si et seulement si f,(z) — f(z), Vo € E.
2. Si fn, — [ fortement alors f,, — f faiblement pour o(E', E") et si f,, — [ faiblement
alors f,, = f pour xo(E', E).
8. Si f, = f pour xa(E', E) alors || fu|lp est bornée et || f| z < liminf || f, || -

4. Si fo > f pour xo(E' E) et six, — x fortement alors f,(x,) — f(x) fortement.

Preuve. La preuve se fait d’'une maniére analogue, avec quelques différences, a celles des

propositions et (voir exercice [4.5)). ®

Remarque 4.2.4 Si f, = f pour x0(E',E) (ou méme si f, — [ faiblement pour

o(E',E")) et si x, — x pour o(E,E") on peut pas déduire que f,(z,) — f(z).

Proposition 4.2.4 Soit o : E' — R une application linéaire et continue pour la topologie

xo(F', E). Alors, il existe x € E tel que : o(f) = f(x), Vf € E'.

Théoréme 4.2.1 Soit H un hyperplan de E" fermé pour le topologie faible étoile xo(E', E).

Alors il existe v € E\{Og} et o € R tels que H est de la forme :
H={fekE; [f(x)=a}.

Preuve. La définition d’un hyperplan de E’ implique I'existence d’un ¢ € E” non nulle
et a € R tels que :

H={fel; o(f)=a}.
Fixons un fy dans E'\H. L’ensemble E’\ H est ouvert car H est fermé pour la topologie
faible étoile xo(E’, F). 1l existe donc 1, xs,...,x, € E et € > 0 tels que :

Vi={feE, |fz.)— folw)<e, ¥Vi=1,...,n}C E\H.
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pour un € > 0. Posons W =V — f;, 'ensemble W n’est que :
W={gel, l|glz;)|<e, Vi=1,...,n},
qui est convexe et symétrique autour 0. Puisque ¢ est une application linéaire, on en
déduit que (W) est un intervalle de R symétrique autour 0. De plus cet intervalle est
borné sinon il contiendrait o — ¢ ( fo) et il existerait donc h € V tel p(h) = «a, contradiction
avec le fait que V C E'\ H.
Finalement il existe donc C' > 0 tel que :
VgeW, le(g) <C.
Fixons ¢’ > 0, I'inégalité précédente assure que :
Vge W, o) <¢
Donc ¢ est continue en 0 pour *xo(FE’, F) et par la suite, comme il est linéaire, il est

continue sur E’' pour xo(FE’, F). La proposition assure l'existence de z € F tel que
90<f) = f(:C) ie.p=E§. =

Remarque 4.2.5 Dans le cas ot J n'est pas surjective de E sur E”, la topologie xo(E', F)
est strictement moins fine que la topologie o(E', E"). En effet, La topologie faible étoile
contient strictement moins de fermés que la topologie faible. A titre d’exemple Uhyperplan
H={fekF; &f)=a} avec { € E"\J(E) est fermé pour o(E',E") (par définition)

mais n'est pas fermé pour xo(E', E) d’aprés le théoréme précédent.

Le théoréme fondamental suivant annonce que la topologie faible étoile rend compact

la boule unité fermée.

Théoréme 4.2.2 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) La boule unité fermée de E' :
Bp ={feFE, |fl<1}
est compacte pour la topologie faible étoile xo(E', E). En particulier elle est fermée pour

xo(E' F).

Remarque 4.2.6 L’ importance de ce théoréme et de la topologie faible étoile vient du fait
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que la boule unité fermée d’un espace normé de dimension infinie n’est jamais compacte

pour la topologie forte.

4.3 Exercices

Exercice 4.1 Soit E un Banach et M un sous-espace vectoriel fermé de E pour la topo-
logie forte. Montrer que la topologie faible o(M, M') coincide avec la topologie induite par

o(E,E") sur M.

Solution : Le sous-espace vectoriel M est un fermé d’un Banach, donc M est un Banach
aussi. Alors M peut étre muni de la topologie faible o(M, M"). Soit U un ouvert de la

topologie o(M, M'). On peut toujours supposer que U est de la forme :

U={zxeM, |filr—z)|<e, i=1,---,n} (4.1)

avec xo un élément de M, ¢ > 0, f; € M’ pour i = 1,--- ,n. Le théoréme de Hahn-
Banach permet de prolonger les f; en formes linéaires ﬁ continues sur £. Donc on obtient

U=MnNYV avec:

Vz{xEE,

ﬁ(l'—l'g)‘<€, izl,---,n}.

Mais V' est un ouvert de o(FE, E’), alors U est un ouvert pour la topologie induite par
o(E,E") sur M.
Réciproquement, si V' est un ouvert de o(E, E’) qui contient zo un élément de M, on peut

toujours supposer qu’il est de la forme :

V:{xEE,

ﬁ(m—xo)‘<5, z'zl,---,n}
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avec € > 0, ﬁ € EF' pouri=1,---,n. Posons f; la restriction de }; a M. On abien f; € M’

et VN M est donné par (4.1) donc V N M est un ouvert de o(M, M").

Exercice 4.2 Soit X etY deux espaces de Banach etT' : X —'Y une application linéaire
continue de X muni de la topologie faible dans 'Y muni de la topologie forte. Montrer qu’il

existe p1, P, -+, n € X' tels que : 1<O< ker ¢; C ker T..
<j<n

Solution : Comme la boule unité fermée By de Y est un voisinage de 0Oy, son image

réciproque par T est un voisinage de 0x dans X pour la topologie faible (car T'(0x) = Oy).

Alors il existe un ¢ > 0 et des formes linéaires continues @1, s, -+, 0, € X' tels que
Vz o109, 0 (0x) C T71(By). Notons que :

Veoronmon(0x) = {2 € X5 pj(2)| <6, 1<j<mn}

Puisque :
1§9§n ker ; C Ve pr 00, 0 (0X),
on obtient que :
A -1
1§(jﬁ£ﬂker ©; C T (By).
Mais comme M kerp; est un sous espace vectoriel de X, si x € N keryp; on a
1<j<n 1<j<n
nécessairement tx € 1<O< ker ¢; pour tout ¢ € R. On obtient alors :
SISn
[t| | Tz]| = ||T(tx)|| <1, VteR.

Cela n’est possible que si Tx = 0y. Par conséquent 1<O< ker ¢; C ker T'.
<j<n

Exercice 4.3 Sans utiliser le fait que la topologie faible est séparée, montrer que la limite

faible d’une suite, si elle existe, est unique.

Solution. Soit (z,,),y une suite de E. Supposons que z,, — x et x, — y avec x # y.
Ceci est équivalent & f(z,) — f(x) et f(x,) — f(y) pour tout f € E'. Mais (f(2n)),cn

est une suite réelle qui converge dans R. Donc la limite est unique, c’est-a-dire f(z) = f(y)

pour tout f € E’. D’autre part le corollaire |3.5.4] assure I'existence d’'un fy € E’ tel que

fo(z) # fo(y) car x # y. Contradiction.
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Exercice 4.4 Montrer que si E est de dimension finie. Alors la convergence faible d’une
suite est équivalente & la convergence forte (sans prendre en considération que la topologie

faible et forte coincident dans le cas de dimension finie).

Solution. Soit (), une suite d’éléments de £. Supposons que x,, — x faiblement dans
E et que dim E = k. Soit {e1, ey, -+ ,e,} une base quelconque de E. Alors 3a§”) € R,
1=1,--- ketdo, e R, i=1,--- K tels que :

Ty = agn)el + aé")eg +e 4 oz,(fn)ek et x = oaqe; + agey + - + e
Comme f(z,) — f(z) pour tout f € E’. On peut prendre en particuliers fi, fo, -, fx
définis par : fi(e;) = 1 et fi(en) = 0si m #i. Alors @ fi(z,) = agn) et fi(x) = «;. Le fait

que fi(z,) — fi(z) implique que a§"> — «; dans R. Par la suite :

k k
o = all = |3 (o = o) ef| < D [al™ = a] el
i=1 i=1
Passons a la limite on obtient que liril |zn — || = 0, ce qui veut dire que la suite (2,),,cy
n—-+0oo

converge fortement.

Exercice 4.5 Soit (f,)nen une suite d’éléments de E' et (z,)nen une suite d’éléments de
E. Sachant que f, = f pour xo(E' E) si et seulement si f,(x) — f(z), Vo € E. Montrer

les propriétés suivantes :

1. Si f, — f fortement alors f, — [ faiblement pour o(E', E") et si f, — f faiblement

alors f, = f pour xo(E' E).
2. Si fo = f pour x0(E', E) alors ||f.|l 5 est bornée et || f|| 5 < liminf || £,]| g -

3. Si f, — f pour x0(E', E) et si x, — x fortement alors f,(z,) — f(z) fortement.

Solution.
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1. La premiére implication est déja établie dans le cours. Maintenant, si f,, — f alors
pour tout £ € E” on a &(f,) — &(f). Prenant £ = &, avec © € E, on trouve que
falw) = f(z) dou f, = f .

2. On suppose que f,, = f pour *o(E', E). Alors pour tout = € E, la suite (fulz))

€N

converge donc bornée. Le théoréme de Banach-Steinhauss implique que (f,,)nen est

bornée. Puisque, pour tout z € E/, on a :

()l < [ fall g 2]l s -

Passons & la limite inf, on trouve :

|f (@) < (iminf [ fof| ) [[2]] 5 -
Utilisons la définition de la norme |||, on obtient :
11l g < liminf || £l g -
3. On écrit :
falan) = f(2) = (fu = /)(@) + falzn — 2).
Le premier terme tend vers 0 car f, — f. Puisque la suite (f,)nen est bornée et

|z, — x| ; tend vers 0, le deuxiéme terme tend aussi vers 0 d’ou le résultat.

Exercice 4.6 Soient E un espace de Banach, E'son dual et (x,)nen une suite de E. On
suppose que pour tout f € E', (f(x,))nen est une suite de Cauchy.
1. Montrer que la suite (T,)nen est bornée.

2. Supposons de plus que, qu’il existe une sous suite (m¢(n))neN qui converge faiblement

vers y € E. Montrer que la suite (z,)nen converge faiblement dans E vers y.

Solution.

1. Soit f € E. La suite (f(x,))nen est une suite de Cauchy dans Iespace complet R

donc convergente. Ceci implique que la suite (f(z,))nen est bornée :
sup | f ()] < +o00.

neN
Le théoréme de Banach-Steinhauss implique que :
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sup( sup |f(:cn)\> < +00.

neN \ feE' | flI<1
Un des corollaires de Hahn-Banach nous donne que :

sup | f(zn)] = [lzal -
fer i<t

La relation précédente devient donc :

sup ([, ]) < +oc.
neN

2. La relation de la convergence faible x,,) — y est équivalente a :

Vel f(xv(n)> - f(y)
La suite numérique (f(z,))nen est de Cauchy et elle admet une sous suite convergente

vers f(y). On en conclut que :

Vf € Elv f(l’n) - f(y)

ce qui signifie que la suite (x,,)nen converge faiblement dans E vers y.
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Chapitre 5

Espaces Réflexifs et Espaces

Séparables

Les espaces réflexifs et les espaces séparables constituent des classes importantes des es-
paces de Banach ; ils possédent des propriétés bien utiles. En effet les espaces réflexifs ont
une sorte de compacité. Cela permet de montrer I'existence d’une solution pour certains

problémes de minimisation.

5.1 Espaces réflexifs

On note J l'application définie par :

J: E—FE" o & E—-R
, ol :

T & [ f(z)
On a vu dans le chapitre précédent que J € L(E, E") et qu’elle est injective. Par contre,
si E est de dimension infinie, J n’est pas nécessairement surjective. En général, J(FE) est

un sous espace strict de E”. A Daide de Iinjection canonique J on peut identifier E &

J(E) C E". Dans le cas ou J est surjective on dit que F est réflexif.
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Définition 5.1.1 Soit E un espace de Banach et soit J linjection canonique de E dans

E". On dit que E est réflexif si J(E) = E" i.e. si J est surjective.

Remarque 5.1.1 C’est évident que les espaces de dimension finie sont réflexifs. En effet,
on a dimFE = dim E' = dim E” et dimker J +dim J(E) = dim E mais J est injective donc

automatiquement J est surjective.

Exemples : On va voir dans ce chapitre que :

1. Tout espace de Hilbert est réflexif .

2. Pour 1 < p < +o0 l'espace L7 (Q2) est réflexif.

Lorsque E est réflexif, les espaces £ et E” sont identifiés implicitement & 1'aide de
I'isomotrie surjective (isomorphisme) J. On confond chaque ¢ € E” avec I'unique = € E
tel que ¢ = J(x) = &. De plus, la topologie faible o(E’, E") et la topologie faible étoile

xo(FE', F) coincident dans ce cas.

Remarque 5.1.2 La définition de la réflexivité dépend de l’isomorphisme J. Si on trouve
que E et E"sont identifiés par un autre isomorphisme différent de J, ¢a n’implique pas

que E est réflexif.

L’importance fondamentale de la réflexivité provient d’un résultat de compacité pour
la topologie faible donné par Kakutani. Avant de présenter ce résultat et sa démonstration,
nous aurons besoin des lemmes suivants, qu’on va les énoncés sans démonstration. Dans

la suite, on note par Bg (resp. Bg») la boule unité fermée de E (resp. de E”).
Lemme 5.1.1 Le Banach E est réflexif si et seulement si J(Bg) = Bgn.
Preuve. Voir exercice 5.1l m

Lemme 5.1.2 (de Goldstine) Soit E un espace de Banach. Alors J(Bg) est dense dans

Bpgn pour la topologie faible étoile xo(E", E").
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On présente maintenant le théoréme de Kakutani, qui donne une caractérisation im-

portantes des espaces réflexifs.

Théoréme 5.1.1 (de Kakutani) Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si et
seulement si la boule unité fermée de F :
Bp={r € E; |[lz]| <1}

est compacte pour la topologie faible o(E, E') (i.e. Bg est faiblement compacte).

Preuve. Montrons I'implication directe. Suposons que E est réflexif. D’apres lemme [5.1.1
on a J(Bg) = Bgr et il découle du théoréme de Banach-Alaoglu que Bgr est compacte
pour la topologie faible étoile xo(E”, E'). Mais J~! est continue de (E”, o (E", E')) vers
(E,o(E, E')) (voir exercice [5.2). Donc Bp = J~}(Bgr) est compacte pour la topologie
faible o(E, E').
Réciproquement, supposons que By est compacte pour la topologie faible o(E, E’). Puisque
J : E — E" est continue pour la topologie forte, elle est aussi continue de (E,o(F,E"))
dans (E",o(E", E")) (voir chapitre 3). Mais (E”, xo(E", E')) est moins fine que (E”, o (E", E")),
alors J est continue de (E,o(E, E')) dans (E”, xo(E", E")). Il s’ensuit alors que J(Bg) est
compact pour xo(E”, E") donc fermé. Mais le lemme de Goldstine assure que J(Bg) est
dense dans Bg» pour *o(E", E'). Donc J(Bg) = Bgr. Le lemme assure que E est
réflexif. m

Présentons maintenant quelques propriétés des espaces réflexifs qui découlent du théo-

réme de Kakutani.

Corollaire 5.1.1 Soit E un espace de Banach réflexif et M C E un sous espace vectoriel

fermé de E. Alors M muni de la norme de E est aussi un Banach réflexif.

Preuve. Le sous-espace vectoriel M est un Banach et o(M, M') n’est que la topologie
induite par o(E, E') sur M (voir le chapitre précédent). De plus M est un convexe (car M
est un sous espace vectoriel) fermé pour la topologie forte donc il est aussi fermé pour la

topologie faible o(F, E'). La boule unité fermée By de M n’est que : Byy = M N By et Bg
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d’apres le théoreme de Kakutani est compacte pour o(E, E’) car E est réflexif. Donc By,
est compacte pour la topologie induite par o(E, E’) sur M (un fermé dans un compact est
compact), alors pour (M, M’). En appliquant le théoréme de Kakutani, on déduit que
M est réflexif. m

Avant de donner un résultat qui relie la réflexivité de E avec celle de son dual, donnons

le lemme suivant :

Lemme 5.1.3 Soit Ey, E5 deux Banach et T € L(Ey, Es) bijective. Alors Ey est réflexif

si et seulement si Fo est réflexif.

Théoréme 5.1.2 Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si et seulement si son

dual E' est réflexif.

Preuve. Supposons que E est réflexif. Alors la topologie faible o(E’, E”) et la topologie
faible étoile xo(FE’, E) coincident. Par la suite le théoréme de Banach Alooglu-Bourbaki
assure que la boule unité fermée Bg est compacte pour la topologie faible étoile xo(E’, E).
Il résulte qu’elle est aussi pour le topologie faible o(E’, E”). Le théoréme de Kakutani
implique alors que E’ est réflexif.

Réciproquement, supposons que F’ est réflexif. D’aprés ce qui préceéde son dual E” est
réflexif. Mais J(E) est un sous-espace vectoriel fermé de E” pour la topologie forte. Le
corollaire implique que J(F) est réflexif. Enfin comme J est linéaire, continue et

bijective de E sur J(E), le lemme assure la réflexivité de £. m

5.2 Espaces uniformément convexes

Dans cette section, on présente I'uniforme convexité, qui sera un outil explicite pour assurer

la réflexivité.

Définition 5.2.1 Un espace de Banach E est dit uniformément conveze si :

Ve > 0,30 > 0 tels que: (z,y € E, |lz|| <1, |y <1 et |o—y|>e)= (HxT“JH < 1-5).
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Remarque 5.2.1 On peut vérifier que si :
Tr+y
Ve > 0,30 >0 tels que: (x,y € E, ||z|]| =1, |ly||=1¢et ||z —y| >¢)= — || < 1-9],

alors E est uniformément conveze.

Exemples :

i) L’espace R” muni de la norme euclidienne ||-||, est uniformément convexe. Par contre,

R™ muni de ||-[|; ou |||, ne I'est pas.

Cet exemple affirme que 'uniforme convexité dépend de la norme choisie et qu’elle n’est

pas stable par passage & une norme équivalente.

ii) Tout espace de Hilbert (H, (-,-)) est un espace uniformément convexe pour la norme
assoiciée au produit scalaire [|-|| = 1/(:,-). En effet, d’aprés 'identité du parallélo-

grame :

2 2

a—>b
2

a+b
2

1
=5 (lall*+10%) . Vabe

On obtient que :

2 2
r+y 5
<7 <1__

Ve>0,z,y € B zf] < Lflyl <Tet [z -yl >cona 1

et par la suite :
r+y

[NIES

2
<1—5avec<5:1—(1—z) :

iii) Pour 1 < p < +oo les espaces [P(R) et L¥ (Q) sont uniformément convexes (pour leurs

norme usuelle).

iv) Les espaces [}(R), [®(R), L' () et L*° () ne sont pas uniformément convexes.

Théoréme 5.2.1 Soit E un espace uniformément convexe. Soit (x,)nen une suite d’élé-
ments de E telle que x,, — x pour la topologie faible o(E, E') et limsup ||x,| < ||z||. Alors

x, — x fortement.
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Preuve. Dans le cas ou © = Og le résultat est évident.
Supposons que x # 0g. On introduit :
An = max ([on]l, 12]) s o = Atz et y = 2] 2.
Ceci donne que :
Ao =zl llynll < 1 Myl = 1et [[yall — llyll -
Pour montrer que x,, — x fortement, il suffit de montrer que y, — y dans F puisque
[0 =2l = [ Anyn — NIzl |
Par absurde supposons que (¥, ).en ne converge pas fortement vers y. Alors, on a :
Yn,y € Bg et ||y, — y|| > e > 0 implique H%H <1-¢, pourun 6 > 0 ;
car I/ est uniformément convexe.

D’autre part, puisque % — y implique :

. 1 :
| et tmsap |22 < Dl + ) = Lol

Donc [|222 | — ||y||, contradiction avec le fait que [ly|| =1 et que || 22| <1 —4.
Ceci nous permet de déduire que ||y, — y|| — 0 et par la suite que ||z, —z|| — 0. =

Le résultat suivant présente un critére explicite garantissant la réflexivité.
Théoréme 5.2.2 Un espace de Banach uniformément convexe est réflexif.

Exemple : Comme tout espace de Hilbert est un espace uniformément convexe, on déduit

que tout espace de Hilbert est réflexif.

5.3 Espaces séparables

Définition 5.3.1 On dit que [’espace topologique E est séparable s’il posséde une partie

D C FE dénombrable et dense dans E.

Exemples :
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1. Les espaces R et C sont séparables (le sous-ensemble Q est dénombrable et dense

dans R, I'ensemble {z + iy, z,y € Q} est dénombrable et dense dans C).

2. Tout espace normé de dimension finie est séparable : si F est un espace vectoriel de
dimension finie sur R et si {eq, ea, - -+ , €, } est une base de E, ’ensemble dénombrable
D ={ e1+ s+ -+ Aen, N\ €Qpouri=1,...,n}est dense dans E.

3. Les espaces LP(Q2) sont séparables pour 1 < p < oo, par contre L>®(€)) n’est pas

séparable.

Le résultat suivant est utille pour monter la séparabilité de certains espaces vectoriels

normes.

Lemme 5.3.1 Soient E un k-espace vectoriel normé, (z,)nen une suite d’éléments de E
et notons par F' le sous-espace vectoriel engendré par (x,)nen. Supposons que F' soit dense

dans E. Alors E est séparable.

Preuve. Notons par L, l’espace vectoriel sur Q engendré par la suite (z,),en. On peut
vérifier que L est dénombrable et que L est un sous-ensemble dense de F'. Par conséquent

Ly est dense dans FE, ce qui montre que E est séparable. m

Proposition 5.3.1 Soit E un espace métrique séparable et soit A une partie de E. Alors

A est également séparable.

Preuve. Si D C E est dénombrable et dense dans F, alors D N A est dénombrable et

dense dans A. =

Proposition 5.3.2 Le produit d’une famille dénombrable d’espaces métriques séparables

est séparable.

Preuve. Soit (X,,),en une famille dénombrable des espaces métriques séparables et

X = I_II\IXTL I’espace produit. Pour tout n € N, soit D),, une partie dénombrable dense dans
ne

P 00
X,,. Soit @ = (a,)nen un point de X, posons A, = HOD” X H+1 {a,} pour p € N. L’en-
n= n=p

semble A = OLjOAp est alors dénombrable (comme le produit d’une famille finie d’ensembles
p:
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dénombrables est un ensemble dénombrable et la réunion d’une famille dénombrable d’en-

semble dénombrable est un ensemble dénombrable). De plus I’ensemble A est dense dans
p %)

X, car tout ouvert élémentaire non vide sécrit 110, x 11 1Xn, O,, ouvert de X,,,

n=0 n=p+
et recontre A. Donc X est séparable. m

Remarque 5.3.1 1l découle de ce résultat que R™ et C" sont séparables.
Proposition 5.3.3 Tout espace métrique compact est séparable.

Preuve. Supposons que (F,d) est un espace métrique compact. Soit » > 1 un entier,
I'espace E est recouvert par les boules ouvertes B(z, %), xr € E. On peut extraire un
sous-recouvrement fini, ce qui signfie que :

kn 1
dat, 2y, ... 2 € E telque: B = kLJlB(:L’Z, -).
n — n

Posons : D = {z}, k=1,....k,, n>1}.
L’ensemble D est une union dénombrable d’ensembles finis, donc dénombrable. De plus,

la partie D est dense dans F, en effet :

1 1
Ve € E,Ve > 0,dn > 1 tel que — < e et JzI' € D tel que x € B(z}, —).
n n

Donc d(z,z}) < e. On conclut que l'espace F est bien séparable. m

Théoréme 5.3.1 Soit E un espace de Banach. Si son dual E' est séparable alors E est

séparable ausst.

Preuve. Soit (f,), oy une suite dénombrable dense dans £'. Pour tout n € N, soit

2, € E fixé tel que [, = 1 et [ ()] > L | full - Posons :

D= Z AT, M EQ,.
k>1
On note que D est dénombrable. Montrons maintenant que D est dense dans £. Comme

D est dense dans le sous-espace vectoriel :
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G=<> aprr, areR,,
k>1
il suffit de vérifier que G est dense dans E. D’apres le critére de densité donné par corollaire
[.5.6 il suffit de montrer que toute forme linéaire s’annulant sur G est nulle. Soit f € E’
tel que f(x) = 0,Vx € G. La densité de (f,), oy dans E implique que :
Ve>0,3dneN: | f - full g < 5.
Donc :
f(@n) = fal@a)l = [ fa(@a)] = 5 1 full p = 5 | fall g ll2all.
Alors :

1f = fallp = 2 1ol = 1 fall e < 2.

Par la suite :

1fle < If = fllp + 1l < 5 +5 =

On déduit alors || f|| 5 = 0 ce qui veut dire que f = 0z. m

Remarque 5.3.2 La réciproque n’est pas toujours vraie. La séparabilité de E n’implique
pas nécessairement celle de E'. En effet, on va voir dans la section suivante que [’espace

LY(Q) est séparable mais son dual L=(Q) ne l’est pas.
Dans le cas ou E est séparable et réflexif, on a I’équivalence suivante :

Corollaire 5.3.1 Soit E un Banach. Alors E est réflexif et séparable si et seulement si

E' est réflexif et séparable.

Preuve. i) On sait que si F’ est réflexif alors £ l’est aussi (voir théoréme et si B/
est séparable alors théoréme [5.3.1] assure que E lest également.

ii) Montrons maintenant I'implication directe. Supposons que E est réflexif et séparable.
Alors E" = J(E) est réflexif séparable car E” est identifié a E et donc d’aprés i) E' aussi.

Théoréme 5.3.2 Soit E un espace de Banach séparable. Alors il existe une distance d

définie sur Bg: et telle que la topologie associée a d et la topologie induite par xo(E', E)
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sur Bg: coincident. On dit que la boule unité fermée Bp de E' est métrisable pour la

topologie faible étoile.

Preuve. Comme F est séparable, il existe un sous ensemble (), .y dénombrable dense

dans Bg. Pour f,g € Bp on définit :

o0

d(f.9) = 7;02’” |g(zn) = f(an)]-

C’est claire que d est & valeursidans R*, de plus comme ||z,|| < 1 on peut vérifier que d
est une distance sur E’. Montrons maintenant que la topologie associée a d coincide avec
la topologie induite par *o(E’, E) sur Bgr.
a) Soit fo € Bps et V un voisinage de fo pour xo(E’, E'). Montrons qu’il existe une boule
ouverte centrée en fo pour la distance d, c’est-a-dire qu’il existe » > 0 tel que :

U={f€Bg, d(f fo)<r}cV
Supposons que V' est de la forme :

V={f€eBu, |fy)—folu)l<e, i=1,-- k}

avec ||lyil|p < 1, pour ¢ = 1,--- k. La densité de la suite (z,), .y dans Bg assure qu’il

existe pour tout ¢ = 1,--- , k un entier n; tel que : [|y; — x| < §.

Choisissant r > 0 tel que 2"r < 5. Prenons :
U:{feBE’7 d(f,f0)<7°}.

Alors on a pour tout feUeti=1,--- k:

[ (ya) = Jolw)l < 1f (i) = f (@)l + | f(@n) = folz,)

<€+2”' +€<
— 'r — E.
4 4

+ [fo(zn,) — fo(ys)]

Donc f €V, ie. UCV.

b) Réciproquement, soit fo € Bps et fixons r > 0. On cherche & montrer que

U={f€Bg, df fi)<r}
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est un voisinage de fy pour *o(E’, E'). On a pour k € N :

d(f. fo) = 22 "If () = folwa)l + D 27" [f(wn) = folan)l.

n=k+1

Prenons k de tel sorte que 28727 > 1 et définissons V par :
V:{fEBE/, |f<$l)—f0($z)‘<£, 221, ,k}
L’ensemble V' est bien un ouvert pour la topologie induite pour xo(E’, E) de plus f € V

implique que :

d(f, fo) < 22”+222“< + o

n=k+1

Donc feU,ie. VCU. =

Remarque 5.3.3 L’espace entier E' n’est jamais métrisable pour xo(E', E) sauf en di-

mension finie.
Le résultat suivant se montre d’une maniére analogue au théoréme [5.3.2

Théoréme 5.3.3 Soit & un espace de Banach tel que E' soit séparable. Alors Bp est

métrisable pour la topologie faible o(E, E').

Le théoréme [5.3.2) qui donne un résultat de métrisabilité de la topologie faible étoile
sur les bornés, combiné avec le théoréme de Banach-Aloaglu-Bourbaki donne le résultat

suivant :

Corollaire 5.3.2 Soit E' un Banach séparable et soit (f,),y une suite bornée de E'.

Alors (fn),en admet une sous-suite qui converge pour la topologie xo(E', ).
Le théoréme suivant donne un résultat similaire dans le cas ou £ est réflexif.

Théoréme 5.3.4 Si E est un espace de Banach réflexif alors de toute suite bornée (x,,),,c

de E on peut extraire une sous suite qui converge pour la topologie faible o(E, E').
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Preuve. Soit vect{z,, n € N} le sous-espace engendré par les z,, et notons

M = vect{z,, n € N}. Le corollaire donne que M est réflexif donc d’apres le théo-
réme de Kakutani Bg est compact pour la topologie (M, M'). D’autre part M est sé-
parable par construction, alors M’ est séparable. On déduit alors, d’aprés théoréme [5.3.3
que Bg est métrisable pour la topologie o(M, M’). En utilisant le théoréme de Bolzano-
Weiestrass on obtient qu’il existe une sous-suite qui converge pour o(M, M’) et donc elle

converge aussi pour la topologie o(E, E’). m

Remarque 5.3.4 On note qu’un espace topologique (général) dans lequel toute suite ad-
met une sous-suite convergente n’est pas nécessairement compact et que dans le cas d’un
espace topologique compact on peut trouver des suites qui ne possédent aucune sous-suite
convergente. Mais si E est un espace métrique le théoréme de Bolzano-Weiestrass affirme
que E est compact si et seulement toute suite posséde une sous-suite convergente.

On admet le résultat suivant :

Théoréme 5.3.5 (d’Eberlein-Smulian) Si K est une partie faiblement compacte dans un
espace de Banach E, alors de toute suite d’éléments de K, on peut extraire une sous-suite

faiblement convergente vers un élément de K.

On termine cette section, par donner un critére qui nous aide a identifier les espaces

qui ne sont pas séparables.

Lemme 5.3.2 Soit E un Banach. Supposons qu’il existe une famille d’ouverts (O;)icr

telle que :

i) O, #0, iel,

ii) O,N0; =0 sii#j,
iii) I n’est pas dénombrable.

Alors E n’est pas séparable.

Preuve. Voir exercice 5.5 =
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5.4 Les espaces L”
Soit © un ouvert de R” muni de la mesure de Lebesgue dz et p € [1,4+00[. On définit
I'espace LP(f2) par :

LP(Q) =< f:Q —R; f est mesurabe et /]f|pdx<—|—oo
Q

On munit 'espace LP(€2) ou tout simplement L” par la norme :

Il =1 [ [fFPde | .
[

Le cas ou p = oo, 'espace L™ est défini par :
L ={f:Q —R; f est mesurabe et 3C > 0: |f(x)| < C p.p. sur Q},

(p-p. désigne presque partout). Ce dernier espace est muni de la norme :
1]l = inf{C.|f ()] < C pop. sur O}
Dans cette section, on étudie la réflexivité et la séparabilité des espaces LP. Nous
distinguons trois cas : 1 < p < 400, p = 1 et p = 400. Certains résultats sont présentés
sans démonstrations, car elles se basent sur des outils qui ne sont pas présentés dans ce

cours. Commencons par le résultat de complétude suivant :

Théoréme 5.4.1 Pour tout p € [1,+00] l'espace vectoriel normé (L, |.|,) est un espace

de Banach.

5.4.1 Etude de L? pour 1 < p < +0

Théoréme 5.4.2 (de représentation de Riesz) Soit p €]1,+00[, ¢ son exposant conju-

qué (% + % = 1) et soit ¢ € (LP)". Alors il existe une unique fonction u € L7 telle que :
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o(f) = /ufdx, VfelLP.
Q
De plus : [|¢l| 1y = llullpq - Autrement dit, Uapplication T : uw — T, qui est définie pour

tout w € L9 et f € LP par T,(f) = /ufdx est une isométrie bijective de L? sur (LP)'.

Q
Remarque 5.4.1 Le théoréme de représentation de Riesz est fort utile. 1l assure que toute
forme linéaire continue sur LP avec 1 < p < +00, se représente & l’aide d’une fonction
de L1. Alors si 1 < p < +00 et si q vérifie (% + % = 1) on a lidentification (LP)" = LA.
Ceci nous permet d’écrire la convergence faible f, — f dans LP, o (fn)nen une suite

d’éléments de LP et f € LP, comme suit :

/fngdx—> /fgdm, Vg € LA.
Q Q
Avant d’énoncer un résultat de réflexivité, donnons le lemme suivant :

Lemme 5.4.1 (Inégalité de Clarkson) Soit f,g € L*. On a :

P
< U115+ Nlglly)- (5.1)

p

5

pour 2 < p < +00.
Théoréme 5.4.3 Pour tout p €]1, +oo[ l'espace (L7, |.|,) est réflexif.

Preuve. La démonstrartion se fait en deux étapes.

Premiére étape : si 2 < p < +oc.

Montrons que 'espace P est uniformément convexe dans ce cas. Soient
e>0et f,g € L tels que 1AL, <1 llgll, < let |If —gll, > e

En utilisant I'inégalité ([5.1)) on obtient que :
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et donc :

hSA

<1-46 avec 5:(1—(2)5") :

p

Par la suite LP est uniformément convexe et donc réflexif grace au théoréme
Deuxiéme étape : si 1 < p < 2. Le théoréme de représentation de Riesz donne que
(LP) = L9 avec % + % =1.Si1<p<2, onobtient que 2 < ¢ < +o00. Mais LY est réflexif

d’apres la premiére étape, par la suite le théoréeme [5.1.2 assure que LP est aussi réflexif. m

Théoréme 5.4.4 Soit 1 < p < +00. Alors l’espace LP est séparable.

5.4.2 Etude de L'

Le théoréme suivant détermine le dual de L!.

Théoréme 5.4.5 Soit p € (L') . Alors il existe une unique fonction u € L™ telle que :
o(f) = /ufdm, Vfe L.
Q
De plus : [l 1y = llulls -

Remarque 5.4.2 Ce théoréme nous permet d’identifier le dual de L' avec L™ :

(LY = L.

Théoréme 5.4.6 L’espace L' n’est pas réflexif.

5.4.3 Etude de L™

On sait que (L') = L™ et comme L' n’est pas réflexif alors Pespace L™ n’est pas réflexif.
De plus, on obtient grace a l'injection canonique J que :

L' c (LY = (L™
Donc le dual de L™ contient L' et il est strictement plus grand que L', car L' n’est pas

réflexif.

Théoréme 5.4.7 L’espace L™ n’est ni réflexif ni séparable.
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Preuve. Concernant la non refléxivité c’est déja montré. Concernant le deuxiéme énoncé
on va appliquer le critére de non séparabilté donné par le lemme [5.3.2] . Pour tout a € Q ,

fixons r, = dist(a, CraQ) et définissons les fonctions u, par :

1 sur B(a,r,)
uq(x) = ,
0 ailleurs

et les ouverts O,={f € L=, |f —ua|l, <3 }-
La famille des ouverts (O, ).eq vérifient les hypothéses du lemme On déduit alors

que L*° n’est pas séparable. m

5.5 Exercices

Exercice 5.1 Montrer que : Un Banach E est réflexif si et seulement si J(Bg) = Bgn

ot Bg (resp. Bpn) est la boule unité fermée de E (resp. de E").

Solution. On suppose que E est réflexif. Comme J est une isométrie (conserve la norme),
on a : J(Bg) C Bgr. Soit maintenant £ € Bgrs. Comme E est réflexif (J est surjectif), il
existe v € E tel que J(z) =&, de plus ||z]|z = || J(2)||g» = ||€llg» < 1. Donc @ € Bg. Par
la suite Bg» C J(Bg), d’ou J(Bg) = Bgn.

Reciproquement, supposons que J(Bg) = Bg». Notons que J(0g) = Og». Soit maintenant

¢ € E'"\{0g}.On a —5— € Bgn», donc il existe z € E tel que J(x) . Comme J

€l grr

est linéaire on obtient : J(||¢|| v z) =&, i.e J(E) = E”. En conséquence E est réflexif.

_ ¢
HE

Exercice 5.2 Soit E un Banach réflexif. Montrer que J~*, linverse de l'injection cano-

nique J, est continue de (E" xo(E",E")) dans (E,o(E, E")).

Solution. Comme F est réflexif, I'inverse J ' : (B, x0(E", E')) — (E,0(E, E')) est bien
défini. Soit U un ouvert de E pour o(E, E'). On cherche a vérifier que (J=1) " (U) = J(U)
est un ouvert de E” pour la topologie xo(E", E'). Soit x¢ € U. 1l existe fi,---, f, € E' et

e > 0 tels que :
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V={xe€E, |fi(z)— filxo)] <e, pouri=1,--- ,n}CU.
Par la définition de J, on a :
JV)={¢€ E"tel que £ = J(x) € E et |fi(x) — fi(xo)| <&, pouri=1,--- n}.
Mais &(f;) = fi(x) si & = J(z) donc :
J(V)={§ € E" tel que [§(fi) — J(xo)(fi)| <&, pouri=1,--- n}.
Alors J(U) est bien un voisinage de J(zy) pour la topologie xo(E”, E'). On déduit alors

que J~! est continue.

Exercice 5.3 Soit E un espace de Banach réflexif. Soit K C E une partie convexe, fermée

et bornée. Alors K est compacte pour la topologie faible o(E, E').

Solution. Comme K est un ensemble convexe et fermé pour la topologie forte alors K est
fermé pour la topologie faible o(F, E’). De plus K est borné, alors il existe une constante
positive m telle que K C mBg. Le théoréme de Kakutani implique que mBg est compacte
pour o(E, E'). Alors K est compact pour la topologie faible (car une partie fermée d’un

compact est compacte).

Exercice 5.4 Soit E et F' deux espaces de Banach et T : E — F une application linéaire
continue. Supposons que E est réflexif. Montrer que T'(Bg) est un ensemble fermé de F

ol Bg est la boule unité fermée de E.

Solution. Soit (xn)neN une suite d’éléments de By telle que Tz, — y € F quand n
tend vers +o00. Ceci implique que Tz, — y € F. Puisque E est réflexif, sa boule unité
est faiblement compacte. Donc, d’aprés le théoréme d’Eberlein-Smulian, la suite (xn)nEN
admet une sous-suite faiblement convergente : x,, — = € F' quand n; tend vers +oo.
On constate que T est continue pour les topologies faibles car il est continue pour les

topologies fortes. Donc T'(x,, ) — T'(z) € F quand ny tend vers +o0o. L’unicité de la limite

nous donne que y = T'(x) € T(Bg). Alors T'(Bg) est fermé (fortement) dans F.

Exercice 5.5 Soit E' un Banach. Supposons qu’il existe une famille d’ouverts (O;);er telle

que :
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i) O, # @, 1€ 1,
iii) I n’est pas dénombrable.

Montrer que E n’est pas séparable.

Solution. Montrons ce résultat par ’absurde. Supposons que FE est séparable, donc il
existe une suite (z,), .y dense dans E. Alors pour chaque ¢ € I, il existe n(i) tel que
Ty € O;, car O; est un ouvert de K. L’application ¢ +— n(i) est injective, puisque si
n(i) = n(j), alors T, = Ty € O; N O; et donc @ = j. On conclut alors que I est

dénombrable, contradiction avec I’hypothése iii).

Exercice 5.6 Soit E un espace réflexif. Soit I C E' un sous-espace vectoriel fermé.

Montrer que :

«si(reF et flx)=0,Vfe F=2=0g) alors F=FE'". >

Solution. Soit £ € E” tel que £(f) = 0, pour tout f € F. Comme E est réflexif, il
existe un certain z € E tel que £ = J(z) et f(x) = 0, pour tout f € F, et donc par
hypothése © = Op et par la suite ¢ = Ogr. Le corollaire m (un corollaire du théoréme
de Hahn-Banach) implique que F' est dense dans E’. Comme F est fermé on conclut que

F=F.

Exercice 5.7 Utiliser le théoréme de représentation de Riesz pour montrer que tout espace

de Hilbert réel H est réflexif.

Solution. Soit H un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire (-,-). Grace au
théoréme de représentation de Riesz on a :

Vf=f. € H, 3z e H, tel que f,(y) = (y,z), Vye H.
L’application © € H — f, € H' est un isomorphisme. Cela permet de munir H’ d’un
produit scalaire défini par :

<fxafy>H/ = (x,y) pour 7,y € H>
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qui fait de H' un espace de Hilbert. Le théoréme de représentation de Riesz donne alors :
Vo e H" 3f € H', tel que v(9) = (g, f)y, Vge H'.
Autrement dit, pour tout ¢ € H” il existe x € H tel que pour tout ¢ =g, € H on a :
2(9) = (9 N =9y o)y = (W, 7) = 9y(2) = G(gy) = G(9),

Donc ¢ = (,. Par la suite 'injection canonique J est surjective et H est réflexif.
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Les sujets d’examens suivants sont proposés par 1’auteur.

Examen Final (2019-2020)

(Durée 1h30)

Exercice n°1 :
1. Enoncer le théoréme de Baire.
2. Enoncer le théoreme de I'application ouverte.
3. Dites si ’énoncé est vrai ou faux. Si I’énoncé est faux corrigez-le :
a) Soit f une forme linéaire sur un espace vectoriel normé E. Alors f est continue
ssi Imf est fermée.
b) Soit £ un Banach. Si E est réflexif alors son bidual E” est réflexif aussi.
c) Si T est une application continue bijective alors T~! est une application ouverte.
d) Si F est de dimension infinie, la topologie faible o(FE, E') n’est pas séparée.
Exercice n°2 : Soit E et F' deux Banach et 7" une application linéaire. Montrer que :
« Si T est continue de E vers F' au sens de la topologie faible (des deux espaces) alors T

est continue de F vers F' au sens de la topologie forte (des deux espaces). »

Exercice n°3 : Soit E un espace de Banach, E’ son dual et E” son bidual.

1. Soit xg € E. Montrer qu'il existe f € E’ telle que :
£l = llwolly et flwo) = llzolln-
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2.

3.

6.

7.

8.

Montrer que pour tout z € Eon a: |z||g=  sup |L(x)].
LeE"|L| =1

Pour tout x € E, on associe la forme linéaire :

&0 BN — R tel que &(f) = f(z).

. Montrer que &, est une forme linéaire continue sur E’ et que ||, ||z = |||

. Donner la définition de la topologie faible étoile xo(E’, E).

Définissons application linéaire J : E — E” tel que J(x) = &,.
Déduire que J est injective.

Quand dit-on que 'espace E est réflexif ?

Exercice n°4 : Soit F un espace de Banach et E’ son dual. Montrer que :

« si B est réflexif alors B’ est réflexif aussi.»
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Examen de rattrapage (2019-2020)

(Durée 1h30)

Exercice n°1 :

1.

Enoncer le théoréeme de Banach-Steinhaus.

Enoncer le théoréme de Kakutani.

. Donner la définition de la topologie faible.

. Dans quel cas la topologie forte et la topologie faible coincident ?

Donner un exemple d’un fermé pour la topologie forte qui n’est pas fermé pour la

topologie faible.

Exercice n°2 :

1.

1.

Soit (Un),> une suite d’ouverts denses dans (R, |.|). Montrer que :

U :=nNU, n’est pas un ensemble dénombrable.
n>0

Soit E un espace de Banach et E’ son dual. Montrer que la topologie faible étoile

xo(F, E') est séparée.

Exercice n°3 :

Soit E et F deux Banach et T une application linéaire de E vers F. On appelle graphe

de T (noté G(T')) le sous-ensemble de E x F' suivant :

G(T) ={(z,y) € ExF,y=T(x)}.

On suppose maintenant que G(T') est fermé et on munit F x F' par la norme :

1.

2.

1@ )| g = max ([lz]l 5, wll7) -
Déduire que G(7") muni de la norme induite est complet.
Soit I'application linéaire : P : G(T') — E avec P(z,Tx) = x.
i) Montrer que P est une application continue.
ii) Déduire que I'application P~! est continue.

iii) Conclure que lapplication T" est continue.
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Examen Final (2020-2021)

Durée 1 heure

Exercice n°1 :
1. Enoncer le théoréme de prolongement de Hahn-Banach.
2. Enoncer le théoréeme de Iapplication ouverte.
3. Donner la définition de la topologie faible.

4. Dites si I’énoncé est vrai ou faux. Si I’énoncé est faux corrigez-le :

a) Tout ouvert de la topologie faible est un ouvert de la topologie faible étoile.
b) Dans un Banach E si une suite converge faiblement alors elle converge fortement.
c) Soit F un sous espace vectoriel d'un espace vectoriel normé E tel que F # E.
Alors il existe f € E'\{Og} tel que f(x) =0,Vz € F.
Exercice n°2 : Soit F un espace vectoriel normé et £’ son dual.

1. Soit xy € E\{0g}. Montrer que pour tout xy € F il existe f € E’ tel que :

Iflle =1 et flzo) = [lzollg-

2. Montrer que pour tout z, 2’ € E tel que z # 2’ il existe f € E', tel que f(z) # f(2').
Exercice n°3 :

1. Soit E un espace de Banach et E’ son dual. Montrer que la topologie faible o(F, E")

est séparée.

2. Soit E et F' deux espaces de Banach et T': E — F une application linéaire. Montrer

que si le graphe de T est fermé alors T est continue.

3. Soit (X, d) un espace métrique complet et (F},),cn une suite de fermeés de X . Montrer

que si X = UNF” alors il existe ng tel que 'intérieur de F;,, est non vide.
ne
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Examen de rattrapage (2020-2021)

Durée 1 heure

Exercice n°1 :

1. Enoncer le théoréme de Banach-Steinhaus.
2. Donner un exemple d’une application continue qui n’est pas ouverte.

3. Donner un exemple d’un ouvert pour la topologie forte qui n’est pas ouvert pour la

topologie faible.
4. Dites si I’énoncé est vrai ou faux. Si I’énoncé est faux corrigez-le :
a) Dans un espace vectoriel normé de dimension infinie les ouverts convexes pour la
topologie forte sont des ouverts pour la topologie faible.
b) Silasuite (z,)nen ne converge pas faiblement alors elle ne converge pas fortement.
c) Si E est de dimension infinie, la topologie faible étoile n’est pas séparée.
d) L’inégalité ||z|, < c ||z||, signifie que 'application identité :
Id: (E,|||,) — (£,]]];) est continue.
e) Le théoréme de Baire est vrai pour tout espace métrique.

Exercice n°2 :

Soit (2, )nen une suite d’éléments d’un Banach E et (f,,)nen une suites d’éléments de E'.
1. Montrer que la limite faible d’une suite, si elle existe, est unique.
2. Montrer que :

si z, — x faiblement pour o(E, E’) et si f,, — f fortement alors f,(x,) — f(x)
fortement.

Exercice n°3 :

1. Soit C' un ensemble convexe d’'un Banach E. Montrer que si C est fermé pour la

topologie forte alors E\C' est ouvert pour la topologie faible o(E, E").
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2. Soit F et F' deux espaces de Banach et T une application linéaire de E vers F. On

suppose que :
Vf e E' VY (ry),cy une suite de E avec z, — 0 = f(Tx,) — 0.

Montrer que T est continue.
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Examen Final (2021-2022)

(Durée 1h)

Exercice n°1 :
1. Enoncer le théoréme de Baire.
2. Enoncer le théoréme de Kakutani.
3. Dites si I’énoncé est vrai ou faux. Si I’énoncé est faux corrigez-le :
a) Dans un espace vectoriel normé de dimension infinie la boule unité fermée est
compacte pour la topologie forte.
b) Si la suite (f,)nen converge pour xo(E’, E) alors elle converge pour o(E’, E").

c) L’espace E’ est séparable si et seulement si E est séparable.
Exercice n°2 :

1. Soit E un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de F non dense.
Montrer que :
df € E' tel que F' C Kerf.

2. Soit (Up),,», une suite d’ouverts denses dans (R, [.|). Montrer que :

U:= ﬂ>U61 n’est pas un ensemble dénombrable.
Exercice n°3 : -
Soit E un espace de Banach réflexif et M un sous-espace vectoriel normé fermé.
1. Montrer que M est aussi fermé pour o(F, E').
2. Montrer que By, la boule unité fermée de M est compacte pour o(FE, E').

3. Déduire que M est réflexif.

Exercice n°4 : (Le but de cet exercice est de montrer le théoréme du graphe fermé)
Soit £ et F deux Banach et 7" une application linéaire de E vers F'. On appelle graphe
de T (noté G(T)) le sous-ensemble de E x F' suivant :

G(T)={(z,y) e ExF,y=T(x)}.

136



Quelques Sujets d’Examens

1. Montrer que si T" est continue alors G(T) est fermé.
2. On suppose maintenant que G(T') est fermé et on munit F x F' par la norme :
1z )| g = max (2]l g, [yl p) -

Soit ’application linéaire : P : G(T') — E avec P(z,Tzx) = x.
i) Montrer que P est une application continue.
ii) Déduire que I'application P~! est continue.

iii) Conclure que I'application 7" est continue.
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Examen de replacement (2021-2022)

(Durée 1h)

Exercice n°1 :

1. Enoncer le Théoréme de Iapplication ouverte.
2. Enoncer le Théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaki.
3. Donner un exemple d’'un espace qui est réflexif et séparable.

4. Dites si I’énoncé est vrai ou faux. Si I’énoncé est faux corrigez-le :

a) L’hyperplan d’équation [f = «] est convexe si et seulement si f est continue.
b) Tout espace normé de dimension infinie est réflexif.
c) L’application f: R — R, f(z) = 7z* est ouverte.

Exercice n°2 :

Soit E = C([0,1],R) I'espace des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs dans R. Considé-

rons les deux espaces normés X = (E,|.||,,) et Y = (E,||.||;) ou :

1
1flle =sup|f(¥)], ¢t €[0,1], ||f||1=0f|f(t)|dt-
On note I I'application identité de X dans Y.

1. Montrer que I est une application continue. Quelle est sa norme ?
2. Montrer que I’application /~! n’est pas continue.

3. Sachant que X est un espace de Banach, déduire que I’espace normé Y n’est pas de

Banach.

Exercice n°3 :

1. Soit £ un espace de Banach. Montrer que si E est réflexif alors son dual E’ est

réflexif.
2. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Montrer que F' est dense si et seulement si :
Vf e E tel que f(z) =0,YVx € F = f(z) =0,Vz € E.
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3. Soit GG un espace de Banach et soit A une partie de G. Supposons que, pour tout
f € G, 'ensemble f(A) = {f(x), x € A} est borné dans R. Montrer que le sous-

ensemble A est borné.
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