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Abstract

The main objective of this work is to present conformable fractional derivative and
conformable fractional integral with their properties. In addition, we study Three-Point :
Boundary Value Problems for conformable fractional differential equations where existence
and uniqueness results are established by using fixed point theorem.

Key words

Fractional calculation, conformable fractional derivative, conformable fractional integral,
conformable fractional Laplace transform, fractionl equation, fixed point.

Résumé

L’objectif principal de ce mémoire est de présenter la dérivée fractionnaire conformable et
I'intégrale fractionnaire conformable ainsi que leurs propriétés. On étudie aussi un probleme
d’équation différentielle via la dérivée conformable avec conditions aux limites en trois points
ou des résultats d’existence et d’unicité sont établis en utilisant le principe de point fixe.

Mot-clés

Calcul fractionnaire, dérivée fractionnaire conformable, intégrale fractionnaire conformable,
transformation de Laplace conformable, point fixe, équation différentielle conformable.
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NOTATIONS

Quelques notations qui utilisent dans cette mémoire :

N := Ensemble des nombres entiers naturels.

R := Ensemble des nombres réels.

C := Ensemble des nombres complexes.

% (]0,1],R) :=Espace des fonctions continues sur [0, 1] a valeurs dans R.
R(«) := La partie réel de nombre a € C.

A, = La boule fermée de centre 0 et de rayon r.

[a] := Le plus petit entier supérieur ou égal a a.
|.| := Valeur absolue d’'un nombre réel.
||| := La norme convergence uniforme : || f[| = sup,¢(o 1 |.f(2)]-
f™ .= Dérivée n-ieme de f.

['(.) := La fonction Gamma d’Euler définie par : I'(«a) = /;OO t*te7tdt, YaeC, R(a)>0.
L := La transformation de Laplace.
L, := La transformation de Laplace conformable d’ordre «.

RL Do .= Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre n — 1 < o < n.
CD* := Dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre n — 1 < a < n.
D,, := Dérivée fractionnaire conformable d’ordre (& gauche) v pour ¢ > 0.
D¢ := Dérivée fractionnaire conformable d’ordre (a gauche) o pour ¢t > a.
D, := Dérivée fractionnaire conformable (3 droite) d’ordre o pour ¢ < b.
I, := Intégrale usuelle d’ordre n € N.

I, := Intégrale de Riemann-Liouville d’ordre o > 0.
1, := Intégrale fractionnaire conformable d’ordre @ pour ¢ > 0.

I? := Intégrale fractionnaire conformable (a gauche) d’ordre a pour ¢ > a.

vi



NOTATIONS

®I, := Intégrale fractionnaire conformable (a droite) d’ordre a pour t < b.
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INTRODUCTION CENERALE

Le calcul fractionnaire est une branche d’analyse mathématique qui généralise la
dérivationet l'intégration usuelle a un ordre non entier (réel ou complexe). La premiere
apparition de ce concept remonte a la fin de 17°™¢ siécle. L’Hopital et Leibniz ont discuté le
sens de la définition de l'opérateur d"y/dx" = D"y, dans le cas ou n = 1/2. Plusieurs grands
mathématiciens ont contribué au développement de ce domaine comme Laplace (1812),
Riemmann (1847), Liouville (1832; 1837) et Riemann (1847), ainsi que Grunwal (1867) et
Letnikov (1868). Ces derniéres décennies, I'application du calcul fractionnaire dans nombreux
domaines a suscité un grand intérét. En effet il a été appliqué en physiques, mécanique, chimie,
médecine, finances, biologie (Voir [3], [0], [L1], [18], [20]).

Les dérivées fractionnaires les plus connus sont la dérivée fractionnaire au sens de
Riemann—Liouville et la dérivée fractionnaire au sens de Caputo qui sont définies pour

n — 1 < a < n par les formules suivantes respectivement :

n t T t (n) €T
RLDng(t): 1 d /a (t f( ) dax CDgf(t): 1 /a (t f ( ) dx

T(n—a)dt" — g)antl T T'(n—a) — )t

Ces types de dérivées fractionnaires ne vérifient pas plusieurs propriétés connues pour la
dérivée usuelle comme la regle du produit, la regle de quotient, la loi des fonctions composées.
En 2014, R. Khalil et al [13] ont présenté une nouvelle définition simple de la dérivée
fractionnaire appelée " dérivée fractionnaire conformable ". Sa définition est basée sur la limite

comme pour la dérivée ordinaire et elle exige que ¢ > 0. De plus, la dérivée conformable
conserve certaines propriétés similaires a celles de la dérivée usuelle et simplifie la résolution de
certaines équations différentielle fractionnaires. Ils ont aussi définit I'intégrale fractionnaire
conformable. En 2015, T. Abdeljawad [1] a généralisé et a amélioré ce nouveau concept, comme

il a développé plusieurs résultats autour de la dérivée conformable et I'intégrale conformable.



Introduction générale

Les équations différentielles fractionnaires conformable sont appliquées en plusieurs domaines
(physique, biologie ...etc (voir [12], [21])).

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Dans :

le Chapitre 1, nous présentons quelques définitions, notions et théoremes concernant la
dérivée fractionnaire conformable.

Le Chapitre 2, est consacré a 1’étude de l'intégrale fractionnaire conformable. Ses propriétés
et sa relation avec la dérivée conformable sont présentées. On étudie aussi la transformation de
Laplace conformable et ses propriétés, et on clarifie la relation entre la transformation de
Laplace usuelle et la transformation de Laplace conformable.

le Chapitre 3, nous étudions et détaillons le travail fait en [5], o un probléme aux limites en

trois points via la dérivée conformable est présenté. Ce probleme est formulé comme suit :

Do(D + Nz(t) = f(t, (1),  teo,1],
2(0)=0, 2/(0)=0, z(1)=pz(n). BER, A>0, ne(01),

ou D, est la dérivée fractionnaire conformable pour 1 < a < 2, D est la dérivée ordinaire, et
f:]0,1] x R — R est une fonction continue. Des résultats d’existence et d’unicité sont établis
en utilisant la méthode du point fixe (théoréeme du point fixe de Banach et théoreme de point

fixe de Kransnoselkii).




CHAPITRE 1

DERIVEE FRACTIONNAIRE CONFORMABLE

Dans ce chapitre, nous présentons le concept de la dérivée conformable fractionnaire ainsi

que ses propriétés.

1.1 Définitions et notions

Avant d’introduire la définition de la dérivée conformable, commencons par rappeller la

définition usuelle.

Définition 1.1 (La dérivée usuelle).  [13] Soit f : R — R, la dérivée usuelle de la

d,
fonction f est notée par : d]; ou f’ qui est définie par la formule :

On introduit maintenant la notion de la dérivée fractionnaire conformable d’ordre «.
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Définition 1.2.  [13] Soit f : [0, +oo[— R, on définit "la dérivée conformable' de la

fonction f d’ordre o, o1 0 < a < 1 par la formule :

Duft) — tim T = S0

e—0 IS5

pour tout ¢ > 0. Si la dérivée fractionnaire conformable de la fonction f d’ordre « existe,
alors on dit la fonction f est a-différentiable.
Si f est a-différentiable en certain (0, a) tel que a > 0 et lim;__,o+ D, f(t) existe, alors on
peut définir :

D.f(0) = lim D,f(t).

t—07F

Remarque 1.1. [I3] On constante que si « = 1, alors D, f(t) = f'(t).
Exemple 1.1. Pour0<a<1:

1. Soit f(t) = e pour tout t > 0 et ¢ € R.

11—«
ec(t-i—st ) ect

D, (e?) = lim
e—0 IS5
cetl—
et € —1
= e“lim
e—0 £
tlfaecstl_“ _ tlfa

= e lim
e—0 etl-a

cetl—« 1

= tl_aed hm E———
e—0 gtl-a

b

on pose h = £t'=%, on obtient :

h ch
_ et —1 _ . € _
D, (e) = ti=e lim = ct!™% lim — = ct' "%,
h—s0 h h—0 1

Donc D, (e) = ct'=%e.
2. f(t)=tPpourt >0, peR ona:

ft+et™) — f()

D, (tF) = liII(l)
e— £
t+etl—)p —¢p
= lim (t+et™)
e—0 £
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On pose h = et'=, on obtient :

(t+ h)P —t?

_h_
1=

(t+ h)P —tP

D, (") = lim

h—0

=172 lim
h—0

— tlfa(tp)/

— ptpfltlfa

= pt’",
car :

t+h)P —¢P
hm%

= ptP1
h—0 h p ’

n’est que la dérivée usuelle de tP.
Donc D, (t?) = ptP~.
«Sip=0,alors: D,(1) =0.
«Sip=1,alors: D,(t) =t'.

La dérivée conformable de quelques fonctions

Soit D, lopérateur de la dérivée conformable d’ordre a, telle que : « €]0, 1] pour ¢ > 0.

Le tableau suivant présente la dérivée conformable de quelques fonctions [13] :

La fonction f(¢) | La dérivée conformable D, f(t)
P ptP~* pour tout p € R

1 0

ect ct!=%et, cecR

sin bt bt'=%cosbt, beER

cos bt —bt'~*sinbt, beER

Lo 1

sin(£t%) cos(=t%)

cos(=t%) —sin(£t?)

eat” eat®

TABLE 1.1 : Dérivée conformable de quelques fonctions
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Dans la suite on donne la définition de la dériée fractionnaire conformable sur un intervalle

qui n’est nécessairement [0, 4-00].

Définition 1.3. [I] «Soit a une constante de R et f : [a,+oo[— R. La dérivée
fractionnaire conformable d’ordre 0 < o < 1 ( a gauche) est définie par :
t+e(t—a)=) — f(t
D f(t) = lim flttelt—a)™) f(), t>a.

e—0 £

Si a =0, on peut écrire D, f(t).

Si la fonction f est a-différentiable sur 'intervalle [a, b], on définie D¢ f(a) par :

D f(a) = lim DG f(t).
t—at
« On définit la dérivée fractionnaire conformable d’ordre 0 < o < 1 ( & droite) par :

"Do f(t) = — lim flt et ?H) — f(t)’ t<b.

Si *D, f(t) existe sur [a, b], alors :

"Dof(0) = lim D, f(t).

t—b—

On présente maintenant la définition de la dérivée conformable dans ce cas ou n < a <

n+ 1, (oun € N).

Définition 1.4. [1] Soit f : [a, +oo[— R. Pourn < a <n+1telquen € Net f = a—n.
Si (M (t) existe, alors on définit :

o La dérivée conformable (gauche) d’ordre « est donnée par la formule :

D2f(t) = Daf™ (), t> a.

Sia =0, on écrit D,,.

« La dérivée conformable (droite) d’ordre « est donnée par la formule :

"Dof(t) = (=)™ tDgf™(t),  t<b.
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Remarque 1.2. [1] «Si a =n+ 1, alors § =1 et la dérivée fractionnaire conformable de f
d’ordre a n’est que f*+1),

eSin=0(ou0<a<1), alors § =« et la définition 1.4 coincide avec la définition 1.3.

Une définition équivalent de D, dans le cast > 0 et n < a < n+ 1 est donnée comme suite :

Définition 1.5.  [13] Soit o €]n,n+1] (oun € N), et f est une fonction n-différentiable
au point ¢t > 0. Alors la dérivée conformable d’ordre « est définie par la formule :
(Tal=1) (4 4 gelal—ay _ £(lal-1)(4
Dft) — tim L0 ) D)

e—0 £

avec [a] est le plus petit entier supérieur ou égal a a.

1.2 Quelques propriétés de la dérivée conformable

Dans cette section on montre que la dérivée conformable vérifié certaines propriétés similaires a

celles de la dérivée usuelle.

Théoréme 1.1. [13] Soient 0 < o < 1 et f, g deux fonctions a-différentiables pour chaque

point ¢ > 0. On désigne par D, 'opérateur de la dérivée conformable d’ordre . Alors :
1. [Da(af +bg))(t) = a(Duf)(®) + H(Dag) (1), abeR.

2. Da(fg) = f(Dag) + 9(Daf).

d
3. Dof(t) = tl_o‘dJ;(t), si f est différentiable.

4. Da<f>:g(Daf)_f<Dag)’ g;éO.
g 9°

5. D,(X) = 0, pour chaque fonction constante f(t) = A.




Chapitre 1. Dérivée fractionnaire conformable

Démonstration. Soient f, g deux fonctions a-différentiables pour chaque point ¢ > 0 et a,b € R,

on a .

(af +bg)(t +et' =) — (af + bg)(t)
o i T — () b lim 90 et' =) —g(t)

e—0 I e—0 £

= a(Daf)(t) + b(Dag)(t),

[Da(af +bg))(t) = lim

donc (af + bg) est a-différentiables en ¢ > 0 et

[Da(af +b9)|(t) = a(Daf(t)) + b(Dag(t))-

ft+et™)g(t+et'™) — f({H)g(t)

e—0 €

i ST )g(E + ) — [()g(t 4 etT7) + f()g(t + 1) — f(1)g(t)
e—0 c

- lii%(f(t + et :) —ft) o+ dla)) + (0 i g(t +ct ;) —g(t)

= (Do f)(0) lim gt +=£') + £(£)(Dag)().

comme la fonction g est continue en ¢ alors :
: l—a\ __
limg(t +et%) = g(t).

3. Posons h = et'=® donc € = t*"1h, on a :

Duft) — i ) = 1)

e—0 IS

o SR — ()

e—0 htoe—1

flt+h) — f(1)
h

=7 lim
e—0

_ l—a%

donc D, f(t) = t'=2f'(t).
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4. D’apres Théoreme 1.1 (3), on a :

avec g(t) # 0.

Proposition 1.1. [1] Si f est différentiable, alors :

Lo, D) =-0-0"% )

Dif(t) = (t— )=

Soit 0 < a < 1, f,g: [0, +o0o[— R deux fonctions a-différentiable pour tout point ¢ > 0.

L’inégalité triangulaire suivante :

Da(|f +gl)(t) < Da([f1)() + Dallg])(®),

n’est pas en général toujours vérifiée comme le montre le contre exemple suivant.

Soit f(t) =t*, g(t) =t définies sur I'intervalle [0,1]. On a :

fl=F<g<|gl

Pour 0 < aw <, on a: D,(|f])(1) =2 et Dy(|g|)(1) = 1. Donc on remarque que :

Da(lgh (1) < Da([ (D).

Théoréme 1.2. [13] Si la fonction f : [0, +oo[— R est a-différentiable pour ty > 0 et

0 < a <1, alors f est continue en .
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Démonstration. Supposons que la fonction f est a- différentiable en ¢, € [0,00[. On a :

flto+etyg™®) — f(to)g.

fto +etg™) = flto) = .

Alors :

[t +ety™®) — f(to)

. l—ay —1; - i
im[f(to +ety™) = f(to)] = lim . lime.
Posons h = et~ ®, I'égalité précédente devient :
i _ — fl )
lim[f(to +h) = f(to)] = 1 (to) - 0,
ce qui implique :
lim f(to +h) = f(to).
—0
Par conséquent, la fonction f est continue en . O

Remarque 1.3. Il existe des fonctions qui sont a-différentiables en un point mais pas dérivable

en ce point.

Exemple 1.2. Soit f(t) = 3t2 pour t > 0. On a :

D%f<0) = lim D;f(lf) =1.

t—0t 3

d
Telle que D%f(t) = 1, pour tout ¢t > 0. Mais d‘];(O) n’existe pas.

Théoreme 1.3. [22] Soit J un intervalle ouvert de R, 0 < a <1.S8i¢g:1 — R est
a-différentiable en ¢t > 0 et si f : J — R est différentiable en g(¢) € J. Donc f o g est

a-différentiable en ¢t et on a :

Do(fog)t) = f'(g(t)) - Dag(t).

10



Chapitre 1. Dérivée fractionnaire conformable

Démonstration. Soit g une fonction continue en ¢ > 0 et a-différentiable pour 0 < o < 1. Donc

d’apres Théoreme 1.1 (4), on obtient :

Do(fog)(t) =t"(fog)(t)
=t f'(g(t)g'(t)
= ['(g()t'" g (t)
= f'(9(t)) Dag(t).

Exemple 1.3. Soit g : [1,2] > Ret f:]0,400) — R telle que g(t) = t* et f(t) =€, on a:
Dagl(t) = 26272, f'(t) = e et (f 0 g)(t) = e

D’apres Théoreme 1.3, on a :

Dao(fog)(t) =¢" -2t

_ 2

et comme g est différentiable, d’apres Théoreme 1.1 (4), on a :

Do(fog)t) =t"(fog)(t)
= 17 otel’

On donne le résultat suivant concernant la dérivée conformable sur [a, 400 de la composition

de deux fonctions avec des hypotheses diftérentes de celles données dans Théoreme 1.3.

Théoreme 1.4. [1] Soient f,g : [a,+oo[— R deux fonctions a-différentiables avec
0 < a < 1. On suppose que h(t) = f(g(t)) est a-différentiable pour tout ¢t # a et g(t) # 0.
Alors :

Dgh(t) = Dgf(g(t)) - Dag(t) - (9(8)*~,

sit = a, alors :

Dgh(a) = lim Dgf(g(t)) - Dag(t) - (g(t)* "

t—sa™t

11
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Démonstration. Soient f, g : [a, +00[— R deux fonctions a-différentiables telle que 0 < a < 1.

D’apres la définition 1.3, on pose u =t + (¢ — a)'=®. On obtient :

Deh(t) = lim fla(w) = f(9(1) 1-a

u—>t u—t

o F000) = Fo®) o) — g(t) 1
g =gl e

N () e C10) B I
g(ul)ling(t) g(u) — g(t) g (1) - Dag(t) - " (1)

= Do f(g(t) - Dag(t) - g° ().

Proposition 1.2. [I] Soit f : [a, +00[— R deux fois différentiable sur |a, +oo[ et 0 <
a,f <1tellequel <a+ 3 <2 Alors :

DaD5f(t) = Daypf(t) + (1= B)(t — a) " Do f(t). (1.1)

Démonstration. En utilisant la régle du produit pour la dérivée conformable et le fait que f est

deux fois différentiable, on a :

(t — )= (D5 (1)

S (0]

(t = a)'=*[(1 = B)(t — @) P L/(1) + (¢ — )7 §(0)
(1= B)(t = a) (¢t — @) (8) + (£ — )P 1)

= (1= B)(t —a) "Dy f(t) + Dapf ().

DD f(t)

Remarque 1.4. (1) Pour I’équation (1.1). Sion a o = = 1, alors :

Do D3 f(t) = D3 f(t) = f"(t).

(2) Pour I'équation (1.1). Si 5 =1 on trouve :

Doy f(t) = Da(Df(1))-

12
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Proposition 1.3. [10][13] Soit f : [0,4+00[— R. Si f est (n + 1)-différentiable pour tout

t > 0, Alors on peut écrire 1’égalité suivante :
D, f(t) = tlel=e flel(t) = grize friD(p),

avecn < a <n+ 1 et fF) est la dérivée d’ordre (n + 1) de f.

Démonstration. On suppose que f : [0, +00[— R est (n + 1)-différentiable, d’apres définition

1.5 pour n < @ < n+ 1 on obtient :

f(M—l)(t + gtlal —o) — f(ﬂﬂ—l)(t)

Daf(t) = lim
€ €
(Tal=1) (4 o s¢lal-ay _ f(al-1)(4
— lim f ( + et ) f ( )t]'a]—a
-0 gtlal—a
(Tel=D (¢t + p) — FTal=-D(¢
— lim f ( + ) f ( )t(oa]—a (h _ gt(oﬂ—a)
h—0 h
M (t 4+ h) — f(¢
_ hm f ( + ) f ( )t1+n—a
h—0 h

_ t1+n—af(n+1) (t) )

Car [a] =n+1(oune€N). O

1.3 Quelques théorémes sur la dérivée conformable

Dans la suite nous présentons quelques théorémes qui sont tres importants pour la dérivée

conformable d’ordre 0 < av < 1.

Théoréme de Rolle

Théoréeme 1.5. [13][17] Soit a > 0,b €a,+o0[,  €]0,1[ et f : [a, +00[—> R qui vérifie

les hypotheses suivantes :
(H1) f est continue sur 'intervalle [a, b].
(H2) f est a—différentiable pour « €]0, 1.

(H3) f(a) = f(b) avec b €]a, +oo]. Alors il existe ¢ € [a, b] tel que :

D.f(c)=0.

13



Chapitre 1. Dérivée fractionnaire conformable

Démonstration. Soit f une fonction continue sur [a,b] et f(a) = f(b), on suppose que ¢ €a, b|
est un point d’extremum local.

Si ¢ est un point minimum local, alors :

Dufe) = tim LT =A@ feted ) — (o)

e—07t I3 e—0— £

Mais, la premiere limite est positive et la deuxieme limite est négative.

Donc D, f(c) = 0. On trouve le méme résultat si ¢ un point de maximum local. O

Théoreme de valeur moyenne

Théoréme 1.6. [2][13][15] Soit a > 0,b €]a, +o0[ et f : [a,+00) — R une fonction qui

satisfait :
1. f est continue sur [a, b].

2. f est a-différentiable pour a €]0, 1[. Alors il existe un point ¢ €]a, b, telle que :

f(b) — f(a)

1pa _ 1,
(07 (07

Daf(c) =

’

Démonstration. Soit la fonction P définie sur [a, b] par :

b) — f(a
P(a) = 1) ~ fla) ~ T (130 10
On a P est continue sur [a, b] et a-différentiable pour « €]0, 1] (puisque f est continue sur |a, b]
et a-différentiable), et P(a) = P(b) = 0 avec

f(b) = f(a)

lboz _ laa '
(07 (07

Do P(t) = Daf(t) —

Donc d’apreés Théoreme 1.5 (Théoreme de Rolle), il existe ¢ €]a, b[ telle que :

b) —
DoP(c) =0, don Dalc) = ffbg = EL?
[
Corollaire 1.1. [2][15] Soit @ > 0,b €]a,+oo[,a €]0,1] et f,g : [a, +o0o[— R. Pour

0<a<1,ona D,f(t) = D,g(t) pour tout t €|a,b[. Alors il existe une constante c telle

que :

14




Chapitre 1. Dérivée fractionnaire conformable

Théoréme 1.7. [17] Soit a > 0,b €]a, +oo[,a €]0,1] et f, g : [a,b] — R deux fonctions

qui vérifient les conditions suivantes :

 f,g sont continues sur [a, b].

f, g sont différentiables sur (a, b).

D,g(t) # 0 pour tout ¢ € (a,b).

 g(a) # g(b).

D, f(t) et Dyg(t) non nulles simultanément sur [a, b].

Alors, il existe ¢ € [a, b] telle que :

Dof(c)  f(b)— f(a)

Dag(c)  g(b) —g(a)

Proposition 1.4. [13] Soit f : [a,b] — R a-différentiable, Alors :

(i) Si D, f est bornée sur 'intervalle [a,b] ou a > 0, alors f est uniformément continue

et bornée sur [a, b].

(ii) Si D, f est bornée sur I'intervalle [a,b] et continue en a, alors f est uniformément

continue et bornée sur [a, b].

Théoréme 1.8. [17] Soit f : [a,b] — R avec a > 0 pour « €]0, 1], supposons que :
(i) f est continue sur Iintervalle [a, b].
(ii) f est a-différentiable sur [a, b|.
Donc :
1. Si D, f(t) > 0 pour tout ¢ €]a,b], alors la fonction f est croissante sur [a, b].
2. Si Do f(t) <0 pour tout t €]a,b[, alors la fonction f est décroissante sur [a, b].

3. Si Do f(t) = 0 pour tout ¢ €]a, b, alors la fonction f est constante sur [a, b].

15
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Exemple 1.4. Soit f: [1,3] = R tel que f(f) =t*—3t+2. Pour 0 <a <1, ona:
1
DS f(t) =3t'(t* - 1),
si:
Def(t) =0+ 3t *(t* - 1) =0,

alorst=1, t=—-1out=0.

Tout les nombres inférieurs a 0 ne seront pas pris en compte parce que 0 ¢ [%, 3]. Donc :

1. Pour t € [5,1], on a

t—1<0ett+1>0 quiimplique D2f(t) <0,

alors f est une fonction décroissante sur [1, 1].

2. Pour t € [1,3], on a

t—1>0ett+1>0 quiimplique D?f(t) >0, alors :

f est une fonction croissante sur [1, 3].

16



CHAPITRE 2

L' INTEGRALE CONFORMABLE ET LA TRANSFORMATION

DE LAPLACE CONFORMABLE

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et résultats concernant I'intégrale

fractionnaire conformable et la transformation de Laplace conformable.

2.1 L’intégrale conformable

Définition 2.1.  [I][13] Soit f : [a, +oo[— R une fonction continue pour tout ¢t > a,
on définie I'intégrale fractionnaire conformable d’ordre 0 < a < 1 par la formule suivante :

« Gauche

LAt =Lt - o) = [

a (s—a)l—@

Sia =0, on note I? par I,.

¢ Droite

Lt =16 - 000 = [T as = [ es

t

On rappelle que I; est 'intégrale usuelle d'une fonction f donnée par :

t

L) = | f(s)ds.

17



Chapitre 2. L’intégrale conformable et la transformation de Laplace conformable

Remarque 2.1. Si a = 1, alors U'intégrale conformable I f(t) est 'intégrale usuelle I; f(¢).

Le Théoreme suivant donne l'intégrale conformable des fonctions puissances et polynomiales.

Théoréme 2.1. [13] Soit t > 0 et p € R, a €]0, 1].
gt
o Si f(t)=1tP, alors: I, f(t) = pour tout p € R et v # —p.
a+p
o Sif(t) =7_obith , alors :
n i n tk+a
I f(t)=)> bl (t")=)> b .
0= L) = Y b

o Si f(t) =52, brtt est une série uniformément convergente, alors :

tk+0¢

I tzoobltk:oob .
S (1) kz:%ka() g]kkw

Démonstration. o Soit f(t) =t pour t > 0 tel que p € R, v €]0, 1], alors :

oty
Donc I,(f(t)) = P pour tout p € R et a # —p.

o Soit f(t) = X0 o bpt* , on a :




Chapitre 2. L’intégrale conformable et la transformation de Laplace conformable

o Soit f(t) = X2, bpt® une série uniformément convergente. Alors :

t 1 o
1) = / Sl_aZbkskds
~ 3% / skds
Z k 0 81 a

= Z belo(t
Z 5 tk+a
= k

k+a

]

1
Exemple 2.1. Soit a = 7 En utilisant le développement limités pour les fonctions suivantes,

on obtient :
‘ ' 2k+1
1. Soit f(t) =sint = Zz‘;o(—l)km, donc :
: — (—1)¢2n T2
I: t) =
0 =2 G D+ 1)
t2k‘
2. Soit f(t) = cost = Zﬁo(_l)kmv donc :

[e's) 1)nt2n+%

et = 2

tk
3. Soit f(t) =€ =332, o donc :
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Chapitre 2. L’intégrale conformable et la transformation de Laplace conformable

Définition 2.2.  [1][23] Soit f : [a, +oo[— R, on définit I'intégral fractionnaire confor-

mable d’ordre n < o < n + 1 commencant par a par :

I (0) = T (6 = @) 1)0) = = [ (= 9)"(s — @)~ f(5)ds,

avec f = a — n ou d’une maniere équivalente :

Taf (1) = T (= @) 1) (1) = = [0 = ) (s = ) T p(s)ds,

n!

avec I, est Popérateur I;(l'intégral usuelle) d’ordre n (n € N).

Remarque 2.2. [I] Sia=n+1l,alorsf=a—-—n=n+1—-n=1et

I =T f0) = [ (6= o) f(s)ds,

qui est l'intégrale de Cauchy d’ordre n+ 1 (ou n € N) de la fonction f sur ]a,t].

Remarque 2.3. [1] Soit f : [a, +oo[— R. L'intégrale de Riemann-Liouville d’ordre a > 0 de la

fonction f en point a est définie par :

I1(0) = gy (0= ()

on constante que [2f(t) =I5 f(t) pour a =n+1, n=0,1,2, ..

Dans le cas ou a = 0, la définition précédente devient :

Définition 2.3.  [23] Soit f : [0, +oo[— R. Pour n < @ < n + 1, on définit I'intégrale

fractionnaire conformable d’ordre « la formule :

Taf (1) = Tua (717 ) (0 = [ s ¥T (s)ds = [ s fs)as,

Avec I, est opérateur I;(I'intégral usuelle) d’ordre n (n € N).
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Chapitre 2. L’intégrale conformable et la transformation de Laplace conformable

Proposition 2.1. [I] Soit f : [a,+00[—= Ret 0 < o, 5 < 1 telles que 1 < a+ 5 < 2.
Alors :
th 1 t

I 1sf(t) = Efaf(t) + Blawf(t) _ 5 Ot 3a+6—2f(3)ds. (2.1)

Démonstration. Soit f: [a,+00) > Ret 0 <, <1,avec 1 < a+ < 2. D’apres Définition
2.1 et Définition 2.2, on a :

Tosf(8) = (Tt 1401 1) () = L+ f(4)
= (L2 f(5) 1) = | (= )2 ()ds (2.2)
= t/ot s*TP2f(s)ds — /Ot s f(s)ds

D’autre part, on a :

Bt t (2.3)
—t@ ; f(s)s* tds — ;/0 f(s)s*F1ds
t7 1 t
= — I f(t) + = | Laspf(t) =t | s*TF2f(s)d
G Laf (04 5| Taaf (0) 1 [ 55772(s)ds
b0+ st ) - L [ 2 (s
Cha R |
[
Remarque 2.4. [I] Pour 'équation (2.1), si « = 8 =1 alors LI, f(t) = Ly f(¢).
2.1.1 La propriété inverse
Proposition 2.2. [1][13] Soit f : [a, +0o[— R une fonction continue et 0 < o < 1. Si

l'intégrale fractionnaire conformable (gauche) I¢f(t) existe. Alors, pour tout ¢t > a, on a :

DRI f ()] = f(t).
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Chapitre 2. L’intégrale conformable et la transformation de Laplace conformable

Démonstration. On suppose que f est une fonction continue pour tout ¢ > a et I f(t) existe.

Donc I¢f(t) est différentiable.
D’apres Proposition 1.2. On a pour 0 < o < 1 :

DAIIEF(0)] = (¢ =)'~ L [13(/(1)]
1—a d [t f(s)
=(t—a) %/a (s—a)l—o‘ds
=(t— a)l_ai(t _fg))l_a.

Donc

DRI f ()] = f(t).

Proposition 2.3. [1][13] Soit f : [a, +oo[— R et f™(¢) continue. Donc pour tout t > a

etn<a<n+1,ona:

DRI (0)] = f(1).

Démonstration. Pour n < « <n+1 (oun € N), posons = a —n, alors 0 < § < 1. D’apres

Définition 2.2, on a :

Darzf(t) = Dy (5 1er)) = Dy ST - @) ()

dtn
= D5(I((t — )" (1))
= Dglsf(t).
Avec DI5f(t) = D3I5f(t) = f(t). (d’apres Proposition 2.2)

D’une maniere analogue on peut montrer le résultat suivant :

Proposition 2.4. [1] Soit f :] — c0,b] — R une fonction continue pour tout b > 0 et

b < t. Alors I'intégrale fractionnaire conformable (droite) °I,, f(t) existe et on a :
"Dal" Lo fI(t) = f (1),

avecn <a<n+1 (ounecN).
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2.1.2 L’intégrale conformable de la dérivée conformable

Théoréeme 2.2. [2][5][22] Soit f : [a,+00[— R a-différentiable tel que 0 < a < 1. Alors

pour tout ¢ > a, on a :

LIDGF®)] = f(t) = f(a).

Démonstration. D’apres Définition 2.2, pour 0 < o < 1 on a :

FDL(FO)] = [ (5 — ) D (s)ds
— /at(s — a)aljJ; (s)(s — a)lfads

Done  IG[DLf ()] = f(t) = f(a). B

Proposition 2.5. [I] Soit « €|n,n + 1] et f : [a,+00[— R une fonction (n + 1)-

différentiable pour ¢t > a. Alors :

ILDaf(t) = f(t) = >

Démonstration. Soit f : [a, +oo[— R (n + 1)-différentiable pour tout ¢ > a. Pour n < a <mn+1

et d’apres la définition 2.2 et Théoreme 1.2, on obtient :

IDAF(E) = I (¢ = )P (¢ = @) = F0 (1) = Ty f0 () = [ (6= 5 0D ).

Utilisons la formule de Taylor avec reste intégrale, on a :

roaf(n) = o - 30 L=

On a un résultat analogue dans le cas ou t €] — 00, b].
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Proposition 2.6. [1] Soit o €]n,n + 1] et f :] — 00,b] — R une fonction (n + 1)-
différentiable pour ¢t < b. Alors :
N A OIUEN
DS 1) = gir) - 3o ST

k=0

2.1.3 L’intégration par parties

Dans la suite on présente une formule d’intégration par parties en utilisant la dérivée conformable.

Théoréme 2.3. [1] Soit f,¢ : [a,b] — R deux fonctions telles que fg est différentiable.
Alors :

[ F)Dzg(s)(s — ) s = Fols — [ o) DEF(s)s — a)* s

oul <a<l.

Démonstration. D’apres Théoreme 1.1 (2), on a :

Da(f9)(t) = f(t)Deg(t) + g(t) D f (1)

Appliquons l'intégrale I?, on obtient :

I3f9(t) = 15 (Dag)(t) + I3 (g Dg f)(t)-

Utilisant la définition de I et Théoreme 2.2, on obtient :

Fo(t) = fo(a) = [ F6)Dg(s) s~ s+ [ o) DL (5)(s =) s

a

Posons t = b on obtient le résultat du Théoreme. O

Proposition 2.7. [I] Soit f,g: [a,b] = R. Pour 0 <a <1,ona:

[ 12 i~ 0t = [ F0P Tg0) ¢~ ay
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Démonstration. D’apres la définition 2.1 pour 0 < a <1, on a :

[ s g —artar = ([ (s - a7 f(s)dshate) b - o)
— /b (s) /bb—t)o‘_lg(t)dt)(s—a)a_lds

— b]ag (s —a)*” Lds

/ —a)* tdt.

Théoréme 2.4. [1] Soit f,g: [a,b] — R deux fonctions différentiables. Pour 0 < o < 1,

on a :

[ D p(e)t —a)y e = [0 Dag(e)(b— 0 i+ @)oo

Démonstration. Comme g : [a, b] est différentiable, d’aprés Proposition 2.6 on a pour 0 < o < 1:

*I'Dag(t) = g(t) — g(b).

donc g(t) = I°D,g(t) + g(b), par conséquent :

/ab Dif()g(t)(t —a)*'dt = /ab D4 f ()15 Dag(t)(t — a)*'dt + g(b) /ab D2 f(t)(t — a)*dt.

Appliquant Proposition 2.7 et la définition de ®I,, on obtient :

[ Dar@a — aytat = [ IDLF 0 Dag(t)b - 17 + g ().
Sachant que 1°D¢ f(t) = f(t) — f(a), on obtient :
[ i —aytar = [ F0Dag(t)(b— 1t~ [ fla) Duglt) b — 1)
+O)(f0) - F(a)
= [ 0 Dag®)b — 1)t — 1) T Dagla)] + 9(6)F(B) — 9(0)fa).

Remplagant °I° D, g(a) par g(a) — g(b), on obtient le résultat du Théoreme. O
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2.1.4 Théoréme de valeur moyenne pour l’intégrale conformable

Soit f : [a,b] — R, on définit I'intégrale conformable d’ordre v pour ¢ € [a, b] par :

" f(s)
Io.f(t) = ; 51fad$’
avec 0 < a < 1.
Théoréme 2.5. [17] Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur l'intervalle [a,b] C

[0,400[ et 0 < a < 1. Alors il existe ¢ € [a, D] tel que :

fle)= <1ba = 1ao‘> /ab g(jfidt.

(0% (6]

Démonstration. Comme f est continue sur [a, b] donc I, ,f est continue et a-différentiable sur

[a,b] et

Dallaaf(t)] = f(t).

On vérifie cette égalité d’une maniére analogue a Proposition 2.2. D’apres le théoreme des

valeurs moyenne 1.6 il existe ¢ € [a, b] tel que :

o (8) = L f(0) = Dl f(@) (00 — ).

Mais comme D, [, f(c)] = f(c) et

Loof(b) = ab flgdt
(@) = [ 200 <0,

on obtient
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Théoréme 2.6. [17] Soient f, g : [a,b] — R deux fonctions continues pour tout ¢ € [a, b]

et 0 < a < 1. On a les propriétés suivantes :

Lo oM+ 19)(t) = Moo f () + ptlaag(t), A p€R.

2. Si f(t) > 0 pour tout ¢ € [a, b], alors

Toaf(t) > 0.

3. Si f(t) > g(t) pour tout t € [a,b], alors :

]a,af(t) > Ia,ag(t)'

Théoréme 2.7. [17] Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors pour tout t > a et

O<a<l,ona:

| Laof(8) |< Laal] f D(2).

Démonstration. Puisque f est une fonction continue, on a :

[ aad0) 1= [ a5

< [11
< [

Slfa

< laall £ D).
O

Corollaire 2.1. [23] Soit 0 < a < bet f: [a,b] — R une fonction continue. Pour 0 < av < 1 si :

M = sup | f(t) |,

t€[a,b]
alors pour tout t € [a,b] et 0 < a < 1,ona:

Lt 12 M (5 -2,

« (%
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Démonstration. D’apres Théoreme 2.7, pour t € [a,b] et 0 < o< 1lona:

aaf(B)] < Taallf1)()
< /t Mals

Sl—a

t
SM/ s*ds

cu(-%)
« (67

2.2 La transformation de Laplace conformable

Dans cette section, nous présentons quelques théorémes de base pour la transformation de
Laplace conformable qui est importante pour la résolution de certaines équations fractionnaires

conformables.

Définition 2.4.  [1] [10] Soit f : [a, +oo[— R, pour 0 < a < 1, on définit la transfor-

mation de Laplace conformable de la fonction f par la formule :

_gt=a)®

LiLFW) = Fals) = [ e S0 - a) .
Sia=0,ona:
Edf@}:]z@%:ﬁmesf(ﬂﬂlﬁ. (2.4)

En particulier, si a = 1, alors I’équation (2.4) est équivalente a la définition de la

transformation Laplace usuelle :

LW} = F(s) = [ e r(tyat

Théoréme 2.8. [1] Soit f : [0, +0o[— R une fonction différentiable, pour 0 < a < 1.

Alors pour tout s > 0, on a :

Lo ADof(t)} = sFa(s) — f(0), Vs> 0.
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Démonstration. Soit f : [0,+oo[— R une fonction différentiable. En utilisant Définition 2.4 et

on integre sur 'intervalle [0, oo, on obtient pour tout s > 0 :

Lo{Duf(t)}(5) = /0 T e D, ()t dt
_ /Ooo eis%tlfaf/(t)tafldt

:/ooe—s% "(t)dt.
0

En utilisant l'intégration par partie, on pose :

e

t(!
u=e%a du = —st* e sa dt

dv = f'(t)dt v = f(t),

Donc on a :
Lo{Duf(0)}(s) = [e—sf (t)]zo = [ st
=[0— f(0)] + s/oooe Sa f(t)etdt
= sFal(s) = f(0)
Alors : L ADof(t)}s) = sFa(s) — f(0), Vs>D0. O

Le résultat suivant présente la relation entre la transformation de Laplace usuelle et la

transformation de Laplace conformable.

~

Théoréeme 2.9. [1][22] Soit f : [0,4+00[— R et a €]0, 1]. Pour tout S > 0, on a :

LAF)}(5) = L{f((at)®)}(s),

ou L est la transformation de Laplace usuelle définie par :

Fls) = LU0} s) = [ e ftydn

0

Démonstration. Soit f : [0,4+o00[— R, et a €]0,1]. Pour s > 0, on a d’apres définition 2.4 :

LFW}s) = [T e e tar,
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tOé
on pose : v =~ alors :

Fals) = [ e ((@u))dv = L{F((00)F)}(5).

Théoréme 2.10. [22] Soit f : [0,4+00[— R pour tout a,p € Ret 0 < a < 1. Si
Fao(s) = Lo {f(t)}(s) existe pour tout s > 0, alors :

(i) Lo{c}(s) = g s> 0.

(i) Lo{tP}(s) = aiw, 5> 0.
(ifi) Lo{e™ }(s) = - i - s>a.
(iv) ga{sm(cf)}(s) e
) Ea{cos((f)}(s) - 520
(vi) Ea{sinh(cza)}(s) = 0 s>l
(vii) ca{cosh(cf)}(s) =y s>l
Théoreme 2.11. [1][22] Soit f,g : [0,400[—= R, Ap,a € Ret0 < o < 1. Si

Faols) = Lo{f(t)}(s) existe pour tout s > 0, alors :

L Lo{Af(1) + ng(t)}(s) = AFuls) + pGa, s> 0.

tOt

2. Lo{e v f(t)}(s) = Fa(s+a), s >lal

3 LaLd0)9) =72, 550
s La{ﬁf(t)}(s) _ (—1>n£fa(s), 550,

5. LoA(fx9)(t)}(s) = Fa(s)Gals), s> 0. Avec fxg est le produit de convolution du
fetg.
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Démonstration. Soient f,g:[0,400[— Ret 0 <a < 1.

2. D’apres le Théoreme 2.9, on a :

fem s} = {eF e pat)t | = £fet (ot

= £{10t)Hoosa = Fuls + )

3. D’apres le Théoreme 2.8, on trouve :

Lo{ Dalof()}(5) = sLallaf (1)} = 1S (0).
Comme I, f(0) = 0, donc :

Fals) = SLallafOHS). Lalluf @} = 2

4. D’apres le Théoreme 2.9, on a :

L‘a{tmf(t)}(s) - E{ (at)"a

QTL

5. D’apres le Théoreme 2.9, on a :

Lu{(F+9)0)} = £{(Fr9)(@0)7 | (5) = L{F(@t)3}(5)L{g(at) ) (5) = Fal5)Gals).

Théoréme 2.12. [1] Soit f : [a,+00[— R et a €]0, 1]. Pour tout s > 0, on a :

—k (t—a)®
«@

Life F()}(s) = L{e™ fla+ (at)=)}(s).

Exemple 2.2. Soit f:[0,400[— R. Pour 0 < a<1lets>0,ona:

Lo fe ke sin(t:)}(s) — L{eFsint)(s) = (s+/<a1)2+1
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Dans 'exemple suivant, on utilise la transformation de Laplace conformable pour trouver la

solution d’'une équation différentielle fractionnaire conformable.

Exemple 2.3. [1] Considérons le probleme suivant :

Day(t) = Ay(t),  yla) =yo, t>a,

tel que y(t) est différentiable sur |a, +oof et 0 < a < 1.

On applique £¢ et on utilise Théoreme 2.8, on a :

LiADy(0)}(s) = Ao {y(0)}(s) <= sLofu(0)}(s) —y(a) = AL Ay (8)}(s)
= (s = NLAy()}(s) = yo

= Lofy(}s) = 25,

d’apres Théoreme 2.10, alors :

y(t) = ?/06/\ (tij)
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CHAPITRE 3

PROBLEME AUX LIMITES EN TROIS POINTS VIA LA
DERIVEE FRACTIONNAIRE CONFORMABLE

Dans ce chapitre on s’intéresse a étudier et détailler le travail fait en [5], ot un probléme aux
limite en trois points via la dérivée conformable est étudié. Des résultats d’existence et d’unicité

sont établis en utilisant la méthode du point fixe.

3.1 Présentation du probleme

Considérons le probleme suivant [5] :

(3.1)

Do(D + Nz(t) = f(t, (1),  teo,1],
2(0)=0, 2/(0)=0, z(1)=pz(n). BER, A>0, ne(01),

ou D, est la dérivée fractionnaire conformable pour 1 < a < 2, D est la dérivée ordinaire, et
f:]0,1] x R — R est une fonction continue.
Rappelons que la dérivée conformable d’ordre 1 < o < 2 (d’apres Définition 1.5) de la fonction

x est donnée par la formule :

2010 (¢ 4 ggfal=o) _ p(Tal=1)(4)

Dix(t) = hn%
£~ €
2@ ( 4 et?7) — 237D
= lim
e—0 £
/ t t— 2—a\ _ t
:limm( telt—a)™) - ) (car [a] =2).
e—0 £
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conformable

Notons aussi que 'intégrale conformable de x dans le cas ot 1 < a < 2 est donnée par (voir
Définition 2.2) :
Lo f(t) = Lt 1) (1)
t t1
= / / 572 f(s)dsdt, (3.2)
= / 2(t — ) f(s)ds.

Lemme 3.1. [5] Soit 1 < a < 2 et = une fonction continue qu’est définie sur la domaine de I,

alors D, I,x(t) = x(t) pour t > 0.

Démonstration. Soit x une fonction continue, alors I,z (t) est deux fois différentiables.

D’apres (Proposition 1.3), on a :

t
Dalla)(t) = 122 / / " (s) s 2dsdty

_ —a a—2
= dt/o x(s)s* “ds

= ()2

= z(t).

En utilisant Proposition 2.5, on peut déduire le résultat suivant :

Lemme 3.2. [5] Soit 1 < a < 2 et z : (1,2] — R a-différentiable, alors D,z(t) = 0 si et

seulement si :
x(t) = 1t + ¢,

avec c1, ¢y € R.
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conformable

3.2 La résolution du probleme linéaire

Avant de traiter le cas non linéaire (3.1), commengons par étudier le probléme linéaire suivant :

Do(D + Na(t) = o(t),  telo,1], 53
2(0)=0, 2(0)=0, z(1)=pz(n). BeR, X>07n¢€(01), '

avec 1 <a <2etoe%(0,1]).

Proposition 3.1. [5] On suppose que :

Ader—1

67&)\774_67/\17_1'

Alors, le probleme (3.2) admet une solution unique donnée par :
t s s

x(t) = / e A=) </ o(u)u*?(s — u)du) ds + A(t) {6 /77 e A=) (/ o(u)u* (s — u)du)ds
0 0 0 0

_ /0 b A1) ( /0 "o ()2 (s — u)du) ds} :

1
telles que A(t) = ZO\t +eM_1), A= +e?—1—-FM\+e M —1).

Démonstration. Soit x une fonction continue et o € €([0,1]). On a :

Do(D + Nz(t) = o(t), (3.4)

en appliquant 'opérateur [, sur I’équation (3.4), d’aprés Lemme 3.2 on obtient :

(D 4+ Nx(t) = I,o(t) + c1t + co. (3.5)
On pose y(t) = eMx(t), alors z(t) = y(t)e ™ et on a :

Dzx(t) = Dy(t)e™ — Xe My(t).

Dx(t) + \x(t) = (Dy(t)e™) — Ae ™ My(t) + Ae ™M

= Dy(t)e ™.

Donc :

(D + Na(t) = Dy(t)e ™ < Dy(t) = (D + N)a(t)e.
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Chapitre 3. Probleme aux limites en trois points via la dérivée fractionnaire
conformable

Alors I'équation (3.5) est équivalente a :

Dy(t) = (Ino(t) + cit + co)eM. (3.6)
On integre 'équation (3.6) sur U'intervalle [0, ¢], on obtient :
t t
[ Dyttys = y(t) ~5(0) = [ (Laa(t) + cut + ex)eds = y(t) ~(0)

On pose y(0) = c3, alors :

t
y(t) = / <Ia0(8) + s+ @)e“ds + ¢
0

t t t
= / e’\slaa(s)ds + ¢ / se*ds + ¢y / Mds + cs.
0 0 0

Comme :

t t
K:/ eMsds M:/ eMds
0 0
S S t 1 S 1 S
= [3e¥], - ml =5
t At 1 At 1 _ 1 At
alors :
t 1 1 c t
y(t) = 01(X€’\t - ﬁe’\t + ﬁ) + XQ(@M —I—/O A Tao(s)ds + cs

w(t) = e My(t)

t t 1 1 1
_e_)‘t[/o e I,0(s )ds—l—cl(/\ e )\Qekt+)\2)+62)\( M —1)+c3

t
_ N / M ,0(s)ds + (M — 1+ e M) + A(1—e%)+cge%
0

A

t
:/ e NI o (s)ds + 2()\t—1+ ‘”)+C—/\2(1 e ™M) + cze M.
0

A

D’apres la formule (3.2), on a :
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conformable

par conséquent :

x(t) = )\2()\15—1—!—6 t)+ (1—e? —{—/ —Al= 5)</ o(u)u*" 2(3—u)du>ds+03e_’\t.

D’apres les conditions aux limites, on a : z(0) =0, 2/(0) =0 donc ¢g = ¢3 = 0.
Alors :
t s
B(t) = SHO = 1+ e7) + / ¢ M=9) < / o (w)u2(s —u)du)ds. (3.8)
0 0

On trouve alors que :
z(1) = ﬁ( —1+e ™)+ / (/ o(u)u®?(s — u)du)ds, (3.9)

Bx(n) = {)\2 (M —1+e )+ /077 e A=) </OS o(u)u*?(s — u)du) ds]. (3.10)
La condition au limites z(1) = Sx(n) donne :

&1

(0=t = som =14 ) =5 ["e 09 [ofupur(s - u)du) ds
- /01 e AN1=9) </OS o(u)u® (s — u)du) ds.

Il s’ensuit que :

)\2
n <(/\ Cl4eN) - B —1+ e—’\’?))

{5 /On e A n=s) (/OS o(u)u® (s — u)du) ds — /01 e A=) (/OS o(u)u® (s — u)du) ds}.

A—1+e?
An—1+4e M’

Comme A = (A —1+e ) — B(An — 1+ e ) £ 0, car on a supposé que : 3 #

I'équation (3.8) devient :

x(t) = i[ﬁ /On e~ A=) (/08 o(u)u*?(s — u)du> ds — /01 e~ A1) (/08 o(u)u*?(s — u)du> ds]
(M —14e M)+ /Ot e A=) (/OS o(u)u® (s — u)du> ds.

-1 —At
Si note A(t) = )\t:e , on obtient :

x(t) = /Ot e A=) (/OS o(u)u® (s — u)du> ds

+ A(t) [ﬁ /077 e A=s) (/OS o(u)u*?(s — u)du) ds — /01 e M1=s) (/OS o(u)u*?(s — u)du) ds] .
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conformable

[]

3.3 L’étude du probléme non linéaire

Dans cette section, on va donner des résultats d’existence et d’unicité, en utilisant le théoreme
du point fixe de Banach (voir I'annexe).
Soit € = € ([0, 1],R) 1" espace de Banach de toutes les fonctions continues sur I'intervalle

[0,1] doté de la norme usuelle définie par ||z|| = sup{|z(¢)|,t € [0,1]}.
D’apres Proposition 1.1, notre probléme au limites (3.1) est équivalent a :
r=Tux, r € €([0,1],R),
ou 7 : €([0,1],R) — €(]0, 1], R) est défini par :

Tx(t) = /Ot e A=) (/OS fu, o (u)u®?(s — u)du) ds
+ A(t) {ﬂ /O77 e~ A=) (/Os fu, o(u))u® (s — u)du> ds (3.11)
- /01 e A1=9) (/OS fu, 2(u))u*?(s — u)du) ds],

ou
A(t) = i()\t +eM-1), A=A+er—1-B0n+eM—-1),
avec
e s

On constante que le probleme (3.1) admet une solution unique si 'opérateur défini par (3.11)

admet un point fixe unique.
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conformable

Théoréme 3.1. [5] Soit [ :[0,1] x R — R une fonction continue qui vérifie la condition

suivante :

) = fltw) IS Llv—w|  VEe[o1]

tel que L > 0 est une constante de Lipschitz. Si B < 1/L, ou :

B

L A[Bn (A —e M) +1— e

Aa(a—1)

avec

Ay = sup L4(t>L

te(0,1]

alors le probleme (3.1) admet une solution unique.

> 0,

v,w € R,

Démonstration. «1°¢ étape :

Soit M > sup{| f(¢,0) |: t € [0,1]} et on suppose que :

MB

7‘>1_LB.

Donc pour tout = € %, et t € [0,1] on pose :

Ta(t) = Ji(t) + AW (t) = J5(1)],

avec

On montre que 7 (4,) C B,, avec B, = {x € € : ||z|| < r} est une boule fermée tel que r > 0.

(3.12)

Ji(t) = /Ot e~ A=) (/OS fu, x(u))u® (s — u)du) ds
Jo(t) = /077 e A=) (/Ot fu, o(u))u®2(s — u)du) ds,
J3(t) = /01 e 179 (/Ot fu, 2(u))u*?(s — u)du) ds.
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conformable
Alors :
|72l = sup {] 1(t) + A®(t) ~ (1)}
te(0,1]
(3.13)
< sup {110 [}+ s sup {1 Jl6) [} + sup (1 5(0) 1}
On a :
sup {1 1(0) [} = s%p]{l M ([ plasae)ut s = wd) ds [}
= su e A=) ) u, x(u)) — f(u, w, 0)u®"2(s — u)du | ds
te[opu{’/ ([ CFwta)) = F(0.0)+ f0)u" (s = w)du s |}

< [ ([ fluw)) = £,0) |+ ] £(,0) s — u)du ) s

Utilisant le fait que : | f(u,z(u)) — f(u,0)] < Lr, on obtient que :

sup {\ Ji(t |}</ (/ (Lr + M)u® (s—u)du)ds
< (Lr+ M) / e A=) (/08 u* (s — u)du) ds

0

t a—1 1 s
< (Lr+ M) / e A=) [su — uo‘]
0 a—1 « 0

< (Lr + M) /t e—A(t—s)(a(Sa>d3

0 a—1)
L M t
< ar A 6_’\t/ eMsds.
ala—1) 0

Mais pour tout ¢ € [0,1] on a :

car .
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conformable
Donc :
Lr+ M _ 1
sup {| /i(t) |} < a_1D° . Xekt
tel0,1] (Oé ) <3 14>
Lr+ M '
~Aa(a—1)

D’autre part, on a :

sup {120} = sup {13 / e ([ )t s — w)du ) ds)

te[0,1

= sup {18 [ e ([t 0(w)) = £(,0) + S, 03— udu)ds|}

t€[0,1]
<18l [ e ( [0 F ) = £0.0) [+ 1 £(0,0) (s — upa) s
(3.15)
Mais s,n € [0, 1] tel que s <7, donc s* < n®. Par conséquent :
n n
0 0
et comme :
= n® / eMds = e )\n.na [1€>\77 B 1:|
o A A (3.16)
= ’77(1 _ ey,

Alors, d’une maniere analogue au traitement de .J;(t) on obtient :

sup {|a(8)} < 18] e ({1 fla @) = £,0) |+ F,0) (s = w)du ) ds

te[0,1]
<|B|- (Lr + M)/0 eA("s)(a(s>ds

a—1)
(LT+M) K —A(n—s) feY
_|ﬁ|a(a_1)/0 A1) e ds
< g LETEA ) )

(3.17)
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conformable
Finalement :

1 t

sup 1 J5()] = sup {1 e ([ puw())ur (s — wydu) dsl)
te(0,1] te[o,1] /0 0
1 t

= sup {1 [0 ([ () = £0,0) + fa,0))u (s = w)du)ds|}

t€[0,1] 0 0

< [Fe 0 ([0 () = 0 1+ | £(,0) D> (s = wy) s,

Comme s € [0,1], on a :
1
A Jo (3.18)

Il s’ensuit que :
1
< M/ e~ M1=9) 1g (3.19)
0

On conclut alors :

| Za Il < sup {1 1i0) 1} + Ar| sup {] Ja(e) [} + sup {] Jo(e) [}
te€(0,1] t€[0,1] t€(0,1]

Lr+M n*(Lr + M) oy, (Lr 4+ M) 7/\
_>\a(a—1)+A1[’B’)@(Q_1)(1_€ )+m(1—e )}
< (LT+M){1+A1HB|UO:\(;(;G__1§)+1—e_ ]}

<(Lr+M)B<r.

Donc 7 (%4,) C B,.
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conformable
o 2°¢ étape :
Montrons maintenant que .7 est une contraction.
Soit x,y € €. Pour tout ¢t € [0,1], on a :
| To— Ty | = sup {| Tx(t) — Ty(t) [}
te(0,1]
t s
= sup { / e A=) (/ fu, 2(u))u*?(s —u)du)ds
te[0,1] 0 0
+ A(t) {B /77 e A=) (/S fu, 2(u))u*?(s — u)du) ds
0 0
1 s
—/O e M=) </0 fu, o(u)u®2(s — u)du)ds]
t s
- {/ e M=) </ fu, y(u))u?(s — u)du) ds
0 0 (3.20)

+ A(t) {B /077 e~ A=) (/OS fu,y(w)u*?(s — u)du> ds

_ /01 o M1-9) </05 fu, y(u))u*2(s — u)du)ds]] }
— tiﬁﬁ]{ /Ot o AE—9) (/Os(f(u,x(u)) — Flu,y(u))u2(s — u)du) s

+ A(t) [5 /077 o~ Mn—s) (/Os(f(u, 2(u)) — Flu, y(u)))ut=2(s — u)du) s
— /01 o~ M1=s) (/Os(fm’m(u)) — Flu, y(w))u (s — u)du)ds] }

Utilisant les calculs faits dans la 1¢¢ étape, on obtient :

| 7o =7yl = sup |(ftwn) = £y [ e ([ w2 = udu)as

t€[0,1]

+ A(t) [ﬁ /On e A=) (/OS u* (s — u)du) ds

— /01 e A1) (/Os u® (s — u)du) ds]} }

<Llz—y] Uot e M=) (/Os u* (s — u)du)ds
+A(t)|8 /017 e~ A=) (/08 u® (s — u)du) ds

_ /O L oAs) < /0 e (s — u)du> ds]}
a 1

<L H =Yy H {)\05(0—41—1) +A1 [’6’)@«2_1)(1 _ e*”]) +

1+ A B —e ™) +1 — e_)‘]}
Aa(a—1)

<Llz-yl|

<BL|z—-yll

Comme B < 1/L, alors BL < 1. Donc 7 est une contraction.
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Les conditions du Théoreme du point fixe de Banach (voir I'annexe) sont vérifiées, alors on

déduit que notre probléeme possede une solution unique. O

Appliquons maintenant le théoreme de Krasnoselskii (voir I'annexe), qui assure 1'existence
d’au moins une solution de probleme (3.1).

Présentons maintenant le résultat d’existence suivant :

Théoréme 3.2. [5] Soit f : [0,1] x R — R une fonction continue qui vérifie les conditions

suivantes :

(Hy) |f(t,v) — f(t,w)| < Llv —w| pour tout t € [0,1], v,w € R.
(Hy) |f(t,v)| < u(t), pour tout (t,v) € [0,1] x R avec p € €.

Alors, le probléme (3.1) admet au moins une solution dans % si :

| BIn*(1—e?)+(1+e?)

LA
! Aa(a—1)

<1. (3.21)

Démonstration. Soit ||u|| = sup,e(o 11|p2(t)|, 7 un réel positif tel que :

1+ Agl] B no(1— ™) + (1+e )]
- e Il

et A, la boule fermée définie par B, = {x € € : ||z| < r}.
Pour z,y € 4, soit 7 et J5 deux opérateurs définis sur 4, par :
t s
Jx(t) = / e~ A=) (/ fu, 2(w))u*?(s — u)du) ds, (3.22)
0 0

Toy(t) = A8 [ ([ flauy()us - wdu)ds

_ /01 o A(1-5) (/05 Flu,y(u)u2(s — U)du> ds], (3.23)
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17¢ étape :

On commence par vérifier la condition (i) du Théoreme 3.5. Soit z,y € %,, on a :
|7z + Syl = sup [Az(t) + Foy(t)]
t€[0,1]
t s
= sup { / e A=) (/ fu, 2(u))u*?(s — u)du)ds
t€[0,1] 0 0
+ A(t) {5 /n e A=) </S fu,y(u))u®2(s — u)du) ds
0 0
1 s
—/ e A179) (/ fu,y(uw)u*3(s —u)du)ds] } (3.24)
0 0
t s
< sup (/ e A=) (/ | fu, z(u) | u® (s — u)du) ds)
1\Jo 0

te(0,1

s (1A@ {181 [ e ([ fu (s = wdu)ds

tel0,1]
_/01 (7] () |2 = w)du)as) ).

Utilisant 'hypothese (Hs) et les calculs faits dans la démonstration du Théoréme 3.1, on obtient :

! —A(t—s) ¥ a2
sup [ Z1a(t) + Zoy(®)] < ] ([ e[ w5 — wpdupds

te(0,1]
+ Ay [| oA /017 eA("s)(/Os u® (s — u)du)ds — /OS e’A(I’S)(/S u*?)(s — u)du)dsD

<l (s + 11 BE = )

1+ A, [| Bl (1 — M) £ (1 — e_)‘)]
Aa(a—1)

IN

-

(3.25)

Le choix de la constante r implique que :

L+ A B (L —e ™)+ (1—e?)
Aa(a—1)

(3.26)

|71z + Tyl < [l <.

Ainsi, 71z + Joy € AB,.. Alors 'hypothese (i) du Théoreme 3.5 est satisfaite.

2tme étape :

Vérifions maintenant que .77 est compact sur A,. Soit x,y € AB,, d’apres la preuve du

Théoréme 3.1 on a :

L+ A| B0l —e) + (1 —e?)
Aa(a—1)

(3.27)

| 72x — Tyl < L [ =yl
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L+ A B (1 —e ™)+ (1 —e?)

Comme L < 1 d’apres 'hypothese (3.21), on déduit que
Aa(a—1)

5 est une contaction.

3°me étape :

Montrons maintenant que 'opérateur .77 est continu.
Soit (z,), une suite de A, telle que x,, — = dans %,. Donc pour ¢ > 0 donné, il existe N tel

que |z, —z|| < e quand n > N.

On a:
Fiaat) = Zia)] < [ e [ 17w, aw) = flas @) a5 — w)du)ds
L
~ da(a—1) o ==l
Donc :
L
||<71$n - <71$|| < mg,

ce qui montre que 7 est continu.

Afin de montrer que 7] est un opérateur compact, on utilise le Théoréme d’Arzele-Ascoli (voir
I'annexe).

Donc de il suffit de montrer que 73 est uniformément borné sur %, et que 71 (%, ) est équicontinue,

on a :

[Z1z]| = sup [Tz (t)]

te[0,1]
t s
= sup / e A=) </ fu, 2(u))u*?(s — u)du)ds
te[o,1]1/0 0
1 s
<l ([ 07 a5 - w)dupds)
0 0
1 a
< —A(I—S) S d >
< Ml () e gy s
< ”MH /1 e—A(l—s)Sads
~ala—1)Jo
< ||1_76_A
= I Aa(a — 1)

Donc, 7 est uniformément borné sur %,. Soit Q = [0,1] X %,. on définit M, = sup, , cq |

f(t,z) | (qui est fini car f est continue sur le compact [0, 1] x %,). Soit 0 <ty <t; < 1,ona:
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| Fualt) = Ziat)] =1 [0 ([ pla a3 — upda) ds

—/ fH(/fux “(s—u)du>ds|
_y/ M- ></ £, () )u®™ 2(5—u)du)d3
b [T e ( /0 £y () 2(S—u)du>d8
- / M= ([ plaw())u=2(s — w)du ) ds
.y /0 (209 _ ¢ WW))( /O f(u,x(u))ua—2<s—u)du>ds
4 : e A0-3) ( [ s - u)du> ds|

< | [0 = e ([ (u))ut2s — updu)ds

+ | ttl e At=9) (/08 fu, 2(u))u*?(s — u)du) ds| .

D’une part on a :

t s
= ’ /2<€7/\(t175) _ e)\(tQS))(/ f(U,.T(U))uaiQ(S . u)du) dS’
0 0
to S
< M,| / (e At=8) _ g At2=9)) </ u?(s — u)du) ds|
0 0

3.28
S Mr (/tz (G—A(tl—s) . e—)\(tg—s))sad8> ( )
ala—1)\Jo
< 7Mr (/tz e Mh=s)gogg /t2 G_A(tQ_S))Sads)
~ ala—1)\Jo 0 ’
d’apres 1’équation (3.16), donc :
t
I< My |<6_M1 / eMsvds — e M2 / ’ ekssad8>|
oz(oz - 1) 0 0
< /\ 0 |( T A /t2 e’\sso‘ds)|
ala — 0
3.29
|( —At1 —)\tg 1 )\tg)| ( )
- /\a (a—1) /\
At1—t2)
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1= /1: e Ati=s) (/OS fu, 2(u))u*?(s — u)du) ds|

t s
< M, | (/ LemAti=9) (/ u*?(s — u)du) ds)\
to 0

M, h
< T —/\(tl—s) « )
< &(a_l)\</t2 ¢ s%ds | (3.30)

M, h

< r As ad

< ool s
M,

< T 1_ _)\(tl—tQ)

- )\Oz(a—l)’( c )l

alors d’apres 1'équation (3.29) et (3.30), on obtient :

M, M,
_ < r —A(t1—t2) T —A(t1—t2)
27]\47" —A(t1—t2) '
< 1—e |.
Aa(a—1)

Qui est indépendante de x et tend vers zéro lorsque ty — t1. Donc 7 (%,) est équicontinue.
Appliquant le Théoreme d’Arzela-Ascoli (voir I'annexe) , on déduit que .73(4,) est relativement
compact dans %. Ceci implique que 7] est un opérateur compact.

Alors les conditions du Théoreme Krasnoselkii (voir ’annexe) sont vérifiées et par conséquent

notre probléme possede au moins une solution. O

Exemple 3.1. Considérons le probleme suivant :

5 (3.32)

On aalors : f(t,v) = L(t* + ¢ +sinv), a=3, X=4, n=1/2e¢tg=1
On a:

|f(t,v) — f(t,w)| = L|sinv — sinw|. (3.33)

En effet, d’apres le Théoreme des accroissements finis, il existe ¢ € [v, w] tel que :

sinv — sinw = (v — w) sin’(¢) = (v — w) cos(c), (3.34)

et comme |cos(c)| < 1, alors :

sinv — sinw| < |v — w.
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D’autre part, on a :

Ay = sup |A(t)]
te[0,1]
B A —14+e M
N tiﬁﬁ} Ater=1—=F(A\n+eM—1)
4+et-1
T Addet—1-(2+e2-1)
~ 1.6029,

1 —i—Al(] Bln*(1l—e ) +1 —e‘A)

Aa(a—1)
1+ A (/251 - ) 1= )
- 4.4444
~ 0.7283,

choisissons L tel que L < 1/B donc L < 1.3731.

Les conditions de Théoreme 3.1 sont vérifiées, alors le probleme (3.32) posseéde une solution

unique.
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ANNEXE

Dans cette annexe, on introduit quelques théoremes qui sont utilisés dans ce mémoire.

Théoréme 3.3 (Théoréme du point fixe de Banach (1922)). [19] Soit (F,d) un espace

métrique, complet non vide et 7 : £ — FE une application contractante

ATz, Ty) <kdzy), 0<k<l,

avec la constante de contraction k, alors .7 a un point fixe unique dans FE.

Théoréme 3.4 (Arzela-Ascoli). [9] Soit K un compact de R". L’ensemble C'(K,R) est
muni de la norme || f|| = sup,cx|f(x)|.

Soit M une partie équicontinue de € (K, R) telle que 'ensemble {f(x), f € M} soit borné
pour tout € K. Alors M relativement compact dans €' (K, R)

Théoréme 3.5 (Théoréme du point fixe de Krasnoselskii (1955)). [5] Soit N un ensemble
non vide, fermé et convexe d’un espace de Banach X. Soit .7 et 7 deux opérateurs de

N tels que :
(i) AAax+ Doy e N, x,y € N.
(ii) 7 est compact et continu.
(iii) % est une contraction.

Alors, il existe z € N tel que z = 1z + Dhz.
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