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Abstract

The main objective of this work is to present conformable fractional derivative and
conformable fractional integral with their properties. In addition, we study Three-Point :
Boundary Value Problems for conformable fractional differential equations where existence
and uniqueness results are established by using fixed point theorem.

Key words

Fractional calculation, conformable fractional derivative, conformable fractional integral,
conformable fractional Laplace transform, fractionl equation, fixed point.

Résumé

L’objectif principal de ce mémoire est de présenter la dérivée fractionnaire conformable et
l’intégrale fractionnaire conformable ainsi que leurs propriétés. On étudie aussi un problème
d’équation différentielle via la dérivée conformable avec conditions aux limites en trois points
où des résultats d’existence et d’unicité sont établis en utilisant le principe de point fixe.

Mot-clés

Calcul fractionnaire, dérivée fractionnaire conformable, intégrale fractionnaire conformable,
transformation de Laplace conformable, point fixe, équation différentielle conformable.
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NOTATIONS

Quelques notations qui utilisent dans cette mémoire :

N := Ensemble des nombres entiers naturels.

R := Ensemble des nombres réels.

C := Ensemble des nombres complexes.

C ([0, 1],R) :=Espace des fonctions continues sur [0, 1] à valeurs dans R.

ℜ(α) := La partie réel de nombre α ∈ C.

Br := La boule fermée de centre 0 et de rayon r.

⌈α⌉ := Le plus petit entier supérieur ou égal à α.

|.| := Valeur absolue d’un nombre réel.

∥.∥ := La norme convergence uniforme : ∥f∥ = supx∈[0,1] |f(x)|.

f (n) := Dérivée n-ième de f .

Γ(.) := La fonction Gamma d’Euler définie par : Γ(α) =
∫ +∞

0
tα−1e−tdt, ∀α ∈ C, ℜ(α) > 0.

L := La transformation de Laplace.

Lα := La transformation de Laplace conformable d’ordre α.
RLDα := Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre n − 1 ≤ α < n.

CDα := Dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre n − 1 ≤ α < n.

Dα := Dérivée fractionnaire conformable d’ordre (à gauche) α pour t > 0.

Da
α := Dérivée fractionnaire conformable d’ordre (à gauche) α pour t ≥ a.

bDα := Dérivée fractionnaire conformable (à droite) d’ordre α pour t ≤ b.

In := Intégrale usuelle d’ordre n ∈ N.

Iα := Intégrale de Riemann-Liouville d’ordre α > 0.

Iα := Intégrale fractionnaire conformable d’ordre α pour t ≥ 0.

Ia
α := Intégrale fractionnaire conformable (à gauche) d’ordre α pour t ≥ a.

vi



NOTATIONS

bIα := Intégrale fractionnaire conformable (à droite) d’ordre α pour t < b.
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Le calcul fractionnaire est une branche d’analyse mathématique qui généralise la

dérivationet l’intégration usuelle à un ordre non entier (réel ou complexe). La première

apparition de ce concept remonte à la fin de 17ème siècle. L’Hôpital et Leibniz ont discuté le

sens de la définition de l’opérateur dny/dxn = Dny, dans le cas où n = 1/2. Plusieurs grands

mathématiciens ont contribué au développement de ce domaine comme Laplace (1812),

Riemmann (1847), Liouville (1832 ; 1837) et Riemann (1847), ainsi que Grùnwal (1867) et

Letnikov (1868). Ces dernières décennies, l’application du calcul fractionnaire dans nombreux

domaines a suscité un grand intérêt. En effet il a été appliqué en physiques, mécanique, chimie,

médecine, finances, biologie (Voir [3], [6], [11], [18], [20]).

Les dérivées fractionnaires les plus connus sont la dérivée fractionnaire au sens de

Riemann–Liouville et la dérivée fractionnaire au sens de Caputo qui sont définies pour

n − 1 ≤ α < n par les formules suivantes respectivement :

RLDα
a f(t) = 1

Γ(n − α)
dn

dtn

∫ t

a

f(x)
(t − x)α−n+1 dx. CDα

a f(t) = 1
Γ(n − α)

∫ t

a

f (n)(x)
(t − x)α−n+1 dx.

Ces types de dérivées fractionnaires ne vérifient pas plusieurs propriétés connues pour la

dérivée usuelle comme la règle du produit, la règle de quotient, la loi des fonctions composées.

En 2014, R. Khalil et al [13] ont présenté une nouvelle définition simple de la dérivée

fractionnaire appelée " dérivée fractionnaire conformable ". Sa définition est basée sur la limite

comme pour la dérivée ordinaire et elle exige que t > 0. De plus, la dérivée conformable

conserve certaines propriétés similaires à celles de la dérivée usuelle et simplifie la résolution de

certaines équations différentielle fractionnaires. Ils ont aussi définit l’intégrale fractionnaire

conformable. En 2015, T. Abdeljawad [1] a généralisé et a amélioré ce nouveau concept, comme

il a développé plusieurs résultats autour de la dérivée conformable et l’intégrale conformable.
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Introduction générale

Les équations différentielles fractionnaires conformable sont appliquées en plusieurs domaines

(physique, biologie ...etc (voir [12], [21])).

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Dans :

le Chapitre 1, nous présentons quelques définitions, notions et théorèmes concernant la

dérivée fractionnaire conformable.

Le Chapitre 2, est consacré à l’étude de l’intégrale fractionnaire conformable. Ses propriétés

et sa relation avec la dérivée conformable sont présentées. On étudie aussi la transformation de

Laplace conformable et ses propriétés, et on clarifie la relation entre la transformation de

Laplace usuelle et la transformation de Laplace conformable.

le Chapitre 3, nous étudions et détaillons le travail fait en [5], où un problème aux limites en

trois points via la dérivée conformable est présenté. Ce problème est formulé comme suit :

 Dα(D + λ)x(t) = f(t, x(t)), t ∈ [0, 1],

x(0) = 0, x′(0) = 0, x(1) = βx(η). β ∈ R, λ > 0, η ∈ (0, 1),

où Dα est la dérivée fractionnaire conformable pour 1 < α ≤ 2, D est la dérivée ordinaire, et

f : [0, 1] × R → R est une fonction continue. Des résultats d’existence et d’unicité sont établis

en utilisant la méthode du point fixe (théorème du point fixe de Banach et théorème de point

fixe de Kransnoselkii).
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CHAPITRE 1

DÉRIVÉE FRACTIONNAIRE CONFORMABLE

Dans ce chapitre, nous présentons le concept de la dérivée conformable fractionnaire ainsi

que ses propriétés.

1.1 Définitions et notions

Avant d’introduire la définition de la dérivée conformable, commençons par rappeller la

définition usuelle.

Définition 1.1 (La dérivée usuelle). [13] Soit f : R → R, la dérivée usuelle de la

fonction f est notée par : df

dt
où f ′ qui est définie par la formule :

f ′(t) = df

dt
(t) = lim

ε−→0

f(t + ε) − f(t)
ε

.

On introduit maintenant la notion de la dérivée fractionnaire conformable d’ordre α.

3



Chapitre 1. Dérivée fractionnaire conformable

Définition 1.2. [13] Soit f : [0, +∞[→ R, on définit "la dérivée conformable" de la

fonction f d’ordre α, où 0 < α ≤ 1 par la formule :

Dαf(t) = lim
ε−→0

f(t + εt1−α) − f(t)
ε

,

pour tout t > 0. Si la dérivée fractionnaire conformable de la fonction f d’ordre α existe,

alors on dit la fonction f est α-différentiable.

Si f est α-différentiable en certain (0, a) tel que a > 0 et limt−→0+ Dαf(t) existe, alors on

peut définir :

Dαf(0) = lim
t−→0+

Dαf(t).

Remarque 1.1. [13] On constante que si α = 1, alors Dαf(t) = f ′(t).

Exemple 1.1. Pour 0 < α ≤ 1 :

1. Soit f(t) = ect pour tout t > 0 et c ∈ R.

Dα(ect) = lim
ε→0

ec(t+εt1−α) − ect

ε

= ect lim
ε→0

ecεt1−α − 1
ε

= ect lim
ε→0

t1−αecεt1−α − t1−α

εt1−α

= t1−αect lim
ε→0

ecεt1−α − 1
εt1−α

,

on pose h = εt1−α, on obtient :

Dα(ect) = t1−αect lim
h−→0

ech − 1
h

= ct1−αect lim
h−→0

ech

1 = ct1−αect,

Donc Dα(ect) = ct1−αect.

2. f(t) = tp pour t > 0, p ∈ R, on a :

Dα(tp) = lim
ε→0

f(t + εt1−α) − f(t)
ε

= lim
ε→0

(t + εt1−α)p − tp

ε

4



Chapitre 1. Dérivée fractionnaire conformable

On pose h = εt1−α, on obtient :

Dα(tp) = lim
h→0

(t + h)p − tp

h
t1−α

= t1−α · lim
h→0

(t + h)p − tp

h

= t1−α(tp)′

= ptp−1t1−α

= ptp−α,

car :

lim
h→0

(t + h)p − tp

h
= ptp−1,

n’est que la dérivée usuelle de tp.

Donc Dα(tp) = ptp−α.

•Si p = 0, alors : Dα(1) = 0.

•Si p = 1, alors : Dα(t) = t1−α.

La dérivée conformable de quelques fonctions

Soit Dα l’opérateur de la dérivée conformable d’ordre α, telle que : α ∈]0, 1] pour t > 0.

Le tableau suivant présente la dérivée conformable de quelques fonctions [13] :

La fonction f(t) La dérivée conformable Dαf(t)

tp ptp−α pour tout p ∈ R

1 0

ect ct1−αect, c ∈ R

sin bt bt1−α cos bt, b ∈ R

cos bt −bt1−α sin bt, b ∈ R
1
α
tα 1

sin( 1
α
tα) cos( 1

α
tα)

cos( 1
α
tα) − sin( 1

α
tα)

e
1
α

tα
e

1
α

tα

Table 1.1 : Dérivée conformable de quelques fonctions
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Chapitre 1. Dérivée fractionnaire conformable

Dans la suite on donne la définition de la dériée fractionnaire conformable sur un intervalle

qui n’est nécessairement [0, +∞[.

Définition 1.3. [1] •Soit a une constante de R et f : [a, +∞[→ R. La dérivée

fractionnaire conformable d’ordre 0 < α ≤ 1 ( à gauche) est définie par :

Da
αf(t) = lim

ε−→0

f(t + ε(t − a)1−α) − f(t)
ε

, t > a.

Si a = 0, on peut écrire Dαf(t).

Si la fonction f est α-différentiable sur l’intervalle [a, b], on définie Da
αf(a) par :

Da
αf(a) = lim

t−→a+
Da

αf(t).

•On définit la dérivée fractionnaire conformable d’ordre 0 < α ≤ 1 ( à droite) par :

bDαf(t) = − lim
ε→0

f(t + ε(t − b)1−α) − f(t)
ε

, t < b.

Si bDαf(t) existe sur [a, b], alors :

bDαf(b) = lim
t−→b−

bDαf(t).

On présente maintenant la définition de la dérivée conformable dans ce cas où n < α ≤

n + 1, (oùn ∈ N).

Définition 1.4. [1] Soit f : [a, +∞[→ R. Pour n < α ≤ n+1 tel que n ∈ N et β = α−n.

Si f (n)(t) existe, alors on définit :

•La dérivée conformable (gauche) d’ordre α est donnée par la formule :

Da
αf(t) = Da

βf (n)(t), t > a.

Si a = 0, on écrit Dα.

•La dérivée conformable (droite) d’ordre α est donnée par la formule :

bDαf(t) = (−1)n+1 bDβf (n)(t), t < b.

6



Chapitre 1. Dérivée fractionnaire conformable

Remarque 1.2. [1] •Si α = n + 1, alors β = 1 et la dérivée fractionnaire conformable de f

d’ordre α n’est que f (n+1).

•Si n = 0 (où 0 < α ≤ 1), alors β = α et la définition 1.4 coïncide avec la définition 1.3.

Une définition équivalent de Dα dans le cas t > 0 et n < α ≤ n + 1 est donnée comme suite :

Définition 1.5. [13] Soit α ∈]n, n+1] (où n ∈ N), et f est une fonction n-différentiable

au point t > 0. Alors la dérivée conformable d’ordre α est définie par la formule :

Dαf(t) = lim
ε−→0

f (⌈α⌉−1)(t + εt⌈α⌉−α) − f (⌈α⌉−1)(t)
ε

,

avec ⌈α⌉ est le plus petit entier supérieur ou égal à α.

1.2 Quelques propriétés de la dérivée conformable

Dans cette section on montre que la dérivée conformable vérifié certaines propriétés similaires à

celles de la dérivée usuelle.

Théorème 1.1. [13] Soient 0 < α ≤ 1 et f, g deux fonctions α-différentiables pour chaque

point t > 0. On désigne par Dα l’opérateur de la dérivée conformable d’ordre α. Alors :

1. [Dα(af + bg)](t) = a(Dαf)(t) + b(Dαg)(t), a, b ∈ R.

2. Dα(fg) = f(Dαg) + g(Dαf).

3. Dαf(t) = t1−α df

dt
(t), si f est différentiable.

4. Dα

(
f

g

)
= g(Dαf) − f(Dαg)

g2 , g ̸= 0.

5. Dα(λ) = 0, pour chaque fonction constante f(t) = λ.

7



Chapitre 1. Dérivée fractionnaire conformable

Démonstration. Soient f, g deux fonctions α-différentiables pour chaque point t > 0 et a, b ∈ R,

on a :

1.

[Dα(af + bg)](t) = lim
ε−→0

(af + bg)(t + εt1−α) − (af + bg)(t)
ε

= a lim
ε−→0

f(t + εt1−α) − f(t)
ε

+ b lim
ε−→0

g(t + εt1−α) − g(t)
ε

= a(Dαf)(t) + b(Dαg)(t),

donc (af + bg) est α-différentiables en t > 0 et

[Dα(af + bg)](t) = a(Dαf(t)) + b(Dαg(t)).

2.

[Dα(fg)](t) = lim
ε→0

f(t + εt1−α)g(t + εt1−α) − f(t)g(t)
ε

= lim
ε→0

f(t + εt1−α)g(t + εt1−α) − f(t)g(t + εt1−α) + f(t)g(t + εt1−α) − f(t)g(t)
ε

= lim
ε→0

(
f(t + εt1−α) − f(t)

ε
.g(t + εt1−α)

)
+ f(t) lim

ε→0

g(t + εt1−α) − g(t)
ε

= (Dαf)(t) lim
ε→0

g(t + εt1−α) + f(t)(Dαg)(t),

comme la fonction g est continue en t alors :

lim
ε→0

g(t + εt1−α) = g(t).

3. Posons h = εt1−α donc ε = tα−1h, on a :

Dαf(t) = lim
ε−→0

f(t + εt1−α) − f(t)
ε

= lim
ε−→0

f(t + h) − f(t)
htα−1

= t1−α lim
ε−→0

f(t + h) − f(t)
h

= t1−α df

dt
(t),

donc Dαf(t) = t1−αf ′(t).

8



Chapitre 1. Dérivée fractionnaire conformable

4. D’après Théorème 1.1 (3), on a :

Dα(f

g
)(t) = t1−α(f

g
)′

= t1−α g(t)f ′(t) − f(t)g′(t)
g2(t)

= g(t)t1−αf ′(t) − f(t)t1−αg′(t)
g2(t)

= g(t)Dαf(t) − f(t)Dαg(t)
g2(t) ,

avec g(t) ̸= 0.

Proposition 1.1. [1] Si f est différentiable, alors :

Da
αf(t) = (t − a)1−α df

dt
(t), bDαf(t) = −(b − t)1−α df

dt
(t).

Soit 0 < α ≤ 1, f, g : [0, +∞[→ R deux fonctions α-différentiable pour tout point t > 0.

L’inégalité triangulaire suivante :

Dα(|f + g|)(t) ≤ Dα(|f |)(t) + Dα(|g|)(t),

n’est pas en général toujours vérifiée comme le montre le contre exemple suivant.

Soit f(t) = t2, g(t) = t définies sur l’intervalle [0, 1]. On a :

|f | = f ≤ g ≤ |g|.

Pour 0 < α ≤, on a : Dα(|f |)(1) = 2 et Dα(|g|)(1) = 1. Donc on remarque que :

Dα(|g|)(1) ≤ Dα(|f |)(1).

Théorème 1.2. [13] Si la fonction f : [0, +∞[→ R est α-différentiable pour t0 > 0 et

0 < α ≤ 1, alors f est continue en t0.

9



Chapitre 1. Dérivée fractionnaire conformable

Démonstration. Supposons que la fonction f est α- différentiable en t0 ∈ [0, ∞[. On a :

f(t0 + εt1−α
0 ) − f(t0) = f(t0 + εt1−α

0 ) − f(t0)
ε

ε.

Alors :

lim
ε→0

[f(t0 + εt1−α
0 ) − f(t0)] = lim

ε→0

f(t0 + εt1−α
0 ) − f(t0)
ε

· lim
ε→0

ε.

Posons h = εt1−α
0 , l’égalité précédente devient :

lim
h→0

[f(t0 + h) − f(t0)] = f (α)(t0) · 0,

ce qui implique :

lim
h→0

f(t0 + h) = f(t0).

Par conséquent, la fonction f est continue en t0.

Remarque 1.3. Il existe des fonctions qui sont α-différentiables en un point mais pas dérivable

en ce point.

Exemple 1.2. Soit f(t) = 3t
3
2 pour t > 0. On a :

D 1
3
f(0) = lim

t−→0+
D 1

3
f(t) = 1.

Telle que D 1
3
f(t) = 1, pour tout t > 0. Mais df

dt
(0) n’existe pas.

Théorème 1.3. [22] Soit J un intervalle ouvert de R, 0 < α ≤ 1. Si g : I → R est

α-différentiable en t > 0 et si f : J → R est différentiable en g(t) ∈ J . Donc f ◦ g est

α-différentiable en t et on a :

Dα(f ◦ g)(t) = f ′(g(t)) · Dαg(t).

10



Chapitre 1. Dérivée fractionnaire conformable

Démonstration. Soit g une fonction continue en t > 0 et α-différentiable pour 0 < α ≤ 1. Donc

d’après Théorème 1.1 (4), on obtient :

Dα(f ◦ g)(t) = t1−α(f ◦ g)′(t)

= t1−αf ′(g(t))g′(t)

= f ′(g(t))t1−αg′(t)

= f ′(g(t))Dαg(t).

Exemple 1.3. Soit g : [1, 2] → R et f : [0, +∞) → R telle que g(t) = t2 et f(t) = et, on a :

Dαg(t) = 2t2−α, f ′(t) = et et (f ◦ g)(t) = et2 .

D’après Théorème 1.3, on a :

Dα(f ◦ g)(t) = et2 · 2t2−α

= 2t2−αet2
,

et comme g est différentiable, d’après Théorème 1.1 (4), on a :

Dα(f ◦ g)(t) = t1−α(f ◦ g)′(t)

= t1−α · 2tet2
.

On donne le résultat suivant concernant la dérivée conformable sur [a, +∞[ de la composition

de deux fonctions avec des hypothèses différentes de celles données dans Théorème 1.3.

Théorème 1.4. [1] Soient f, g : [a, +∞[−→ R deux fonctions α-différentiables avec

0 < α ≤ 1. On suppose que h(t) = f(g(t)) est α-différentiable pour tout t ≠ a et g(t) ̸= 0.

Alors :

Da
αh(t) = Da

αf(g(t)) · Da
αg(t) · (g(t))α−1,

si t = a, alors :

Da
αh(a) = lim

t−→a+
Da

αf(g(t)) · Da
αg(t) · (g(t))α−1.

11



Chapitre 1. Dérivée fractionnaire conformable

Démonstration. Soient f, g : [a, +∞[−→ R deux fonctions α-différentiables telle que 0 < α ≤ 1.

D’après la définition 1.3, on pose u = t + ε(t − a)1−α. On obtient :

Da
αh(t) = lim

u→t

f(g(u)) − f(g(t))
u − t

t1−α

= lim
u→t

f(g(u)) − f(g(t))
g(u) − g(t) · lim

u→t

g(u) − g(t)
u − t

t1−α

= lim
g(u)→g(t)

f(g(u)) − f(g(t))
g(u) − g(t) · g1−α(t) · Da

αg(t) · gα−1(t)

= Da
αf(g(t)) · Da

αg(t) · gα−1(t).

Proposition 1.2. [1] Soit f : [a, +∞[→ R deux fois différentiable sur ]a, +∞[ et 0 <

α, β ≤ 1 telle que 1 < α + β ≤ 2. Alors :

Da
αDa

βf(t) = Da
α+βf(t) + (1 − β)(t − a)−βDa

αf(t). (1.1)

Démonstration. En utilisant la règle du produit pour la dérivée conformable et le fait que f est

deux fois différentiable, on a :

Da
αDa

βf(t) = (t − a)1−α d

dt
[Da

βf(t)]

= (t − a)1−α d

dt
[(t − a)1−βf ′(t)]

= (t − a)1−α[(1 − β)(t − a)−βf ′(t) + (t − a)1−βf ′′(t)]

= (1 − β)(t − a)−β(t − a)1−αf ′(t) + (t − a)2−α−βf ′′(t)

= (1 − β)(t − a)−βDa
αf(t) + Da

α+βf(t).

Remarque 1.4. (1) Pour l’équation (1.1). Si on a α = β = 1, alors :

Da
αDa

βf(t) = Da
2f(t) = f ′′(t).

(2) Pour l’équation (1.1). Si β = 1 on trouve :

Da
α+βf(t) = Da

α(Da
βf(t)).

12
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Proposition 1.3. [10][13] Soit f : [0, +∞[→ R. Si f est (n + 1)-différentiable pour tout

t > 0, Alors on peut écrire l’égalité suivante :

Dαf(t) = t⌈α⌉−αf ⌈α⌉(t) = tn+1−αf (n+1)(t),

avec n < α ≤ n + 1 et f (n+1) est la dérivée d’ordre (n + 1) de f .

Démonstration. On suppose que f : [0, +∞[→ R est (n + 1)-différentiable, d’après définition

1.5 pour n < α ≤ n + 1 on obtient :

Dαf(t) = lim
ε−→0

f (⌈α⌉−1)(t + εt⌈α⌉−α) − f (⌈α⌉−1)(t)
ε

= lim
ε−→0

f (⌈α⌉−1)(t + εt⌈α⌉−α) − f (⌈α⌉−1)(t)
εt⌈α⌉−α

t⌈α⌉−α

= lim
h→0

f (⌈α⌉−1)(t + h) − f (⌈α⌉−1)(t)
h

t⌈α⌉−α (h = εt⌈α⌉−α)

= lim
h→0

f (n)(t + h) − f (n)(t)
h

t1+n−α

= t1+n−αf (n+1)(t).

Car ⌈α⌉ = n + 1 ( où n ∈ N).

1.3 Quelques théorèmes sur la dérivée conformable

Dans la suite nous présentons quelques théorèmes qui sont très importants pour la dérivée

conformable d’ordre 0 < α ≤ 1.

Théorème de Rolle

Théorème 1.5. [13][17] Soit a > 0, b ∈]a, +∞[, α ∈]0, 1[ et f : [a, +∞[−→ R qui vérifie

les hypothèses suivantes :

(H1) f est continue sur l’intervalle [a, b].

(H2) f est α−différentiable pour α ∈]0, 1[.

(H3) f(a) = f(b) avec b ∈]a, +∞[. Alors il existe c ∈ [a, b] tel que :

Dαf(c) = 0.

13
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Démonstration. Soit f une fonction continue sur [a, b] et f(a) = f(b), on suppose que c ∈]a, b[

est un point d’extremum local.

Si c est un point minimum local, alors :

Dαf(c) = lim
ε−→0+

f(c + εc1−α) − f(c)
ε

= lim
ε−→0−

f(c + εc1−α) − f(c)
ε

.

Mais, la première limite est positive et la deuxième limite est négative.

Donc Dαf(c) = 0. On trouve le même résultat si c un point de maximum local.

Théorème de valeur moyenne

Théorème 1.6. [2][13][15] Soit a > 0, b ∈]a, +∞[ et f : [a, +∞) −→ R une fonction qui

satisfait :

1. f est continue sur [a, b].

2. f est α-différentiable pour α ∈]0, 1[. Alors il existe un point c ∈]a, b[, telle que :

Dαf(c) = f(b) − f(a)
1
α
bα − 1

α
aα

,

Démonstration. Soit la fonction P définie sur [a, b] par :

P (x) = f(x) − f(a) − f(b) − f(a)
1
α
bα − 1

α
aα

(
1
α
xα − 1

α
aα

)
.

On a P est continue sur [a, b] et α-différentiable pour α ∈]0, 1[ (puisque f est continue sur [a, b]

et α-différentiable), et P (a) = P (b) = 0 avec

DαP (t) = Dαf(t) − f(b) − f(a)
1
α
bα − 1

α
aα

.

Donc d’après Théorème 1.5 (Théorème de Rolle), il existe c ∈]a, b[ telle que :

DαP (c) = 0, d’où Dα(c) = f(b) − f(a)
1
α
bα − 1

α
aα

.

Corollaire 1.1. [2][15] Soit a > 0, b ∈]a, +∞[, α ∈]0, 1] et f, g : [a, +∞[−→ R. Pour

0 < α ≤ 1, on a Dαf(t) = Dαg(t) pour tout t ∈]a, b[. Alors il existe une constante c telle

que :

f(t) = g(t) + c.

14
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Théorème 1.7. [17] Soit a > 0, b ∈]a, +∞[, α ∈]0, 1] et f, g : [a, b] → R deux fonctions

qui vérifient les conditions suivantes :

• f, g sont continues sur [a, b].

• f, g sont différentiables sur (a, b).

• Dαg(t) ̸= 0 pour tout t ∈ (a, b).

• g(a) ̸= g(b).

• Dαf(t) et Dαg(t) non nulles simultanément sur [a, b].

Alors, il existe c ∈ [a, b] telle que :

Dαf(c)
Dαg(c) = f(b) − f(a)

g(b) − g(a) .

Proposition 1.4. [13] Soit f : [a, b] −→ R α-différentiable, Alors :

(i) Si Dαf est bornée sur l’intervalle [a, b] où a > 0, alors f est uniformément continue

et bornée sur [a, b].

(ii) Si Dαf est bornée sur l’intervalle [a, b] et continue en a, alors f est uniformément

continue et bornée sur [a, b].

Théorème 1.8. [17] Soit f : [a, b] −→ R avec a > 0 pour α ∈]0, 1[, supposons que :

(i) f est continue sur l’intervalle [a, b].

(ii) f est α-différentiable sur [a, b[.

Donc :

1. Si Dαf(t) ≥ 0 pour tout t ∈]a, b[, alors la fonction f est croissante sur [a, b].

2. Si Dαf(t) ≤ 0 pour tout t ∈]a, b[, alors la fonction f est décroissante sur [a, b].

3. Si Dαf(t) = 0 pour tout t ∈]a, b[, alors la fonction f est constante sur [a, b].

15
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Exemple 1.4. Soit f : [1
2 , 3] → R tel que f(t) = t3 − 3t + 2. Pour 0 < α ≤ 1, on a :

D
1
2
α f(t) = 3t1−α(t2 − 1),

si :

Da
αf(t) = 0 ⇐⇒ 3t1−α(t2 − 1) = 0,

alors t = 1, t = −1 ou t = 0.

Tout les nombres inférieurs à 0 ne seront pas pris en compte parce que 0 /∈ [1
2 , 3]. Donc :

1. Pour t ∈ [1
2 , 1], on a

t − 1 < 0 et t + 1 > 0 qui implique Da
αf(t) ≤ 0,

alors f est une fonction décroissante sur [1
2 , 1].

2. Pour t ∈ [1, 3], on a

t − 1 ≥ 0 et t + 1 > 0 qui implique Da
αf(t) ≥ 0, alors :

f est une fonction croissante sur [1, 3].

16



CHAPITRE 2

L’INTÉGRALE CONFORMABLE ET LA TRANSFORMATION

DE LAPLACE CONFORMABLE

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et résultats concernant l’intégrale

fractionnaire conformable et la transformation de Laplace conformable.

2.1 L’intégrale conformable

Définition 2.1. [1][13] Soit f : [a, +∞[−→ R une fonction continue pour tout t ≥ a,

on définie l’intégrale fractionnaire conformable d’ordre 0 < α ≤ 1 par la formule suivante :

•Gauche

Ia
αf(t) = I1((t − a)α−1f)(t) =

∫ t

a

f(s)
(s − a)1−α

ds =
∫ t

a
(s − a)α−1f(s)ds.

Si a = 0, on note Ia
α par Iα.

•Droite

bIαf(t) = I1((b − t)α−1f)(t) =
∫ b

t

f(s)
(b − s)1−α

ds =
∫ b

t
(b − s)α−1f(s)ds.

On rappelle que I1 est l’intégrale usuelle d’une fonction f donnée par :

I1f(t) =
∫ t

a
f(s)ds.

17



Chapitre 2. L’intégrale conformable et la transformation de Laplace conformable

Remarque 2.1. Si α = 1, alors l’intégrale conformable Iαf(t) est l’intégrale usuelle I1f(t).

Le Théorème suivant donne l’intégrale conformable des fonctions puissances et polynomiales.

Théorème 2.1. [13] Soit t > 0 et p ∈ R, α ∈]0, 1[.

• Si f(t) = tp, alors : Iαf(t) = tα+p

α + p
pour tout p ∈ R et α ̸= −p.

• Si f(t) = ∑n
k=0 bktk , alors :

Iαf(t) =
n∑

k=0
bkIα(tk) =

n∑
k=0

bk
tk+α

k + α
.

• Si f(t) = ∑∞
k=0 bktk est une série uniformément convergente, alors :

Iαf(t) =
∞∑

k=0
bkIα(tk) =

∞∑
k=0

bk
tk+α

k + α
.

Démonstration. • Soit f(t) = tp pour t > 0 tel que p ∈ R, α ∈]0, 1], alors :

Iα(f(t)) =
∫ t

0
sα−1spds

=
∫ t

0
sp+α−1ds

=
[ 1
α + p

tα+p
]t

0

= tα+p

α + p
.

Donc Iα(f(t)) = tα+p

α + p
pour tout p ∈ R et α ̸= −p.

• Soit f(t) = ∑n
k=0 bktk , on a :

Iα(f(t)) =
∫ t

0

1
s1−α

n∑
k=0

bkskds

=
n∑

k=0
bk

∫ t

0

1
s1−α

skds

=
n∑

k=0
bkIα(tk)

=
n∑

k=0
bk

tk+α

k + α
.
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• Soit f(t) = ∑∞
k=0 bktk une série uniformément convergente. Alors :

Iα(f(t)) =
∫ t

0

1
s1−α

∞∑
k=0

bkskds

=
∞∑

k=0
bk

∫ t

0

1
s1−α

skds

=
∞∑

k=0
bkIα(tk)

=
∞∑

k=0
bk

tk+α

k + α
.

Exemple 2.1. Soit α = 1
2. En utilisant le développement limités pour les fonctions suivantes,

on obtient :

1. Soit f(t) = sin t = ∑∞
k=0(−1)k t2k+1

(2k + 1)! , donc :

I 1
2
(sin t) =

∞∑
n=0

(−1)nt2n+ 3
2

(2n + 3
2)((2n + 1)!) .

2. Soit f(t) = cos t = ∑∞
k=0(−1)k t2k

(2k)! , donc :

I 1
2
(cos t) =

∞∑
n=0

(−1)nt2n+ 1
2

(2n + 1
2)((2n)!) .

3. Soit f(t) = et = ∑∞
k=0

tk

k! , donc :

I 1
2
(et) =

∞∑
n=0

tn+ 1
2

(n + 1
2)(n!) .
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Définition 2.2. [1][23] Soit f : [a, +∞[→ R, on définit l’intégral fractionnaire confor-

mable d’ordre n < α ≤ n + 1 commençant par a par :

Ia
αf(t) = Ia

n+1((t − a)β−1f)(t) = 1
n!

∫ t

a
(t − s)n(s − a)β−1f(s)ds,

avec β = α − n ou d’une manière équivalente :

Iαf(t) = In+1

(
(t − a)α−⌈α⌉f

)
(t) = 1

n!

∫ t

0
(t − s)n(s − a)α−⌈α⌉f(s)ds,

avec In est l’opérateur I1(l’intégral usuelle) d’ordre n (n ∈ N).

Remarque 2.2. [1] Si α = n + 1, alors β = α − n = n + 1 − n = 1 et

Ia
αf(t) = Ia

n+1f(t) = 1
n!

∫ t

a
(t − s)nf(s)ds,

qui est l’intégrale de Cauchy d’ordre n + 1 (où n ∈ N) de la fonction f sur ]a, t].

Remarque 2.3. [1] Soit f : [a, +∞[→ R. L’intégrale de Riemann-Liouville d’ordre α > 0 de la

fonction f en point a est définie par :

Ia
αf(t) = 1

Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1f(s)ds,

on constante que Ia
αf(t) = Ia

αf(t) pour α = n + 1, n = 0, 1, 2, ...

Dans le cas où a = 0, la définition précédente devient :

Définition 2.3. [23] Soit f : [0, +∞[→ R. Pour n < α ≤ n + 1, on définit l’intégrale

fractionnaire conformable d’ordre α la formule :

Iαf(t) = In+1

(
tα−⌈α⌉f

)
(t) =

∫ t

0
sα−⌈α⌉f(s)ds =

∫ t

0
sα−n−1f(s)ds.

Avec In est l’opérateur I1(l’intégral usuelle) d’ordre n (n ∈ N).
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Proposition 2.1. [1] Soit f : [a, +∞[→ R et 0 < α, β ≤ 1 telles que 1 < α + β ≤ 2.

Alors :

IαIβf(t) = tβ

β
Iαf(t) + 1

β
Iα+βf(t) − t

β

∫ t

0
sα+β−2f(s)ds. (2.1)

Démonstration. Soit f : [a, +∞) → R et 0 < α, β ≤ 1, avec 1 < α + β ≤ 2. D’après Définition

2.1 et Définition 2.2, on a :

Iα+βf(t) = (I2t
α+β−⌈α+β⌉f)(t) = I2t

α+β−2f(t)

= (I2s
α+β−2f(s))(t) =

∫ t

0
(t − s)sα+β−2f(s)ds

= t
∫ t

0
sα+β−2f(s)ds −

∫ t

0
sα+β−1f(s)ds

(2.2)

D’autre part, on a :

IαIβf(t) =
∫ t

0

(∫ t1

0
f(s)sα−1ds

)
tβ−1
1 dt1

=
∫ t

0
f(s)sα−1

(∫ t

s
tβ−1
1 dt1

)
ds

=
∫ t

0
f(s)sα−1

[
tβ

β
− sβ

β

]
ds

= tβ

β

∫ t

0
f(s)sα−1ds − 1

β

∫ t

0
f(s)sα+β−1ds

= tβ

β
Iαf(t) + 1

β

[
Iα+βf(t) − t

∫ t

0
sα+β−2f(s)ds

]

= tβ

β
Iαf(t) + 1

β
Iα+βf(t) − t

β

∫ t

0
sα+β−2f(s)ds.

(2.3)

Remarque 2.4. [1] Pour l’équation (2.1), si α = β = 1 alors I1I1f(t) = I2f(t).

2.1.1 La propriété inverse

Proposition 2.2. [1][13] Soit f : [a, +∞[−→ R une fonction continue et 0 < α ≤ 1. Si

l’intégrale fractionnaire conformable (gauche) Ia
αf(t) existe. Alors, pour tout t > a, on a :

Da
α[Ia

αf(t)] = f(t).
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Démonstration. On suppose que f est une fonction continue pour tout t > a et Ia
αf(t) existe.

Donc Ia
αf(t) est différentiable.

D’après Proposition 1.2. On a pour 0 < α ≤ 1 :

Da
α[Ia

αf(t)] = (t − a)1−α d

dt
[Ia

α(f(t))]

= (t − a)1−α d

dt

∫ t

a

f(s)
(s − a)1−α

ds

= (t − a)1−α f(t)
(t − a)1−α

.

Donc

Da
α[Ia

αf(t)] = f(t).

Proposition 2.3. [1][13] Soit f : [a, +∞[→ R et f (n)(t) continue. Donc pour tout t > a

et n < α ≤ n + 1, on a :

Da
α[Ia

αf(t)] = f(t).

Démonstration. Pour n < α ≤ n + 1 (où n ∈ N), posons β = α − n, alors 0 < β ≤ 1. D’après

Définition 2.2, on a :

Da
αIa

αf(t) = Da
β

(
dn

dtn
Ia

αf(t)
)

= Da
β

(
dn

dtn
Ia

n+1((t − a)β−1f(t)
)

= Da
β(Ia

1((t − a)β−1f(t))

= Da
βIa

βf(t).

Avec Da
αIa

αf(t) = Da
βIa

βf(t) = f(t). (d’après Proposition 2.2)

D’une manière analogue on peut montrer le résultat suivant :

Proposition 2.4. [1] Soit f :] − ∞, b] −→ R une fonction continue pour tout b ≥ 0 et

b < t. Alors l’intégrale fractionnaire conformable (droite) bIαf(t) existe et on a :

bDα[bIαf ](t) = f(t),

avec n < α ≤ n + 1 ( où n ∈ N).
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2.1.2 L’intégrale conformable de la dérivée conformable

Théorème 2.2. [2][5][22] Soit f : [a, +∞[−→ R α-différentiable tel que 0 < α ≤ 1. Alors

pour tout t > a, on a :

Ia
α[Da

αf(t)] = f(t) − f(a).

Démonstration. D’après Définition 2.2, pour 0 < α ≤ 1 on a :

Ia
α[Da

α(f(t))] =
∫ t

a
(s − a)α−1Da

αf(s)ds

=
∫ t

a
(s − a)α−1 df

dt
(s)(s − a)1−αds

=
∫ t

a

df

ds
(s)ds

=
[
f(s)

]t

a

= f(t) − f(a).

Donc Ia
α[Da

αf(t)] = f(t) − f(a).

Proposition 2.5. [1] Soit α ∈]n, n + 1] et f : [a, +∞[→ R une fonction (n + 1)-

différentiable pour t > a. Alors :

Ia
αDa

αf(t) = f(t) −
n∑

k=0

f (k)(a)(t − a)k

k! .

Démonstration. Soit f : [a, +∞[→ R (n + 1)-différentiable pour tout t > a. Pour n < α ≤ n + 1

et d’après la définition 2.2 et Théorème 1.2, on obtient :

Ia
αDa

αf(t) = Ia
n+1((t − a)β−1(t − a)1−βf (n+1)(t)) = Ia

n+1f
(n+1)(t) = 1

n!

∫ t

a
(t − s)nf (n+1)(s)ds.

Utilisons la formule de Taylor avec reste intégrale, on a :

Ia
αDa

αf(t) = f(t) −
n∑

k=0

f (k)(a)(t − a)k

k! .

On a un résultat analogue dans le cas ou t ∈] − ∞, b].
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Proposition 2.6. [1] Soit α ∈]n, n + 1] et f :] − ∞, b] → R une fonction (n + 1)-

différentiable pour t < b. Alors :

bIb
αDαf(t) = f(t) −

n∑
k=0

(−1)kf (k)(b)(b − t)k

k! .

2.1.3 L’intégration par parties

Dans la suite on présente une formule d’intégration par parties en utilisant la dérivée conformable.

Théorème 2.3. [1] Soit f, g : [a, b] → R deux fonctions telles que fg est différentiable.

Alors : ∫ b

a
f(s)Da

αg(s)(s − a)α−1ds = fg|ba −
∫ b

a
g(s)Da

αf(s)(s − a)α−1ds,

où 0 < α ≤ 1.

Démonstration. D’après Théorème 1.1 (2), on a :

Da
α(fg)(t) = f(t)Da

αg(t) + g(t)Da
αf(t).

Appliquons l’intégrale Ia
α, on obtient :

Ia
αfg(t) = Ia

αf(Da
αg)(t) + Ia

α(gDa
αf)(t).

Utilisant la définition de Ia
α et Théorème 2.2, on obtient :

fg(t) − fg(a) =
∫ t

a
f(s)Da

αg(s)(s − a)α−1ds +
∫ t

a
g(s)Da

αf(s)(s − a)α−1ds.

Posons t = b on obtient le résultat du Théorème.

Proposition 2.7. [1] Soit f, g : [a, b] → R. Pour 0 < α ≤ 1, on a :

∫ b

a
Ia

αf(t)g(t)(b − t)α−1dt =
∫ b

a
f(t)bIαg(t)(t − a)α−1dt.
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Démonstration. D’après la définition 2.1 pour 0 < α ≤ 1, on a :

∫ b

a
Ia

αf(t)g(t)(t − a)α−1dt =
∫ b

a
(
∫ t

a
(s − a)α−1f(s)ds)g(t)(b − t)α−1dt

=
∫ b

a
f(s)(

∫ b

s
(b − t)α−1g(t)dt)(s − a)α−1ds

=
∫ b

a
f(s)bIαg(s)(s − a)α−1ds

=
∫ b

a
f(t)bIαg(t)(t − a)α−1dt.

Théorème 2.4. [1] Soit f, g : [a, b] → R deux fonctions différentiables. Pour 0 < α ≤ 1,

on a :

∫ b

a
Da

αf(t)g(t)(t − a)α−1dt =
∫ b

a
f(t)bDαg(t)(b − t)α−1dt + f(t)g(t)|ba.

Démonstration. Comme g : [a, b] est différentiable, d’après Proposition 2.6 on a pour 0 < α ≤ 1 :

bIb
αDαg(t) = g(t) − g(b).

donc g(t) =b Ib
αDαg(t) + g(b), par conséquent :

∫ b

a
Da

αf(t)g(t)(t − a)α−1dt =
∫ b

a
Da

αf(t)bIb
αDαg(t)(t − a)α−1dt + g(b)

∫ b

a
Da

αf(t)(t − a)α−1dt.

Appliquant Proposition 2.7 et la définition de bIα, on obtient :

∫ b

a
Da

αf(t)g(t)(t − a)α−1dt =
∫ b

a
Ia

αDa
αf(t)bDαg(t)(b − t)α−1 + g(b)Ia

αf(t).

Sachant que Ia
αDa

αf(t) = f(t) − f(a), on obtient :

∫ b

a
Da

αf(t)g(t)(t − a)α−1dt =
∫ b

a
f(t)bDαg(t)(b − t)α−1dt −

∫ b

a
f(a)bDαg(t)(b − t)α−1dt

+ g(b)(f(b) − f(a))

=
∫ b

a
f(t)bDαg(t)(b − t)α−1dt − f(a)[bIb

αDαg(a)] + g(b)f(b) − g(b)f(a).

Remplaçant bIb
αDαg(a) par g(a) − g(b), on obtient le résultat du Théorème.
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2.1.4 Théorème de valeur moyenne pour l’intégrale conformable

Soit f : [a, b] −→ R , on définit l’intégrale conformable d’ordre α pour t ∈ [a, b] par :

Iα,af(t) =
∫ t

a

f(s)
s1−α

ds,

avec 0 < α ≤ 1.

Théorème 2.5. [17] Soit f : [a, b] −→ R une fonction continue sur l’intervalle [a, b] ⊂

[0, +∞[ et 0 < α ≤ 1. Alors il existe c ∈ [a, b] tel que :

f(c) =
( 1

α
bα − 1

α
aα

) ∫ b

a

f(t)
t1−α

dt.

Démonstration. Comme f est continue sur [a, b] donc Iα,af est continue et α-différentiable sur

[a, b] et

Dα[Iα,af(t)] = f(t).

On vérifie cette égalité d’une manière analogue à Proposition 2.2. D’après le théorème des

valeurs moyenne 1.6 il existe c ∈ [a, b] tel que :

Iα,af(b) − Iα,af(a) = Dα[Iαf(c)]
( 1

α
bα − 1

α
aα

)
.

Mais comme Dα[Iαf(c)] = f(c) et

Iα,af(b) =
∫ b

a

f(t)
t1−α

dt

,

Iα,af(a) =
∫ b

a

f(t)
t1−α

dt = 0,

on obtient ∫ b

a

f(t)
t1−α

dt = f(c)
( 1

α
bα − 1

α
aα

)
.
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Théorème 2.6. [17] Soient f, g : [a, b] −→ R deux fonctions continues pour tout t ∈ [a, b]

et 0 < α ≤ 1. On a les propriétés suivantes :

1.

Iα,a(λf + µg)(t) = λIα,af(t) + µIα,ag(t), λ, µ ∈ R.

2. Si f(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [a, b], alors

Iα,af(t) ≥ 0.

3. Si f(t) ≥ g(t) pour tout t ∈ [a, b], alors :

Iα,af(t) ≥ Iα,ag(t).

Théorème 2.7. [17] Soit f : [a, b] → R une fonction continue. Alors pour tout t > a et

0 < α ≤ 1, on a :

| Iα,af(t) |≤ Iα,a(| f |)(t).

Démonstration. Puisque f est une fonction continue, on a :

| Iα,af(t) | =|
∫ t

a

f(s)
s1−α

ds |

≤
∫ t

a
| f(s)

s1−α
|

≤
∫ t

a

| f(s) |
s1−α

≤ Iα,a(| f |)(t).

Corollaire 2.1. [23] Soit 0 < a < b et f : [a, b] → R une fonction continue. Pour 0 < α ≤ 1 si :

M = sup
t∈[a,b]

| f(t) |,

alors pour tout t ∈ [a, b] et 0 < α ≤ 1, on a :

| Iα,af(t) |≤ M
(

tα

α
− aα

α

)
.
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Démonstration. D’après Théorème 2.7, pour t ∈ [a, b] et 0 < α ≤ 1 on a :

|Iα,af(t)| ≤ Iα,a(|f |)(t)

≤
∫ t

a

|f(s)|
s1−α

ds

≤ M
∫ t

a
sα−1ds

≤ M
(

tα

α
− aα

α

)

2.2 La transformation de Laplace conformable

Dans cette section, nous présentons quelques théorèmes de base pour la transformation de

Laplace conformable qui est importante pour la résolution de certaines équations fractionnaires

conformables.

Définition 2.4. [4] [16] Soit f : [a, +∞[→ R, pour 0 < α ≤ 1, on définit la transfor-

mation de Laplace conformable de la fonction f par la formule :

La
α{f(t)} = Fa

α(s) =
∫ ∞

a
e−s

(t−a)α

α f(t)(t − a)α−1dt.

Si a = 0, on a :

Lα{f(t)} = Fα(s) =
∫ ∞

0
e−s tα

α f(t)tα−1dt. (2.4)

En particulier, si α = 1, alors l’équation (2.4) est équivalente à la définition de la

transformation Laplace usuelle :

L{f(t)} = F(s) =
∫ ∞

0
e−stf(t)dt.

Théorème 2.8. [4] Soit f : [0, +∞[→ R une fonction différentiable, pour 0 < α ≤ 1.

Alors pour tout s > 0, on a :

Lα{Dαf(t)} = sFα(s) − f(0), ∀s > 0.
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Démonstration. Soit f : [0, +∞[→ R une fonction différentiable. En utilisant Définition 2.4 et

on intègre sur l’intervalle [0, ∞[, on obtient pour tout s > 0 :

Lα{Dαf(t)}(s) =
∫ ∞

0
e−s tα

α Dαf(t)tα−1dt

=
∫ ∞

0
e−s tα

α t1−αf ′(t)tα−1dt

=
∫ ∞

0
e−s tα

α f ′(t)dt.

En utilisant l’intégration par partie, on pose :

u = e−s tα

α du = −stα−1e−s tα

α dt

dv = f ′(t)dt v = f(t),

Donc on a :

Lα{Dαf(t)}(s) =
[
e−s tα

α f(t)
]∞

0
−

∫ ∞

0
−stα−1e−s tα

α f(t)dt

= [0 − f(0)] + s
∫ ∞

0
e−s tα

α f(t)tα−1dt

= sFα(s) − f(0).

Alors : Lα{Dαf(t)}(s) = sFα(s) − f(0), ∀s > 0.

Le résultat suivant présente la relation entre la transformation de Laplace usuelle et la

transformation de Laplace conformable.

Théorème 2.9. [4][22] Soit f : [0, +∞[→ R et α ∈]0, 1]. Pour tout S > 0, on a :

Lα{f(t)}(s) = L{f((αt) 1
α )}(s),

où L est la transformation de Laplace usuelle définie par :

F(s) = L{f(t)}(s) =
∫ +∞

0
e−stf(t)dt

Démonstration. Soit f : [0, +∞[→ R, et α ∈]0, 1]. Pour s > 0, on a d’après définition 2.4 :

Lα{f(t)}(s) =
∫ ∞

0
e−s tα

α f(t)tα−1dt,
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on pose : v = tα

α
, alors :

Fα(s) =
∫ ∞

0
e−svf((αv) 1

α )dv = L{f((αv) 1
α )}(s).

Théorème 2.10. [22] Soit f : [0, +∞[→ R pour tout a, p ∈ R et 0 < α ≤ 1. Si

Fα(s) = Lα{f(t)}(s) existe pour tout s > 0, alors :

(i) Lα{c}(s) = c

s
, s > 0.

(ii) Lα{tp}(s) = α
p
α

Γ(1 + p
α
)

s1+ p
α

, s > 0.

(iii) Lα{e
atα

α }(s) = 1
s − a

, s > a.

(iv) Lα{sin(atα

α
)}(s) = a

s2 + a2 , s > 0.

(v) Lα{cos(atα

α
)}(s) = s

s2 + a2 , s > 0.

(vi) Lα

{
sinh(atα

α
)
}

(s) = a

s2 − a2 , s >|a|.

(vii) Lα{cosh(atα

α
)}(s) = s

s2 − a2 , s >|a|.

Théorème 2.11. [4][22] Soit f, g : [0, +∞[→ R, λ, µ, a ∈ R et 0 < α ≤ 1. Si

Fα(s) = Lα{f(t)}(s) existe pour tout s > 0, alors :

1. Lα{λf(t) + µg(t)}(s) = λFα(s) + µGα, s > 0.

2. Lα{e−a tα

α f(t)}(s) = Fα(s + a), s >|a|.

3. Lα{Iαf(t)}(s) = Fα(s)
s

, s > 0.

4. Lα

{
tnα

αn
f(t)

}
(s) = (−1)n dn

dsn
Fα(s), s > 0.

5. Lα{(f∗g)(t)}(s) = Fα(s)Gα(s), s > 0. Avec f∗g est le produit de convolution du

f et g.
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Démonstration. Soient f, g : [0, +∞[→ R et 0 < α ≤ 1.

2. D’après le Théorème 2.9, on a :

Lα

{
e−a tα

α f(t)
}

= L
{

e
−a
α

(αt)α· 1
α f(αt) 1

α

}
= L

{
e−atf(αt) 1

α

}
= L

{
f(αt) 1

α

}
|s→s+a = Fα(s + a).

3. D’après le Théorème 2.8, on trouve :

Lα

{
DαIαf(t)

}
(s) = sLα{Iαf(t)} − Iαf(0).

Comme Iαf(0) = 0, donc :

Fα(s) = sLα{Iαf(t)}(s), Lα{Iαf(t)}(s) = Fα

s
.

4. D’après le Théorème 2.9, on a :

Lα

{
tnα

αn
f(t)

}
(s) = L

{(αt)nα· 1
α

αn
f(αt) 1

α

}
(s) = L

{
tnf(αt) 1

α

}
(s) = (−1)n dn

dsn
Fα(s).

5. D’après le Théorème 2.9, on a :

Lα{(f∗g)(t)} = L
{

(f∗g)(αt) 1
α

}
(s) = L{f(αt) 1

α }(s)L{g(αt) 1
α }(s) = Fα(s)Gα(s).

Théorème 2.12. [1] Soit f : [a, +∞[→ R et α ∈]0, 1]. Pour tout s > 0, on a :

La
α{e−k

(t−a)α

α f(t)}(s) = L{e−ktf(a + (αt) 1
α )}(s).

Exemple 2.2. Soit f : [0, +∞[→ R. Pour 0 < α ≤ 1 et s > 0, on a :

La
α{e−k

(t)α

α sin(tα

α
)}(s) = L{e−kt sin t}(s) = 1

(s + k)2 + 1 .
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Dans l’exemple suivant, on utilise la transformation de Laplace conformable pour trouver la

solution d’une équation différentielle fractionnaire conformable.

Exemple 2.3. [1] Considérons le problème suivant :

Da
αy(t) = λy(t), y(a) = y0, t > a,

tel que y(t) est différentiable sur ]a, +∞[ et 0 < α ≤ 1.

On applique La
α et on utilise Théorème 2.8, on a :

La
α{Da

αy(t)}(s) = λLa
α{y(t)}(s) ⇐⇒ sLa

α{y(t)}(s) − y(a) = λLa
α{y(t)}(s)

⇐⇒ (s − λ)La
α{y(t)}(s) = y0

⇐⇒ La
α{y(t)}(s) = y0

s − λ
,

d’après Théorème 2.10, alors :

y(t) = y0e
λ

(t−a)α

α .
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CHAPITRE 3

PROBLÈME AUX LIMITES EN TROIS POINTS VIA LA

DÉRIVÉE FRACTIONNAIRE CONFORMABLE

Dans ce chapitre on s’intéresse à étudier et détailler le travail fait en [5], où un problème aux

limite en trois points via la dérivée conformable est étudié. Des résultats d’existence et d’unicité

sont établis en utilisant la méthode du point fixe.

3.1 Présentation du problème

Considérons le problème suivant [5] :

 Dα(D + λ)x(t) = f(t, x(t)), t ∈ [0, 1],

x(0) = 0, x′(0) = 0, x(1) = βx(η). β ∈ R, λ > 0, η ∈ (0, 1),
(3.1)

où Dα est la dérivée fractionnaire conformable pour 1 < α ≤ 2, D est la dérivée ordinaire, et

f : [0, 1] × R → R est une fonction continue.

Rappelons que la dérivée conformable d’ordre 1 < α ≤ 2 (d’après Définition 1.5) de la fonction

x est donnée par la formule :

Da
αx(t) = lim

ε→0

x(⌈α⌉−1)(t + εt⌈α⌉−α) − x(⌈α⌉−1)(t)
ε

= lim
ε→0

x(2−1)(t + εt2−α) − x(2−1)

ε

= lim
ε→0

x′(t + ε(t − a)2−α) − x′(t)
ε

(car ⌈α⌉ = 2).
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Notons aussi que l’intégrale conformable de x dans le cas où 1 < α ≤ 2 est donnée par (voir

Définition 2.2) :

Iαf(t) = I2(tα−⌈α⌉x)(t)

=
∫ t

0

∫ t1

0
sα−2f(s)dsdt1

=
∫ t

0
sα−2(t − s)f(s)ds.

(3.2)

Lemme 3.1. [5] Soit 1 < α ≤ 2 et x une fonction continue qu’est définie sur la domaine de Iα,

alors DαIαx(t) = x(t) pour t ≥ 0.

Démonstration. Soit x une fonction continue, alors Iαx(t) est deux fois différentiables.

D’après (Proposition 1.3), on a :

Dα(Iαx)(t) = t2−α d2

dt2

∫ t

0

∫ t1

0
x(s)sα−2dsdt1

= t2−α d

dt

∫ t

0
x(s)sα−2ds

= t2−αx(t)tα−2

= x(t).

En utilisant Proposition 2.5, on peut déduire le résultat suivant :

Lemme 3.2. [5] Soit 1 < α ≤ 2 et x : (1, 2] → R α-différentiable, alors Dαx(t) = 0 si et

seulement si :

x(t) = c1t + c2,

avec c1, c2 ∈ R.
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3.2 La résolution du problème linéaire

Avant de traiter le cas non linéaire (3.1), commençons par étudier le problème linéaire suivant :

 Dα(D + λ)x(t) = σ(t), t ∈ [0, 1],

x(0) = 0, x′(0) = 0, x(1) = βx(η). β ∈ R, λ > 0, η ∈ (0, 1),
(3.3)

avec 1 < α ≤ 2 et σ ∈ C ([0, 1]).

Proposition 3.1. [5] On suppose que :

β ̸= λ + eλ − 1
λη + e−λη − 1.

Alors, le problème (3.2) admet une solution unique donnée par :

x(t) =
∫ t

0
e−λ(t−s)

(∫ s

0
σ(u)uα−2(s − u)du

)
ds + A(t)

[
β

∫ η

0
e−λ(η−s)

(∫ s

0
σ(u)uα−2(s − u)du

)
ds

−
∫ 1

0
e−λ(1−s)

(∫ s

0
σ(u)uα−2(s − u)du

)
ds

]
,

telles que A(t) = 1
∆(λt + e−λt − 1), ∆ = λ + e−λ − 1 − β(λη + e−λη − 1).

Démonstration. Soit x une fonction continue et σ ∈ C ([0, 1]). On a :

Dα(D + λ)x(t) = σ(t), (3.4)

en appliquant l’opérateur Iα sur l’équation (3.4), d’après Lemme 3.2 on obtient :

(D + λ)x(t) = Iασ(t) + c1t + c2. (3.5)

On pose y(t) = eλtx(t), alors x(t) = y(t)e−λt et on a :

Dx(t) = Dy(t)e−λt − λe−λty(t).

Dx(t) + λx(t) = (Dy(t)e−λt) − λe−λty(t) + λe−λt

= Dy(t)e−λt.

Donc :

(D + λ)x(t) = Dy(t)e−λt ⇔ Dy(t) = (D + λ)x(t)eλt.
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Alors l’équation (3.5) est équivalente à :

Dy(t) = (Iασ(t) + c1t + c2)eλt. (3.6)

On intègre l’équation (3.6) sur l’intervalle [0, t], on obtient :

∫ t

0
Dy(t)ds = y(t) − y(0) ⇐⇒

∫ t

0
(Iασ(t) + c1t + c2)eλtds = y(t) − y(0).

On pose y(0) = c3, alors :

y(t) =
∫ t

0

(
Iασ(s) + c1s + c2

)
eλsds + c3

=
∫ t

0
eλsIασ(s)ds + c1

∫ t

0
seλsds + c2

∫ t

0
eλsds + c3.

(3.7)

Comme :
K =

∫ t

0
eλssds

=
[

s

λ
eλs

]t

0
− 1

λ2 [eλs]t0

= t

λ
eλt − 1

λ2 eλt + 1
λ2 ,

M =
∫ t

0
eλsds

= 1
λ

[eλs]t0

= 1
λ

(eλt − 1),

alors :

y(t) = c1(
t

λ
eλt − 1

λ2 eλt + 1
λ2 ) + c2

λ
(eλt − 1) +

∫ t

0
eλsIασ(s)ds + c3.

Mais y(t) = eλtx(t), donc :

x(t) = e−λty(t)

= e−λt
[∫ t

0
eλsIασ(s)ds + c1(

t

λ
eλt − 1

λ2 eλt + 1
λ2 ) + c2

1
λ

(eλt − 1) + c3

]
= e−λt

∫ t

0
eλsIασ(s)ds + c1

λ2 (λt − 1 + e−λt) + c2

λ
(1 − e−λt) + c3e

−λt

=
∫ t

0
e−λ(t−s)Iασ(s)ds + c1

λ2 (λt − 1 + e−λt) + c2

λ
(1 − e−λt) + c3e

−λt.

D’après la formule (3.2), on a :

Iασ(s) =
∫ s

0
(s − u)uα−2σ(u)du,
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par conséquent :

x(t) = c1

λ2 (λt − 1 + e−λt) + c2

λ
(1 − e−λt) +

∫ t

0
e−λ(t−s)

(∫ s

0
σ(u)uα−2(s − u)du

)
ds + c3e

−λt.

D’après les conditions aux limites, on a : x(0) = 0, x′(0) = 0 donc c2 = c3 = 0.

Alors :

x(t) = c1

λ2 (λt − 1 + e−λt) +
∫ t

0
e−λ(t−s)

(∫ s

0
σ(u)uα−2(s − u)du

)
ds. (3.8)

On trouve alors que :

x(1) = c1

λ2 (λ − 1 + e−λ) +
∫ 1

0
e−λ(1−s)

(∫ s

0
σ(u)uα−2(s − u)du

)
ds, (3.9)

βx(η) = β
[

c1

λ2 (λη − 1 + e−λη) +
∫ η

0
e−λ(η−s)

(∫ s

0
σ(u)uα−2(s − u)du

)
ds

]
. (3.10)

La condition au limites x(1) = βx(η) donne :

c1

λ2

(
(λ − 1 + e−λ) − β(λη − 1 + e−λη)

)
= β

∫ η

0
e−λ(η−s)

(∫ s

0
σ(u)uα−2(s − u)du

)
ds

−
∫ 1

0
e−λ(1−s)

(∫ s

0
σ(u)uα−2(s − u)du

)
ds.

Il s’ensuit que :

c1 = λ2(
(λ − 1 + e−λ) − β(λη − 1 + e−λη)

)
[
β

∫ η

0
e−λ(η−s)

(∫ s

0
σ(u)uα−2(s − u)du

)
ds −

∫ 1

0
e−λ(1−s)

(∫ s

0
σ(u)uα−2(s − u)du

)
ds

]
.

Comme ∆ = (λ − 1 + e−λ) − β(λη − 1 + e−λη) ̸= 0, car on a supposé que : β ̸= λ − 1 + e−λ

λη − 1 + e−λη
,

l’équation (3.8) devient :

x(t) = 1
∆

[
β

∫ η

0
e−λ(η−s)

(∫ s

0
σ(u)uα−2(s − u)du

)
ds −

∫ 1

0
e−λ(1−s)

(∫ s

0
σ(u)uα−2(s − u)du

)
ds

]
(λt − 1 + e−λt) +

∫ t

0
e−λ(t−s)

(∫ s

0
σ(u)uα−2(s − u)du

)
ds.

Si note A(t) = λt − 1 + e−λt

∆ , on obtient :

x(t) =
∫ t

0
e−λ(t−s)

(∫ s

0
σ(u)uα−2(s − u)du

)
ds

+ A(t)
[
β

∫ η

0
e−λ(η−s)

(∫ s

0
σ(u)uα−2(s − u)du

)
ds −

∫ 1

0
e−λ(1−s)

(∫ s

0
σ(u)uα−2(s − u)du

)
ds

]
.
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3.3 L’étude du problème non linéaire

Dans cette section, on va donner des résultats d’existence et d’unicité, en utilisant le théorème

du point fixe de Banach (voir l’annexe).

Soit C = C ([0, 1],R) l’ espace de Banach de toutes les fonctions continues sur l’intervalle

[0, 1] doté de la norme usuelle définie par ∥x∥ = sup{|x(t)|, t ∈ [0, 1]}.

D’après Proposition 1.1, notre problème au limites (3.1) est équivalent à :

x = T x, x ∈ C ([0, 1],R),

où T : C ([0, 1],R) → C ([0, 1],R) est défini par :

T x(t) =
∫ t

0
e−λ(t−s)

(∫ s

0
f(u, x(u))uα−2(s − u)du

)
ds

+ A(t)
[
β

∫ η

0
e−λ(η−s)

(∫ s

0
f(u, x(u))uα−2(s − u)du

)
ds

−
∫ 1

0
e−λ(1−s)

(∫ s

0
f(u, x(u))uα−2(s − u)du

)
ds],

(3.11)

où

A(t) = 1
∆(λt + e−λt − 1), ∆ = λ + e−λ − 1 − β(λη + e−λη − 1),

avec

β ̸= λ + eλ − 1
λη + e−λη − 1.

On constante que le problème (3.1) admet une solution unique si l’opérateur défini par (3.11)

admet un point fixe unique.
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Théorème 3.1. [5] Soit f : [0, 1] × R → R une fonction continue qui vérifie la condition

suivante :

| f(t, v) − f(t, w) |≤ L | v − w | ∀t ∈ [0, 1], v, w ∈ R,

tel que L > 0 est une constante de Lipschitz. Si B < 1/L, où :

B = 1 + A1[|β|ηα(1 − e−λη) + 1 − e−λ]
λα(α − 1) > 0,

avec

A1 = sup
t∈[0,1]

|A(t)|,

alors le problème (3.1) admet une solution unique.

Démonstration. •1ère étape :

On montre que T (Br) ⊂ Br, avec Br = {x ∈ C : ∥x∥ ≤ r} est une boule fermée tel que r > 0.

Soit M > sup{| f(t, 0) |: t ∈ [0, 1]} et on suppose que :

r >
MB

1 − LB
.

Donc pour tout x ∈ Br et t ∈ [0, 1] on pose :

T x(t) = J1(t) + A(t)[J2(t) − J3(t)], (3.12)

avec :

J1(t) =
∫ t

0
e−λ(t−s)

(∫ s

0
f(u, x(u))uα−2(s − u)du

)
ds

J2(t) = β
∫ η

0
e−λ(η−s)

(∫ t

0
f(u, x(u))uα−2(s − u)du

)
ds,

J3(t) =
∫ 1

0
e−λ(1−s)

(∫ t

0
f(u, x(u))uα−2(s − u)du

)
ds.
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Alors :

∥T x∥ = sup
t∈[0,1]

{
| J1(t) + A(t)[J2(t) − J3(t)]

}

≤ sup
t∈[0,1]

{| J1(t) |} + A1

[
sup

t∈[0,1]
{| J2(t) |} + sup

t∈[0,1]
{| J3(t) |}

]
.

(3.13)

On a :

sup
t∈[0,1]

{| J1(t) |} = sup
t∈[0,1]

{|
∫ t

0
e−λ(t−s)

(∫ s

0
f(u, x(u))uα−2(s − u)du

)
ds |}

= sup
t∈[0,1]

{|
∫ t

0
e−λ(t−s)

(∫ s

0
(f(u, x(u)) − f(u, 0) + f(u, 0))uα−2(s − u)du

)
ds |}

≤
∫ t

0
e−λ(t−s)

(∫ s

0
(| f(u, x(u)) − f(u, 0) | + | f(u, 0) |)uα−2(s − u)du

)
ds.

Utilisant le fait que : |f(u, x(u)) − f(u, 0)| ≤ Lr, on obtient que :

sup
t∈[0,1]

{| J1(t) |} ≤
∫ t

0
e−λ(t−s)

(∫ s

0
(Lr + M)uα−2(s − u)du

)
ds

≤ (Lr + M)
∫ t

0
e−λ(t−s)

(∫ s

0
uα−2(s − u)du

)
ds

≤ (Lr + M)
∫ t

0
e−λ(t−s)

[
suα−1

α − 1 − 1
α

uα
]s

0

≤ (Lr + M)
∫ t

0
e−λ(t−s)

(
sα

α(α − 1)

)
ds

≤ Lr + M

α(α − 1)e−λt
∫ t

0
eλssαds.

Mais pour tout t ∈ [0, 1] on a :

∫ t

0
eλssαds =

[
sα

λ
eλs

]t

0
−

∫ t

0

α

λ
eλssα−1ds

≤ tα

λ
eλt

≤ 1
λ

eλt,

car :

−
∫ t

0

αsα−1

λ
eλsds ≤ 0.
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Donc :

sup
t∈[0,1]

{| J1(t) |} ≤ Lr + M

α(α − 1)e−λt · 1
λ

eλt

≤ Lr + M

λα(α − 1) .

(3.14)

D’autre part, on a :

sup
t∈[0,1]

{|J2(t)|} = sup
t∈[0,1]

{|β
∫ η

0
e−λ(η−s)

(∫ t

0
f(u, x(u))uα−2(s − u)du

)
ds|}

= sup
t∈[0,1]

{|β
∫ η

0
e−λ(η−s)

(∫ t

0
(f(u, x(u)) − f(u, 0) + f(u, 0))uα−2(s − u)du

)
ds|}

≤ |β|
∫ η

0
e−λ(η−s)

(∫ s

0
(| f(u, x(u)) − f(u, 0) | + | f(u, 0) |)uα−2(s − u)du

)
ds.

(3.15)

Mais s, η ∈ [0, 1] tel que s ≤ η, donc sα ≤ ηα. Par conséquent :

∫ η

0
e−λ(η−s)sαds ≤ e−λη

∫ η

0
eλsηαds,

et comme :

e−λη.ηα.
∫ η

0
eλsds = e−λη.ηα.

[ 1
λ

eλη − 1
λ

]
= ηα

λ
(1 − e−λη).

(3.16)

Alors, d’une manière analogue au traitement de J1(t) on obtient :

sup
t∈[0,1]

{|J2(t)|} ≤ |β|
∫ η

0
e−λ(η−s)

(∫ s

0
(| f(u, x(u)) − f(u, 0) | + | f(u, 0) |)uα−2(s − u)du

)
ds

≤ |β| · (Lr + M)
∫ η

0
e−λ(η−s)

(
sα

α(α − 1)

)
ds

≤ |β|(Lr + M)
α(α − 1)

∫ η

0
e−λ(η−s) · ηαds

≤ |β|η
α(Lr + M)
λα(α − 1) (1 − e−λη).

(3.17)
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Finalement :

sup
t∈[0,1]

|J3(t)| = sup
t∈[0,1]

{|
∫ 1

0
e−λ(1−s)

(∫ t

0
f(u, x(u))uα−2(s − u)du

)
ds|}

= sup
t∈[0,1]

{|
∫ 1

0
e−λ(1−s)

(∫ t

0
(f(u, x(u)) − f(u, 0) + f(u, 0))uα−2(s − u)du

)
ds|}

≤
∫ 1

0
e−λ(1−s)

(∫ s

0
(| f(u, x(u)) − f(u, 0) | + | f(u, 0) |)uα−2(s − u)du

)
ds.

Comme s ∈ [0, 1], on a :

∫ 1

0
e−λ(1−s)sαds ≤ e−λ

∫ 1

0
eλsds

≤ e−λ
[ 1
λ

eλs
]1

0

≤ e−λ( 1
λ

eλ − 1
λ

)

≤ 1
λ

(1 − e−λ).

(3.18)

Il s’ensuit que :

sup
t∈[0,1]

|J3(t)| ≤ (Lr + M)
∫ 1

0
e−λ(1−s)

(
sα

α(α − 1)

)
ds

≤ (Lr + M)
α(α − 1)

∫ 1

0
e−λ(1−s)ds

≤ (Lr + M)
λα(α − 1)(1 − e−λ).

(3.19)

On conclut alors :

∥ T x ∥ ≤ sup
t∈[0,1]

{| J1(t) |} + A1

[
sup

t∈[0,1]
{| J2(t) |} + sup

t∈[0,1]
{| J3(t) |}

]

≤ Lr + M

λα(α − 1) + A1

[
|β|η

α(Lr + M)
λα(α − 1) (1 − e−λη) + (Lr + M)

λα(α − 1)(1 − e−λ)
]

≤ (Lr + M)
[1 + A1[|β|ηα(1 − e−λη) + 1 − e−λ]

λα(α − 1)

]
≤ (Lr + M)B ≤ r.

Donc T (Br) ⊂ Br.
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•2eme étape :

Montrons maintenant que T est une contraction.

Soit x, y ∈ C . Pour tout t ∈ [0, 1], on a :

∥ T x − T y ∥ = sup
t∈[0,1]

{| T x(t) − T y(t) |}

= sup
t∈[0,1]

{∣∣∣∣∫ t

0
e−λ(t−s)

(∫ s

0
f(u, x(u))uα−2(s − u)du

)
ds

+ A(t)
[
β

∫ η

0
e−λ(η−s)

(∫ s

0
f(u, x(u))uα−2(s − u)du

)
ds

−
∫ 1

0
e−λ(1−s)

(∫ s

0
f(u, x(u))uα−2(s − u)du

)
ds]

−
[∫ t

0
e−λ(t−s)

(∫ s

0
f(u, y(u))uα−2(s − u)du

)
ds

+ A(t)
[
β

∫ η

0
e−λ(η−s)

(∫ s

0
f(u, y(u))uα−2(s − u)du

)
ds

−
∫ 1

0
e−λ(1−s)

(∫ s

0
f(u, y(u))uα−2(s − u)du

)
ds]

]∣∣∣∣}
= sup

t∈[0,1]

{∣∣∣∣∫ t

0
e−λ(t−s)

(∫ s

0
(f(u, x(u)) − f(u, y(u)))uα−2(s − u)du

)
ds

+ A(t)
[
β

∫ η

0
e−λ(η−s)

(∫ s

0
(f(u, x(u)) − f(u, y(u)))uα−2(s − u)du

)
ds

−
∫ 1

0
e−λ(1−s)

(∫ s

0
(f(u, x(u)) − f(u, y(u)))uα−2(s − u)du

)
ds]

∣∣∣∣}.

(3.20)

Utilisant les calculs faits dans la 1ere étape, on obtient :

∥ T x − T y ∥ = sup
t∈[0,1]

{∣∣∣∣(f(u, x(u)) − f(u, y(u)))
[∫ t

0
e−λ(t−s)

(∫ s

0
uα−2(s − u)du

)
ds

+ A(t)
[
β

∫ η

0
e−λ(η−s)

(∫ s

0
uα−2(s − u)du

)
ds

−
∫ 1

0
e−λ(1−s)

(∫ s

0
uα−2(s − u)du

)
ds]

]∣∣∣∣}
≤ L ∥ x − y ∥

[∫ t

0
e−λ(t−s)

(∫ s

0
uα−2(s − u)du

)
ds

+ A(t)
[
β

∫ η

0
e−λ(η−s)

(∫ s

0
uα−2(s − u)du

)
ds

−
∫ 1

0
e−λ(1−s)

(∫ s

0
uα−2(s − u)du

)
ds]

]
≤ L ∥ x − y ∥

[ 1
λα(α − 1) + A1

[
|β| ηα

λα(α − 1)(1 − e−λη) + 1
λα(α − 1)(1 − e−λ)

]

≤ L ∥ x − y ∥
[1 + A1[|β|ηα(1 − e−λη) + 1 − e−λ]

λα(α − 1)

]
≤ BL ∥ x − y ∥ .

Comme B < 1/L, alors BL < 1. Donc T est une contraction.
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Les conditions du Théorème du point fixe de Banach (voir l’annexe) sont vérifiées, alors on

déduit que notre problème possède une solution unique.

Appliquons maintenant le théorème de Krasnoselskii (voir l’annexe), qui assure l’existence

d’au moins une solution de problème (3.1).

Présentons maintenant le résultat d’existence suivant :

Théorème 3.2. [5] Soit f : [0, 1] ×R → R une fonction continue qui vérifie les conditions

suivantes :

(H1) |f(t, v) − f(t, w)| ≤ L|v − w| pour tout t ∈ [0, 1], v, w ∈ R.

(H2) |f(t, v)| ≤ µ(t), pour tout (t, v) ∈ [0, 1] × R avec µ ∈ C .

Alors, le problème (3.1) admet au moins une solution dans C si :

LA1
| β | ηα(1 − e−λη) + (1 + e−λ)

λα(α − 1) < 1. (3.21)

Démonstration. Soit ∥µ∥ = supt∈[0,1]|µ(t)|, r un réel positif tel que :

r ≥ 1 + A1[| β | ηα(1 − e−λη) + (1 + e−λ)]
λα(α − 1) ∥µ∥,

et Br la boule fermée définie par Br = {x ∈ C : ∥x∥ ≤ r}.

Pour x, y ∈ Br, soit T1 et T2 deux opérateurs définis sur Br par :

T1x(t) =
∫ t

0
e−λ(t−s)

(∫ s

0
f(u, x(u))uα−2(s − u)du

)
ds, (3.22)

T2y(t) = A(t)
[
β

∫ η

0
e−λ(η−s)

(∫ s

0
f(u, y(u))uα−2(s − u)du

)
ds

−
∫ 1

0
e−λ(1−s)

(∫ s

0
f(u, y(u))uα−2(s − u)du

)
ds

]
.

(3.23)
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1ére étape :

On commence par vérifier la condition (i) du Théorème 3.5. Soit x, y ∈ Br, on a :

∥T1x + T2y∥ = sup
t∈[0,1]

|T1x(t) + T2y(t)|

= sup
t∈[0,1]

{∣∣∣∣∫ t

0
e−λ(t−s)

(∫ s

0
f(u, x(u))uα−2(s − u)du

)
ds

+ A(t)
[
β

∫ η

0
e−λ(η−s)

(∫ s

0
f(u, y(u))uα−2(s − u)du

)
ds

−
∫ 1

0
e−λ(1−s)

(∫ s

0
f(u, y(u))uα−2(s − u)du

)
ds

]∣∣∣∣}
≤ sup

t∈[0,1]

(∫ t

0
e−λ(t−s)

(∫ s

0
| f(u, x(u)) | uα−2(s − u)du

)
ds

)

+ sup
t∈[0,1]

(
| A(t) |

[
| β |

∫ η

0
e−λ(η−s)

(∫ s

0
f(u, y(u))uα−2(s − u)du

)
ds

−
∫ 1

0
e−λ(1−s)

(∫ s

0
| f(u, y(u)) | uα−2(s − u)du

)
ds

])
.

(3.24)

Utilisant l’hypothèse (H2) et les calculs faits dans la démonstration du Théorème 3.1, on obtient :

sup
t∈[0,1]

|T1x(t) + T2y(t)| ≤ ∥µ∥
(∫ t

0
e−λ(t−s)(

∫ s

0
uα−2(s − u)du)ds

+ A1

[
| β |

∫ η

0
e−λ(η−s)(

∫ s

0
uα−2(s − u)du)ds −

∫ s

0
e−λ(1−s)(

∫ s

0
uα−2)(s − u)du)ds

])
≤ ∥µ∥

( 1
λα(α − 1) + A1

[
| β | ηα(1 − e−λη)

λα(α − 1) + 1 − e−λ

λα(α − 1)

])

≤
1 + A1

[
| β | ηα(1 − e−λη) + (1 − e−λ)

]
λα(α − 1) ∥µ∥.

(3.25)

Le choix de la constante r implique que :

∥T1x + T2y∥ ≤
1 + A1

[
| β | ηα(1 − e−λη) + (1 − e−λ)

]
λα(α − 1) ∥µ∥ ≤ r. (3.26)

Ainsi, T1x + T2y ∈ Br. Alors l’hypothèse (i) du Théorème 3.5 est satisfaite.

2ème étape :

Vérifions maintenant que T1 est compact sur Br. Soit x, y ∈ Br, d’après la preuve du

Théorème 3.1 on a :

∥T2x − T2y∥ ≤ L
1 + A1

[
| β | ηα(1 − e−λη) + (1 − e−λ)

]
λα(α − 1) ∥x − y∥. (3.27)
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Comme L
1 + A1

[
| β | ηα(1 − e−λη) + (1 − e−λ)

]
λα(α − 1) < 1 d’après l’hypothèse (3.21), on déduit que

T2 est une contaction.

3éme étape :

Montrons maintenant que l’opérateur T1 est continu.

Soit (xn)n une suite de Br telle que xn → x dans Br. Donc pour ε > 0 donné, il existe N tel

que ∥xn − x∥ ≤ ε quand n > N .

On a :

|T1xn(t) − T1x(t)| ≤
∫ t

0
e−λ(t−s)

(∫ s

0
|f(u, xn(u)) − f(u, x(u))| · uα−2(s − u)du

)
ds

≤ L

λα(α − 1)∥xn − x∥.

Donc :

∥T1xn − T1x∥ ≤ L

λα(α − 1)ε,

ce qui montre que T1 est continu.

Afin de montrer que T1 est un opérateur compact, on utilise le Théorème d’Arzelè-Ascoli (voir

l’annexe).

Donc de il suffit de montrer que T1 est uniformément borné sur Br et que T1(Br) est équicontinue,

on a :

∥T1x∥ = sup
t∈[0,1]

|T1x(t)|

= sup
t∈[0,1]

∫ t

0
e−λ(t−s)

(∫ s

0
f(u, x(u))uα−2(s − u)du

)
ds


≤ ∥µ∥

(∫ 1

0
e−λ(1−s)(

∫ s

0
uα−2(s − u)du)ds

)
≤ ∥µ∥

(∫ 1

0
e−λ(1−s)( sα

α(α − 1))ds
)

≤ ∥µ∥
α(α − 1)

∫ 1

0
e−λ(1−s)sαds

≤ ∥µ∥ 1 − e−λ

λα(α − 1) .

Donc, T1 est uniformément borné sur Br. Soit Ω = [0, 1] × Br. on définit Mr = sup(t,x)∈Ω |

f(t, x) | (qui est fini car f est continue sur le compact [0, 1] × Br). Soit 0 ≤ t2 < t1 ≤ 1, on a :
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| T1x(t1) − T1x(t2)| = |
∫ t1

0
e−λ(t1−s)

(∫ s

0
f(u, x(u))uα−2(s − u)du

)
ds

−
∫ t2

0
e−λ(t2−s)

(∫ s

0
f(u, x(u))uα−2(s − u)du

)
ds|

= |
∫ t2

0
e−λ(t1−s)

(∫ s

0
f(u, x(u))uα−2(s − u)du

)
ds

+
∫ t1

t2
e−λ(t1−s)

(∫ s

0
f(u, x(u))uα−2(s − u)du

)
ds

−
∫ t2

0
e−λ(t2−s)

(∫ s

0
f(u, x(u))uα−2(s − u)du

)
ds|

= |
∫ t2

0
(e−λ(t1−s) − e−λ(t2−s))

(∫ s

0
f(u, x(u))uα−2(s − u)du

)
ds

+
∫ t1

t2
e−λ(t1−s)

(∫ s

0
f(u, x(u))uα−2(s − u)du

)
ds|

≤ |
∫ t2

0
(e−λ(t1−s) − e−λ(t2−s))

(∫ s

0
f(u, x(u))uα−2(s − u)du

)
ds|

+ |
∫ t1

t2
e−λ(t1−s)

(∫ s

0
f(u, x(u))uα−2(s − u)du

)
ds| .

D’une part on a :

I = |
∫ t2

0
(e−λ(t1−s) − e−λ(t2−s))

(∫ s

0
f(u, x(u))uα−2(s − u)du

)
ds|

≤ Mr|
∫ t2

0
(e−λ(t1−s) − e−λ(t2−s))

(∫ s

0
uα−2(s − u)du

)
ds|

≤ Mr

α(α − 1)

(∫ t2

0
(e−λ(t1−s) − e−λ(t2−s))sαds

)
≤ Mr

α(α − 1)

(∫ t2

0
e−λ(t1−s)sαds −

∫ t2

0
e−λ(t2−s))sαds

)
,

(3.28)

d’après l’équation (3.16), donc :

I ≤ Mr

α(α − 1) |
(

e−λt1
∫ t2

0
eλssαds − e−λt2

∫ t2

0
eλssαds

)
|

≤ Mr

λα(α − 1) |
(

(e−λt1 − e−λt2)
∫ t2

0
eλssαds

)
|

≤ Mr

λα(α − 1) |
(

(e−λt1 − e−λt2) 1
λ

eλt2

)
|

≤ Mr

λα(α − 1) |(e−λ(t1−t2) − 1)|,

(3.29)
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II = |
∫ t1

t2
e−λ(t1−s)

(∫ s

0
f(u, x(u))uα−2(s − u)du

)
ds|

≤ Mr|
(∫ t1

t2
e−λ(t1−s)

(∫ s

0
uα−2(s − u)du

)
ds

)
|

≤ Mr

α(α − 1) |
(∫ t1

t2
e−λ(t1−s)sαds

)
|

≤ Mr

α(α − 1) |(
∫ t1

t2
eλssαds)|

≤ Mr

λα(α − 1) |(1 − e−λ(t1−t2))|,

(3.30)

alors d’après l’équation (3.29) et (3.30), on obtient :

| T1x(t1) − T1x(t2)| ≤ Mr

λα(α − 1) |(e−λ(t1−t2) − 1)| + Mr

λα(α − 1) |(1 − e−λ(t1−t2))|

≤ 2Mr

λα(α − 1) |1 − e−λ(t1−t2)|.
(3.31)

Qui est indépendante de x et tend vers zéro lorsque t2 → t1. Donc T1(Br) est équicontinue.

Appliquant le Théorème d’Arzelà-Ascoli (voir l’annexe) , on déduit que T1(Br) est relativement

compact dans C . Ceci implique que T1 est un opérateur compact.

Alors les conditions du Théorème Krasnoselkii (voir l’annexe) sont vérifiées et par conséquent

notre problème possède au moins une solution.

Exemple 3.1. Considérons le problème suivant :

 D 5
3
(D + 4)x(t) = L(t3 + e5t + sin x(t)), t ∈ [0, 1]

x(0) = 0; x′(0) = 0; x(1) = x(1
2).

(3.32)

On a alors : f(t, v) = L(t3 + e5t + sin v), α = 5
3 , λ = 4, η = 1/2 et β = 1.

On a :

|f(t, v) − f(t, w)| = L|sin v − sin w|. (3.33)

En effet, d’après le Théorème des accroissements finis, il existe c ∈ [v, w] tel que :

sin v − sin w = (v − w) sin′(c) = (v − w) cos(c), (3.34)

et comme |cos(c)| ≤ 1, alors :

|sin v − sin w| ≤ |v − w|.
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D’autre part, on a :

A1 = sup
t∈[0,1]

|A(t)|

= sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣ λt − 1 + e−λt

λ + e−λ − 1 − β(λη + e−λη − 1)

∣∣∣∣
= 4 + e−4 − 1

4 + e−4 − 1 − (2 + e−2 − 1)

≈ 1.6029,

B =
1 + A1

(
| β | ηα(1 − e−λη) + 1 − e−λ

)
λα(α − 1)

=
1 + A1

(
(1/2) 5

3 (1 − e−2) + 1 − e−4
)

4.4444
≈ 0.7283,

choisissons L tel que L < 1/B donc L < 1.3731.

Les conditions de Théorème 3.1 sont vérifiées, alors le problème (3.32) possède une solution

unique.
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ANNEXE

Dans cette annexe, on introduit quelques théorèmes qui sont utilisés dans ce mémoire.

Théorème 3.3 (Théorème du point fixe de Banach (1922)). [19] Soit (E, d) un espace

métrique, complet non vide et T : E → E une application contractante

d(T x, T y) ≤ k d(x, y), 0 < k < 1,

avec la constante de contraction k, alors T a un point fixe unique dans E.

Théorème 3.4 (Arzelà-Ascoli). [9] Soit K un compact de Rn. L’ensemble C(K,R) est

muni de la norme ∥f∥ = supx∈K |f(x)|.

Soit M une partie équicontinue de C (K,R) telle que l’ensemble {f(x), f ∈ M} soit borné

pour tout x ∈ K. Alors M relativement compact dans C (K,R)

Théorème 3.5 (Théorème du point fixe de Krasnoselskii (1955)). [5] Soit N un ensemble

non vide, fermé et convexe d’un espace de Banach X. Soit T1 et T2 deux opérateurs de

N tels que :

(i) T1x + T2y ∈ N , x, y ∈ N .

(ii) T1 est compact et continu.

(iii) T2 est une contraction.

Alors, il existe z ∈ N tel que z = T1z + T2z.
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