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Introduction

Le théoreme d’Arzela-Ascoli, ou le théoréme d’Ascoli, est un théoreme fondamental en analyse
fonctionnelle qui permet de caractériser les ensembles relativement compacts dans ’espace des
fonctions continues. Notons que ’espace des fonctions continues est un espace de dimension
infinie, donc les ensembles bornés ne sont pas nécessairement relativement compacts comme
dans le cas de dimension finie. Une forme faible de ce théoréme a été prouvée par Ascoli
(1883-1884), qui a établi la condition suffisante pour la compacité, et par Arzela (1895), qui a
établi la condition nécessaire et a donné la premiere présentation claire du résultat. Ce théoreme
possede des applications en plusieurs domaines de mathématiques : analyse fonctionnelle, les

équations différentielles, analyse complexe. . . etc.

L’objectif de ce travail est d’étudier le théoreme d’Arzela-Ascoli. On présente ce théoreme
fondamental dans le cas des espaces métriques, ainsi que quelques de ses applications et on
I'étudie pour un espace quasi-métrique, appelé aussi espace métrique asymétrique (ces espaces

sont définis comme les espaces métriques, mais sans la condition de la symétrie d(x, y) = d(y, x)).

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Dans le premier chapitre on commence par
rappelle de quelques définitions, notions et propriétés comme convergence, continuité, compacité
et complétude dans le cadre des espaces métriques. Dans le deuxieme chapitre, on expose
quelques concepts dans le contexte de I'espace des fonctions continues comme la convergence
uniforme, 1’équicontinuité et I’équicontinuité uniforme. Le théoréeme d’Ascoli pour les espaces
métriques et quelques de ses applications sont aussi étudiés le dernier chapitre est consacré
au théoreme d’Ascoli pour les espaces quasi-métriques. Afin de présenter ce théoréme et sa
démonstration, on donne les notions de convergence, continuité, compacité, complétude et

équicontinuité dans le cadre de ce type d’espaces.



CHAPITRE
Préliminaires

Dans ce chapitre on donne les notions de base d'un espace métrique et d’un espace vectoriel

normeé.

1.1 Espaces métriques
Définition 1.1.1. Soit X un ensemble. On dit qu’une application d : X x X — R est une
distance sur X si les trois propriétés suivantes sont vérifiées :
i) symétrie : pour tout (x,y) € X2, on a d(z,y) = d(y,z),
i) positivité : pour tout (z,y) € X2, on a d(x,y) >0 et d(z,y) =0 si et seulement si x =y,
iii) inégalité triangulaire : pour tout (z,y,z) € X3, on a d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2).
Le couple (X,d) est alors appelé espace métrique.
Exemple 1.1.1.

1. Sur R la distance usuelle est définie par : d(x,y) = |z — y|.

2. Si X un ensemble quelconque, on définit une distance sur X en posant

0, st =y
1, si x#y.

Définition 1.1.2. On dit qu’'une partie A d’un espace métrique (X,d) est bornée s’il existe

x € X, et un réel positif M tels que
Va € A, d(a,z) < M.

Définition 1.1.3. Soit A et B deux parties non vides de ’espace métrique (X,d) et z € X.
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— Le réel positif

d(xz, A) 9 igg d(x,a),

est appelé distance de x a [’ensemble A.

— Le réel positif
d(A, B) ¥ int{d(a,b)/(a,b) € A x B},

est appelé distance de A a B.

Définition 1.1.4. Soit (X, d) un espace métrique et Y une partie de X. La restriction de la

fonction d a l’ensemble Y XY est une distance sur'Y appelée distance induite.

1.1.1 Topologie des espaces métriques
Dans tout espace métrique, la distance permet de définir des boules.

Définition 1.1.5. Soit (X, d) un espace métrique, xo un élément de X et r un réel positif.

— L’ensemble Bx (xg,r) Sy {z € X, d(xg,x) <r} (noté aussi B (xg,r) ) est appelé boule
ouverte de centre xqy et de rayon r.

— L’ensemble Bx (z9,7) o {z € X, d(zo,z) <7} (noté aussi B (xg,r) ) est appelé boule
fermée de centre xq et de rayon r.

— L’ensemble Sx (xo,7) =4 {z € X, d(xg,z) =1} (noté aussi S (xo,r) ) est appelé sphére

de centre xq et de rayon r.

Définition 1.1.6. Un sous-ensemble Q0 d’un espace métrique (X, d) est dit ouvert si pour tout

x € Q il existe r > 0 tel que Bx(z,7) C Q.

Définition 1.1.7. (Suites convergentes) [5]
On dit qu'une suite (x,),.y converge vers une limite x dans [’espace métrique (X, d) si et

seulement st on a
Ve >0, dng € N tel que Vn = ng alors d(z,,z) < e.

Si la limite d’une suite existe, elle est nécessairement unique.

Définition 1.1.8. (Valeur d’adhérence) [5]

Soient (Tn), ey une suite d’éléments d’un espace métrique (X,d) et a un point de X. On dit

que a est une valeur d’adhérence de (x,,), si:
Ve >0, Yng € N, In > ng tel que d(x,,a) <e.

7



1.1. ESPACES METRIQUES

Remarque 1.1.1. Dans un espace métrique, l’adhérence A d’une partie A, qui est le plus petit

fermé contenant A, et donc l’ensemble des limites des suites convergentes d’éléments de A.

Proposition 1.1.1. [§] Soit (x,), .y une suite de points de l'espace métrique (X, d). Alors a

est valeur d’adhérence de (1), oy Si et seulement si il eviste une suite extraite (.%(n)) qui

neN
converge vers a.

1.1.2 Continuité dans les espaces métriques

Dans un espace métrique, I’ensemble des boules ouvertes centrées en un point constitue une
base de voisinages de ce point.
En conséquence, une fonction f définie sur une partie A d’un espace métrique (X, d;) et a

valeurs dans un espace métrique (X, dy) est continue en z € A si et seulement si on a :
Ve>0,30>0, Vye XiNA, di(z,y) <= da(f(z), f(y)) < e.

Proposition 1.1.2. [7] Une application entre deux espaces métriques est continue en un point
si et seulement si elle est séquentiellement continue en ce point. i.e :

Si (Ty)nen une suite qui converge vers x € X alors f(x,) converge vers f(z).

Nous avons vu que pour une application f : (X7, d;) — (X, ds) entre deux espaces métriques,

la continuité en tout point est caractérisée de la fagon suivante :
Ve >0, Vo € Xy, 30(X,¢e), Yy € X1, di(x,y) < 0 = da(f(x), f(y)) < e.

On peut définir une notion plus forte de continuité appelée continuité uniforme :

Définition 1.1.9. On dit qu’une application f : X1 — Xy entre deux espaces métriques (X1, dy)

et (Xa,ds) est uniformément continue si l'on a :
Ve >0, 30 >0, Vo € Xy, Yy € Xy, di(z,y) <d = da(f(x), f(y)) <e.

Définition 1.1.10. Soit k un réel positif. Une application f entre deux espaces métriques

(X1,dy) et (Xo,dy) est dite lipschitzienne de rapport k si

V(.%,y) € Xy X Xl? dg(f(l’),f(@/)) < k'd1<l',y)

Remarque 1.1.2. On a si f: X — Y est lipschitzienne alors elle est uniformément continue

et si elle est uniformément continue alors elle est continue sur X :

f lipschitzienne =— [ wuniformément continue =—> f continue.
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En revanche les réciproques de ces résultats ne sont pas toujours vraies. On note de plus, que les
propriétés de continuité, d’uniforme continuité et lipschitzienne sont invariantes par changement

de distances en une distance équivalente.
Exemple 1.1.2. Dans R™ muni de la valeur absolue, on ales fonctions suivantes :
1. f(x) =bx + 7 est lipschitzienne de rapport 5.

2. g(x) = \/x est uniformément continue mais pas lipschitzienne.

3. h(z) = x?* est continue mais elle est ni uniformément continue ni lipschitzienne.

1.1.3 Compacité dans les espaces métriques

Définition 1.1.11. On dit qu’un espace E est compact si de tout recouvrement ouvert de E
on peut extraire un sous-recouvrement fini, ou bien :

V (%),e; une famille d’ouverts telle que U;er Qi = E, 3J C I, avec J fini, tel que U;jc; 4 = E
1€ J.

En général, la continuité uniforme est une notion strictement plus forte que la continuité.
Le théoreme suivant établit que dans un espace métrique compact, la continuité implique la

continuité uniforme.

Théoréme 1.1.1. (de Heine)
Soit (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques. Supposons (X, dx) compact. Alors toute fonction

continue de X wvers 'Y est uniformément continue sur X.

Preuve : Fixons € > 0. Par définition de la continuité, pour chaque = € X, il existe n, > 0

tel que
€
Par compacité de X, on peut trouver un nombre fini de points 1, -,y tels que

N 1
X C U Bx (l’k,xk>
k=1 2

Posons 7 = min <<y 7,,. Pour tout couple (x,y) tel que dx(z,y) < 4, on peut trouver un

indice k tel que x et y soient dans By (2,7, ). On a alors

dy (f(x), f(y)) < dy (f(2), [ (xx)) +dy (f (2x), fy)) <e,

d’ou la continuité uniforme. [ |
Dans les espaces métriques, la compacité peut se caractériser a 'aide de suites. Ce fait

fondamental est I'objet du théoreme ci-dessous.



1.1. ESPACES METRIQUES

Théoréme 1.1.2. (de Bolzano-Weierstrass) [1]
Un espace métrique (X, d) est compact si et seulement si toute suite d’eléments de X admet

une sous-suite convergente.

Définition 1.1.12. On dit qu’une partie A d’un espace métrique X est relativement compacte

si son adhérence A est compacte.

Corollaire 1.1.1. [3] Soit (X,d) un espace métrique. Une partie A de X est relativement
compacte si et seulement si de toute suite d’eléments de A, on peut extraire une sous-suite qui

converge dans X.

Corollaire 1.1.2. /9] Dans un espace métrique, toute partie relativement compacte est bornée

et toute partie compacte est fermée bornée.

Théoréme 1.1.3. [7] Le produit cartésien d’espaces métriques compacts est un espace métrique

compact.

Définition 1.1.13. (Séparabilité)
Un espace métrique (X, d) est séparable s’il existe une partie A de X qui soit a la fois dénombrable

et dense dans X.

Proposition 1.1.3. Tout espace métrique compact est séparable.

1.1.4 Espaces précompacts

Définition 1.1.14. (Espace précompact)
On dit qu’un espace métrique (X, d) est précompact si, pour tout € > 0, on peut le recouvrire
par un nombre fini de boules de rayon e, i.e s’il existe un nombre fini de points x1,...,x, € X

tels que

X =J B(x;,¢).

=1

Proposition 1.1.4. [/] Soit (X, d) un espace métrique, on a les propriétés suivantes :
1. 8i (X, d) est compact, alors il est précompact.
2. Si (X, d) est précompact, alors toute suite de points de X admet une sous-suite de Cauchy.

3. Si (X,d) est complet et précompact, alors (X,d) est compact.

Corollaire 1.1.3. [/] Soit (X, d) un espace métrique et A une partie de X.

1. Le sous-espace (A, d) est précompact si et seulement si, pour tout € > 0, on peut recouvrir

A par un nombre fini de boules ouvertes de X de rayon ¢.

2. 8i (A,d) est précompact et (X,d) est complet, alors A est compact.

10



1.2. ESPACES VECTORIELS NORMES

1.1.5 Complétude
Rappelons tout d’abord la définition de suite de Cauchy.

Définition 1.1.15. Soit (X,d) un espace métrique, on dit qu’une suite (), oy de XN est une

suite de Cauchy si elle vérifie :
Ve>0, ANeN, Vp> N et n> N = d(x,,x,) < €.

Définition 1.1.16. L’espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de Cauchy d’éléments
de X converge dans X. Une partie A d’un espace métrique est dite compléte si, munie de la

distance induite, c’est un espace métrique complet.

Proposition 1.1.5. [7] Soit (X,d) et (X', d") deuz espaces métriques. Supposons qu’il existe
une application bijective f : X — X' telle que f et f~' soient uniformément continues. Alors

(X,d) est complet si et seulement si (X', d") est complet.

Proposition 1.1.6. [7] Toute partie compléte est fermée et Toute partie fermée d’un espace

métrique complet est compléte.

Proposition 1.1.7. [9] Le produit cartésien d’un nombre fini d’espaces métriques complets est

un espace métrique complet.
Corollaire 1.1.4. [7] Soit (X,d) un espace métrique complet et A une partie de X. Il y a
équivalence entre les deux énonces suivants :
i) la partie A est relativement compacte,
i) pour tout € > 0, la partie A peut étre recouverte par un nombre fini de boules centrées en
des points de A.

Corollaire 1.1.5. [3] Les compacts de R sont les ensembles fermés bornés.

Théoréme 1.1.4. [3] Soit (X,dx) et (Y, dy) deuzx espaces métriques. Supposons (Y, dy) complet.
Soit A une partie dense de X et f : A — Y uniformément continue.
Alors il existe une unique application f : X — Y continue sur X qui prolonge f sur X. De

plus ce prolongement est uniformément continu sur X .

1.2 Espaces vectoriels normés

Définition 1.2.1. Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C. Une norme sur E est une

application : || - || : E — RTvérifiant :

11



1.2. ESPACES VECTORIELS NORMES

i) |zl =0 < x=0g.
it) VA€ K, Ve € E: || x| = |N||z]|  (homogénété).
i) Ve,y € B |l +yl| < x| + |lyl|  (inégalité triangulaire).

Le couple (E,||.||) est alors appelé espace vectoriel normé.

Définition 1.2.2. Soit E un espace vectoriel muni de deux normes || - |1 et || - |2

1. On dit que || - ||2 est plus forte que || - ||1 s’il existe ¢ > 0 telle que :
Vee B, ] < cllzlls.
2. On dit que || - ||1 et || - |2 sont équivalentes s’ils existent ¢c; > 0 et ca > 0 telles que :
Ve e E, alll <[zl < ezl

1l est évident que les distances associées a deux normes équivalentes sont équivalentes.

Remarque 1.2.1. Un produit d’un nombre fini d’espaces vectoriels normés est un espace
vectoriel normé. Par contre, un produit infini d’espaces vectoriels normés muni de sa topologie

produit n’est pas nécessairement un espace vectoriel normé.
Définition 1.2.3. On appelle espace de Banach tout espace normé complet.

Exemple 1.2.1. Les espaces R et C sont des Banach.

1.2.1 Espaces normés de dimension finie

Théoréme 1.2.1. [9] Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, les compactes sont

les fermés bornés et toutes les normes sont équivalentes.
Corollaire 1.2.1. [7] Tous les espaces vectoriels normés de dimension finie sont complet.

Lemme 1.2.1. [8] Dans un espace vectoriels normés, un sous espace vectoriel de dimension

finie est fermé.

Théoréme 1.2.2. (de Riesz)[5]
Soit (E,|.||) un espace vectoriel normé. Alors E est de dimension finie si et seulement si sa

boule unité fermée B(0,1) est compacte.

Remarque 1.2.2. Le théoreme de Riesz affirme que dans un espace vectoriel normé de di-
mension infinie, les boules fermées de rayon non nul ne sont pas compactes. En particulier, en

dimension infinie, les fermés bornés ne sont pas compacts.

12



1.2. ESPACES VECTORIELS NORMES

Exemple 1.2.2. Dans [’espace (C([0,1],R), || - ||oo) la boule unité fermée n’est pas compacte.
En effet, considérons la suite de fonctions (f”>n20 définies par : f,(xr) = a2™. La seule limite

possible est la fonction :

0, stxe]0,1],
fla) = =01

1, siz=1.

Mais cette fonction n'est pas continue. Donc il n'existe aucune sous-suite de la suite (fn),~q

qui converge dans (C([0,1],R), || - lco)-

13



CHAPITRE

Théoreme d’Arzela-Ascoli pour un
espace métrique

Dans ce chapitre on va étudier le théoreme d’Arzela-Ascoli, dans le cas d’un espace métrique.

Quelques applications de ce théoreéme seront présentées.

Dans ce chapitre, (E,dg) et (F,dr) désignent deux espaces métriques, et on note C(FE, F')

I’ensemble des applications continues de E vers F.

2.1 Espace des applications continues

Dans cette section on va donner les définitions de convergence simple et uniforme d’une

suite de fonctions.

Proposition 2.1.1. Supposons (E,dg) compact. Alors la fonction d définie sur C(E, F) X
C(E,F) par :
d(f,g) = supdr(f(x), g(x)),

zeE

est une distance sur C (E, F).

Preuve : La seule chose a vérifier est que la fonction d est bien a valeurs finies. Soit donc
(f,g) un couple de fonctions de C(E, F'). Sachant que E est compact, les ensembles f(F) et
g(E) sont aussi compacts, et donc bornés. En conséquence, 1’ensemble {dr(f(z), g(x)), = €
E} est un borné de R*. Des vérifications de routine permettent alors de conclure que d est bien

une distance. ]

2.1.1 Convergences simple et uniforme d’une suite de fonctions

Définition 2.1.1. On dit qu’une suite de fonction f,, c’est-a-dire d’ applications d’un ensemble

E dans un espace métrique I, converge simplement, pour n tendant vers +o00, vers une fonction

14



2.1. ESPACE DES APPLICATIONS CONTINUES

limite f, si pour tout x de E, la suite des points { f,(z)}n>0 de ' converge, pour n tendant vers

+00, vers le point f(z) de F' c’est-a-dire :
Vee E, Ve >0, ImeN, Vn>m: dp(fu(x), f(x)) <e.

Définition 2.1.2. On dit que la suite des fonctions f, converge uniformément vers la fonction
f, pour n tendant vers +o0o, si l’entier m peut étre choisi indépendamment de x, c’est-a-dire

seulement en fonction de ¢ ; autrement dit, si :
Ve>0, ImeN, Ve e E, VYn>2m: dp(f.(z), f(z)) <e.

Cela s’écrit encore :

Ve>0, ImeN, Vn>m: d(fn, f) <e.

(i.e la distance de f,, a f tend vers 0 quand n — +00).

Remarque 2.1.1. La convergence uniforme entraine la convergence simple. La réciproque n’est
pas vraie ; la convergence uniforme est une propriété beaucoup plus forte que la convergence

simple.

Exemple 2.1.1. Considérons la fonction f,(n > 1) réelle, d’une variable réelle, définie comme

suit : elle est égale a 0, pour x < 0 et x > %, elle est égale a n®*, a > 0, pour v = ﬁ, et
dans chacun des intervalles [0, i] , [ﬁ, H, elle est affine. Elle est représentée par le graphique
sutvant :

yA

na

=
o] L 11 x
2n n

On constant que f, converge simplement vers la fonction f =0, quand n — +o0o. En effet,
Vx > 0, pour n assez grand, on a % < x et par conséquent, pour n assez grand, on a fp(xr) =0;
de plus pour x < 0, on a f,(xr) = 0 d’ou le résultat que nous avons annoncé. Cependant, la
distance de f, et de 0 est égale a n®, d(f,,0) = sup,cg |fn(z) — 0] = sup,eg | fn(x)| = n®, que

tend vers l'infini, donc f,, ne converge pas uniformément vers f.

15



2.1. ESPACE DES APPLICATIONS CONTINUES

Théoréme 2.1.1. Supposons (E,dg) compact et (F,dgr) complet. Alors l’ensemble C(E, F)

muni de la distance d est un espace métrique complet.

Preuve : Soit (fy),cy une suite de Cauchy de fonctions de C(E, F'). 1l s’agit de montrer

que (fn),ey converge vers un élément f de C(E, F') au sens de la distance d.

1. Convergence simple :

En utilisant les définitions de suite de Cauchy et de la distance d, on a :
Ve>0,ANeN, n>Netp>N = Ve e E, dr(fu(z), fp(x)) <e. (2.1)

La suite (f,(x)),cy est de Cauchy dans F', pour & € E fixé et comme F est complet,

(fn(2)),en est converge vers f(x), tel que f(x) € F.

2. Convergence uniforme :

Fixons € > 0 et n > N dans (2.1). En faisant tendre p vers +o0o, on obtient
Vz € B, dp (fu(2), f(z)) <e.

En conséquence la suite (fy,), oy converge uniformément vers f.

3. Continuité de la fonction limite :
On va montrer que f est continue sur F. Soit donc € > 0 et xg € E. Pour tout = € E et

n € N, on peut écrire :

dp (f(2), [ (x0)) < dp (f(2), fu(2)) + dp (fa(2), fu (20)) + dp (fu (z0) , [ (20)) -

Choisissons n de telle sorte que sup,.p dr (f(x), fo(z)) < =. On obtient :

Wl ™

Vo € B, dp (f(2), f (0)) < 26 +dp (fu(), fn (20)) (2.2)

Sachant que f, est continue en z, il existe n > 0 tel que

Yz € E, dg ($;$O) <n— dp (fn(x)afn (:L‘o)) <

Wl M

D’apre (2.2), on a donc
Vr € E> dE (xal'O) < n = dF (f(l'),f(l’o)) < g,

d’ou la continuité en xg, i.e f € C(E, F). [ |
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2.2. ENSEMBLE EQUICONTINUE

2.2 Ensemble équicontinue

La notion I'équicontinuité et 1’équicontinuité uniforme feront ’objet de cette section.

Définition 2.2.1. Soit E un espace métrique, et F une partie de C(E, F') et xo un point de E.

On dit que F est équicontinue en xq St :
Ve >0, 3n=n(e,x9) >0, Vf€F, Yy € E, dg(xo,y) <n=dr(f(x0),f(y)) <e. (2.3)
On dit que F est équicontinue sur E si F est equicontinue en tout point de E.

On remarque que 1 ne dépend pas de la fonction choisie dans F, de plus I’équicontinuité
au point xq implique la continuité en ce point. En revenche, ’équicontinuité n’implique pas la

continuité.

Remarque 2.2.1. La réunion de deux parties équicontinues de C(E, F') est une partie équicon-

tinue de C(E, F).

Exemple 2.2.1. Soient E et F' des espaces métriques et M un ensemble de fonctions unifor-

mément holdérien d’ordre «, il existe a €]0,1] et une constante k > 0 telles que
vf S M, V(‘rlva’Q) € Ex E7 d(f (‘rl)af (xQ)) S kdE (x17x2)a :

1
6 [e%
Alors M est un ensemble équicontinue (d e fixé, il suffit de prendre n = (k) )
En cas particulier I’ensemble F des fonctions f : E — F lipschitziennes de rapport k est

€
uniformément equicontinu sur E (a € fizé, il suffit de prendre n = z dans 2.3).

Rappel 2.2.1. On dit que f est différentiable en a s’il existe une application linéaire d,f de
R™ dans RP telle que

fla+h) = f(a)+duf(h) + o ([h]).

Exemple 2.2.2. Soient Q0 un ouvert d’un espace vectoriel normé E et M un ensemble de
fonctions définies dans §2, a valeurs dans un espace vectoriel normé F, différentiable en tout
point de €. Supposons que les différentielles des fonctions de M soient bornées uniformément,
i.e tel que

>0, VfeM VeeQ, ona |f(@)|ypr <k

Ce qui donne que l’ensemble M est equicontinu sur . En effet, soient xo € 0, B une boule de

centre xo et de rayon n > 0 contenue dans ). Le théoréme des accroissements finis donne :

Vere B, Vye B, ona
1f (@) = fFW)llr < |l = yllesuppeip ) 1/ (02 + (L = 0y) || oo,y < Ellz =y,
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2.2. ENSEMBLE EQUICONTINUE

ce qui implique bien I'équicontinuité puisque k ne dépend pas de f.

Définition 2.2.2. On dit que F est uniformément équicontinue si [’on a la condition plus

forte :
Ve >0, da>0, VfeF, Y(x,y) € EXE, dg(x,y) < a=dp(f(x), f(y)) <e.

Exemple 2.2.3. Une partie de C(E, F') avec un nombre finis d’éléments est toujours équicon-
tinue. Si de plus les éléments de F sont uniformément continus alors F est uniformément

équicontinue.

On sait que le théoreme de Heine donne un résultat d’équivalence entre la continuité et la

continuité uniforme sur un compacte. On a un résultante simillaire pour 1’équicontinuité.

Lemme 2.2.1. [7] Soit F une partie équicontinue de C(E, F'). Supposons (E,dg) compact.

Alors F est uniformément équicontinue sur E.

Exemple 2.2.4.

1. Soit E =10,1] et F' =R muni tous les deuz de la distance d(z,y) = |z — y|. Soit

F={reconry [1roras1}.

Alors F est équicontinue sur [0,1]. En effet, si x et y sont deux points de [0,1] tels que

x <y, d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz avec intégrale :

Ona :

Il suffit de prendre n = 2.

2. Considérons l’ensemble :
M:{fn:xr—>e_m, nGN}.

Alors M est équicontinue en tout point de |0, 1] mais pas en 0. Le défaut déquicontinuité

en 0 est di au fait que la suite (f;,(0)), oy n'est pas bornée (f;l(:c) = —ne ", f1(0) = —n).
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2.3. THEOREME D’ARZELA-ASCOLI

On sait que la propriété de la convergence uniforme est strictement plus forte que la

convergence Simple. On a un résultat d’équivalence dans le cas particulier suivante.

Lemme 2.2.2. Supposons (E,dg) compact. Soit F une partie uniformément équicontinue de

C(E,F) et (fn),en une suite de fonctions de F. On a l’équivalence suivante :
(fa)nen converge simplement vers f <= (fn),en converge uniformément vers f.

Preuve : Il suffit de montrer 'implication directe. Soit € > 0, par 'hypothéese de 'uniforme

continuité de F il existe un réel « strictement positif tel que

VneN L dp(z,2) < a = dp (fa(@), fa (2) < %

En passant a la limite, on voit que I'inégalité ci-dessus est aussi satisfaite par f. (f donc est
uniformément continue). On recouvre ensuite le compact E par une famille finie de boules

(B (7j,a)), <<, Soit T € E et x; tel que z € B (2;,a). On a:
dp (fu(2), [(2)) < dp (fu(2), fu (25)) + de (o (25), f(25)) + de (f (25), f(2))
< Se max dr (£, (@), (22).

Donc Ve > 0, Ing € N, Vo € E, Vo > ng = dp (fu(z), f(z)).

D’ou le résultat recherché i.e. la convergence uniforme. [

2.3 Théoréme d’Arzela-Ascoli

Dans cette section on va présenter le résultat principal de ce chapitre, le théoreme d’Arzela-
Ascoli, ou théoreme d’Ascoli. C’est un résultat fondamental d’analyse fonctionnelle qui a de
nombreuse applications. Ce théoreme caractérise les parties relativement compactes de 'espace

des fonctions continues C(E, F).

Théoréme 2.3.1. (d’Arzeld-Ascoli)
Soit (E,d) un espace métrique compact (F,d) un espace métrique complet.

Une partie A de C(E, F) est relativement compacte si et seulement si :

1. A est équicontinue, c’est-a-dire :
Ve e E, Ve>0, In>0, Vf €A VyeE, (de(z,y) <n)= (dr(f(z), [(y)) <e).

2. Pour tout x € E, U'ensemble A(x) = {f(x), f € A} est relativement compact dans F.
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2.3. THEOREME D’ARZELA-ASCOLI

Preuve :
On commence par démontrer I'implication directe du théoreme d’Ascoli.
Supposons que A soit relativement compacte. Comme C(FE, F') est un espace métrique complet,
car F' est complet A est précompact. Autrement dit, pour tout réel € > 0, on peut choisir un

nombre fini d’éléments fi,...., f, dans A tel que :
p
Ac | B(fie).
i=1

Cela signifie que toute fonction f dans A se trouve a une distance d’au plus € de 'un des f;.

Pour z fixé dans E, toute image f(z) se trouve donc a une distance au plus € de 'un des f;(z).

Ainsi :
p
A(x) U B (fi@),e).
i=1
Une telle inclusion étant valable pour tout € > 0, I’ensemble A(x) est précompact. Comme F'

est complet, A(x) est relativement compact.

De plus, les fonctions f; sont continues sur le compact E et donc, par le théoréeme de Heine,

sont uniformément continues. En particulier,

i >0 /Yo,y € B, (de(z,y) <m) = (dr (fi(z), fiy)) <€)

On posen =

in n; > 0. Soient x, y deux points quelconques dans F vérifiant dg(x,y) < .

) "7p

Pour une fonction f dans A, il existe un indice ¢ pour lequel max dr (f(2), fi(z)) < e. Par le
1S

choix de n, I'implication précidente donne :

dr (fi(z), fi(y)) <e.

Ce qui donne d’aprés I'inégalité triangulaire :

dp(f(2), f(y)) < dp (f (@), fi(2)) + dr (fi(z), fi(y)) + dr (fi(y), f(y)) < 3e.

Cette inégalité vérifiée par tout = et y tels que d(x,y) < 1, reste vrai, pour toute fonction
f € A. D’ou I'équicontinuité de A.

e Réciproquement, on souhaite démontrer qu’une partie équicontinue A de C(E, F') telle
que A(z) soit relativement compacte pour tout z, est relativement compacte.

Comme C(FE, F') est un espace métrique, il revient au méme d’établir que I’adhérence de A
est séquentiellement compacte, i.e. que toute suite d’éléments de 'adhérence de A admet une

sous-suite convergente.
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2.3. THEOREME D’ARZELA-ASCOLI

Soit donc ( fp)p une suite de A. Comme F est un espace métrique compact, il est séparable

et on peut donc se donner une partie dénombrable D = {ay, k € N} dense dans F.

Posons

keN
Par hypothese, A(z) est relativement compact pour tout x € E, autrement dit son adhérence

est une partie compacte de F, I'espace X est défini comme le produit dénombrable d’espaces
métriques compacts : ¢’est donc lui méme un espace métrique compacte.

A chaque f € A, on fait correspondre I'élément (f (ax)), de G. Donc & chaque ( ), on fait
correspondre hy, = (f, (ax)), € G. De la suite (h,) , € G", on peut extraire, par compacité de G,
une sous-suite convergente <h¢(p))p qui converge vers h = (h(k)>k. La continuité des projections

pr sur chacun des facteurs de G donne :

vk, P (hw(p)) = fow) (@) — B € F.

Autrement dit, la sous-suite ( fg,(p)) est simplement convergente en tout point de F.
p

De plus, ( fg,(p)) € AN donc est équicontinue par la premiere hypotheése. Or on a d’aprés

p
lemme 2.2.1 et 2.2.2 que si une suite de fonctions d’un espace métrique compact E dans un
espace métrique complet F' est simplement convergente sur E et équicontinue, alors cette suite

est uniformément convergente sur E.

On en déduit que la sous-suite (f,(p)), est uniformément convergente sur G donc ( f¢(p))
p
converge dans C(E, F') muni de la topologie de la convergence uniforme et donc A est relative-

ment compacte.

Donnons maintenant une autre démonstration de I'implication réciproque reposant sur la
caractérisation des ensembles relativement compacts des espaces métriques complets donnée
par le corollaire 1.1.4. Comme l’ensemble C(£, F') muni de la distance d est bien complet, car F’
est complet il suffit finalement de montrer que pour tout € > 0 I’ensemble F peut étre recouvert
par un nombre fini de boules Beg py(fi, €) avec f; € F.

Donc pour un € > 0 fixé, il existe n > 0 tel que
€
Comme FE est compact, il existe une famille finie (z1,...,z,) de points de E telle que

=1

21



2.3. THEOREME D’ARZELA-ASCOLI

Par hypothese, les n ensembles {f (z;) /f € F} sont relativement compacts dans Y, donc

I’ensemble
{(f(@1),-- ., f(za) | fEF},

est relativement compact dans Y™ muni de la distance produit.
L’espace Y™ est complet car produit d’espaces métriques complets. Donc en vertu du corollaire
1.1.4, on peut le recouvrir par un nombre fini p de boules de type By« ((f] (1), -, fi (zn)), %)
avec f; € F. On cherche a vérifier maintenant que
p
F < U Bewry,e
j=1

ou, de maniére équivalente, que pour tout f € F, il existe j € {1,--- ,p} tel que
Vo € X, dy (f(z), fi(z)) <e.

Soit donc f € F et x € X. Choisissons ¢ € {1,--- ,n} tel que dg (z,z;) <netje {l,--- p}
tel que (f (1), -+, f(z,)) € Byn ((f] (1), [i (zn)), %) . Ecrivons que

dy (f(z), fi(x)) < dy (f(x), f (2:)) +dy (f (zi), f; (2:)) + dy (f5 (%), f3(2))

Le choix de j assure que le deuxieme terme du membre de droite est strictement plus petit que

5- Il en est de méme des deux autres termes d’apres (2.4). |

Le théoreme d’Ascoli, pour étre utilisé pratiquement, suppose connues les parties compactes
de F. Par exemple si F' = K", la condition 2 est équivalente a pour tout = € E, A(z) est une

partie bornée.

Corollaire 2.3.1. Soient E un espace compact, C(E,K) [’espace de Banach des fonctions
continues dans E, d valeurs réelles ou complexes. Alors tout ensemble M C C(E,K), fermé,

borné et équicontinu est une partie compacte de C(E,K), (K= C ou R).

Preuve : L’hypothese 1) du théoreme d’Ascoli est satisfaite, montrons qu'’il en est de méme
pour ’hypothese 2). Puisque M est un ensemble borné dans C(FE,K), il existe une boule B, de
centre g € C(F,K) et de rayon fini p > 0, contenant M. Donc,

VfeM, onad(fyg)<p

par la suite : Vf € M, Vo € E on a dp(f(x),g(z)) < p.

Alors M(x) est contenu dans la boule de centre g(x) et de rayon p, boule qui est compacte

( fermé dans un compact est compact).

Alors, d’aprés le théoréeme d’Acsoli M est donc relativement compact, mais comme il est fermé,

il est donc compact. [ |
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Remarque 2.3.1. Nous avons vu dans le chapitre 1 que la boule unité de C([0,1],K) n’est pas
compacte. C’est bien un ensemble fermé borné mais non équicontinu. De facon plus précise,
montrons que la suite des f,(x) = x™ sur [0, 1] n’est pas équicontinue au point x = 1. Si elle

Uétait, on aurait pour tout € > 0, In(e) > 0 tel que

Vee[0,1], vn>0 [0<1—-2z<7n)=0<1-2"<g¢g].

Prenons
e—1
E =
2e '
soit N un entier tel que
& <n(e)
— ).
N — n

Alors ¥Yn > N, le point x =1 — % satisfait 0 < 1 —x < n, donc on a

N e—1
vnzN,0§1—<1—) <
n 2e

passant a la limite n — +00, et sachant que
1\" 1
lim <1 — > —e =",

n

on trouve :

e—1 e—1
<

e ~ 2’
qui est fausse. Cette suite de fonctions n’est donc pas un ensemble équicontinu.

Exemple 2.3.1. Voici un autre ezemple d’ensemble borné de C([0,1]) qui n’est pas équicontinu.

Pour tout A € R, soit la fonction définie dans [0,1] par :
frix—sin Az, (2.5)

Soit M = {fx, A € R} l’ensemble de ces fonctions lorsque A parcourt R. On remarque que M
est contenu dans la boule unité de C([0,1]). Pour tout \, on a fx(0) =0, alors si l’ensemble M
est équicontinu en 0, il existerait n > 0 tel que :

VAER, ¥z €(0,1],0< 2 <n=|fi(z)] < (2.6)

N | —

%Sn, et posons A= N3 on a :

Iz) = fa (]17) = sin (A;?T : Jif) = sing =1.

En effet cet ensemble n’admet pas une sous-suite uniformément convergente dans C([0, 1], R)

Posons x = %, pour N assez grande tel que

c’est-a-dire M n’est pas relativement compacte.
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Corollaire 2.3.2. [3] Soit K un compact de R™. L’ensemble C(K;R) est muni de la norme

[[fllse = sup | f(z)].
reK

Soit M une partie équicontinue de C(K;R) telle que l’ensemble {f(z) | f € M} soit borné
pour tout x € K. Alors M est relativement compacte dans C(K,R).

Comme application directe de ce corollaire on a le résultat suivant

Soit (fn),=o une suite de C([0, 1], K), on suppose qu’il existe une constante k& > 0 telle que

[fn(y) = ful(2)] < kly — =],
Vn >0, et Vz,y € [0, 1], et on suppose qu'il existe une constante C' > 0 telle que
Vn >0, sup |fu(z)| < C.
z€[0,1]
Donc d’aprés le théoreme d’Ascoli Arzela, on peut extraire de la suite (f,),>0 une sous-suite

qui converge dans (C([0, 1],K),||.||oc) i.e. une sous-suite qui converge uniformément sur [0, 1].

Exemple 2.3.2. Soit

F={recoamy [ ropa [ roFas<i),

D’apré ’exemple 2.2.4. On a déja vu dans un exemple précédent que F était une partie
uniformément équicontinue de C([0,1];R). D’autre part, si f € F alors la fonction |f| qui est
aussi continue sur [0, 1] atteint son minimum en un point xo € [0, 1].

D’aprés linégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout x € [0,1] :

2

f@fdﬂg%lfw dt,

(5@ =1 @ < 17@) — £ @) < ([ 17 @)at) < le =

/x
zo

et on a
1
If (z0)]? < / F ().
0

En conséquence, pour tout x € [0,1], on a

@) = If @)l + 1£(@)] — |f (20)] < ¢ [ 1+ ¢ NGRS

Les hypotheses du corollaire 2.3.2 sont vérifiées donc F est une partie relativement compacte

de C([0,1];R). Autrement dit de toute suite (f,), oy de fonctions de C'([0,1];R) telles que

! 2 ! ! 2
G MTACI S
on peut extraire une sous-suite convergente dans C([0,1]; R).
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2.4 Applications du théoreme d’Ascoli

Le théoreme d’Ascoli a plusieurs applications dans les domaines de I'analyse fonctionnelle,
les équations différentielles ordinaires, ’analyse complexe,...ect. Dans cette section on présente

quelques-unes de ces applications.

2.4.1 Compacité dans L7

On définit I'espace LP (Rd> par :
17 (RY) = {f:Rd—>R; / |f|pdx<+oo}.
R4

1
On munit l'espace L? (Rd) on tout simplement L? par la norme : || f||z» = ( Ja lfIF d:v) " le cas

ou p = 0o, 'espace L™ est défini par :
L™ = {f :R? = R, 3¢>0: |f(z)| < C presque par tout sur Rd}.

Ce dernier espace est muni de la norme ||f||o = sup |f(x)|.
zeRd

Théoréme 2.4.1 (Kolmogoroff frechet).

Soit A une partie bornée de L' (Rd) vérifiant les hypothéses suivantes :

1. Pour tout € > 0 1l existe R > 0 tel que
Vf e A, / |f(x)|dx < e.
|z|>R
2. Si on définit, pour tout h € R?, la quantité
w(h) = sup [T f = fll1:
feA
alors on suppose que
}ILILI(I) w(h) = 0.
Alors A est relativement compacte dans L* (]Rd) (i.e A est compacte dans L' (]Rd)).

Remarque 2.4.1. Le théoréme reste vrai sans modification en remplacant partout L' par LP

pour n’importe quel p < +00 mais pas dans L.

Preuve : Pour tout f € L! (Rd) et r > 0 on définit 'opérateur de moyenne

1 1

fW)dy = ——— /B(O ) f(x + h)dh,

|B(x,7)| /Bar)

ou encore

1
Mf=— / dh.
d |B(0,7)] B(o,mThf
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— On a les estimations suivantes :

1
M. 1:/ 7/ h)dhd
|| f”L Rn |B(O,’f‘)| B(O,r)‘f(x—i_ ) x

1
gi/ / © + h)|dhdz
(B0, | Jan oo TR

<(B(é’r))/3(07r)</w|f(x+h|dx)dh
A 1

< 5077 ooy e = T B 1
— M fllp < [l VS ELE, e >0
I, e = 50D [ M. S0)] = S0P |t [ it
=TBO.9] ]j:p/w (z+h)|dh
<|B(0r|f§p/ | f (2 + h)|dh
< gy 28 Ml = Ty e
e Mo fll e < Coll i, Vf € LY, ¥r > 0, avee Gy — |B((1) S

— Vr > 0, ensemble M, A est équicontinu sur R?. En effet, on fixe z € R, et on écrit

Vf €A : Mrf(y) - Mrf(x) = M, (Tyfxf - f) (l’)

M, f(y) = M, f(x

‘M Ty acf f)()

<My (Ty—af = [) ||
< M| (ry—of = ) |1
< Cl| (ry—af = ) |12

<C, sup 17y—af = Fll 11

< Cyw(y — x).
On obtient bien le résultat d’équicontinuité, comme limy_,ow(h) = 0.

— Vr, R > 0, on définit I'espace Er = C(B(0, R),R) (muni de la norme infinie) puis le
sous-espace
Argr = {(Mrf)|B(o,R) , fe A} C Er.
Donc, cet ensemble est équicontinu et Vo € B(0, R), on a |M,f(x)] < Cpl|f]lzr < Cra.
Ainsi on peut appliquer le corollaire 2.3.2 qui est une conséquence du théoreme d’Ascoli a

A, g qui est donc un ensemble relativement compact dans Efg.
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On fixe € > 0, et on choisit le R > 0 correspondant a la premiere hypothese du théoreme,
puis un r > 0 tel que w(h) < g, VY|h| < r (ceci est possible grace a la seconde hypothese).
D’apres tout ce qui précede, et avec ce choix des parametres, on peut trouver un nombre fini de

boules de rayon qui recouvrent A, g, car A, r est relativement compact dans ce cas :

&
o 1B(0, R)|
il existe fi . fn € Eg telles que

Ak C U B (fia5/|B(Ov R)|) -

=1

Alors Vf e A, Jie{1,...,N} tel que

1M f = fill o so,my < 1BO,R)|IM.f = fill o < B0, R)

De plus, par contraction, on a :

1 = Mo fll 1m0,y < @(0)-

pour tout i, on note f; Ie prolongement par 0 de f; & 'espace R? tout entier. Alors Vf € A,

nous avons

|7 -5

Li(RY) Hle>R’ LRy T 1f = fill 10,

<e+ |If = Mifllppo,ry + 1Mef = fill b o,my)

<w(r)<e <e

< 3e.
Ainsi, nous avons montré que

N
AC U BLl (fz73€) .

=1

D’aprés le corollaire 1.1.3, ceci montre que A est relativement compact dans L! (Rd) ) [ |

2.4.2 Opérateur a noyau

On va présenter maintenant une autre application du théoreme d’Arzela-Ascoli, qui va étre

sur la compacité de 'opérateur a noyau

Commencons par donner la définition d’un opérateur compact

Définition 2.4.1. Soient E et F' deux espaces de Banach ; une application linéaire continue
T € L(E,F) est dite compacte si l'image T (BE> par application T de la boule unité fermée
By de lespace E est relativement compacte (en norme) dans F. On note K(E, F) l'ensemble

des applications linéaires compactes de E dans F. On pose K(E) = K(E, E).
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Proposition 2.4.1 (Opérateur a noyau).
Soit k : [0,1] x [0,1] — R wune fonction continue. On note E = C([0,1],R) et on définit
Voperateur T : E — E pour tout z € [0, 1] tel que

1
Tf@) = [ k.y)f@)dy.
L’opérateur T ainsi défini est compact.

Preuve : Les hypotheses du théoreme de Heine sont vérifiées donc on déduit que k est

uniformément continue sur [0, 1] x [0, 1], i.e :
Ve >0, 36 >0, Vo,y, 2",y € [0,1], |(z,y) — (@', ¢)|| <= |k(z,y) — k(2 ¢)] <e.
Soit B la boule unité fermée de E et A = T'(B). On veut montrer que A est relativement

compacte dans E et pour cela on va utiliser le théoreme d’Ascoli.

— Vf € B, Tf vérifie I’estimation

1
Tf(x)] < /O [E(z, ) f () [ dy < (1K ool f lloo <l Blloo, V€ [0, 1],

donc

1T Flloo < [1¥loo,

ce qui prouve que tous les ensembles {T'f(z)), f € B} sont bornés dans R et donc
relativement compacts dans R. La deuxieme hypotheése du théoreme d’Ascoli est donc
vérifiée.

— Montrons maintenant 1’équicontinuité des éléments de A. On fixe ¢ > 0 et soit 6 > 0

donné par 'uniforme continuité de k.

On remarque alors que pour tout (x,z’) € [0,1] tel que |z — 2’| <, et pour tout f € B,
on a

Tf(z) = Tf ()] < /01 k(z,y) — k(@ 9) 1f () | dy < ellfllee < e

On déduit que A est relativement compacte et par la suite 'opérateur T" est compact. Il

2.4.3 Théoréme d’Ascoli-Peano-Arzela

On va donner une autre application du théoréeme d’Ascoli-Arzela, dans le domaine des

équation différentielle ordinaire (E.D.O)
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Considérons I’équation différentielle ordinaire suivante :

U un ouvert de R x R™

f:U — R™ continue

y' = [t y). (2.7)
Définition 2.4.2. Une solution de (2.7) sur un intervalle I C R est une fonction dérivable
y: I — R"” telle que

—Vtel, yt) = flt,y)).

Remarque 2.4.2. y : [ — R™ est une solution de (E) avec condition initiale (to,yo), i.€.
y (to) = yo, si et seulement si

evVtel, (ty(t) eU;

e y est conlinue ;

eVtelyt)=uyo+ Ji f(s.y(s))ds.

Présentons maintenant le théoréme d’Ascoli -Peano-Arzela, qui donne un résultat d’existence

de la solution dans probleme (2.7) avec condition initiale

y (to) = Yo

Théoréme 2.4.2 (Ascoli-Peano-Arzeld).
Soit (ty,yo) € U et soit 7o > 0 et T > 0 tels que C := [ty — T,to+T] x B (yo,70) C U et
T x supqyec |f (9|l < ro. Alors il existe une solution y : [to —T,to +T]| — B (yo,70) de

(2.7) avec condition initiale (to,yo).

Remarque 2.4.3. Il n’y a pas unicité en général. En fait il peut y avoir une infinité de solutions.
Par exemple pour 'EDO, y' = 2./|y| les fonctions yy : R — R définies par y(t) = (t — \)? pour

t > X et 0 sinon sont solutions pour tout X € RT avec condition initiale y(0) = 0.

Dans la preuve suivante, une subdivision Ay de Uintervalle [to, %y + T'] est une partition

finie de Uintervalle [to, to + T :
AN = {t0<t1 < ... <tN:t0+T}.

Le pas 0(Ay) de la subdivision Ay est défini par
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2.4. APPLICATIONS DU THEOREME D’ASCOLI

Preuve : Pour toute subdivision A,, de [tg, o + 1] on définit ¢a, : [to,to + 1] — R par

récurrence
Vt € [to,t1] &, (t) :=yo + (t —to) f (to. Yo)

V€ [tn,tni1] b, (t) = oa, (tn) + (t —t0) f (tn, b4, (tn)) -

On observe que :

e pour tout ¢ € [to, to + T, ¢a,(t) € B (yo.70) car|a, (t) — yo| < [t —tolsupyyec £ (8, 9)];

® da, est continue affine par morceaux et sup, ¢ || f (¢, y)[|-lipschitzienne.

On peut donc appliquer le théoréme d’Ascoli dans C' ([to,to +1T],B (yo,r0)> a (oa,)
avec (A,)

neN

cos e n—-+00 . . . 7
nen des subdivisions telles que 0 (A,,) "= 0 : il existe une sous suite encore notée

(@A, )pen convergente uniformément vers une fonction continue notée ¢.

D’autre part, d’aprés le théoréme des accroissements finis pour les fonctions continues C! par

morceaux, puis par I'uniforme continuité de f sur le compact C, on peut montrer que (¢a, )

neN
converge vers, yo + [y f(s, ¢(s))dt.
On déduit :
6(t) = o+ [ F(s,0())ds,
et donc ¢ est solution de (2.7) d’apres la remarque 2.4.2 . [
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CHAPITRE

Théoreme d’Arzela-Ascoli pour un
espace quasi-métrique

Ce chapitre est consacré au théoreme d’Arzela-Ascoli dans le cas d’un espace quasi-métrique.
On commence par donner la définition d’un espace quasi-métrique, les notions de convergence,
continuité, compacité et complétude sont présentée dans la cas de ce type d’espaces. La référence

principale de ce chapitre est [2].

3.1 Topologie des espaces quasi-métrique

Dans cette section, nous discuterons la topologie des espaces quasi-métrique et certaines

notions de continuité et limites dans ce type d’espaces.
Définition 3.1.1. Une application d : X x X — R est une métrique asymétrique (ou un
espace quasi-métrique) et (X, d) est une espace métrique asymétrique si :

1. Pour tout x,y € X, d(z,y) >0 et d(x,y) =0 si et seulement si x = y.

2. Pour tout x,y,z € X, d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2).

Remarque 3.1.1. Toute quasi-distance d induit une distance d’en pasant :

d(z,y) + d(y, x)
5 .

d’(l‘,y) =

Exemple 3.1.1. Considérons un systéme de routes, dont certains sont éventuellement a sens-
unique, le temps nécessaire pour aller d’un endroit a un autre en passant par la route donne

une quasi-distance (quasi-métrique).

x—y, x>y

Exemple 3.1.2. Soit a > 0. Alors d: RxR — RT définie par : d(x,y) =
Oé(g - $), y >z,
est une quasi-métrique. En effet, il suffit de vérifie la condition 2 (I’inégalité triangulaire).

Soit x,y,z € R :
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3.1. TOPOLOGIE DES ESPACES QUASI-METRIQUE

— Supposons que x >y donc :
dlz,y)=z—y=(r—2)+(z—y), VzeR.

Six>z=z—z=d(z,z2).

Sir<z=z—-z<alz—z)=d,z2).
Par la méme maniére pour (z —y) on a : z —y < d(z,y).

On obtient donc :
d(z,y) <d(z,z)+d(z,vy). (3.1)
— Supposons que v <y donc :
diz,y) =aly—z)=aly — 2) + a(z — ).
Siy<z=oaly—z) <z—-y=dy,=2).
Siy=>z=aly—=z)=dy,z),

de la méme maniére pour a(z — x), on obtient

d(z,y) < d(y,z) + d(z, ). (3.2)

De (3.1) et (3.2) on a :
Ve,y,z € R; d(z,y) < d(x,2) +d(z,y). (3.3)

Définition 3.1.2. La topologie a droite T, induite par d est la topologie générée par les boules

ouvertes a droite :
Bt (z,e)={ye X; d(z,y)<e} pourze X, e>0.

Egalement, la topologie d gauche T_ induite par d est la topologie générée par les boules ouvertes
a gauche :

B (z,e)={ye X; d(y,z) <e} pourzeX, ¢>0.

Définition 3.1.3. Un ensemble S C X est borné a droite, respectivement borné a gauche, si il

existe v € X et e > 0 tel que S C BT (x,¢), resp. S C B~ (z,¢).

On introduit maintenant la notion de continuité dans ce type d’espace.

Définition 3.1.4. On suppose (X, dx) et (Y,dy) deuzx espaces quasi-métriques. Soit f : X —
Y wune fonction, on dit que f est continue d droite (resp. continue d gauche) a v € X, si
Ve >0, 30 > 0 tel que y € BT (x,0) (resp. y € B~ (x,9)) implique f(y) € BT (f(x),¢e) respecti-
vement f(y) € B~ (f(x),¢).
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3.1. TOPOLOGIE DES ESPACES QUASI-METRIQUE

Cependant, on note que la continuité uniforme a droite et a gauche sont définies de la méme

maniére.

Définition 3.1.5. Une suite (x),oy d’éléments de X converge a droite vers xo € X, (resp.

converge 4 gauche) vers xo € X si
lim d (zg,xr) =0 (resp. lim d (zy, z9) = 0) .
k—00 k—o00

On note xy, BN T <7"6$p. T —2 xo).

T — T >
Exemple 3.1.3. Soit (R, d) un espace quasi-métrique tel que d(z,y) = Y =Y
aly—z) y>x.

La suite (), oy définie par x, = v + L n €N, converge a droite vers x, en effet :

n’

1 1 .
d(m,a:Jr):a—)O, st n — +00,
n n

et elle converge a gauche vers x, en effet :

1 1 .
d(a:+,x>:—>0, st n — +00.
n n

On note que si une suite converge a droite elle ne converge pas nécessairement a gauche et

vice-versa comme le montre I’exemple suivant.
Exemple 3.1.4. Soit (R, d) un espace quasi-métrique tel que et d = R x R — Rt définit par

y—r yzzx
d(z,y) = . L
y X

La suite (xy,), oy définie par x, = (1 + %) , n € N, converge a droite vers x, en effet :

x x .
d(x,:ﬁ+):—>0, st n — 400,
n n

mais, ne converge pas a gauche vers x car d (:L‘, z+ :r;) =1-»0.

d g
Donc x, — x, x, » x.

Lemme 3.1.1. Si (z3),y une suite d’eléments de X converge a droite vers xy € X et elle
converge a gauche vers yo € X alors :
Lo = Yo-

5
Preuve : Soit ¢ > 0, par hypothese, z, —%4 2 donc il existe N; € N tel que d (xg, ,) < 3

£
pour k > Ny, et z, -2+ yo donc il existe Ny € N tel que d (z,,, yo) < 5 pour k > N,, et on a
pour k > N := max { Ny, Na}, d(xo,y0) < d(xg, ) + d (2, yo) < €. Comme ¢ était arbitraire,
on déduit que

d (o, y0) = 0 = 2o = yo.
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Corollaire 3.1.1. /2] Si la convergence a droite d’une suite implique la convergence a gauche,

la limite a droite est unique.

Proposition 3.1.1. Supposons d(y,x) < c(z,y)d(x,y) pour tout x,y € X, ot c: X x X — R

satisfait la contrainte suivante :

Vo € X, Je >0 tel quey € Bt (2,¢6) = c(z,y) < C(x), (3.4)

ou C est une fonction qui ne dépend que de x.
Dans ce cas, ’existence des limites a droite implique [’existence des limites a gauche et les

limites sont donc uniques.

Preuve : Supposons z, 5 2. De I'équation (3.4), 36 > 0, tel que c(xg, z,) < C(xo)

pour d(xg,zx) < J. Fixons € > 0. Comme z, SN zg, AN € N, Vk > N, on a d(xg, z,) <

nls € t ainsi
min | 9, et ainsi
C(o)
d(zp, xo) < c(xo, Tn)d(x0, ) < C(x0)d(T0, T40) < E.
Donc d’aprés corollaire 3.1.1 les limites doivent étre uniques. |

Lemme 3.1.2. [2] Une fonction f : X — Y est continue d droite & x € X si et seulement si
zr —5 © dans (X, dy) implique f (z1) - f(z) dans (Y, dy).

(On a un résultat analogue pour la continuité a gauche).

Définition 3.1.6. On suppose (X, d) est un espace quasi-métrique. On dit que la suite (Ty), o

d’¢lements de X est de

1. Cauchy a gauche si :
Ve >0, AN € N, tel que Ym >n> N, d(z,, x,) <e.
2. Cauchy a droite si :

Ve >0, AN € N, tel que Ym >n> N, d(zp,x,) <e.

3.2 Complétude et compacité

On s’intéresse maintenant dans cette section aux notions de complétude et de compacité

dans les espaces quasi-métriques.
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Définition 3.2.1.

— Un ensemble S C X est compact a droite, si chaque recouvrement d’ouverts de S dans la

topologie droite admet un sous- recouvrement fini.

— S est relativement compacte a droite si la fermeture dans la topologie a droite des S est

compact a droite.

— S est séquentiellement compact a droite si chaque suite admet une sous-suite convergente

a droite avec une limite dans S.
— S C X est complet a droite si chaque suite de Cauchy a droite est convergente a droite.

n

Ces notions sont données de la méme maniere a gauche, en remplagant "a droite" par " a

gauche".

Lemme 3.2.1. Soit d : X x X — RT une quasi-métrique, si (X,d) est séquentiellement

\ . g d
compact a droite et x,, — x alors x, — x.

Preuve : Considérons une suite (x, )pen telle que z, % 2 pour x € X, par la compacité
séquentielle, toute sous-suite (2, )nen de (2, )nen admet sous-suite qui converge a droite :

Ty, 4, y € X quand 7 — oco. Donc x = y par le lemme. 3.1.1.

Supposons x,, ne converge pas adroite, il existe ¢g > 0 et une sous suite (2, )n,en avec
d(x, l’nk)o > €9, pour tout £ € N, mais cette sous-suite a une sous suite (:L‘nk> converge a
i/ jeN

droite vers z, donc 3J € N telle que Vj > J on a :
d (a:,mnk) < €g.
C’est une contradiction donc z,, A . [

Lemme 3.2.2. Un espace quasi-métrique (X, d) est complet a droite si chaque suite de Cauchy

a droite admet une sous suite qui converge a droite.

Preuve : Soit (z,,)nen suite de Cauchy a droite dans (X, d) avec (7, ),y Une sous suite

qui converge a droite vers x € X.

5
Soit € > 0, choisissons N € N| tel que d (x,,, z,,) < 5 pour chaque m >n > N,

€
et de méme, soit k € N tel que ny > N et d(z,z,,) < 3 Alors pour n > n, > N on a

d(z,z,) <d(x,z,, )+ d(T,,,x,) <E.

Donc z, N x, ce qui implique que (X, d) est complet & droite. [ |
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Lemme 3.2.3. [7] Si X est un ensemble compact a droite alors il est sequentiellement compact

a droite.

Définition 3.2.2. Un sous-ensemble S C X est totalement borné a droite si, pour chaque

€ > 0, il peut étre recouvert par un nombre fini de boules a droite de rayon €.

Proposition 3.2.1. [/

— Si (X, d) est séquentiellement compact a droite et totalement borné da droite, alors X et

compact a droite.

— Si (X, d) est séquentiellement compact a droite et la convergence a droite implique la

convergence a gauche, alors X est borné totalement a droite .

— L’espace quasi-métrique (X, d) est compact a droite si et seulement si il est complet d

droite et borné totalement a droite.

3.3 Equicontinuité et compacité

On présente dans cette section la notion de ’équicontinuité dans un espace quasi-métrique.

Définition 3.3.1. Soit (X,dx) et (Y, dy) deux espaces quasi-métriques. Un ensemble F d’appli-
cations de X dans 'Y est équicontinue d droite, (resp. a gauche), siVax € X et Ve >0, 3§ > 0 tel
que Yy €Y et Vf € F avec dx(x,y) < 0, alors dy(f(x), f(y)) < e, (resp. dy(f(y), f(z)) < e).

On note par Y¥ I'espace des fonctions de X & Y par C(X,Y) I'espace des fonctions continues

a droite de X vers Y. La métrique uniforme sur Y* est donnée par

p(f.9) = sup {d(f(x), g(x))/z € X},

avec

d(f (). g(x)) = min {dy(f(z), g(x)), 1},
ot d(z,y) := min {d(z,y), 1} et d est la quasi-métrique associée a Y. Cette métrique induit la
topologie uniforme sur YX.

Lemme 3.3.1. Supposons que (Y,dy) est un compact a droite, et que la convergence a droite

implique la convergence a gauche pour cette quasi-métrique. Alors

1. Si un ensemble F C C(X,Y) est équicontinu da droite, alors il est également équicontinu

a gauche.

2. Si une suite (fn),en C YX est convergente uniformément a gauche, elle est convergente

uniformément a droite.
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On note que ’énoncé 1. de ce lemme n’est pas toujours vérifiée sans I’hypothese de compacité
de Y.

Preuve : La compacité a droite implique la compacité séquentielle a droite par lemme 3.2.3.
Puisque la convergence a droite implique la convergence a gauche, on obtient que ’espace est

compact séquentiellement a gauche.

Maintenant, par lemme 3.2.1, nous savons que la convergence a gauche implique la conver-
gence a droite et on peut donc conclure, en utilisant la proposition 3.2.1, que 'espace est

compact a gauche.

Nous utilisons maintenant le fait que si un espace est compact a la fois a droite et a
gauche, les topologies a droite et a gauche sont équivalentes. Par conséquent la convergence
uniforme dans une topologie implique la convergence uniforme dans 'autre, et de méme avec

’équicontinuité a droite et a gauche, voir [2]. |

Proposition 3.3.1. Soit (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces quasi-métriques compacts a droite.
Supposons aussi que la convergence a droite implique la convergence da gauche dans (Y, dy). Si
un sous-ensemble F de C(X,Y) est équicontinue a droite, alors F est totalement borné da droite

dans la métrique uniforme p correspondante a dy .

Preuve : Supposons que F C C(X,Y) est équicontinu a droite, alors F est également
équicontinu a gauche par lemme 3.3.1. Nous devons montrer que V 0 < ¢ < 1, il existe un

recouvrement de F par des boules ouverts de rayons € dans la métrique p.

On pose § = % Va € X, 39, > 0 tel que chaque fois dx (a, z) < J, nous avons dy (f(a), f(x)) <
d et dy(f(z), f(a)) <9, Vf € F, v € X. Par compacité a droite de X, nous pouvons re-
couvrir X par des boules BT (a,d,), pour a = ay,...,a,. Par la compacité a droite de Y,
nous pouvons recouvrir Y par des ensemble ouverts Vi,...,V,, de diametre inférieur a ¢
(ici diam(S) = max, yes d(z,y), et chaque boule de diametre € est contenue dans une boule

a droite de rayon 2¢ afin que tous les arguments de compacité puissent étre utilisés normalement).

Soit J la collection de fonctions o : {1,...,k} — {1,...,m}. Soit a € J, s’il existe une
fonction f € F tel que f (a;) € Vagy» Vi =1,...,k, choisissons une telle fonction notons la f,.

La collection (f,) est indexée par un sous-ensemble J’ de I'ensemble J et donc fini.

Nous affirmons que les boules ouvertes B:{ (fa,€) recouvre F, pour a € J'. Pour voir, soit
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f € F et pour chacun j = 1,...,k, choisissons un entier a; tel que f(a;) € V,,. Alors la
fonction « est dans J'. On va montrer que B (f,,¢).

Soit z € X et j =1,...,k tel que x € B¥(a;,dqj), alors on a

dy (fo(), fa(a;)) <6  (par équicontinuité)
Iy (o (a5), £ (a;)) <3 (puisaue £ (a;) et fu (a;) sont dans Vi),
dy (f (aj), f(xz)) <6 (par équicontinuité).
Alors nous concluons que dy (fo(x), f(z)) < €6 = ¢ < 1. Cette inégalité est vraie pour tout

r € X, donc
p(for ) = max {d(fu(a). f(2))} <e.
Alors f € Bf (fa,€). [ |

Proposition 3.3.2. [2] Soit (X,dx) et (Y,dy) deux espace quasi-métriques, Y compact d
droite et la convergence a droite implique la convergence a gauche. Alors C(X,Y) est complet

dans la métrique uniforme p correspondante a dy .

3.4 Le théoréme d’Arzela-Ascoli

On présente maintenant le résultat principal de ce chapitre qui’est le théoreme d’Arzela-Ascoli

pour un espace quasi-métrique

Théoréme 3.4.1. Soit (X,dy) et (Y,dy) deux espaces quasi-métriques. Supposons que X
est compact a droite, les ensembles bornés fermés sont compacts a droite dans Y, et que la
convergence a droite implique la convergence a gauche dansY . L’espace C(X,Y) est muni de
la métrique uniforme p associée a la quasi-métrique. Alors un sous-ensemble F de C(X,Y)
est relativement compact a droite si F est équicontinue d droite et F(x) ={ f(z), f € F} est

borné a droite dans (Y, dy) pour tout z € X.

Preuve : La démonstration ce fait en trois étapes
Etape 1 : Commencons par montre que F est equicontinue & droite.
Soit 29 € X et € > 0, choisissons § > 0 pour que dx (zo,z) < § implique dy (f (zo), f(7)) < §
pour tout f € F et x € X (de I’équicontinuité & droite de F). Soit g € F, on peut trouver une
suite de points de F qui converge a droite vers g, et donc aussi convergente a gauche vers g.

Ainsi nous pouvons choisir f € F pour que p(g, f) < 5 et p(f,g) < 5.
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Alors pour dx (xg,z) < 9

dy (g (o), 9(x)) < dy (g (o), f (20)) +dy (f (o), f(x)) + dy (f(2), g(x))

IN

E—|—§<<€
3 3 '

IN

£
3

Donc F est équicontinue.

On démontre maintenant que F(z) est borné a droite pour tout z € X : Soit a € X et
comme F est supposée borné a droite, choisissons y € Y pour que {dy(y, f(a))} soit borné,
i.e., dy(y, f(a)) < M pour tout f € F. Etant donné g € F, nous pouvons trouver une suite de
points de F convergente vers g a droite et a gauche, et ainsi nous pouvons choisir f € F pour

que p(f,g) < 1. Alors

dy (y,9(a)) < dy(y, f(a)) + dv(f(a),g(a)) < M + 1.

Maintenant, g € F arbitraire, donc {dy(y, g(a))/g € ?} est borné, et donc F est borné a
droite pour tout a € X.

Etape 2 : On va montrer que si F est équicontinu & droite et F(a) borné a droite, pour
tout @ € X alors il existe un sous-espace compact a droite E de Y qui contient 'union des

ensembles g(X) pour g € F.

Choisissons, pour tout a € X, 4, > 0 tel que dx(a, X) < ¢, implique dy(g(a),g(x)) < 1
pour tout g € F. Puisque X est compact a droite, nous pouvons recouvrir X par un nombre
fini de boules BT (ay, d,,), pour i = 1,...,n. Comme les ensembles {g (a;) /g € ?} sont bornés a
droite, leur union est également borné a droite ; supposons que 'union se trouve dans B*(y, N)

pour certains y € Y, N € N.

Choisissons g € F arbitraire, choisissons z € X. Soit x € B* (aj,éa]) pour certain
7 =1,...,n, alors
dy (y,9(z)) < dy (y, 9 (a;)) + dy (g (a;) , g())
<N+1.

Ainsi g(X) C BT(y, N +1)). Soit E la fermeture de cette boule. Puisque les ensembles

bornés fermés sont compacts a droite dans Y, E est compact a droite.

Etape 3 : Par étape 1, F est équicontinue & droite et F(a) est bornée a droite pour tout
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a € X dans (Y, dy). Par Iétape 2, il y a un sous-espace compact E de Y tel que F C C(X, E).

La proposition 3.3.1 révéle maintenant que F est totalement borné a droite pour p. Puisque
E est compact a droite, 'ensemble C(X, E) est complet a droite dans la métrique uniforme par
proposition 3.3.2. Alors comme F est un sous-espace fermé de C(X, E), donc il est également

complet a droite.

Grace a la proposition 3.3.2 nous en déduisons que F est un compact a droite, car il est

complet et totalement borné a droite. Donc F est relativement compact. [ |
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Résumé :

Le théoreme d’Arzela-Ascoli est un théoreme fondamental en analyse fonctionnelle qui per-
met de caractériser les ensembles relativement compacts dans 1’espace des fonctions continues.
Dans ce travail, on présente ce théoréeme fondamental dans le cas des espaces métriques, ainsi

que quelques de ses applications, et on 1’étudié aussi pour un espace quasi-métrique.

Les mots clé : Compacité, équicontinuité, quasi-métrique.

Abstract :

Arzela-Ascoli’s theorem is a fondamental theorem in functional analysis which allows to
characterize relatively compact sets in the space of continuous functions. In this work we present
this fundamental theorem in the case of metric spaces and give some of its applications. We

study it also for a quasi-métric space.

Key words : Compactness, equicontinuits, quasi-métrique.
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