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INTRODUCTION

L’analyse complexe est la branche de la mathématique recherchant sur les fonctions holomorphe
¢’est-a-dire sur les fonctions qui sont définies sur certains domaine du plan complexe et qui sont
dérivables entant que fonction complexe.

La dérivabilité complexe a des conséquences beaucoup plus fortes que celle la dérivabilité réelle.
Exemple toute fonction holomorphe et développable en série entieres dans tout disque ouvert
inclus dans son domaine de définition et est ainsi une fonction analytique.

En particulier, les fonctions holomorphe sont indéfiniment dérivables, un résultat qui est loin
d’étre vraie sur les fonctions réelles dérivables.

La plupart des fonctions élémentaires telle que les fonctions polynomiales, la fonction exponen-
tielle, les fonctions trigonométrique sont des fonctions holomorphes.

L’analyse complexe pose des fondations au 19 eme siécle et un peu avant, les batisseurs les plus

importants de cette théorie sont les mathématiciens : Euler- Gauss- Riemann- Cauchy.

Objectifs: Généraliser 1'utilisation des concepts et du vocabulaire de I'analyse et analyse

complexe.

Ce polycopié est un résultat du cours qui a été donné aux étudiants du deuxiéme année
licence mathématique (L 2 Maths) de 'université de khemis miliana. Le polycopié se compose
de 6 chapitres. Chaque chapitre est subdivisé en sections.

e Le premier chapitre, fait un rappel aux notions générales de I'analyse complexe.
e Le deuxieme chapitre, est introduit la notion du fonctions holomorphes, analytiques, conditions
de Cauchy-Riemann, et les fonction harmonique.

e Le troisieme chapitre sera consacrée aa 1’étude de certaines fonctions élémentaires complexes



comme par exemple : ’exponentielle, le logarithme, les puissances, les fonctions circulaires et
les fonctions hyperboliques

e Le quatrieme et cinquieme contient certains des résultats les plus importants de ’analyse
complexe. On cite parmi ces résultats le théoreme de Cauchy-Goursat et la formule intégrale de
Cauchy, Inégalité de cauchy, Théoreme de Liouville et de Morera...

e Le dernier chapitre nous allons introduire le théoreme des résidus: 1'une des applications les
plus remarquables de 'intégration dans le plan complexe en général et du théoreme de Cauchy

en particulier.

En fin, je tiens a remercier vivement le Dr. Bouriah Soufyane Maitre de Conférence a I’Université
de Hassiba Benbouali Chlef et le Dr. Bouderbala Mihoub Maitre de Conférence a I’Université
Djilali Bounaama khemis Miliana d’avoir accepté d’examiner ce manuel et de le juger pour qu’il

puisse étre présenté a nos étudiants.



CHAPTER 1

TOPOLOGIE DANS LE PLAN COMPLEXE

1.1 Propriétés algébriques des nombres complexes.

les nombres complexes sont apparus pour la premiere fois des le XVIeme siecle, dans les formules
de Caradan et Tartaglia destinées & résoudre I’équation du troisieme degré x> = px + ¢ ( on dit
que Tartaglia envoya sa méthode a Cardan qui se 'appropria ensuite) mais c’est sous la plume
de Raffaile Boumbelli, en 1550, que le nom de nombre imaginaire futcité pour la premiere fois.

La formule qui permet de calculer I'une des solutions de 1’équation z* = px + ¢

S N O CRs o)

est connue sous le nom de formule de Cardan.

R. Boumbelli d’ecrit I'exemple de I’équation x® = 152 + 4 dont une racine réelle est donnée par
la formule de Caradan:

\3/2 +4/(—121) + \"‘/2 —1/(—121) (expression qui aujourd’hui on ne se permettrait pas

d’écrire...) or il a vu que 4 est une solution réelle de cette équation, et il émet I'hypothese que

les racines cubiques de 2 4+ v/—1 et 2 — /—121 sont de la forme 2 + a/—1 et il trouve que

a = 1 convient ... Des lors, I'expression précédente devient 2 ++1/—1 42 — /—1 et I'imaginaires

disparaisissent.

C’est un peu plus tard, avec Gauss (1883) que les nombres complexes commencent a étre



étudiée pour eux mémes, et non juste comme des quantités intermédiaires a un calcul qui

nécessairement en disparaissent a la fin.

On muni R? par les lois ('addition et la multiplication) suivantes : Soient (z,¥), (u,v) € R,
(z,9) + (w,v) = (z + u,y + )

(z,y) X (u,v) = (z.u — yv,x.0+ y.u)

Ces operations créent un corps commutatif, le corps C des nombres complexes note par (C, +, X)
(0,0) est I’élément neutre pour I'addition.

(1,0) est I’élément neutre pour la multiplication.

« Dinversse multiplicatif de (z,y) # (0,0) est (=17, 2352)

« En identifiant (z,0) € R? avec x € R, et en posant i = (0, 1) alors:

C= {z,z:x+iy,x eR,yeR,* = —1}
n° Dans la suite, on notera par ¢ = (0, 1), le nombre complexe solution de 1’équation 2% +1 = 0.

1.1.1 Représentation d’un nombre complexe

Tout nombre complexe peut s’écrire sous la forme algébrique
z=x 41y

o Le nombre réel x est la partie réelle de z.
e Le nombre réel y est la partie imaginaire de z.
On note: x = Re(z) et y = Im(z)

Le conjugue d’un nombre complexe Soit z = = + 1y telsque z € R et y € R

Définition 1.1. On appelée le conjugué de z le nombre complexe



Z=x—1

Proposition 1.1. Soient 21,29 € C alors on a

Ve, € Ciz1 + 20 = 71+ 7%
21k — Z1%92.
VneN:az = az,a€R
1 1
Q) - Levo
z z
(Zl> - 2722 #0
Z9 Z9

Le Module d’un nombre complexe

Définition 1.2. Le nombre réel positif

|2| = V2z = /22 + 2

s’appelle le module de z
VAER, |z| > 0,[Az[ = || |z].

|z122] = |21] |22, |21 + 22| < |z1| + |22
2z z
= :}Z;},ZQ%O.

21| = |22|| < |21 + 22| < |21 + |22]]-

Proposition 1.2. Vz{,2, € C

ERENE

Exemple 1.1. Si a,b,c € R,a # 0, l’équation quadratique az? + bz + ¢ = 0, admet toujours

deuz solutions dans C.

—b+Vb? — 4dac
24

- A =0b%—4ac> 0.

. A=0b%—4dac=0.

2a
—b+ivb® —4
ZQ ac - A=0b>—4ac<0.
a

Argument d’un nombre complexe

Définition 1.3. L’argument d’un nombre complexe non nul z est une mesure de l'angle (i,V

) ou V est le vecteur d’affize z dans la base orthonormée (i,7) on le note arg z, il défini a 2w
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prés la valeur particuliére appartenant a lintervalle | — m, [ est appelé argument principale on
notera par exemple

arg(z) = 0 + [2kn]
Proposition 1.3. Pour tout z1,z, € C, on a

arg 21z = argz, +argzs + 2kmw

z
arg (1> = argz — arg 2o + 2km
22

argz" = nargz+ 2km,Vn € N

Forme trigonometrique
Puisque un nombre complexe z = x + iy peut étre considére comme un couple (x,y) alors on

peut représenter de tels points du plan xoy appelé le plan complexe

z=x+iy = p(cosf + isin ) = pe”

Cette formule est appelée la forme trigonométrique de z ou polaire.

Formule de Moivre

Proposition 1.4. Si p =1 on obtient la formule dite de Moivre
(cos@ +isin )" = cos(nf) + isin(nd) = ™ ¥n € N

Racines n’iéme d’un nombre complexe

Définition 1.4. Un nombre complexe w est appelé racine niéme d’un nombre complexe z
(z = p(cos® +isinf)) si w"™ = z.

D’aprés la formule de moivre:

cosO +2km sinf + 2kw

wk—(/ﬁ< +1 ),/{:—0,~~~,n—1.

n n

Il ya n valeurs différent pour wy, et leurs images forment un polygone de n cotés.

Exemple 1.2. Les racines cubiques de ['unité (23 = 1) sont:



21:1

2 2 27

zy = COS(%) + isin(%) =T
4 n

23 = cos(g) + isin(g) =3

1.2 Propriétés topologiques:

Définition 1.5. Soit l'application:

d:CXC —>R+

(21,22) — d(21,22) = |Z1 )

d est une distance sur C.

C muni de d est un espace métrique noté (C,d).

1.2.1 Ouverts et fermées de C

o l'ensemble B(zp,7) de centre 2y et de rayon r
B = (z0,7) ={2€C,|z — 2| <1}

est appelé boule ouverte.

o l'ensemble B(zy,7) de centre 2y et de rayon r
B = (20,7)={2€C,|z— 2| <r}

est appelé boule fermée.



o l'ensemble S(zp, ) de centre zy et de rayon r
S = (20,7) ={2€C,|z— 2| =7}

est appelé sphere de centre zy et de rayon r.

« Soit U C C, U est appelé une partie ouverte de C (un ouvert de C) ssi:

Vze U,36 = 0,B(z,0) CU

e On dit que F' C C est un fermé si et seulement si son complimentaire est ouvert.

« Soit U € C, U est borné si et seulement si IM > 0,U C B(zy, M)

1.2.2 Voisinage d’un complexe

Définition 1.6. On dit que le sous ensemble V de C est un voisinage du complexe zy si V

contient une boule ouverte de centre zy, i.e
IreR:,B=(2,7)CV
Ensemble compact

S C C, S est compact de C si et seulement si S est a la fois borné et fermé.

Ensemble connexe

D C C, D est dit non connexe s’il existe deux ouverts A et B non vides tel que :
D =AUB,

ANB=1.
Connexité par Arcs

Un ensemble ouvert S C C est dit connexe par arcs si deux points quelconques peuvent étre
reliés par un chemin qui se trouve entierementdans S.
Domaine

Toute partie de C est a la fois ouverte et connexe est appelée domaine.



1.3 L’infini en analyse complexe

Il souvent commode d’ajouter & C un point a I'infini noté co. L’ensemble C U {oo} est appelé
sphere de Riemann. nous le noterons C
Structure d’espace topologique.

On définit une topologie sur C en disant que S est ouvert si

1. SN C est un ouvert de C

2. Si oo € S,ilexisteR = 0 telque C\ A(0,R) C S
Proposition 1.5. On a les équivalances suivantes,

1. pour une suite de nombres complexes:

lim 2z, =00 <= lim — =0
n—oo n—o0 ZTL

lim z, = co <= lim |z,| = 00
n—oo n—oo

2. pour une fonction définie au voisinage de zg € C

. . 1
A f(=) = 00 = lim 5 =0

3. Pour une fonction définie pour |z| > r

lim f(2) = wo € C <= lim f(i) — w,

Z—00 z—0

lim f(z) = 00 <= lim {f(l)}l

2Z—00 z—0

Remarque 1.1. On a par définition
Ly —> 00 et w, — a = L, +w, — 0

Ly —r 0 et w, —a# 0= Z,w, — 0

Toute suite de points de C contient donc une suite partielle convergeant vers un point de C: Le

plan achevé C admet pour représentation géometrique une sphére (la sphére de Riemann) via la
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projection stéréograhique. Si

8 ={(.8,7), 0 + 5+ =1}

cette projection S* — C est définie par les relations

«
,%Z:L

Rz =
: 1—7 1—7

1.4 Exercices

Exercice 1.1. Mettre sous la forme x + 1y, x, y réels, les expressions suivantes:

2L (i) 2R iy 1y Y3 (i) i*m € N, (v) (140" + (1— i)".m € N

2 2
Exercice 1.2. 1. Trouver la racine carrée du nombre complere a =5 — 124.
2. Trouver la racine d’ordre 3 du nombre complexe b =1 — 1.

3. Résoudre dans C l’équation: 2iz*> —3z+1—3i = 0.
Exercice 1.3. Montrer que, Vz1, 29 € C:

1. W+ 2=21+7%, 2125 = Z1.23.
2. |[z1] = |22l < 21 = 2.
3. |21 + 2'2’2 + ‘Zl — 22|2 =2 <|21’2 + ‘22|2).

4. |2|" =|2"],Vn € N.

Exercice 1.4. Soit P(z) un polynéme d’ordre n a coefficients réels;

Montrer que Vz € C: P(z) = P(Z) et P(z) =0« P(Z) =0. Que deduire?

Exercice 1.5. Décrire les sous-ensembles z € C déterminés par les conditions suivantes:

W]z =il <1, (2)

=1, 3) =2 = 2 =3[, 4) S(2) = 0,]2| < 1, (5) L =7,



CHAPTER 2

FONCTION DE LA VARIABLE COMPLEXE

Dans ce chapitre, nous allons introduire la notion d’une fonction d’une variable complexe, a

valeur complexe w = f(z) = f(z +iy) = u(x,y) + iv(z,y), Fonctions holomorphe, Analytique,

Equations de Cauchy-Riemann et fonction harmonique.

Notre objectif principal sera d’établir la relation entre les notions de différentiabilité, d’holomorphie
et d’analycité d’'une fonction complexe.

La différence fondamentale entre 'analyse réelle et ’analyse complexe est que la géométrie du

plan complexe C est beaucoup plus riche que celle de la droite réelle R. Par exemple, les seules

parties connexes de R sont des intervalles, alors qu’il y a des sous-ensembles connexes beaucoup

plus compliqués dans C tel que la couronne.

2.1 Définition de la fonction de la variable complexe

Définition 2.1. Soit U un ouvert dans C et U C C un autre ensemble de C, une fonction qui

associe a chaque z € U un

w=f(z)CC

est une fonction complexe a valeur complexe.

U — U

z — w= f(z2)

12



Tout fonction complexe s’écrite sous la forme:

f(2) = u(z,y) +iy(x,y)

Exemple 2.1. On considére la fonction

fi(z) = 22

cette fonction est définie sur [’ensemble C c’est-a-dire que son domaine de définition est

D =C.

Exemple 2.2. On considére la fonction

cette fonction est définie sur l'ensemble C\ {1}, c’est-a-dire que son domaine de définition

est D=C\ {1}.
Exemple 2.3. On considére la fonction

z

fa(z) = 22+1

cette fonction est définie sur l’ensemble C\ {xi}, c’est-d-dire que son domaine de définition

est D =C\ {£i}.

2.1.1 Partie réelle et partie imaginaire d’une fonction complexe

Comme le nombre complexe z s’écrit souvent sous la forme algebrique classiques
z=x+1y
cela nous laissent penser que la fonction variable complexe a valeur complexe

f:D — C

z — w=f(2)

13



admet aussi une forme algebrique. En effet, si f(z) est la valeur de f au point z alors on peut
écrire

f(z) = f(z +iy) = u(z,y) +iv(z,y)

n° Dans la pratique, on note par la fonction a deux variables.

(z,y) — u(z,y)
la partie réelle de la fonction f et on écrit souvent
Rf(z) = ulz,y)
et par la fonction a deux variables
(z,y) — v(z,y)
la partie imaginaire de la fonction z et on écrit souvent
Sf(2) = v(z,y)
Exemple 2.4. On considére la fonction
f(2) = xy + iy’

fz) =a+1y

f(Z) _ ei( cosy—i—isiny).

On considere par exemple la fonction

f:C — C

z — f(z2)=2+z2

Pour déterminer la partie réelle et imaginaire de notre fonction, il suffit tout simplement de

14



remplacer dans 'expression de f, la valeur de z par x + iy,Donc

f:C — C

v+iy — flrt+iy) = (@+iy)’ +o+iy
Par conséquent, on obtient

flat+iy) = 22+ + o —iy
= (®+v°+2)+i(—y)
ce qui implique que

Rf(z) = u(z,y)=2"+y*+o
Sf(z) = wlz,y) = (-y).

2.1.2 Limites et continuité d’une fonction complexe

Limites d’une fonction complexe

Définition 2.2. Soit f la fonction compleze

f:D — C

z — w= f(z)
avec D est le domaine de définition de f. Soit zo € D. On dit que

lim f(z) =L

Z— 20

st et seulement si pour tout € > 0, il existe o > 0 tel que si z € D et

0<|z—2|=<6

alors
[f(z) =Ll <€
Remarque 2.1. Lorsque
f(z) = u(z,y) +iv(z,y)

15



on pose

Z0 = Xp +Zy0

et
L=Li+1Ls

Alors

lim  w(z,y) =1L, et lim  v(z,y) = Lo

(z,y)—(z0,y0) (z,y)—(z0,y0)

En effet, il est facile de constater que

[f(z) = LI = |(u(z,y) +iv(z,y)) = (Lo + iLs)]

= (u(z,y) = L) +i(v(z,y) = Lo)]

L’inégalité triangulaire implique que

[f(2) = LI = [(u(z,y) +iv(x,y)) = (Ly +ily)]

< |(u(e,y) = L) +iv(z,y) = L)

En tenant compte que

IN

lu(z,y) — L] < (u(e,y) — L)? + (v(z,y) — L2)? = |f(z) — I
w(z,y) — Lol < \J(ule,y) — L1)2 + (o(z,y) — Lo)? = | f(z) — L|

Ce qui montre que

lim f(z) =L<= lim wu(zr,y)=1L; et lim  v(z,y) = Lo

2720 (z,y)—(x0,90) (z,y)—(x0,90)
La continuité d’une fonction complexe

Définition 2.3. Soit U un ouvert non vide de C, zy € U et f : D — C On dit que f est

continue au point zo de U

Vzo € E,\Ve = 0,30 = 0,Vz € E,0<|z— 2| <d=|f(2) — f(20)] <€

16



i.€

T f(2) = £(z0).
Exemple 2.5. Soit
Ly
f(Q?—i-Z’y)— $2+y2

p*(cos @ x sin 0)

Donc f n’est pas continue en point 0.

Proposition 2.1. Soit U un ouvert dans C on a

f:U—C

fonction continue

lim f(z) = f(2) = lim f(z) = f(z0)

Jim R(f(2) = R(f ().
Jim S(f(2) = S(f(0)).

Proposition 2.2. Soit f, g deuzx fonctions complexes continue en zg alors :

<f+wmfxmx§td(weg¢oxuu%0»%u»

sont continue en %.

Proposition 2.3. La fonction f(z) = u(z,y) + iv(x,y) est continue en zy = (xo,yo) Si et

seulement si les fonctions réelles u(x,y) et v(x,y) sont continues en (o, yo):

Exemple 2.6. La fonction
flz) ==

est continue sur C. En effet, si on écrit cette fonction sous la forme algébrique, on constate

facilement que
f(z) =z —iy
i.e
§Rf = u($7y) =, gf = 'U(ZL',y) =Y

17



qui sont continues en tout point (xg,y0) € R? et par conséquent sur C.

Exemple 2.7. 57 on considére la fonction
f:C—C

est définie par

cette fonction est discontinue en zg =1 car
lim f(2) = ~1# f(5) =0

2.1.3 La dérivabilité d’une fonction complexe

Définition 2.4. Soit f une fonction définie sur un ouvert U de C , zy € C.

f(zo+h) = f(z0)
h

On dit que f est dérivable au point zy, ou C-dérivable si [’expression ) admet une

limite quand h tend vers 0. Cette limite est appelée le nombre dérivé de f en zy et noté par

f/ (20) = hmhg)o 7]"(204-/1})1—]"(20)

Exemple 2.8. Soit la fonction f(z) = 2%, on a:

(2 + 1) = (2)°
h

fz+h) = f(2)
h

VzeC: limh_m = limh_m = limh_>0(22 + h) =2z
alors f est dérivable en tout point z € C et f (z) = 22

Continuité des fonctions dérivables

Soit U un ouvert de C et zg € C. si f est dérivable en z, alors f est continue en zy. 'inverse

n’est pas toujours vrai

f(z0+h) = f(=0)

limh_m(f(Zg + h) - f(Zo)) = limh_m

I(zo+h) = f(z0)
h

(Puisque limy,_o existe)

Opérations algébriques sur les fonctions dérivables

18



Les mémes propriétés algébriques sur les fonctions dérivables sont obtenues comme celles

des dérivées réelles.

Proposition 2.4. Soient U un ouvert de C, f et g deux fonctions dérivables en un point zy de

S, telle que f,g: S — C
On a les propriétés suivantes:

1-La somme f + g est dérivable en point zy et on a

(f +9)(20) = [ (20) + ¢ (20)

Et pour A € C \f est dérivable en point zy et on a

(Af) (20) = AS (20)

2- Le produit f.g est dérivable en point zy et on a

(f.9) (20) = f (20)9(20) + g (20) f (20)

3-S5t g(z0) # 0, alors 5 est dérivable en point zy et on a

Iy L) — ' (20)9(20) — g (20).f (20)
() 9 (z0)

Proposition 2.5. Soient U et U’ deux ouverts de C, f : S — C,g: S'— C. On suppose que f
est dérivable en un point zy et que g est dérivable en un point f(zy). Alors go f est dérivable en

un point zy, et on a

/

(90 f) (20) = g (f(20)).f (20)

Proposition 2.6. Une fonction réelle a variable compleze, est soit dérivable en un point zy et

sa dérivée est nulle, soit elle n’est pas dérivable en zg.

Exemple 2.9. Soit la fonction f(z) =Z, on a:

fz+h) = () (z+h) —(2) h

= limp—o

Vze C:limy_o

19



1 st heR

—1 si helR

Alors w n'a pas de limite quand h tend vers zéro (f n'est pas dérivable sur C).

2.2 Fonctions holomorphes, fonction analytiques

Définition 2.5. Soit w = f(z) on dit que la fonction f:

o est holomorphe ou analytique en un point zo d’un domaine D si elle est dérivable
aussi bien au point zy lui-méme que dans un certain voisinage de ce point. On dit aussi

que [ est analytique en zy st elle est développable en une série entiére au voisinage de zy.

o est analytique dans un domaine D si elle est analytique en tout point de D.

» est entiere si elle est analytique en tout point de C.

Remarque 2.2. 1. il est clair que sur un domaine D: f analytique < f est holomorphe.

2. La fonction f(z) = |z|* est différentiable seulement au point z. Mais cette fonction
n’est pas analytique au point zy car il n’existe pas de voisinage de zg ou la fonction est

différentiable. On a donc : analycité = différentiabilité. mais la réciproque est fausse.
Exemple 2.10. De fonctions holomorphes (analytiques)
1- Tout polynéome P(z) est holomorphe (analytique) dans C.

2- Toute fraction rationnelle 58 est holomorphe dans C\ {U,z;} ou les z; sont les poles

de la fraction.
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3-€%,sin(z), cos(z), sh(z), ch(z) sont holomorphe dans C.
*tan(z) est holomorphe dans C '\ {UkeZ(Qk + 1)%}

*th(z) est holomorphe dans C\ {Ukez(2k + 1)%}

2.3 Conditions de Cauchy-Riemann

Théoreme 2.1. Soit U un ouvert de C, f une fonction complexe définie sur U, telle que

f(z) = u(z,y) +iv(x,y) et soit zg = xo + iy dans U.
Les conditions suivantes sont équivalentes:
i- f est dérivable en zy.

ii- U et V sont différentiables en (xo, o) et vérifient:

ou ov
87(3:0’3/0) = a*(ﬂfo,yo)

...... (E).
O—Z(xo,yo) = —%(1’07?/0)

Les équations (E) s’appellent les équations de Cauchy- Riemann

Démonstration

fz+h)—f(2)

. existe, alors elle indépendante de la fagcon dont h tend vers

1- Supposons que lim;,_
0:

1°"cas: Supposons que h — 0 (sur l'axe réel),h € R

f/(Z) — limhﬁof(z + h) — f(Z) — limh%OU(l’ + hay) — UJ(x?y) + Zv(x + h7y) - U(ZE,y).

h h h
ou ov

= (@) g (my) (1)
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2" cas: Supposons que h imaginaire pur, (h € IR) ie h=it,t e R,h - 0sit — 0

/ h — t — t —_
F(2) = lim, LG =@ @yt ) —u@y) ey ) —u(@y)
h it it
10u ov
- -2 i . )
Par identification de 1 et 2, on obtient
Ou ov

ii-Supposons que U et V sont différentiables en (z,y) et vérifient les équations de Cauchy-

Riemann, on va montrer que f est dérivable en z € C.

puisque U et V sont différentiables en (z,y), on a:

uwx+s,y+t)—ulx,y) = @sjt%t—l—a(s,t)

ox dy
ou lim(&t)ﬁ(o’o) HHOE(:;?”” =0et
ov ov
t) — = s+ —t t
vie+s,y+t) —v(z,y) = 55+ 9y + B(s,1)

ou lim s 4)—(0,0) H||ﬂ(is,2§)||” =0

soit h = s+ it on a
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fG+h)=f(z) = (u(z+sy+1)+w(e+sy+1) - (uzy) +w(z,y)).

= (u(+s,y+1) —ulz,y) +ilv(r+sy+1) —v(z,y))

ou ou L O0v ov
- %?+5?+a@ﬂﬂw%ﬂ+5?+wﬁm
ou ou ov v :
= (5, +a—yt)+z(afxs+afyt)+(04<8>t)+@5(5’t)>
= (@ 0y D Py s, ),
= 8&:8 ay Za S oy s

77(5> t) = Oé(S, t) + iﬁ(S, t) ol lim(s,t)H(0,0 Hn(ss’,t)H =0

fz4+h)=f(2) = (gz — gvt) + (gzs + gut) +n(s,t).
f4h) = f(z) = g(s+wy+ug(s+n»+n@¢)
fz4+h)=f(z) = (gz + ng)(s +it) 4+ n(s,t).
f(z4+h)—=f(z)  Ou ov n(s,t)
h = Gt T
In(s.l _ lla(s.t)+iB(s.)ll

car limhﬁom = lim(s’t)*)(o,o)w = 0 donc

h) — 0 0 ;
limh_mf(z—'— ]1 /(z) =(£+ 8;) f(2)

On en déduit que f est dérivable en z, et que f'(z) = g—; + i%

Remarque 2.3. Les conditions de Cauchy-Riemann ne sont pas des conditions néces-
saires pour la dérivabilité des fonctions, c-a-d. : il existe des fonctions qui admettent des
dérivées partielles vérifiant les équations de Cauchy-Riemann sans étre C-dérivables.

par exemple

Tz Y (z,y) # (0,0)
f(z) = f(z,y) = Ona

0 st (x,y=(0,0)
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ou

92(0,0)=52(0,0)=52(0,0)=5%(0,0)

Mais la limite limh_ﬂ)w n’existe pas.

On introduit les opérateurs aux dérivées partielles suivants

. 1,0. 10.. 1.0 .0
0.~ 2o Tiay) " 2% Ty
. 1.8, 14.. 1,0 .0
=~ 29 ey " 2% Ty

)

On a la proposition suivante

Proposition 2.7. Soit f: U — C une fonction dérivables en un point zo € C. Alors on a

0 , 0 0 0
8£<Z0) = f (Zo) = Qai;(fﬂo;yo) = a%:(ﬂfo,yo) - @é;;($0>yo)-

Remarque 2.4. Les équations de Cauchy -Riemann traduisent le fait qu’une fonction

holomorphe ne dépend pas de la variable Z (condition suffissante pour ’holomorphie).

Proposition 2.8. Soient U un ouvert connexe de C et f est holomorphe. Les conditions
suivantes sont équivalentes.

1-f est constante sur U.

2- Re(f)est constante sur U.

3- Im(f)est constante sur U.

4-|f] est constante sur U.

5-f est constante sur U.

Démonstration
1= 2: il est clair que si f est une fonction constante, alors les parties réelle et imaginaire sont
constantes.
2 = 3 si u(z,y) = constante, alors u, = v, = 0 ce qui implique que v, = v, = 0, et par
conséquent v(z,y) = constante.

3 = 4 la preuve est similaire & celle de 2 = 3. 1 = 2: on a |f|* = u® + v> = constante. En
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dérivant par rapport a x puis a y; et en utilisant les conditions de Cauchy Riemann, on trouve
Uy — VUy = 0

VU + uty =0

La résolution de ce systeme donne
2 2
[ ue =0, [f[7uy =0

Comme |f|* # 0, il en résulte u, = u, = v, = v, = 0, ce qui prouve que u(z,y) = v(z,y) =

constante. D’ou f est constante.

Remarque 2.5. Une autre formule des Equations de Cauchy-Riemann

Soit U un ouwvert de C et z € U on a:

Z24+ZzZ z2—7Z
2 7 2%

f(z) = f(z,y) = f(

of _ ofor ofoy 1 of 107,
0z Ordz Oydz 2 0x 10y’
of afor afdy 1,0f 10f
6z = owoz oyoz 2r iy

D’autre part

0 : du v
e S
~ 1,0u 10u 1, 0v  10v
= 3l "iay) T2las Tiay)
11 0u Ov, ,0v Ou
=3l o) T Ty

U =0
ou Ov
dx Oy
ou _ _ow
oy ~ Oz
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Done, f est analytique sur C

2.4 Fonctions harmoniques

Définition 2.6. Soient U un ensemble de R? et f une application de U dans R. La fonction f
est dite de classe C? sur U si les dérivées partielles gf,g?’;,aadf existent et sont continues pour

tout x,y de U. On note par f € C*(U,R).

Définition 2.7. f € C*(U,R). On dit que f est harmonique dans U si pour tout (z,y) € U

on a:
0? 0?
P, Pf
022 ' Oy?
Notation. La fonction Af = gi{ 42 B9 91 est appelée le laplacien de f.
On peut le noter aussi par Af = fou + fyy 0U foo = gi{ et fyy = 8yf
Exemple 2.11. f : R* — R, ou f(z,y) = e Y. il est clair que cette fonction est dans
C?*(R?%,R), de plus
an 82

=5 = foo = —€ Vsina, 5 = f,, = e Ysinx

Ox? " Oy?
Le laplacien Af = fu + fyy = 0, ce qui montre que cette fonction est harmonique.

Théoréme 2.2. Soit f(z) = u(x,y) + iv(x,y) une fonction holomorphe sur D C C. Alors les

fonctions réelles u(x,y) et v(x,y) sont harmoniques.

Démonstration. La fonction f est holomorphe, donc les équations de Cauchy Riemann sont
satisfaites

Uy = Vy = Upg = Upy
Uy = —Vp = Uyy = —Usy

et donc Au = uy, + u,, = 0. Ce qui prouve que la fonction réelle u(x,y) est harmonique.

Pour montrer que v(x,y) est harmonique on procede exactement de la méme maniere.

Exemple 2.12. La fonction w = f(z) = 2? = (v +iy)* = (2? — y?) + i(2zy) est enticre et
donc les fonctions u(x,u) = 22 — y? et v(x,y) = 2xy sont nécessairement harmoniques sur tout

domaine U C C. En effet

Upg + Uy =2 —2=0,05, +0,, =0—-0=0
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Conjuguée harmonique Si f(z) = u(x,u) + iv(x,y) est holomorphe dans un domaine
D, alors u et v sont harmoniques dans D. Maintenant, supposons que u(z,y) est une fonction
réelle harmonique dans D. Si on peut trouver une fonction v(x,y) telle que u(z,y) + iv(x,y) est

holomorphe dans D, alors v(x,y) sera apellée la fonction conjuguée harmonique de u(x,y).

Exemple 2.13. o Vérifier que la fonction u(x,y) = e Ysinx est harmonique dans C.

o Trouver la conjuguée harmonique de u.

Réponse. On a
— oY — oY — _ginre Y — g —y
Uy =€ Y cosT, Uy, = —€ Ysinz,u, = —sinze ¥, u,, = —sinze ¥,

donc

Uggy + Uyy = 0

« En utisant les équations de Cauchy-Riemann on a:v, = u, = e Ycosz et v, = —u, =
sin ze”Y.En intégrant la premiére équation par rapport a y on obtient, v(x,y) = — cosx.e Y+
h(zx).

Maintenant v, (z,y) = sinz.e™¥ + h'(z) = —u, = sinze™ nous donne que h'(z) = 0 et

donc h(z) = C. Donc la fonction harmonique conjuguée est v(z,y) = —cosz.e ¥ + C

2.5 Exercices

Exercice 2.1. Trouver les fonctions holomorphes et les non holomorphes, Puis donner la dérivée

de celles qui sont holomorphes:

e fix)=2* -y +2+1+i(2zy +y).

o folz) =222 +2¢% — x +i(dzy — v).

o f3(2) =22+ z+1Inz.(R(2) = 0).
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o fi(z) =€ +Z+cosz

Exercice 2.2. Soit f une fonction holomorphe sur C donnée par sa forme algébrique: f(z) =

u(z,y) + iv(x,y)

o Trouver toutes les fonctions f telle que:

o u(z,y) =3+ 1.

o u(z,y)=a*—y*+2x+1.

o u(z,y) = —2xy.

e v(z,y) =e"siny.

o v(z,y) = 2z + 2xy.

o v(z,y) =a? — 4>

Exercice 2.3. Pour quelles valeurs de X\ les fonctions f sont-elles holomorphes

o f(2) =x+i)y.

o f(z)=a—y*+ ) x+i(My + 2zy).

e £(2) = ROVR(2) +[SON) + 1)3(2).

Exercice 2.4. Montrer que les fonctions suivantes sont harmoniques.

1. u(z,y) = xy.
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2. u(z,y) = 2% —y* + xy.

3. u(x,y) = e"rcosy — e’ysiny.
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CHAPTER 3

FONCTIONS ELEMENTAIRES

Les fonctions complexes sont un prolongement naturel des fonctions réelles sur le plan des
nombres complexes C. Dans ce chapitre nous étudierons les propriétés principales des fonctions

¢lémentaires complexes, leurs domaines d’analycité et leurs dérivées.

3.1 Fonction exponentielle.

Définition 3.1. Siz =z + 1y € C, ou z et y sont des réels, on défini la fonction exponentielle
complexe par la relation e* = ™% = e®.e = e%(cosy + isiny) Siy = 0 alors z = x, cette
définition coincide avec la définition dans les réels. Donc la fonction complexe €* un prolongement

de la fonction réelle €.

Théoreme 3.1. La fonction exponentielle complexe e* est entiére et sa dérivée est égale a

d z z

—€ =€ .

Démonstration. Notons que R(e®) = u(z,y) = e cosy et J(e*) = v(z,y) = e*siny. En

utilisant les équations de Cauchy-Riemann on a pour tout z = x + iy € C
Uy = €7 COSY = Uy, Uy = —€"SinY = v,
Donc e* est entiere et on a
d

d—ez = u, + iv, = e*(cosy + isiny) = €.
z
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Exemple 3.1. Trouver la dérivées de chacune des fonctions:
filz) = i2'(2* =€), folz) = T OHOH

Solution.
(2) = 6i2° — izte” — 4iz3e, (2) = eF ~(WHD243 (9, 1
1 2

Propriétés de e*

L’exponentielle complexe e* possede les propriétés suivantes:

1 a
(1>€0 - 1, (2)621+z2 = 6z1.622, (3)— = 6_Z<4)67 — 621_'22, (5)<€Z)n — enzjn c7
ez

e~2

(6) |e*] = ™ = e = 0, (7)e* # 0, (8)e" ™ = ¢*, (9)(¢*) = ¥z e C

,(10)a* = e*™* a = 0
Remarque 3.1. La fonction exponentielle complexe e* est

o périodique de période 271,
b . . . 7/
o n’est pas injective comme dans les réels,

e ne s’annule pour aucune valeur complexe.

3.2 Fonction logarithme

Comme pour le cas réel, la fonction logarithme réele est définie comme I'inverse de la fonction
exponentielle, donc

eV =z<=logz=w,z#0
Le nombre complexe w n’est pas définit de fagon unique car si z = e alors e

w+i2km _ eV = 4
aussi ceci signifie que log 2 est une fonction multiforme, il ya une infinité de w associes au méme
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nombre complexe z le probleme fondamental est donc de trouver une valeur w = x + 1y telle

que e¥ = 2,Vz € C, 2 = |z|e?, ou 6 est Pargument de z.
€u+iv — |Z’ eie;
e.e = |z] e
" = |z]

67,1) — 619

111170

v=0+42kn ke’

Une solution est donc donnée par u = In|z|,v = 6 donc w = In |z| 4 i6

Les autres solutions sont log z = log |z| + i0 + 2ikm, k € Z

Définition 3.2. On appelle determination principale du logarithme de z et on note log z le cas

ouk=0e —-nmT<0<m

Exemple 3.2. 1. log(1+41) = log(\ﬂ2)ei%) =In(v2) +iZ,(k=0,0 =T € [-m, 7))

2. logi = log(1e'2) = In(1) + 4%, (k = 0,0 =

NI
m
N
A
=l

3. log(—1) =log(le™) = In(1) + in

Remarque 3.2. En En général on a:

V21, 22 € C,log(z1.22) # log(z1) + log(22)

On a plutot la formule.

V21, 29 € C,log(z1.20) = log(z1) + log(z2) + i2km, k € Z

avec k = —1,0,1 selon les cas.
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En effet:

log(z1.22) = log(\zll.]22|ei(91+92))

= 1In(|21.2|) + (01 + 05) + 2ki;
= In(|2z1|) + In(|22|) + i(01) + ©(02) + 2kiT;

= log(z1) + log(z2) + 2ki;

On peut toujours supposer que —m < 01 <met —m <0y <7

On a trois posibilités pour 6, + 05

O +60<—7 ; =k=1=log(z1.20) = log(z1) + log(z2) + 2im.
—m <6 +60, <7 ; =k=0=log(z1.20) = log(z1) + log(z2).

O +0, =71 ; =k=—1=log(z1.20) = log(z1) + log(zs) — 2im.

Exemple 3.3.
log(—1 —4) = log((—1)(1 +14)) = log(—1) + log(1 + @) + 2kim
aveck=—-1ouk=0o0ouk=1ona
o

Glzarg(—l)zﬂ,egzarg(1+i):£:>6’1+92:Z:>k:—1

log(—1 —4) = log((—1)(1 4+ 1)) = log(—1) + log(1 + ¢) — 2kim

Exemple 3.4.

logz" = In(|2|") +i(argz") + 2kim;k,n € Z,—m <0 <
= nln(|z]) + nb + 2kim;k,n € Z,—m <0 <

= nln(|z|) + i(nf + 2kn);

Proposition 3.1. La fonction logarithme log z définie par f(z) = logz est analytique et sa
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dérivée est donnée par:

| 1
dz & z

Démonstration. Si z = re?, et —7 < 6 < 7 alors
log z = log(re”) = u +iv = In7r + if

on trouve

ou 1 ov ov ou
o v Yo Vg

Donc u et v satisfont les équations de Cauchy-Riemann en coordonnées polaires

ou_1ov o0 _ 1n
or  rddor  rob

Ce qui montre que Log z est analytique dans ce domaine et sa dérivée est

or Zar e?  z

fz)=e"

3.3 Fonctions circulaires.

Tout comme nous avons étendu la fonction exponentielle réelle, nous étendons maintenant les
fonctions circulaires réelles aux fonctions circulaires complexes.
En utilisant la formule d’Euler e? = cost + isint, on défini le sinus et cosinus d’une variable

complexe z par les formules:

e? + efiz e? — i
cos z = ,8inz = -
21
sin z | Cos 2 e 41
tan z = = 5 ,cot 2 = — =1
CoS 2 e* +1 sin z ez — 1]

Il est clair que ces définitions sont des extensions des fonctions circulaires réelles, car si nous

posons z = x, nous obtenons cos z = cosx et sinz = sin z.

, e’ —e ™  (cosx+isinx)— (cosx —isinx) ,
sin z = , = , =sinz
2 2

Les identités circulaires fondamentales suivantes restent valides. Pour tout z, 21,22 € C on a

(1)sin(—z) = —sin(z), (2) sin(z + 27) = sin(z), (3) sin(z + g) = cos(2)
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(4) cos(—z) = cos(z), (5) cos(z + 2m) = cos(z), (6) cos(z + g) = —sin(z)
(7) tan(z + 7) = tan(2), (8) cot(z + ) = cot(2), (9) cos*(z) + sin*(z) = 1
(10) cos®(z) — sin®(z) = cos(2z), (11) sin(2; + 22) = sin(2;) cos(za) + cos(z1) sin(zy)
(12) cos(z1 + 22) = cos(z1) cos(z2) — sin(z1) sin(2)
Théoréme 3.2. Les fonctions sin z et cos z sont enticres et leurs dérivées sont :

d . d :
—— Sz =CO0sSzZ,-—COSZ = —SInz

dz dz

o Les parties réelles et imaginaires de sin z et cos z sont données par les formules:

sin z = sin x cosh y 4 ¢ cos x sinh y, cos z = cos x cosh y — ¢ sin z sinh y

o Beaucoup de propriétés importantes de sin z et de cos z se déduisent a partir de ces formules.
Par exemple on a:

sin(iy) = i sinh y, cos(iy) = coshy

. 2 . . 2 .
|sin z|* = sin? x + sinh®y, |cos z|* = cos® x + sinh® y
e Les zéros de sin z et cos z sont tous réels.

1. Les zéros de sinz sont z =nm,n=10,+1,+£2,---

2. Les zéros de cosz sont z = (n + %)7‘(‘, n=0+1,+2,---

Fonctions circulaires inverses

On défini les fonctions circulaires inverses par :

sin™!z = —ilogliz + (—2* + 1)%]

cos 'z = —ilog[z + (2% — 1)7]
tan~lz = 21 Hiz,z%ii
-z
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3.4 Fonctions hyperboliques

On défini les fonctions hyperboliques comme dans le cas des variables réelles.

e —e”® eF +e*
sinhz = ——— coshz = ——
2 ’ 2
sinhz e%* —1 coshz e**+1
tanh z = = ,cothz = =

coshz €22+ 1 sinhz e —1

Théoréme 3.3. Les fonctions sinh z et cosh z sont entieres et leurs dérivées sont :
. d :
— sinh 2z = cosh z, — cosh z = sinh 2
dz dz

o Les parties réelles et imaginaires de sinh z et cosh z sont données par les formules:

sinh z = sinh x cos y 4 ¢ cosh x sin y, cosh z = cosh x cosy — isinh x siny

o Les relations entres les fonctions circulaires et hyperboliques sont étroites comme on le

constate dans les formules suivantes :
sinh(iz) = isin z, cosh(iz) = cos z, sin(iz) = isinh z, cos(iz) = cosh z
|sinh z|* = sinh? 2 4 sin® 2, [cosh z|* = sinh? z + cos? 2

e Les zéros de sinh z et cosh z sont tous réels.

1. Les zéros de sinh z sont z =nmi,n =0,4+1,+2,---

2. Les zéros de cos z sont z = (n + %)m’,n =0,£1,4£2,---

Fonctions hyperboliques inverses
On défini les fonctions hyperboliques inverses par :

sinh ™! z = log[z + (2% + 1)7]

cosh™ z = log[z + (2% — 1)7]
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1 1
tanh™! 2 = flogj,zﬁéj:l
2 11—z

3.5 Fonction puissances
La fonction puissance générale w = z%, ou a € C est définie par :

w= 2% = ealogz

ol log z est une fonction multiforme, et donc la fonction z* est aussi multiforme

e La dérivée de 2% est:

d
— 2% =gzt

dz

» La valeur principale (détermination principale) de z® sera:
6alogz — ea(ln|z|+10)
e Les autres valeurs s’obtiennent par:

0 — 6a(ln|z|—&-1(0—i—2k71'))

Exemple 3.5. Trouver toutes les valeurs de: i*, (1 +1)°
Z'i _ eilogi — ei(i(g-‘rmﬁﬂ’)) — 6_%6_2k7r7 keZ
-1ln 2

('L + 1)2 — eilog(i-{—l) _ ei(ln(ﬁ)—f—i(%—i&kﬂ')) _ 6176—(§+2k7r)’ LeZ

Propriétés de 2

1. 2020 = 2ot

2. (2122)% = 21%%% %™ k= —1,0,1

3. logz2* =alogz+2kim, k € Z

4. (Za>a — Za.aeQiﬂ'akk c 7
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3.6 Exercices

Exercice 3.1. 1. Montrer que si z = x + iy alors:

sin z = sin x cosh y 4 ¢ cos x sinh y, cos z = cos x cosh y — i sin z sinh y

2. pour quelles valeurs de x et de y sinz € R et cosz € R.

Exercice 3.2. e Résoudre dans C, I’équation suivante: 2z + iz = 3.

Exercice 3.3. 1. Résoudre I’équation suivante z* —i =0,z € C

2. Trouver les solutions de l’équation suivante :ie”* —ie * =1,z € C.
Exercice 3.4. Résoudre dans C les “quations suivantes:

1. e#=1+4+1.

2. cosz =3+ 2.

Exercice 3.5. Résoudre dans C [’équation suivante 2cos(z) — e =1+ 2i.
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CHAPTER 4

LE CALCUL INTEGRAL

Ce chapitre contient certains des résultats les plus importants de ’analyse complexe. On cite
parmi ces résultats le théoreme de Cauchy-Goursat et la formule intégrale de Cauchy. Un
résultat fascinant déduit de la formule intégrale de Cauchy est que si une fonction complexe est
dérivable une fois en un point, alors les dérivés de n’importe quel ordre existent et ces dérivées
sont elles mémes analytiques. Autres théoréemes importants de ce chapitre sont, le théoréme de

la valeur moyenne de Gauss, le théoreme de Liouville

4.1 Intégrale curviligne

Définition 4.1. Soit D un domaine du plan compleze C, et soit C une courbe paramétrée par le

chemin:

v:la,b) — C

t — (1)

tel que ' (t) existe et continue.

Soit f une fonction complexe continue et définie sur D:

f+D — C

v — f(7)
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On définit l'intégrale de f le long de la courbe C par

[ 1@z = [ 160 war

Remarque 4.1. o L’intégrale le long d’une courbe est aussi appelée intégrale le long d’un

chemin, ou intégrale curviligne complexe.

o Sila courbe C est fermée et orientée dans le sens trigonomitrique on note ¢ f(2)dz au

lieu [ f(2)dz

Proposition 4.1. Si f(z) = u(x,y) +iv(x,y) et z(t) = x(t) +iy(t), Uintégrale [, f(z)dz peut

étre exprimée sous la forme suivante

/c f(z)dz = /C(u + ) (dx + idy) = /C(udx —vdy) + i(vdz + udy)

:LKMﬂmmmd@ﬁ—/v@@w@M@Wt

a

b !/ b ’
| [ utatoton O+ [ ot o) )i
Exemple 4.1. Soit C le segment entre O(0,0) et A(3,1) qui est défini par
C ={v(t) € C telque ~(t)=(1—-t)O+tA, 0<t<1}

C={y(t) € Ctelque ~(t) =(1-1)(0+1:0)+t(3+1), 0<t<1}
C ={y(t) € Ctelque ~(t)=3t+it, 0<t <1}

Calculons Uintégrale [Zdz (f(2) = Z).
On a dy =~ (t)dt = (34 4)dt, Alors

1

[ | () (Bt = | SO (dt = 3+ 1) [ Gt =ity =5

Exemple 4.2. Calculer [, f(2)dz ou f(z) = 2*

C':est le segment entre le point O(0,0) et le point A(1,0) suivi du segment entre le point
A(1,0) et B(1,1).
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o [l faut d’abord trouver le paramétrage du segment v, : [OA] et du segment o : [AB].

’}/1:[0,1] — C

t — m{t)=1-t)0+tA=(1—-1)(0+41:.0)+t(1+1i.0) =t

")/23[0,1] — C

t — %t)=0-t)A+tB=(1—-1t)(1+4.0)+t(1+:1) =1+t

/Cf(z)dz = /7 dz+/2 f(z)dz.

_ / (1 (0) 7. (6)t + / (va(B) ().

- / 2dt+/ 1+ it)?

(1+ )

Exemple 4.3. Calculer [, f(z)dz ou f(z) =

C':est le quart de cercle de rayon 2 reliant les points (2,0) a (0,2) ie

J
/C f(2)dz = /0 ? Hy () (D)t = /O ? et 2jetdt = 4 /0 T ity — _y

C= {v(t) € C telque ~(t) =2¢",0<t<

IR

Propriétés des courbes

Définition 4.2. o Toute application continue v : [a,b] — C S’appelle chemin (courbe)

o y(a) et v(b) sont lorigine et extrémité du courbe respectivement.
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o Sivy(a) =7(b), on dit que v est une courbe fermée ou est un lacet

o Si la restriction de Uapplication vy sur lintervalle |a, b] est injective, on dit que la courbe

est simple.
o Toute courbe fermée est simple, est appelée courbe de Jordan.

o C'={~(1);t € la,bl} s’appelle courbe paramétrée dans le plan complexe par l’application

v.

e La courbe 7y est de classe C* par morceauz s’il existe un nombre fini de points a < t; <
to < -+- <ty < b tels que Uapplication v(t) posséde des dérivées a gauche et a droite de

chaque points t; et toutes ses restrictions |t;, tj+1[$ C sont de classe C*.

» L’application continue v~ : [a,b] — C définie par v~ (t) = y(a + b —t) s’appelle chemin

inverse du chemin .

o Toute courbe paramétrée poura étre parcourue suivant deux sens soit de y(a) vers ~(b) ou
bien de y(b) vers vy(a)
*le parcourt du point y(a) wvers le point v(b) s’appelle orientation positive (le sens
trigonométrique).

*le parcourt du point y(b) vers le point ~y(a) s’appelle orientation négative (le sens horaire).

o Si lapplication v est définie par v(t) = x(t) + 1y(t), alors la longueur L(~y) du courbe v

L(7) = /ab

Quelques exemples importants:

est égale a

F ] = [V @R+ o 0y
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1. C est une courbe reliant z; & 2, dans C, alors [, dz = 2o — 21 et [, 2"dz = 25! — 27!

Démonstration.

v :la,b] — C,

t — (t),v(a) = z21,7(b) = 2

L@ = [aorwa= [%]
(v B

G)"  (le)™t L
n+1 n+1 _n—i—l(z2 “ )

a

[az= [1aa =160 =2 - =

2. Si C est un lacet (ie z; = z2) alors [, 2"dz = 0.

3. Soient zy € C,n € Z et C,. le cercle de centre zy et de rayon r alors: Démonstration.

C,:[0,2r] — C,

t — Cp(t) =z +re

alors

2 ) . 27
/ (2 —20)"dz = / (20 + 1™ — 20)"(ire™)dt = ir™*! / el g =
0 0

T

2w

7“”+1 (1)t
il —0 ;n#-1
ln+1€ 10 "

211 n=-—1

Quelques exemples importants des courbes

1)Le cercle: Soient zy € C et r € R¥, le cercle de centre 2, et de rayon r, qui est une courbe
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fermée paramétrée par 'application

v:[0,2nr] — C

t —» Zg—i-reit, 0<t<2m:.

* pour voir une orientation négative du cercle on pose y(t) = zy + re ",

2)Le segment: Soient zy, 22 € C, le segment orienté d’origine z; et d’extrémité zo, qui le

note [z1, 25|, est défini par

v:[0,1] — C

t — (1 —1)z +tz.

Propriétés Soit C une courbe dans le plan complexe. On note par —C, la courbe C orienteé
dans son sens inverse. On suppose que C' = Cy U Cy avec le point final de la courbe C} coincide
avec le point initial de la courbe C\.

Si f et g sont intégrables le long de C, alors

4, /Cf(z)dz:/cwczf(z)dz:/q f(z)dz+/02f(z)dz

Proposition 4.2. Soit F une fonction holomorphe avec une dérivée F'(z) = f(z) continue dans

une domaine D C C, soit C une courbe dans D, son origine z; et son extrimité zo, alors:

/C F(2)dz = F(z) — F(21)

Démonstration.
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L@z = [[Fede= [ Fowy

Proposition 4.3. On a la formule d’intégration par parties:

/C F(2)G (2)dz = F(2)G(2) — /C F'(2)G(2)d>

4.2 Théoreme de Cauchy.

Théoréme 4.1. Si f est une fonction définie dans un domaine D C C, et si vy est une courbe,

simple fermée a l'intérieur de D et f est holomorphe a l'intérieur de v et sur vy alors

% f(z)dz=0
.
Exemple 4.4. Soit le cercle de centre 0 et de rayon 2
C= {”y(t) € C,t € 0,2 ouy(t) = 2€it}

Calculer [ zdz, on a

2
0

2T , T .
zdz = / ~y(t).y (t)dt = 42’/ e*dt.
0

—

- 2[62“}?)”:2—2:0.

Corolaire 4.1. Si f est holomorphe dans un domaine limité par deux courbes simples et fermées

Y1 et yo et sur ces courbes vy, et o, alors:

ﬁl f(z)dz = %ﬂ f(z)dz

Si les deuz courbes sont parcourues dans le sens positif.
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Exemple 4.5. Calculer [, tdz, o
C1 ={m(t) € C,t € [0,27] ot 71(t) = 2 cos +3isint}

La fonction f(z) = % est holomorphe dans le domaine limité par les courbes C et Cy et sur ces

courbes, ou Cy est le cercle de centre 0 et de rayan 1.
Cy = {72(t) € C,t € 0,27 ot 7 (t) = €'}

alors

1 1 2r 1
/ —dz = / —dz = 42'/ —.te”dt.
C, 2 Cy 2 0o €

= Q[t)2" = 2im.

4.3 Formule intégrale de Cauchy

La formule intégrale de Cauchy permet de donner la valeur d’une fonction holomorphe en chaque
point intérieur a un conteur simple fermé des que 1’on connait les valeurs de cette fonction sur

ce conteur.

Théoreme 4.2. Soit f une fonction holomorphe a l'intérieur d’une courbe simple fermée =y et

sur cette courbe, Si w est un point a ['intérieur de vy alors:

sy = 5= § L0

0mJy 2z —w

ot vy est parcouru dans le sens positif.

Démonstration.posons g : D — C

z—=g(z) = Z— 2z 7

f () ;2= 2.
Puisque f est holomorphe alors g est continue et holomorhe sur D. Ce qui donne d’apres le

théoreme de Cauchy que

c-a-d

/7 f(2) — 2mif(20)1(7, z0)

Z — 20
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Exemple 4.6. Calculer f,_, ZQ;iZZ.“dz Solution. Soit f(2) = 2> — 4z + 1, w = —i el notons

que f est holomorphe dans |z| < 2 et que w est a l'intérieur du disque |z| < 2|z| < 2. D’apreés la

formule de Cauchy, on obtient:

2 _4z+1
]{ ﬂdz = 2mif(—i) = 2mi.4i = =8
|z|=2 Z+1

Exemple 4.7. Calculer §. ;_, 5dz Solution. Notons que 2> +9 = (z — 3i)(z + 31), et que

z
z+31

seul w = 3i est a l'intérieur de |z — 2i| = 4.5i on choisit f(z) = et en utilisant la formule

de Cauchy, on obtient :

22 —4z+1 3t
—————dz =2mif(31) = 2mi.— =1
%z2i|:4 z+1 : mif (30) T

4.4 Formule de la moyenne

Théoréme 4.3. Supposons que f est holomorphe (analytique) sur un domaine simplement

conneze D et que C(z0,7) C D, alors

f(z0) = 217T /027T f(z0 +re?)do

Démonstration. Soit y(0) = 2o + re?, avec 0 < § < 27 une paramétrage. La formule de

Cauchy nous donne

1 1 o2 10 ) 1 o )
f(ZO) = / f(Z) dz = — Mmﬂel@dg — 7/ f(ZO + T’ezg)de
C(zo0,7) 27 Jo

2mi r) 2 — %o 2mi Jo 2o +re? — z

4.5 Formule intégrale de Cauchy pour les dérivées.

Théoréeme 4.4. la formule intégrale de Cauchy pour les dérivées

S w) = 2 f( T
vy

- % o — w)nJrl
o La formule précédente est appelées formules intégrales de Cauchy et est tres remarquable
car ils montre que si une fonction f est connue sur la courbe simple fermée v, alors ses
valeurs et les valeurs de toutes ses dérivées peuvent étre calculées en tout point situé a

intérieur de 7.
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o Si une fonction de la variable complexe admet une dérivée premiere dans un domaine
simplement connexe D, toutes ses dérivées d’ordre supérieur existent dans D. Ceci n’est

pas nécessairement vrai pour les fonctions de la variable réelle.

Exemple 4.8. utiliser la formule intégrale de Cauchy pour évaluer §. (

z—1
7Z+1)(z+2)dz le long du
cercle C' = {z eC,|z|= %}

La fonction z — f(z) = :; est holomorphe a l'intérieur du cercle C et sur C, alors d’aprés
la formule intégrale de Cauchy avec w = —1, on a

et PR O () NN
e e Ll A en WIS R

Exemple 4.9. utiliser la formule intégrale de Cauchy pour évaluer ¢

C:{ZE(C,|2—1|:l}.

2

ﬁdz le long du cercle

La fonction z — f(z) = é est holomorphe sur C*, donc elle est holomorphe a l'intérieur
du cercle C et sur C, alors

d’apres la formule intégrale de Cauchy avec w =1, on a

= T

1 B f(2) C2mif®(1)  2mi(—6)
j{c -1 = f[b o T T T 6

4.6 Inégalité de Cauchy

Théoreme 4.5. Si f est une fonction holomorphe a l'intérieur du cercle C, et sur C,., ou C.,

désigne le cercle de centre zy et de rayon r, posons: M = sup,co |f(2)|, alors

Vn > 0: ’f(”)(zo)‘ < M&'

/r-T'L

Démonstration.
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Par la formule intégrale de Cauchy pour les dérivées.

n! f(z)
2im %T (2 — zp)"H! dz.

)f(n)(zo)‘ =

|
< ij{ R,
21 Jo, (z — z)nt!
n! M
< — .
- 2rontl 7{crldz|
|
< M=
TTL

4.7 Théoreme de Liouville- Théoréme de Morera

Théoréme de Liouville

Théoréme 4.6. Toute fonction entiére et bornée est constante.

Démonstration.
Soit f(z) une fonction entiere et bornée c.a.d. |f(z)| < M pour tout z € C. D’apres 'inégalité

de Cauchy pour tout zy € C, on a

f(Zo) §7—>0

/ ‘ M

quand » — +o0 Donc ‘f’(zo)‘ = 0 pour tout zy € C ce qui montre que la fonction f est

constante.

Théoréme 4.7. (Théoréme de Morera)

Supposons que f est continue sur un domaine simplement connexe D et

jlgf(x)dz =0

pour tout lacet de D. Alors f est analytique sur D.

Démonstration. Puisque f est continue alors elle admet une primitive F'(z) = [ f(s)ds pour
tout z € D; ou zp est un point fixe a l'intérieur de D. Donc F est analytique dans D et par

conséquent sa dérivée f est aussi analytique.
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4.8 Exercices
Exercice 4.1. Trouver dans chaque cas, la courbe C ayant pour paramétrage:
1) y(t) = Re"t€1]0,27] R=0; 2)~(t) =t+it*,t>0

t>1.
Exercice 4.2. Calculer [ |z|dz, ou:

1. 7y est le segment [A, B], A(0,-1) B(0,1).

2. v est le demi cercle,|z| =1, Rz >0 reliant le point (0, —1) au (0,1)

Exercice 4.3. Calculer [, zsinzdz, ot 7y est le segment reliant le point (0,0) au point (0,1).

Exercice 4.4. En utilisant la formule intégrale de Cauchy, Calculez les intégrales suivants (les

courbes sont parcourus une fois dans le sens (+)).

dz dz
1 / sin z - 2 / _
) |2+i|=3 z2+1 ) l2|=2 22 + 1

dz CoS 2
Y =1 (z+1)(z = 1)3 4 /|Z_Z~|1 (z — i)QdZ

4.8.1 Exercices Supplémentaires

Exercice 4.5. 1. Calculer lintégrale suivante: [, (1 + iy)dz

2. Calculer lintégrale suivante sur une courbe vy paramétrée par x = 1+t ety =t et t € [0, 1]

reliant les points 1 et 2 4+i: [ (x +ivy)dz

3. Calculer 'intégrale suivante sur un demi-cercle vy de rayon 2 et de centre (0,0): N %
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Exercice 4.6. Calculer l'intégrale suivante par la méthode directe puis en effectuant l'intégration

suivant les chemins indiqués [ (22 + 3)dz

1. Le long du chemin: v =2t+1 ety =4t>*—t—2 et t € [0,1].

2. Le long de la droite joignant (1 — 2i) et (3+1).

3. Le long des segments joignant (1 — 2i) et (1 +14) puis (1 +1) et (3 +1).

4. Le long des demi-cercles Cy et Cy: Cy(de centre zg = 1 — %i,de rayon r = %.)et Cy(de

centre zo = 2+ 1i,de rayon r =1.)

FORMULE INTEGRALE DE CAUCHY

Exercice 4.7. Calculer chacune des intégrales suivantes sur les courbes v indiquées:

1.4 ij%dz. v un cercle de centre (1,0) et de rayon 2.

2. ¢, ij%dz. v un cercle de centre (0,1) et de rayon 1.

3. ¢, 326%2dz. v un carré de sommets A(1,1), B(—1,1), C(-1,-1), D(1,-1).

4 ¢, “ej#dz. v un cercle de centre (1,1) et de rayon 2.

1
3

9. 4, Z(ezi:fi) dz. v un cercle de centre (0,0) et de rayon

24z . .
6. § ¢ Zl+1dz. v un cercle d’équation |z — 1| = %
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CHAPTER 5

DEVELOPPEMENT EN SERIE TAYLOR ET EN SERIE DE
LAURENT

5.1 Développement en série Taylor

5.1.1 Séries de fonctions

A partir d'une suite de fonctions {u,(z)}, nous formons une nouvelle suite {S,(z)} définie par

Sn(2) = ur(2) +ug(2) + -+ +up(z) = zi:uk(z)

ieme

ou S,(z) est appelée la n somme partielle ; qui est la somme des n premiers termes de la

suite {u,(2)} La suite S,(z) est représentée par

u(z) +ug(z) + -+ up(z) +--- = ;§Uk<Z)7

appelée série infinie de terme général u,(z). Si lim, Sn(z) = S(z), la série est dite

convergente et S(z) est sa somme, dans le cas contraire la série est dite divergente.

Définition 5.1. Une série Y2 u,(2) est dite absolument convergente si la série des valeurs

absolues, i.e, Y12 |u,(2)| converge.

—+00

T un(z) convergente.

Définition 5.2. Si 312 |u,(2)| est convergente alors, i.e,
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5.1.2 Séries entieres

Une série entiere centrée en z = 2y est une série de fonctions de la forme

+o00o
> er(z — z)" (5.1)
k=0

Remarque 5.1. 1. Les polynomes sont un cas spécial de séries entiéres, et convergent pour

tout z € C.

2. La série géométrique 3520 2% est un cas spécial de séries entiéres, ot ¢y = 1 pour tout k.

Proposition 5.1. Considérons la série géométrique 3125 2*.

1
1—z"

1. La série converge absolument pour |z| < 1 vers la fonction f(z) =

1
1—z"

2. La série converge uniformément pour |z| < r <1 vers la fonction f(z) =

3. La série diverge pour |z| > 1

Démonstration. Notons que

+oo n 1 — Zn+1 1
sz = lim sz = lim =
=0 n—oo =0 n—oo | — z 1—2z2
Puisque |z| < 1, alors
lim 2"t = lim |zt eirtDaes —
n—-aoo n—-aoo

Soit 0 < r < 1et |z| <r, alors ‘zk‘ < rk et d’apres le théoréeme (M-test de Weierstrass) la série
>, 2% converge absolument et uniformément pour |z| < r. Puisque r peut étre arbitrairement

proche de 1 on a que la série est absolument convergente pour |z| < 1.
Corolaire 5.1. Si zg € C, alors pour tout z € D(z9,1) ={z € C: |z — 2| < 1},

+oo (Z - Zo)m

(z—z)f=—""—m>0

kgn 1—(z— 2)

Exemple 5.1. Trouver la somme de la série > ;27 (lﬁi)k si elle existe. Solution.La série est
V5

géométrique de raison r = (1 + 2i). Puisque |z| = %> <1, la série converge absolument et sa

5
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somme est A
X (14 24)* Lz 1+2i 1.
= = = —1.

5k 1-ME 42 2

e
Il
—

Question: Quel est le domaine de convergence de la série entiere (5.1)7

Réponse: Si on utilise le test de d’Alembert, la série entiére converge absolument si

k+1
. Ck+1(2 - Zo) * . Ck+1
lim —| =]z — 2] lim |—| < 1.
k—oo | cp(z — 20) k—o0 |},
Notons
. Ck4+1 1 . Ck
lim |—| =L, e¢t R=—= lim |—
k—oo | ¢y, L k—r00 | Cp41

alors, la série entiere (5.1) converge absolument dans le domaine |z — 29| < R. Le nombre R est
appelé le rayon de convergence de la série.

Si on utilise le test de Cauchy, la série entiere converge absolument si

: k . El — 1 _ 3
Jdim el 2 = ) = Jim [z = 2ol el <1

donc si on note L = limy__,o (/| ck| le rayon de convergence peut étre défini de maniere équivalente

par :
1 1
R=—-= lim —
L ko k/|ck|
Remarque 5.2. 1. Toute série entiere admet un rayon de convergence unique R, 0 < R < o0.

2. Si L =0, alors R = oo et la série (5.1) converge absolument pour z € C.

3. 81 L # 0, alors la série (5.1) converge absolument dans le disque ouvert (domaine)

D(zy,R) ={2 € C: |z — 2| < R} et diverge dans

C—D(z,R)={2€C:|z— 2| > R}

4. ST L =00 alors R =0 et la série (5.1) converge seulement pour z = zy et diverge dans

C{2}
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5. Pour les points sur le cercle |z — zo| = R, la série peut converger et peut diverger.

Théoréme 5.1. Pour toute série entiére 352 cr(2 — 20)F, il existe un nombre positif R, avec

0 < R < o0, qui dépend seulement des coefficients ¢y, tel que

1. la série converge absolument dans |z — 29| < R,

s . . , ’
2. la série converge uniformément dans |z — 2| < R < R,

3. la série diverge dans |z — zg| = R.

4 . s . k s
Exemple 5.2. Etudier la convergence de la série: 3232 75 Le rayon de convergence est donné

par,
o (k1)
—khﬂlooT—l

Ck+1

R = lim

k—o0

Donc la série est absolument convergente dans le domaine |z| < 1. Notons que si |z| =1, alors

P 1
k2| k2
. . k
mais puisque Y po 4 k—g converge, alors Y32 7z converge absolument sur le cercle |z| = 1 et

donc la série converge absolument dans le disque fermé |z| <1

5.1.3 Série de Taylor
Théoréme 5.2. (Série de Taylor) Soit f une fonction holomorphe sur un owvert U de C, soient
20 € U et R > 0 tel que le cercle C(zg, R) C U, alors

oo (),
Vz € D(20,R) : f(2) = an(l)

n=0

(z—20)"

La série précédante est appelée série de Taylor de f centrée en zy. Sile centre zy = 0 alors la

série devient

+00 f(n)<0)

n=0
Théoréme 5.3. Soit f : D — C une fonction analytique (holomorphe) dans le domaine D.

\
O
!
N

Alors f est développable en une série entiére

+o0

fz) =2 cnlz = 2)"

n=1
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avec

Cp =

P Ly g,
cr (

nl 2mi w — zg)kt1
ou Cp = {2z € C:|z— 2| =R} est le plus grand cercle de centre zy et de rayon R orienté

positivement inclus dans D.

5.1.4 Quelques séries particulieres:

La liste qui suit contient quelques séries particulieres avec leurs domaines de convergence

+oo n 2 3 n

z_ — T AT
1 . e —§H—1+z+2!+3!+ e < oo
1 ™=
2 : =Y =142+ 42+ 2"+ sz < L
-z n=0
5 ) +oo . . 221171 23 . L Z2n71
. — 1y - — 5 _ 1y - <
sin z nz::l( ) n 11~ ” T +(—1) (2n_1)!+ s |z] < +o0
A +oo . ) Z2n72 . 22 . - 22n72
€082 n;( G g b ) gy il s e
+o00 P 22 23 on
5 . =S (-1t = 4 (D) 2 < L
nz nz::l() =ty +(-1) —+ |2]
+o00 ZQn—l 23 25 ZQn—l
6 . tanz =y (—1)"" =z— =+ == (=11 szl =L
arctan z nZ::l( ) 5 1= 3—1—5 +(—1) 2n—1+ 2]

5.2 Deéveloppement en série de Laurent

Nous allons généraliser la série de Taylor en développant f(z) dans une couronne plutdt que

dans un disque.

Définition 5.3. On dit que la série S12° _ ay est convergente et de somme égale a L si 3325 ax

et ngl’ a_y sont convergentes vers Ly et Ly et L = Ly + Ls.

Théoreme 5.4. Soit A la couronne limitée par deux cercles C7 et Cy de méme centre zg et de
meéme rayon respectifs ry et ro avec r1 < 1o, et soit f une fonction holomorphe a l’intérieur de
la couronne A et sur les deuz cercles Cy et Cy, alors en tous point z intérieur de A, f(z) peut

étre représenté de maniere unique par une série convergente de puissances positives et négatives

de (z — zp).
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Ve A={z€C,r <|z— 2| <ry}

+oo +00 +oo
f(z)= > alz— 2k = S an(z—20)" + D balz —2) "
k=—0o0 n=0 n=1

o — L %Cz(wf(“ﬁdw bn—lfcl(wf(w)dw (%)

N % — Zo)n+1 ’ N um — Zo)fn+1

(*) est appelée série de Laurent associe a f.

La série des puissances positives >, < an(z — 20)"™ s’appelle la partie réguliére.

La série des puissances négatives Y, <o bn(z — 20)™" s’appelle la partie principale.

On dira que la série de Laurent converge si ses parties principale et réguliére convergent.

Démonstration.
soient w sur le cercle C; ou Cseet z dans la couronne A ie z entre le cercle C et Cy avec
|z —z0l =7, 11 <71 <o
Par la formule intégrale de Couchy sur la couronne A on a:

Whgibmow 1ﬂfwdw

(w—2z) 2w (w— 2)

D’aprés le théorme précédent ( série de Taylor)

1 f(w) too n 1 f(w)
b o= Sl a=gn T

% (U} - Z) n=0

e Pour le deuxiéme terme: —ﬁ $e, ({U (1’2) dw, on a:
I 1 B 1
w—z Z—w (z—zg)—(w—zo)_(z—zg)(l—f_;zzg)'
1 1 1
2mi Joy (w — 2) 2mi (2 — 2) Jou (1 — 4=22)
1 1 X — 2\ w — 2
= —— d < 1.
271 (2 — 2g) jélf(w)qg)(z—zo) w, | Z— 2 |
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n
La série 329 (M) converge uniformement car

2—20

_21m' 7{01 (f(w)dw _ 1 Jrzojo L }1{01 f(w)(w — zp)"dw.

w — 2p) 211 (2 — 20) ‘= (2 — 2o)"
1 I 1
S ) R — ) dw.
27i — (Z _ Z())n+1 f;l f(w) ('LU ZO) w

Faisons le changement de variable N =n + 1,

! %Cl f(w) dw = s ! jéclf(w)(w—zo)N_ldw

2 (w— 2) 2mi = (2= 2)N
— NEZ:I (217” jé‘l (w_fi:;)_mdw> (2 —29)7N

bN

+oo
= Z by(z — zo)’N
N=1

Exemple 5.3. Développez selon Laurent sur le couronne A ={z € C,1 < |z| < 2} la fonction

_ 1
f(2) = e
Par décomposition en éléments simple, on a:
1 -1 1

(z—l)(z—2):z—1+z—2'

Comme |z| < 2, alors 5F < 1, par suite:

1 1/ 1 1 A" 11, 1,
2_2:—2<1_;>:‘22<2) B ST

D’autre part 1 < |z|, donc < 1, d’ot:

||
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5.3 Singularité isolées d’une fonction complexe

Définition 5.4. zy est un point singulier isolé si la fonction f n’est pas holomorphe en zy mais

I’est en tous autre point d’un disque centré en z.

Exemple 5.4. 1. f(z) = 211’ admet zg = 1 comme point singulier isolé.

2. g(z) = ﬁ, admet une infinité de point singulier autour zy = 0 ce sont z, = %, donc

2o = 0 n’est pas un point singulier isolé.
Classification des points singuliers isolés
Il est possible de classer les singularités isolées d’une fonction f ’aide de sa série de Laurent.

Supposons que zy une singularité isolé de f admet un développement en série de Laurent centré

en 2.
+o0 oo

f(z) = Z an(z — 20)" + Z ay(z — z0) "
n=0 n=1

1. Si la partie principale du développement contient un nombre infini de termes, alors 2, est

une singularité essentielle.
. 1 . s
Exemple 5.5. La fonction e> a une singularité en zy = 0 et comme

Lk 1
62— + — +W+W+

donc zy = 0 est un point singulier isolé essentiel.

2. Si la partie principale du développement contient un nombre fini de termes, ie

by bn_1 b;

fle) = (Z—ZO)N—F(Z—ZO)NA—F“ +(Z—Zo +Zanz—zo

N: le plus grand des indices de by, alors zy est un pole d’ordre N.
Exemple 5.6

1 1 1
fR)=g——==5+-+1+z+2+.., |7<1
z z

22(1 - z2)

. 20 = 0 est un pole d’ordre 2.

3. Si la partie principale du développement est nulle, z; est une singularité apparente.
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Exemple 5.7.

sin z 22 24 22n

S A
z 3!+5! +(=1)

donc zg = 0 est un point singulier isolé apparente.

Proposition 5.2. Si f une fonction holomorphe sur le voisinage {z € C, |z — z| < 0} et s’il

existe N € N, tel que
lim (z — 20)V f(2) £ 0

Z—r20

et

. __\N+1 _
lim (2 —2)" " f(2) = 0

alors zy est un pole d’ordre N.

2z

Exemple 5.8. Soit la fonction f(z) = (26_71)3,20 =1 posons

u=z—1<=z=u-+1

ez e2u+2 2€2u
(z—1)3 - W
2 4
= % <1+2u+2u2+u3+---)
U 3
e? n 2¢2 +2€2 n 4e? L 2¢2 N
— _ _ — P —Uu P
u3 u? U 3 3
e? 2¢? e2 4e?  2¢?

= + +2

(z—1)3 (2 —1)2 (z_1>+?+?(z—1)+...

2o = 1 est un pole triple ( d’ordre 3) car

Zlinl(z —1)f(2) = Zlinl(z — 1)3(26_221)3 =e?#£0
2z
lim (2 = 1)*f(2) = lim (= — 1)4(26_1)3 =0
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5.4 Exercices

Exercice 5.1. Trouvez le rayon de convergence des sériés enticres suivantes

n 1
1. Z n“z" a e R, 2. Z n! (Z) , 3. Z apx", a, = / xe dx
0

n>0 n>0 n>1

1
ez?
o

1

Exercice 5.2. déterminer la nature des points singuliers ———, coth z,

=

Exercice 5.3. Soit f la fonction suivante

1

f(Z):m

Développer la fonction f en série de Laurent au voisinage de 0 en précisant les domaines de

convergence.

Exercice 5.4. Soit

z
Z) =
f(z) (z—=1)(z+2)
1. Trouver les constantes a et b tels que.
a b
1) z—1 z4+2

2. Développer la fonction f(z) en série de Laurent autour de 0.
Exercice 5.5. Soit

—1 1
i 2—32z+1

f(z) =

1. Déterminer les singularités et préciser leurs types.
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CHAPTER 6

THEOREME DES RESIDUS ET SES APPLICATIONS

L’une des applications les plus remarquables de 'intégration dans le plan complexe en général
et du théoreme de Cauchy en particulier, est la possibilité d’utiliser les techniques d’analyse
complexe pour calculer des intégrales et des séries réelles qui sont tres difficiles a calculer par les

méthodes danalyse réelle.

6.1 Théoréme des résidus.

Définition 6.1. Soit f une fonction holomorphe sur U et zy un pole de f. On appelle résidu
de [ en zy et l'on note Res(f,zy) le coefficient by de i dans le développement de Laurent de
fen z

blzRes(f,zo)zj{cf(z)dz, C={z€C:|z—2z| =1}

Remarque 6.1. D’aprés le théoréeme de Laurent, la fonction f admet un développement en

série de Laurent centré en zy.

by b1
f(z)=..+ (= ) + = 2) +ag+ai(z—2z) + ...
O1
1
2mi Jo, (w — zp)t!
En particulier pour n = —1, on trouve

1
by = i b f(w)dw = Res(f, zo).
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Ainsi peut étre obtenu directement du développement de f en série de Laurent.

6.2 Calcul des résidus.

Théoreme 6.1. 57 zy est un pole d’ordre N pour f, alors

1 ) del N
Res(f,z0) = =) lim (2 = 20)7 f(2)]

En particulier si zy est un pole simple de f, on a

Res(f, z0) = lim (z — z9) f(2)

Z—20

Exemple 6.1. Soit la fonction f(z) = (Z;:f)‘i, on a zg = —1 est un pole double d’ordre N = 2.

Res(f,—1) = —— lim ((z—|—1)2 22_2Z>

Théoréme 6.2 (théoreme des résidus de Cauchy). Soient C' un conteur simple fermé et
21, 22, -y Zn un nombre fini de points singuliers tous a l'intérieur de C', f une fonction holomorphe

sur C, alors
j{; f(2)dz = 27?2"; Res(f,z) = kz::l *Ak f(z)dz

L’intégrale étant calculée dans le sens positif, C' parcouru une fois .

Exemple 6.2. Calculons 'intégrale §, Bg(ézztll)) dz, ot C est le cercle |z] = 2.
La fonction f(z) = i‘;%éill)) a deux poles simples zy = 0 et zp = %, situés d Uintérieur de C, pour
29 0N a
1 , 1. log(z+1) 1. log(z+1) 3
Res(f, =) = lim (2 — =) T ) _ 2y 8T 91502
st ) =M= o) oy T2 m o %83
Pour z; on a
. log(z+1) . log(z+1) 1 1
lim 2208 —1x—— — 1= Res(},0).
20072222 —1) w0 2 221 2% 0— 1 es(f,0)

Ainsi

log(z + 1 | L ' ’
j{c ;%éz_l))dz = 2mi |Res(f,0) + Res(f, 2)} = 2mi [—1 + log 2]
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6.3 Applications au calcul et a la sommation des séries

6.3.1 Les fonctions périodique entre 0 et 27

Soit [ = 02” F(cos,sin@)df ou F est une fonction rationnelle de sin @ et cos, Si on pose

: , d
z=e"% =cosf +isinh = dz = ie"dh = df = —Z
iz
1 1
cosf = — (z+ ),
1y i
inf=—(z——).
sin 5 \Z—3
L’intégrale I devient
I = 7{ f(z)dz = 2mi ) Res(f, z)
¢ k=1
ou (' est le cercle d'unité et z; sont les pdles de f a intérieur de C'.
Exemple 6.3. Calculons I = OQW me posons
i . .0 dz
z=¢€" =cosf+isinf = dz =ie"df = df = —
iz

I devient

1 dz
I = i
/73_2@ (z+i )+ (& (z-1)) iz
2 dz
v 22(1 — 2i) + 6iz — (1 + 20)

Les poles sont 2y =2 —i ¢y 20 =£(2—1i) €7

22 z—21)(z — 29)
1
21

Res(f,z) = lim <(2_Z2>(1 — 2i)( 2 )

alors, d’aprés le théoréme des résidus I=2ir Res(f, z3) = 7°
Certains types d’intégrales généralisées:

k

p

|z|P, p € R ¢’il existe une constante k£ > 0, telle que : |f(z)] < > bour |z| assez grand.

Théoreme 6.3. Supposons que f admet un nombre fini de poles sur le demi plan supérieur et

qu’elle est holomorphe sur tout [’axe réel.
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Supposons aussi que f est d’ordre ﬁ, p € R alors:

/_:)O f(x)dx = 2mi z”: Res(f, zi)

k=1

Ou les z sont les poles de f dans le demi plan supérieur.

Théoréme 6.4. Si f(z) = 58 ou P et @ sont deuz polyndmes premiers entre euz et Q(z) n'a
pas de zéro réels.

Si deg(Q) — deg(P) > 2 alors

/+OO f(z)dz = 2mi zn: Res(f, z1)

k=1

Ou les zj, sont les poles situées dans le demi plan supérieur.

Remarque 6.2. Si f(x) est paire

/0+oo f(z)ds = ; /;OO f(x)de = mi Xni Res(f z)

k=1

Exemple 6.4. Calculons Uintégrale I = [T2° (I2+1)2(x:2+2x+2) dx.

Soit f(z) = SEZ = W%, les poles situées dans le demi plan supérieur zy =i poles

d’ordre 2 et zo = —1 + 1, pole simple.

Res(f,i) =lim,,; L((z — i)2f(z)) = L2

Res(f, —1+1) = lim,, (2 — (=1 +19)(f(2)) = 25"

Théoréme 6.5. Soit f(z) = ggz; ou P et Q sont deuzx polynomes premiers entre eux et QQ(z)

n'a pas de zéro réels et si deg(Q) > deg(P), m > 0, alors

/_+oo f(x)e™ dx = 2mi En: Res(fe'™, z;,)

o0 k=1

Ou les zysont les poles de f(z)e"™* situées dans le demi plan supérieur.

Remarque 6.3. Les poles de f(z)e™* ne sont autre que les racines de Q(z) = 0, dans le demi
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plan supérieur ce qui permet de calculer intégrales:

+o00 400
/ f(z) cosmadr, / f(z) sinmadzx

—0o0 — 00

Exemple 6.5. Calculer: I = [T2° Mﬁ.

zel?

les poles sont: z1 = i,2z9 = 2i,m = 1 posons f(z) En calculant les résudus de la

— )z
fonction f(z), on obtient
: 1 , -1
R€8(f7 Z) = @7 Res(f’ 21) = @
+oo xet® i
= 2mi(R )+ R 2t) = -=((e—1
/. T o = riRes(f0) + Bes(£,20) = 75 (e — 1)
d’ot
[ /+°° rsinz _m(e—1)
e (221D (22 4+ 4)dr 32
6.4 Exercices
%
Exercice 6.1. déterminer la nature des points singuliers puis calculer les résidus de ﬁ, coth z, &=

1

Exercice 6.2. Appliquer le théoréme des résidus pour calculer les intégrales suivants:

Exercice 6.3. Montrer que:

/277 do _ 5w 2™ cos 30 g =
o (5—3sinf)2  32'Jo 5—4cosf 12

Exercice 6.4. Calculer:

/+oo dx /+oo dx 9
n .
oo (22 4+4)? Joo (224 1) T

Exercice 6.5. Calculer:

/+<>0 sinx d /+0° CoS T d
—dx, —dx
ool'2+2.1'+2 —00 x2+2x+2
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6.4.1 Exercices Supplémentaires

Exercice 6.6. On considére la fonction f(z) = D)

1. Trouver les résidus de f(z) en tous les poles.

2. Par application du théoréme des résidus, calculer [ mdz ou C désigne le cercle

2| = 2 dans le sens direct.

Exercice 6.7. On considére la fonction f(z) = Wé—?))

1. Trouver les résidus de f(z) en tous les poles.

2. Par application du théoréme des résidus, calculer [, mdz ou C désigne le cercle

|z| =4 dans le sens direct.

2z
z2+1

Exercice 6.8. On considére la fonction f(z) =

1. Trouver les résidus de f(z) en tous les poles.

2. Par application du théoréme des résidus, calculer [ Zf—ildz ou C désigne le cercle |z| = 2

dans le sens direct.

1

Exercice 6.9. On considére la fonction f(2) = 55—

1. Trouver les résidus de f(z) en tous les poles.

dz ou C désigne le cercle

2. Par application du théoreme des résidus, calculer [o 5o—e——

|z| =1 dans le sens direct.
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CHAPTER [

CORRICGE DES EXERCICES

7.1 Topologie dans le plan complexe

. 34i _ (344)(3+2)) 7 -9
Corrigé 7.1. (1)35; = Bt2i)(3-2i) — 13 T ‘13

(24+0)(3+2i) _ (A+7)(+i) _ -3 | -11
(2) [ i G W)Y G 7 Ty

(3) (—% + i§)4 = (cos (2%) + i sin (%”))4 = (cos (%’r) + 4sin (%r)) = —% + 2?

(I+)"+(1—9)" = V2 (cos (Z) + isin (Z))n + V2 (COS (_{) + isin (T})n
- e () n (%) + €3 o () 500 ()
= V2 <2 coS <4>> = 252cos (4) =25+ cos (4)

Corrigé 7.2. 1.

w =z + 1y la racine carrée du a =5 —12i <= w?=5—12i, On a a =5 — 12i alors |a| = 13

(r+iy)?=5-12i = 2> —y*+2wyi=>5—12i
2?2 —y? =5.
= ory = —12. =z =13
2> +y? =13
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alors w =43 F 2i
2.

Soit w la racine d’ordre 3 du nombre complexe b=1—1i

w=Vi-i = {\/5 (COS<:T) —|—Z'Sin(747r))}:13

— 2k - 2km
— T sin(—E 4 AT =0,1,2.
\/_{<COS<12+ 3 )—i—zsm(12+ 3 ))},k 0,1,

e pourk =0,z = \6/5{(005(%) + z‘sin(%))}
e pourk =12 = \6/5{(003(%) + isin(%))}
e pour k= 2, Z9 = %{(COS(%> + iSin(%))}

3. La résolution de I'équation 2iz* — 3z + 1 — 3i = 0.
A = (=3)? —4(2i)(1 — 3i) = —15 — &i
Les racines de A sont 619 = x + 1y telle que

(x+iy)?=—-15-8i = 2> —y*+2ryi=—15—8i
z? — % = —15.
= 2ry = —8. =>r=*xl,y=F4,02=+1F4
2 +y? =|A| =17

Les racines de 2iz> — 32 +1—3i = 0 sont:

1. .
21:1—52,22:—1—2
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Corrigé 7.3. Soit 21 = x1 + 1y1, 20 = To + 1Yo

21 + Z9 = T + iyl) + (ZBQ + iyg)

i(y1 + yo2)

(
= (z1+x2) +i(y1 +y2)
(]31 -+ IQ) —1

(

1 —iy1) + (29 — iy)

= Z1+2

nz = (v +iy)(ve +iys)

T122) + i(y21) + i (Y172) — (Y142)

(
(

= (1122 — y1y2) + i(y271 + Y172)
(2122 — Y1y2) — i(Yax1 + Y122
(

r1 — iy1) (T2 — iyo)

= Z1 X2
|21] = |21 — 22 + 22 |21] < f21 — 22| + |22 |21] — Jz2| < |21 — 2o o e oo (1)
2. = =
22| = |20 — 21 + 21 |22 < |22 — 21| + |21 22| — 21| <z — 21| oo (2)
de (1) et (2), on trouve
—(|z1 — 22|) < fz1| = |22] < |21 — 22
21| = |22|| < |21 — 2]

3.0u + 2l + o -2l = 2(laf + |2l
= (a1 +2)(z+2)+ (21— 2) (2 — 2)
= (nt+zn)(@+2R)+ (0 —2) (7 —2)
= 22171 + 220%

= 2 <|Zl|2 + |Z2|2>
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4.S0it z =1 (cos + isinf) alors |z|" =7r"------ (1)
D’autre part 2" = r™ (cos@ + isin6)" alors |2"| =r"------ (2)
D’aprés (1) et (2), alors |z|" = |2"],Vn € N

Corrigé 7.4. Soit P(z) un polyndme d’ordre n d ceofficients réels;

P(z) = ay+aizi+-+ap 12" a2, a, #0, (a;)iy €R

P(z) = ap+ar1z1+ -+ ap12" 1 + a,2",
= ap+aiZi+ -+ ap_ 12"+ a,2"

= P(@)

on va montrer que si P(z) =0 équivalant que P(Z) = 0.

P(z) =Y a2 =0 <= a; =0,¥i =0, .- (1)
=0

PE)=) a7 =0=0a;=0,Yi=0, - ,n.- (2)
=0

d'oti P(z) =0 < P(z) =0

o On déduit que si z est une racine de P(z) alors Z l'est aussi, par conséquent si P(z) est

un polynome a coefficients réels alors ces racines sont conjuguées deux a deux

Corrigé 7.5.
Ey={z€C,|z—i| <1}

On suppose que: z = x + 1y

lz+iy —i| <1 <= 22+ (y—1)2<1.

= +@y-17<1L

L’ensemble E; est une Boule fermée de centre (0,1) et de rayon 1 B((0,1),1).

z—1
=1
z—i—l’ }

EQZ{Z€C7
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=1 < |z—1|=|z+1]
z+1
= S22 = (@12 4y
— (z-1)2+y =(@+1)2+9°
<— x=0.

L’ensemble B, est une équation de la droite (yy').

Es={z€C,|z—2| > |z—3|}

z—2| = [z =3 = Jz-22+y2=/(z—-3)2+y2
= (2-27+y*=(r—3)>+y"
— 2x—5H>=0.

< x>§
5"

L’ensemble E3 c’est le demi plan ouvert délimité par la droite x = %
Ey={2€C,3(2) ~0,|z] < 1}
2] <1, et S(2) = 0 <= Va2 +y? <1lety >0

L’ensemble E4 c’est le demi disque (boule) ouvert superieur.

1
E5:{ZEC,:,2}
z

=7 <— zz=1.

N | =

= |z’ =1

— (-0 +(y—0)?*=1

L’ensemble Es5 c’est le Cercle de centre (0,0) et de rayon 1.
Es = {z eC, |z = %z}
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1
— (x—0)2+(y—§)2—
1
= (x—0)2+(y—§)2=
L’ensemble Eg c’est le Cercle de centre (0, %) et de rayon %
7.2 Fonction de la variable complexe
Corrigé 7.6. 1.f(z2) =2 —y* + . + 1 +i(2zy + y)
ou v
— = 2 1=—.
ox T oy
Ju ov
dy ox
La fonction est donc bien holomorphe, sa dérivée est
’ 5’u 87]
= i =204 142
[ (2) 9 g, = et 12y
2.f(z) =222 + 2y* —x + i(2xy — y)
ou ov
o= dp—1=
ox ¢ dy
ou ov
Ty _ZZ
oy v7 ox
La fonction n’est donc pas holomorphe.
3.f(2) =22+ 2+ Inz(Rz = 0)
a—{ =0+04+0=0
0z

La fonction est donc holomorphe sauf en z =0 , sa dérivée est

) of 1
R PN
f(z) 5 zZ+ +Z
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4.f(z) =224+ Z+cosz

La fonction n’est donc pas holomorphe

Corrigé 7.7. 1uy(z,y)

ou

%:

ou

dy

2us(z,y) = 2* —y? + 22

of
A
0z 70
=3r+1
ov 81}
ov —0A ‘e

= f(a:,y):u+zv:3:c+1+23y+0te

+1

ou  Ov ov

ou ov 0A

= _2 __2 = A _ te
o e y U = /Odw C

= f(x,y):u—l—w:x —y +2:13+1—|—22(xy+y)—|—0t6

3aus(z,y) = —2zy

ou
o
ou
y

4 (x,y) = e"siny

du v
or oy
ou_ o
dy ox
=
=

ov ov
8y = Y ay = v / yay Y-+ (:13)
8?} aA te

= f(x7y):7~b+l?}:—2x—|—z(x _y) Cte

0
a—u :excosy:>u:/e”cosydx:e“cosy+A(y).
x
0A
—e smy—l—a— = —e"siny = Ay /Ody—C“t6
Y

f(x,y) = e cosy + ie” siny + C* = e"(cosy + isiny) + C*
f(Z):€Z+Ot6
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5.09(x,y) = 2z + 22y

ou Ov ou

— = — =2 = [ 2zdr = 2* + A(y).

o ~ oy = e r=u /xdaz x*+ A(y)

u ov 0A

= o — =-2-2y=> Ay) = [(—2—2y)dy = -2y —y* + C*

oy~ or oy y= Ay) /( ydy = =2y —y" +C
= fla,y) =2 —y* — 2y + 22 + i2zxy + C*°

= f(z)=2"+2iz+C"

6'U3(x7y) = 1'2 - y2

ou Ov ou
o~ oy = o y=u / ydx xy + A(y)
ou B ov

0A
_ = —— —2 _— = —2 A :/ = te
9y o x + dy r = Ay) O0dy = C

fla,y) = —2zy +i(a® — ) + C*
= f(z)= 2'(22) + Cte

Y

Corrigé 7.8. posons A = a + b et utilisant les équations de Cauchy -Reiman pour trouver a et
b.
1.f(z) =z +i\y

Gu  — % a = 1
ox dy _ _ _
5 ) — — (a=1,0=0)= =0
a—z = -3 -b =0
2.f(2) = 2% — y? + Mv + i(\y + 2zy)
ou v
o = 2r4+a = a+2x
k=
8—; = —3 —2y—b = —b—2

= (a et b quelconque): Les \ sont tous les points du plan compleze.

3.f(z) = Re(N)Re(z) +i[Im(\) + 1]Im(z)
{gz = g—;’ :{ a = b+1
o= -3 0= 0

= (b=a—1) Les A sont les points d’une droite.

Corrigé 7.9. lu(x,y) = zy
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Slwy) =y . %Z(m,y) = z
2U 2u
Sa(ry) = 0 Selzy) =0
Donc
0%u 0%u
Au = @(Ly) + 873/2@"@ =0
d’ou, u est harmonique.
2u(w,y) = 2* —y* +xy
Sry) = 2r+y . Si(ry) = —y+a
2U 2'lL
(ry) = 2 Gpley) = =2
Donc
0%u 0%u
Au= o (2,y) + aT/Q(%y) =0
d’ou, u est harmonique.
3au(z,y) = e"xcosy — e"ysiny
Qu(r,y) = e"cosy(z+1)—ye"siny
9%u

S2(wy) = e*(—ysiny+2cosy + zcosy)

—
%(I7y) = —¢e"(—ysiny + 2cosy + x cosy)
Donc

0%u 0%u

Au = @(%Z/) + @(%y) =0

d’ou, u est harmonique.
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7.3 Fonctions élémentaires

Corrigé 7.10. Soit z = x + 1y, on a sin z = sin(x + iy)

sin(x +1iy) = sin(z) cos(iy) + cos(zx) sin(iy)
eV +eY e ¥ —eY

= sin(x) cos( 5 ) + cos(x) sin(T)
= sin(x) cosh(y) + _21 cos(x) sinh(y)
= sin(x) cosh(y) + i cos(x) sinh(y)
cos(x +1iy) = cos(z)cos(iy) — sin(x) sin(iy)
= cos(z) Cos(e;_e) — sin(x) sin(%)

= cos(z) cosh(y) — _21 sin(z) sinh(y)

= cos(z) cosh(y) — isin(z) sinh(y)

sinz € R = coszsinhy =0=cosz =0 V sinhy:O:>x:g+k7r,k’€Z\/ y=20
cosz € R=sinzsinhy =0=sinz=0 V sinhy=0=x=kr,ke€Z vV y=0

Corrigé 7.11. 1.Soient z = x + 1y et Z = x — 1y, alors ’équation 2z +1Z = 3 devient
20+ 2y +ww+y =3

=2r+y+i(2y+z)=3
Par identification, on a
2r+y = 3, r = 2,

2y+x = 0 y = —1L

Corrigé 7.12. 1.La résolution de l’équation se ramene au calcul de la racine quatrieme du

nomre complexe 1. Les racines sont données, pour k =0,1,2,3 par

5+ 2km 5+ 2km

wy = V1 | cos( ) + i sin( 1 )
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par conséquent

wy = |cos

Wy = |COS

w3 = |cos

2.L’équation est équivalente a
i(e¥)? —e*—i=0, 2€C
On pose X = e'* et on obtient
iX?-X—-i=0,XeC
On calcule le discriminent A =1 — 4i(—i) = —3 = 3i%. Les solutions sont données par

1—1v3 1—12v3
Z\/—,ng iv3

X1 = ; :
21 21

Une réécriture conduit a

21:1.111(—2'—“3),22:1.111(—@'”5)

]

Corrigé 7.13. 1.0n a l’équation suivante,

ec=1+4+1
=141 =loge*=logl+1,
= z=1In|l+1i|+i(arg(l + ) + 2kn) , k € Z,
N zzlnﬂ—ki(Z—Fle),kEZ,

2.0n a l’équation suivante,

cosz = 3 + 2¢
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Nous avons

eiz + e—iz

g =3 F 2" et e =644e" = 3" 4667 —1=0

On pose X = €% alors on a

X?46X-1=0

Les solutions de cette ’équation sont

X;=-34+4V6,X,=-3+V6

Ainsi
eizl — _3+\/6’€i22 — _3+\/6
=
121 = log —3 + V6, izy = log —3 + V6
=

1 1 / /
21 = =(In | =3+ V6| +im + 2km), 2 = —(n[3 + VE| + im + 2'm) b,k € Z

Corrigé 7.14. Par définition, nous avons
i , e
2cos(z) —e ¥ =1+4+2i = ZT
ce qui implique que

e*=1+2i = iz=Ilog(l+2i),
1 1
1 1

= 2= —iln(V/5) + arctan(2) + 2k, k € Z,

7.4 Le Calcul intégral
Corrigé 7.15. 1.50it
v:[0,2r] — C

t — ~(t) = Re"
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Supposons que

v(t) =z + iy = Re" = R(cost +isint)
r = Rcost 22 = R%cos’t
y = Rsint y? = R%sin’t

Ce qui implique

2%+ y* = R*(cos®t +sin’t) = R?

Alors y(t) le parametrage d’un cercle de centre (0,0) et de rayon R. 2.Soit

v:[0,1] — C

t — () = Re"

Supposons que

Yt) =z +iy=t+it*t >0

T =1
=
y = t*
Ce qui implique
y=x,2>0

Alors y(t) est un parabole.
3.Soit

v:[0,1] — C

t — ~y(t) = Re"

Supposons que

1
fy(t)::c—l—z'y:t—l—z';,tZl
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o~ | =

Ce qui implique

y=—r=1

Corrigé 7.16. 1.50it v, le segment [A, B], A(0,—1), B(0, 1)

’)/12[0,1] — C

t — () =(1—t)A+tB=i(2t—1)

calculons Uintégrale [, |z|dz

1
/|z|dz — /2i|2t—1|dt,
" 0
1
- 2@/ 2t — 1) dt,
0

_ 21’(/{);(1—2t)dt+/11(2t—1)dt>,

2

_ 9, ik 2t
= 2@([75 )2+t th)
2.50it o est le demi cercle,|z| = 1,R(z) > 0 reliant le point (0, —1) au point (0, 1)
T
V2 =5 5] — C

t — 7t) = Re = ¢€"

calculons l'intégrale [, |2| dz
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/w|z|dz — /

Corrigé 7.17. Soit v est le segment reliant le point (0,0) au point (0,1)

~v:10,1] — C

t — () =1 -0 +tA=it

calculons Uintégrale [, z sin zdz

[dz = [ sty
_ /0 Y (it sin(it)) dt = — /0 (sin(it)) dt,
= — (_zt [cos(zt)]1 1 ;1 COS(it)dt> ;

0 7

- E cos(it) — sin(it)] 1 :

= B(tcos it) — isin(it)) L

= (cos(i) — isin(i)) = + (cos(~i) + isin(~3)),
— lei(_i) = 1_61

Corrigé 7.18. 1.80it v1 : |z +i| = 3 est le cercle de centre (0, —1) et de rayon 3, La fonction

f(2) = sinz est holomorphe sur C, alors elle est holomorphe sur ~, et a Uinterieur de ~y,
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20 = —1 est a linterieur de 7y, alors d’aprés la formule d’intégrale de cauchy:

sin z
I :/ Az = f(z0)27i,
) f(20)

= sin(—1)27i,

= sinh(1)2mr,

2.50it v9 : |z] = 2 est le cercle de centre (0,0) et de rayon 2, on a

P 1 1 _1( l l )
241 22— (z—di)(z4+4) 2\z—i z+i

f(z) =i est holomorphe sur C, alors elle est holomorphe sur o et a linterieur de 7y, zg =1 et

zo = —1i sont a linterieur de 7o, alors d’aprés la formule d’intégrale de cauchy:

e gt = S )
[2mif (i) — 2mif (3)],

= = [2mi(i) - 2mi(i)] =

N =D —

(2r —2m) =0

N | —

3.50it 3 : |z + 1| = 1 est le cercle de centre (—1,0) et de rayon 1, on a f(z) = ﬁ est

holomorphe sur C\ {1}, alors elle est holomorphe sur 73 et a Uinterieur de s, zo = —1 est d

l'interieur de 3, alors d’aprés la formule d’intégrale de cauchy:

1
I:/ﬂd = f(=1)2mi,
3 o (24 1) z f(=1)2mi
-1 -1

= —2mi = —1m,

8 4

4.80it vy : |z —i| = 1 est le cercle de centre (0,1) et de rayon 1, on a f(z) = cos z est holomorphe
sur C, alors elle est holomorphe sur 4 et a Uinterieur de vy, zo = 1 est a linterieur de 7y, alors

d’aprés la formule d’intégrale de cauchy pour les dérivées:

Mw—mé(m>@

271 z — zp)"t1
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pour n. =1, on obtient

1
FO) = o f 22
Y4

2mi z—1)

ce qui tmplique

COS 2 271
L= ¢ “22ide = TR0,
-

= 2misin(i),

= 2msinh (1)

7.5 Développement en série Taylor et en série de Laurent

Corrigé 7.19. 1.50it la série 3°,5on%2",a € R on a a,, = n®

1) 1\“ 1\“
(n+1) :<n+ > = lim (n—l— ) _1
n n—>-+00 n

(n)e

ce qui implique R = 1.

n
2.501t la série 3, > n! (%) Lonaa, =2

any1| | (m+1! 0" o ( n )" 1
an | |[(n+1)mtnll (n+1) n+1 (1+2)
) G . 1 1
li = lim T = —

n—oo | q, n—00 (1 + 7)” e

ce qui tmplique R = e.

. , . 1. m —
3.50it la série 32,~1 a,a™, on a a, = [y x"e  dx

0<z<l=>-1<-2<0=el<e®™<l=zlel<zge <"

1 1 1
/ e tdx §/ z"e *dx S/ z"dx
0 0 0

et 1 1

1
lim < lim {/]a,| < lim ¢
n—+oo \| 4+ 1 n——+o0 n—-+o0 +1

1< lim {/|a,| <1

n——+o0o
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ce qui implique R = 1.

Corrigé 7.20. 1.Soit la fonction fi(z) = Z4iz2 = zQ(zﬁ_l) les points singuliers isolés sont:zy =
O, Z1 = 1,22 =—1.

pour zo = 0,

- _ )2 - lm
AmyE =) = e oy = 1O
: 5 . 23
Jim (= = 0 (=) = limy 55 —75 = ©

Jim (2 = D f(2) = Iim 22(z <—Z 1_)(12)—1— 1) ; 7 0.
ce qui tmplique que zy = 1 est un pole simple. pour zo = —1,
ZQ]-i‘l;Ill(Z +Dfz) = zzlgnll 2%(z (—Z ;—)(12)—1— 1) - _21 70
e = i, 2

ce qui implique que zo = —1 est un pole simple.

2.50it la fonction fy(z) = coth z les points singuliers isolés sont:z, = km, k € Z.

COSs 2

lim (z — 2¢) f(2) = lim (2 — k)

257 2ok sin z

Supposons que w = z — km = w — 0 quand z — k7

lim (2 — 2)/(z) = lim wcos(w + k:7r))’

2z w=0  sin(w + k7
(—1)k cos(w)

ng§;};> — 140

w—0
w
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et

. 2 = i
Jlim (2 = 2,)°f(2) Jim, sin(w + kmr
—1)k
= lim wQM’
w=0  (=1)*sin(w)
= lim wcgs(w) =

wab U sin(w)
w

Y

o cos(w + k)
)

ce qui implique que z, = km sont des poles simples, et Res(f, km) = 1.

L
22

3.80it la fonction f3(z) = =0,z = 1.
pour z; = 1,
1
: . e=?
2111£>H1<Z —1)f(z) = 2111§1(z - 1)Z —=¢ # 0.
1
im (2 — 1)2f(2) = lim (2 — 1)>°— =0
(e D) = Iz =) =0
ce qui tmplique que zy = 1 est un pole simple.
pour zg =0, on a f3(z) = & 1,|z| <1
1
e =2
= (1+ )( 1—2—22+"-),
1 2
= ( 1—z—22+- ) ( 1—z—22+- )—l—ﬁ(—l—z—z —|—---)+-~

b, # 0 et la partie principale est infinie ceci implique que zo = 0 est un point singulier essentiel.

Corrigé 7.21. Soit la fonction f(z) = ﬁ, Si|z| <3, ona
1 1 1 1 -1 1 —1 & /2\"
R R S =D O
zz—=3 3z5—-1 321—-%  3z:7\3
Silz| =3, ona
1 1 1 1 I "
f(z)_zz—?)_zzl—g_zzz<)
Corrigé 7.22. 1.La fonction
() = z __a b az+2a+bz—b (a+b)z+2a—b
S (z-D(z+2) z—-1 z+2  (z—=1)(z+2)  (z—-1)(z+2)
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Ainsi,

a+b = 1, a = %
—
2a —b = 0, b = 2.
cect implique que
17 1 2
f(z)_§ z—1+z—|—2 '

2.Le développement de la fonction f(z) en série de Laurent autour de 0 se fait comme suit :

o Silz| <1, nous avons

o= B )]

2z +1
o Sil=<|z] <2, nous avons

-3 it iy - LSO+ S ()]

z n=0

o Si2 < |z| < 400, nous avons

-] A L 2 S ()]

Corrigé 7.23. Soit la fonction f(z) = =* 53 les singularités de f satisfont 2> — gz +1=0.

= — =
i 2232417

Aprés calcul, nous trouvons deux singularités zg = % etz1=2ona

—1 1 —1 1
f(z) = =
i 22—322+1 i (z—3)(z2—2)
En effet pour zy = % on a o
i (2-2)
)= 5
(z=3)
Soit ®(z) = _T'l(zi2)' Nous avons ®(3) # 0. Ainsi, zy est un pole simple (d’ordre 1).
pour z; =2 on a
=1 11)
_ P (3

Soit ®(2) = =t —L~. Nous avons ®(2) # 0. Ainsi, 2, est un pole simple (d’ordre 1).
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7.6 Théoreme des résidus et ses applications

Corrigeé 7.24. 1ére méthode:

Calcul des résidus:f(z) = m

o pour zy = 0 est un pole double (N=2).

Res(f.20) = gy i (G =20 7)
1 1 !

o pour zgp = 1 est un pdle simple (N=1).

. (0) .
RGS(f,l):all_rg <(Z_1>z2(z—1)(2+1>> :,lzl—rﬂm 2

o pour zg = —1 est un pdle simple (N=1).

(0)
1 1 .
Res(f,—l):azlgljl ((Z+1>22(2_1)(2+1)> _zlggm_?

2¢me méthode:

1. Le développement de Laurent de f au voisinage de zg = 0

1 1 1
I& =2y = =2i-=

1 n
= _; 2(22) 7|Z| < 17

n>0
= —212(1+22+z4+z6+---),

-1
= ?—1—22—754—26—#---.

20 = 0 est un pole double, Res(f,0) =b; =0
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2. Le développement de Laurent de f au voisinage de z; = 1

Moo LA B C D
2_22(,22—1) oz 22 z2—1 z41
-1 1 1

2 Tz T2zt

1

Développons la fonction en série de Laurent au voisinage de 0.

z+1
1 1 1
241 2+42-1 21+ 51y
1 1 <1—Z>” 1—2z
= 50T =5 2 7 =1
20-4%2) 245\ 2 2

Développons la fonction % en série de Laurent au voisinage de 0.

1 1
= - 1—2)" |1 — 1
= 1+(1-2)+Q -2+ 10 —2>%+---,
= 1-(z-1D)+E-1)72-(z-13+--,
-1 /1y
z2:<z) = —1+2(z—1)-3(z—1)>2
ceci implique que
-1 1 1
o) = S -

22 2(z—-1) 2(z+1)

= 2(21_1)4_(_14_2(2_1)_...)_1(1_'2_14_...)7

1 5 17 49 )
= 2(2_1)+<—4+8(2—1)—16(2—1) +)

alors z; = 1 est un pole simple et le Res(f,1) = %

Corrigé 7.25. 1.Les points singuliers isolés sont z, = kn,k € Z, Res(f,km) = 1, et zo dans
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Uinterieur de ~y

7{ coth zdz = 2mi » _ Res(f, zy) = 2mi
z|l=1

i=1

3
_yzezdz, on a

2.Soit 12 = f|

z|

oo

(2) 3 9
TR TR

w|w

-y

n>0

e

cect implique que

3 9 27
f(z) = ze= :Z+3+Z+@+

Alors zg = 0 est un point singulier essentiel et Res(f,0) =b = %, d’ou
3 9
I, = /II zezdz = 2miRes(f,0) = 2m’§ = 97i.
z|=2

Corrigé 7.26. 1.Montrons que I; = fo% (5_;%9)2 = g—g

Supposons que

z = e dz = ie"df.

sinf = i.(z—l), sinf = 2 (22_1)

2 2

cect implique que

/27r do B ]{ —4dzdz
o (5—3sin0)® Jiz=14 (322 — 10iz — 3)°

—dzdz ot zp = 3 etz =3i, ona

Les points singuliers isolés de G2 101237

|20| < 1 = 29 € Int(y),

|z1] =1 = 2 & Int(v).

Calculons Res(f, %)

i o d Qs —4zdz
Res(f.3) = llm<<z—3> i>2<z—3z‘>2>

2 dz (2 — 3
i —4(z — 3i)* + 8z(z — 3i)
= 1m
e (z — 3i)* ’
. —4(z—3i)+8z 5
= lim = —
et (2= 30)3 644’
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Alors

2 de
[1 :/ N P}
0 (5—3sind)

=1

2.Montrons que Iy = 02“ cos(30)d0

|

cect implique que

_ T

(5—4cosf) — 12

Supposons que

z

cos(36)

= 2 zn: Res(f,z;) = 2miRes(f,

7 5 5T
Dy =omi(2) = 25,
3) = 2miGE) = 3
dz = jedh.
cos(36) = %(%),

25+ 1dz

/2” cos(36)do 1
0 —43

(5 —4cos)

Les points singuliers isolés de Wig%

simple et zo9 = 2 est un pole simple, on a

sont zg = 0 est un pole d’ordre 3,2,

7{z|—1 (82 = Dz -2)

1 A
= 5 est un pole

20l <1 = 2 € Int(y),
‘le <1 = z] € Int(f)/)a
|| =1 = 2 ¢ Int(y),
Calculons Res(f,0), Res(f, %)
1 S+1 0\ 21
Res(f,o) - 59_)0 <22_gz+1> - 4’

1 20 +1 —65
_ = i = .
Res(f,3) = Iy <z3(z — 2)) 12
Alors
2r cos(360)do o , 1 21 —65 T
I:/ SO _ o z) =2 ( , ,)—2 it R
= Ji 5= dcost) m;Res(f z;) = 2mi | Res(f,0) 4+ Res(f 2) 7T(4+ 2 ) = D
Corrigé 7.27. 1.Soit I, = ffoo 2+4 sdx posons r = z ce qui implique [, = fjo(f 2+4 sdr =
[ (22+4 sdx nous avons
p(z) =1 deg(p(z)) =
, o, = = deg(p(z)) — deg(q(z)) =4 - 2
q(z) = (" +4)%, deg(q(z)) =
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e p et g sont premier entre eux.

q(2)=0=22+4=0=20=2i V2 =2

e q(z) n'a pas de zéro réel, zo = 2i € demi plan superieur, zo = 2i ¢ demi plan superieur.

Calculons Res(f,2i):

!

Res(f,2i) = le_gll ((Z - 2i)2f(z)) ;

. 1
=2 o 1 2@)2) ’

. —2 1
= hm — = —.
2—2i ((z —+ 22)3> 321

= lim
z2—21

Alors

1= [ Gyt = 20 Res(f. ) = 2ni (Res(£,20)) = 2ri(5) = o

2.80it I = [T° (mgd%)ndx posons x = z ce qui implique I, = [*2° w2+1 sdr = [T° ZQH —dx

pz) = 1, ) ) =0 0(e)) — deg(a(2)) = 2n > 2
a(z) = (Z+1) deglq(z)) = 2n.

e p et g sont premier entre eux.

(2)=0=22+1=0=2=iVz =—i

e q(z) n'a pas de zéro réel, zo = i (pdle d’ordre n) située dans le demi plan superieur,

21 = —i & demi plan superieur.
Calculons Res(f,i):

Res(f,1) = (n _1 1)! 1;31 dCZLn_l ((z—=1)"f(2)),
I S ( (=1)""*(2n — 2)! )
(n— 1)l z=i \ (n — 1)!(z +14)2n—1
(=1)"1(2n — 2)!

((n =P

92



Alors

too  dx - , , (=) H(2n - 2)!
I, = [00 de = QWZ;Res(f, zi) = 2mi (Res(f,1))) = 27rz(<<n — 1)!)2(22,)2”71).
‘oo dx (2n — 2)!x
e [T g
—o0 (224 1)" ((n — 1)1)222n—2
et oA TR B + sin x
Corrigé 7.28. Soit l'intégrale [73° o dT.
posons f(z) = ﬁzw, on a deux poles simples zo = —1 + 1 située dans le demi plan superieur

(S(20) = 0) et z1 = —1 — 1 ¢ demi plan superieur (3(z1) < 0). Calculons Res(f, —1+1):

Res(f,~1+i) = lim ((z+1-1i)f(2)),
- zlifl}+i (((Z +1-1) (z—(—1+4))(z—(-1— Z))) ’
pi(—141)  p—l-i
T (2) 2

Finalement

/+OO Ldz = 27rz'€_ S me (cos(1) —isin(1)) = (me * cos(1)) — i(me ' sin(1)).

oo 2242242 24
D’ou
+oo sinx 1.
/_Oo mdl’ = (—7T€ sm(l)).
De plus

oo Cos T 1
/_OO mdl’ = <7T€ COS(l)).
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