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Sous le theme

La Résolution numérique des Equations
différentielles d’ordre fractionnaire

Les équations différentielles fractionnaires sont des
généralisations des équations différentielles classiques.

Dans ce travail, nous étudions des approximations numériques de
la solution d’'un probléme différentiel fractionnaire par les
méthodes ADM, VIM, HPM et MFTDM, en utilisant la dérivé

fractionnaire au sens de Caputo.

Nous avons traité plusieurs exemples, ainsi que I’'équation de
Riccati que pour laquelle nous avons essayé de donné un
algorithme de résolution par la méthode MFTDM, avec un résultat
d’existence et d'unicité et des résultats numériques.
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Abstract

of
memory of Master
of the student
Zaidour Fatiha

Under the theme of

The Numerical Solution of Differentials
Equations with Fractional Order

Fractional differential equations are generalization of classical
differential equations.

In this work, we study numerical approximations of the solution
of a fractional differential problem with the ADM method, VIM,
HPM and MFTDM method, using the fractional derivative in the
sense of Caputo.

We treated several examples and the Riccati equation that for
which we have tried to give a solution algorithm by MFTDM
method, with a result of existence and uniqueness and numerical
results.
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0.1 Introduction générale

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul
classique tel que nous le connaissons aujoud’hui, ces origines remontent a la fin du 17¢™¢
siecle, ’époque ot Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul différentiel
et intégral. En particulier, Leibniz a présenté le symbole ‘fl:—f pour désigne la n®™¢ dérivée
d’une fonction f. Quand il a annoncé dans une lettre a 'Hopital (apparemment avec
I’hypothese implicite que n € N), I’'Hopital a répondu :

Que signifie ‘Z—LZ sin = %?

Cette lettre de 'Hopital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier
incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que I’Hopital a
demandé spécifiquement pour n = %, c’est a dire une fraction (nombre rationnel) a en
fait donné lieu au nom de cette partie des mathématiques.

Une liste de mathématiciens qui ont fournit des contributions importantes au calcul
fractionnaire jusqu’au milieu du 20°™¢ siécle, inclut :

P.S. Laplace (1812), J.B.J. Fourier (1822), N.H. Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-
1873), B. Riemann (1847), H. Holmgren (1865-67), A.K. Grunwald (1867-1872), A.V.
Letnikov (1868-1872), H. Laurent (1884), P.A. Nekrassov (1888), A. Krug (1890), J.
Hadamard (1892), O. Heaviside (1892-1912) S. Pincherle (1902), G.H. Hardy et J.E.
Littlewood (1917-1928), H. Weyl (1917), P. L evy (1923), A. Marchaud (1927), H.T.
Davis (1924-1936), A. Zygmund (1935-1945) E.R. Amour (1938-1996), A. Erdélyi (1939-
1965), H. Kober (1940), D.V. Widder (1941), M. Riesz (1949).

Cependant, cette théorie peut étre considérée comme un sujet nouveau aussi, depuis
seulement un peu plus de trente années elle a été objet de conférences spécialisées. Pour la
premiere conférence, le mérite est attribué a B. Ross qui a organisé la premiére conférence
sur les calculs fractionnaires et ses applications a I'université de New Haven en juin 1974,
et il a édité les débats. Pour la premiére monographie le mérite est attribué a K.B.Oldham

et J. Spanier, qui ont publié un livre consacré au calcul fractionnaire en 1974 aprés une

collaboration commune, commenté en 1968.



Une autre théorie se développe en paralléle de la dérivation fractionnaire telle
est la théorie des équations différentielles fractionnaires qui a de nombreuses
applications dans la description de nombreux événements dans le monde réel.

La modélisation mathématique des systémes physiques conduit a des nombreuses
équations différentielles non linéaires, tel que I'équation de Klein-Gordon, équation de
Duffing, ...etc. Par conséquent, nous devons étre capable de résoudre les équations diffé-
rentielles dans I'espace et le temps, qui peuvent étre fortement non linéaires.

La résolution de telles équations par les méthodes dites classiques, telle que les mé-
thodes des éléments finis, des différences finies et les méthode des volumes finis, donnent
des approximations de la solution en des points discrets. En outre, ces méthodes font ap-
pel a des techniques de discrétisation de ’espace et du temps et elles linéarisent souvent
les équations.

Dans le début des années 1981, Adomian a présenté et développé une méthode de
résolution des systémes non-linéaires que ’on appelée la méthode de décomposition pour
résoudre des problémes linéaires ou non linéaires tels que les équations différentielles
ordinaires et partielles. La méthode de décomposition d’Adomian (ADM) consiste & dé-

composer I’équation donnée en parties linéaires et des parties non linéaires. Elles consiste

+oo
a recherché la solution sous la forme d’une série E u, et & décomposer le terme non li-
n=0
“+oo
néaire Nu sous la forme d’une série Nu = E A, , les termes A,, sont appelés polynémes
n=0

Adomian.

Durant ces derniéres années, les équations différentielles fractionnaires (FDE) ont
trouvé des applications dans beaucoup des problémes en physique. Comme dans la plupart
du temps, ces équations ne peuvent étre résolues exactement et les méthodes approxima-
tives et quelques méthodes analytiques doivent étre utilisées pour résoudre des problémes
non linéaires incluent ADM, la méthode des perturbations homotopique (HPM), ou la
méthode des itérations du variationelles (VIM).

Le concept des opérateurs d’ordre fractionnaire a été défini aux 19°™¢ siecle par Rie-



mann et Liouville. Leur but devait prolonger la dérivation ou intégration d’ordre frac-
tionnaire en employannt non seulement un ordre entier mais également des ordres non
entiers.

Il existe plusieurs définitions de la dérivée fractionnaire d’ordre «. Les définitions les
plus utilisées utilisées sont celle de Riemann-Liouville et de Caputo.

L’intégrale fractionnaire d’ordre p € R dans un intervalle [0, 7] de Riemann-Liouville

est définie par :

1

19£0) = s [ ¢ =) Vs

La dérivée fractionnaire d’ordre p sur [0, ¢] au sens de Riemann-Liouville est définie

par :

1 d"
[(n —p)dtr

t n
RDrf(t) = [ =i = So ),
La dérivée fractionnaire d’ordre « sur [0, ¢] au sens de Caputo est définie par :

L ("4 oyt oy — pror( L
fos | = O e = 1),

d
dt

CDPf(t) =

avec n = [p] + 1, [p] désigne la partie entiere de p et D" = ( )n désigne la dérivée
d’ordre n et I' est la fonction Gamma.

Notre mémoire est organisé comme suit :

Le premier chapitre sera consacré aux élément de base du calcul fractionnaire, nous
citons par exemple la fonction Gamma, la fonction Béta et la transformé de Laplace.
Deux approches sont présentés, ainsi que 'approche de Riemann-Liouville et celle de
Caputo pour la généralisation des notions de dérivation entiére.

Le deuxiéme chapitre de ce mémoire est dédi¢ aux méthodes numériques pour la

résolution des équations différentielles ordinaires. On citera par exemple les méthodes

ADM, HPM, VIM avec quelques exemple.



Dans le troisieme chapitre, nous étudions I’existence et 'unicité de la solution d’une
équation différentielle fractionnaire, pour étudier ensuite les trois méthodes précédente
mais cette fois dans le cas ou les équations différentielles sont d’ordre fractionnaire.

Le dernier chapitre sera consacré a la résolution de I’équation de Riccati, écrite sous
la forme D%y = A(t) + B(t)y + C(t)y* par la méthode Multistage telle que la dérivée
fractionnaire utilisée est celle de Caputo.

Nous terminons notre mémoire par une conclusion générale avec quelques perspec-

tives.



Chapitre 1

Bases mathématiques du calcul

fractionnaires

1.1 Fonctions spécifiques pour la dérivation fraction-
naire

Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma et Béta, qui seront utilisées
dans les autres chapitres. Ces deux fonctions jouent un réle trés important dans la théorie

du calcul fractionnaire et ces application.

1.1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma est, une fonction complexe, considérée également comme une
fonction spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle a ’ensemble des nombres complexe

(exepté en certains points)

Définition 1.1.1 Pour z € C tel que Re(z) > 0, la fonction Gamma I'(z) est définie
par :

+oo
[(z2) = / ettt (1.1.1)
0



Propriétés :

1. La propriété importante de la fonction Gamma I'(2) est la relation de récurence
suivante : I'(z + 1) = 2I'(z), qu’on peut démontre par une intégration par parties :
['(z+1)= 0+oo e tFdt = [—e ) + 2 fOJrOO e 't* Nt = 2I(z)

2.1(1) =1, I(0;) = o0 .Et aussi I'(3) = /7.

3. I'(z) est une fonction monotone et strictement décroissante pour 0 < z <1

4.Sin € Nalors I'(n + 1) = n! et aussi si n € N alors : I'(n + %) _ enr

an )
Proposition 1.1.1 par le principe de prolongement analytique on peut prolonge la fonc-
tion I sur C/Z".
Soit z>0,2¢Nona:

1.1.2 La fonction Béta

Définition 1.1.2 La fontion Béta (qui est un type d’intégrale,au méme titre que la fonc-

tion Gamma) est une fonction définie par :

1
B(p,q) = / 7711 = 7)"1dr ; Re(p) > 0; Re(g) > 0. (1.12)
0
La fonction Gamma et la fonction Béta sont liées par la relation suivante :

_ I(p)(q)
B(p,q) = NCET)]

1.2 La transformée de Laplace

Soit f une fonction d’ordre exponentiel « (c’est-a-dire qu’il existe deux constante M
et T telles que |f(t)] < Me* pour t > T'),la trnsformée de Laplace de la fonction f(t)

définie pour tout nombre réel ¢ > 0 est la fonction F', définie par :

8



F(s)=L{f(t)} = /000 exp(—st) f(t)dt (1.2.1)

L’inversion de transformation de Laplace s’effectue par le moyen d’une intégrale dans

le plan complexe, pout ¢ positive,

1 Y+ico
) = LR} = 5 / exp(st) F(s)ds (1.2.2)
n Y—100
ol 7 est choisi pour que 'intégrale soit convergente, ce qui implique que 7y soit supé-
rieur a la partie réelle de singularité de F'(s).
— Linéairité : L{af + g} = aL{f}+ BL{g}.
— Dérivation : L{fM(t)} = s"L{f(s)} — Sy st (0).
~ Intégration : L { I f(u)du} —LL{f} = 1L{f}+ 1 [° f(u)du.
— Convolution : L{fx*g} =L{f} x L{g}.

— La transformation de Laplace de la fonction t*~! est : L[t* '] (s) = T'(p)s—“.

1.3 L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a; b]

Soit f une fonction continue sur I'intervalle [a;b]. On considére 'intégrale :

10 f() = /mm)dt.
I?f(z) = / " f(u)du.

a

_ /az(/auf(t)dt)du.
_ /(/t du) £ (£)dt.

- /x@ (bt



Plus généralement la n-iéme itération de 'opérateur I peut s’écrire :

1™ f(x) :/:1 dzy /;2dx2.../awnlf(xn)dxn: (n_ll)!/;(x—t)("_l)f(t)dt (1.3.1)

pour tout entier n.

Cette formule est appelée formule de Cauchy, et depuis la généralisation du factoriel
par la fonction Gamma : I'(n) = (n — 1)!, Riemann rendu compte que le second membre
de 1.3.1 paurait avoir un sens méme quand n prenant une valeur non-entiére, il a définit

I'intégrale fractionnaire de la manieére suivante :

Définition 1.3.1 Si f € [a;b];a € R, |, lintégrale

Isi)f(:v) = ﬁ /:(:U — )@ Vf()dt telleque a €] — oo; +00] (1.3.2)

est appelée intégrale fractionnaire (& gauche) de Riemann-Liouville d’ordre o, et l'inté-

grale :

b
7@ f(x)—ﬁ / (x =)V f(t)dt telleque b €] — o0: 4o (1.3.3)

est appelée intégrale fractionnaire (& droite) de Riemann-Liowville d’ordre .
Remarque 1.3.1 Dans tout ce qui suit on va utiliser uniquement l’intégrale (4 gauche).

Théoréme 1.3.1 [13/Pour f € Ca;b] , Uintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

posséde la propriété suivante :
LD f()]) = 1577 f () pour a >0, > 0.

Preuve. La preuve découle directement de la définition

@B f(p)] = L [ di [ "
11210 = fmr | o | T

a a

10



Or f € Cla,b], d’aprés le théoréme de Fubini et par le changement ¢ = u + s(z — u)

on obtient N
LU ) = gty [ du = 187 1(0)
Ou 5(a, 5) désigne la fonction Beta. O
Propriétés :

1. Transformé de Laplace de I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville pour a = 0
d’une fonction f qui posséde la transformé de Laplace F'(s) dans le demi plan Re(s) > 0

est :

LI"f)(s) = s “F(s)

apy — T+l sat
2. 170 = T

1.4 Dérivées fractionnaires

Dans la litération il existe plusieurs approches pour la dérivation fractionnaire, nous

allons citer les approches qui sont fréquemment utilisées dans les applications.

1.4.1 Approche de Riemann-Liouville

Soit f une fonction intégrable sur [a;t] alors la dérivée fractionnaire d’ordre p (avec

n— 1< p < n) au sens de Riemann-Liouville est définie par :

1 dr
I'(n — p) dt»

/t(t — )P (7)dT = ﬁ(I"_pf(i&)) (1.4.1)

mDrf(r) = -

Exemples :

1. La dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville n’est

11



pas nulle ni constante, mais on a :

2. La dérivée de f(t) = (t — a)* au sens de Riemann-Liouville :

Soit p non entier et 0 <n—1<p<neta>—1,alorson a:

1d [
RDp A\ — el / _ \n—p—1 o\«
(t—a) T p e J, (t—1) (1 —a)%dr

En faisant le changement de variable 7 = a + s(t — a), on aura :

1 ﬁ(t —a)"ter /1(1 — )" P ls%ds
I'(n —p)dt? 0

_ I'n+a—-p+1)B(n—pa+1l)
[(n—p)
'n+a—-—p+1I'(n—pl(a+1)

Rpr(t —a)* =

(t—a)* P

T —pTa—p+Olnta—prnt 97
_ T(a+1) _ g)a-p
*F(a—p+1)(t )

A titre d’exemple :

R 1n0.5,0.5 __ F<15) _
DOORS = s =T(19)

Propriété 1.4.1 Composition avec l'intégrale fractionnaire :

— L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse

gauche de l'opérateur d’intégration fractionnaire :
RDP(IPf(t)) = f(2),

—on a

RDr(1ef(t)) =" DPf(t)

12



— La dérivation et l'intégration fractionnaire ne commutent pas.

. t—a)yr*
ED=P(EDIf(t)) =F DIP [ paF (— —1 :
(a tf()) f ; f F(p—k+1) avec m <g<m

(1.4.2)

1.4.2 Dérivées fractionnaire au sens de Caputo :

On va introduit une dérivée fractionnaire qui est plus restrictive que celle de Riemann-

Liouville.

Définition 1.4.1 Soit p > 0 avecn — 1 < p < n, (n € N*) et f une fonction telle que
i—:f € Li[a; 0.

La dérivée fractionnaire d’ordre p de f au sens de Caputo est définie par :
d’I’L

- t —Tnipil (n)T - nep N
F(n—p)/a(t )P = 1 (o f() (1.4.3)

CDPf(t) =
Propriétés :
1. Relation avec la dérivée de Riemann-Liouville :

Soit p > 0 avec n — 1 < p < n, (n € N*), supposons que f est une fonction telle que
CDYf(t) et ZD] f(t) existent alors :

n—1
C np D f(k t_a)k—p
DPf(t) =" DPf(t) kzo (Y (1.4.4)

On déduit que si f®)(a) =0 pour k =0,1,2,...,n — 1, on aura CDPf(t) =1 DPf(t)
2. Composition avec I'opérateur d’intégration fractionnaire :

Si f est une fonction continue on a :

—_

n—

“DPILf = fetliDf(t) = f(t) —

FO@)(t — a)

o (1.4.5)

il
o

13



donc l'opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de 'opérateur d’inté-

grattion fractionnaire mais il n’est pas un inverse a droite.

Exemples :
1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo :

La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle :

CprC = 0.

2. La dérivée de f(t) = (t — a)* au sens de Caputo :

Soit p un entier et 0 <n —1<p<n aveca >n — 1, alors on a :

n [ +1) an
1) = Fa T
d’ou
['(a+1)

“DP(t —a)* =

T(n—pT(a—n+1) / (=) T —a)™hdr,

effectuant le changement de variable 7 = a + s(t — a) on obtient :

['(a+1)
Fin—pl'(a—n+

“DP(t —a)* = D /a (t —7)" P71 —a)* "dr

I'(a+1)

T Tn—plla—n+1) (t= a)a_p/o (L—s)" " s ds.

_ Na+1)pBn—p,a—n-+ 1)(t gy
I'(n—pI(a—n+1) '

MNa+1)I'(n—pI'(a—n+1)

B I'n—plla—n+1I'(a—p+1) (t=a)™”
et o,
“Ta_prnt 9

14



1.4.3 Comparaison entre la dérivée fractionnaire au sens de Ca-

puto et celle de Riemann-Liouville

— L’avantage principale de I'apprche de Caputo est que les conditions initiales des
équation différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la méme
forme comme pour les équations différentielles d’ordre entier, c’est & dire, contient
les valeurs limites des dérivées d’ordre entier des fonctions inconnues en borne
inférieur x = a.

— Une autre différence entre la définition de Riemann et celle de Caputo est que la

dérivée d’'une constante est nulle par Caputo, par contre par Riemann-Liouville elle

C _
gt —a)™".

est

Différentiation Intégration Différentiation Intégration
2 LS rl L
h ] L4 - L4
A f f(t) F1 F2 Fs R f flty F F2  Fs
_a | Prenjiére étape (a)
(a) m-a=0.7 m=3 07
m-a=0.
_ (b)
m=3

Dewfieme étape (b)

a=2.3

a=2.3

Représentation graphique de dérivée de Riemann Représentation graphique de dérivée de Caputo

La dérivée d’ordre a = 2.3 d’une fonction f , par la définition de Riemann et de
Caputo.

— Grafiquement, on peut dire que le chemin suivi pour arriver a la dérivée fraction-
naire au sens de Caputo est également 'inverse quand on suit l'autre sens (Rie-
mann Liouville), c’est & dire pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre a ou
m — 1 < a < m par 'approche de Riemann-Liouville, on commence d’abord par
I'intégration fractionnaire d’ordre (m — «) pour la fonction f(x) et puis on dérive le
résultat obtenu a 1’ordre entier m, mais pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre
aoum—1 < a < m par 'approche de Caputo on commence par la dérivée d’ordre

entier m de la fonction f(x) et puis on U'intégre d’ordre fractionnaire (m — «)

15



1.4.4 Propriétés générales des dérivées fractionnaires
La linéairité

La dérivation fractionnaire est une opération linéaire

DS + pg(t)) = ADf(t) + nD%(t)

pour les deux approches de dérivation considérée dans ce mémoire

La régle de Leibniz

Pour un entier n on a

3

Cmae) =" ") 9w h,
k

La généralisation de cette formule nous donne

DP(f(t)g(t) =3 Z £® (£ DR g(t) + B2 (1),

oun>p+1et

t

R = s [ (6= st [ £ €

avec lim RP(t) = 0.

Si f et g sont continues dans [a, t] ainsi que toutes leurs dérivées, la formule devient :

k=0

D% est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.
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Chapitre 2

Quelques méthodes numériques pour

résoudre des EDO

2.1 La méthode ADM

La méthode décomposition d’Adomian permet de résoudre des problémes fonction-
nelles de différents types : équation algébriques, différentielles, intégrales, intégro-différentielles,
aux dérivées partielles (EDP). La méthode s’adapte aussi bien aux problémes linéaires
qu’aux problémes non linéaires. Il suffit qu’on puisse écrire I’équation sous la forme :

AU = f qui est appelée forme canoniquee d’Adomian.

2.1.1 Description de la méthode

Considérons I’équation fonctionnelle :

AU = f (2.1.1)

ol A est un opérteur différentiel contenant des termes linéaires et des termes non
linéaires et f est une fonction connue. Le terme linéaire de 'opérateur A est décomposé

en L + R ou L est inversible et R est le reste de 2.1.1. On note N le terme non linéaire

17



de Aet donc A=L+ R+ N , alors 2.1.1 s’écrit comme : LU + RU + NU = f ,

L étant inversible, si L™! est son inverse on a :

U=®+L'f—L'RU-L'NU, (2.1.2)

ou ® est la constante de l'intégration.

La méthode d’Adomian consiste a rechercher la solution sous forme d’une série :

“+o0o
U=> u,, (2.1.3)
n=0

et & décomposer le terme non linéaire NU sous forme d’une série :

NU = F(U) = f A, (2.1.4)

Les A, sont appellés polynomes d’Adomian et sont obtenues grace a la relation sui-

vante :

1dh | R
An(UO, Uy oeny Un) = EW [N(Z )\lul)] , (215)
A=0

oll A est un parameétre réel introduit par convenance.

En remplacant les relations 2.1.3 et 2.1.4 dans 2.1.2 , on obtient :

+00 +oo +oo
D up=+Lf-L'RY u, - LY A, (2.1.6)
n=0 n=0 n=0

Ce qui entreine par identification :

(

Uy = q)—l-L_lf

— —L'Rug— L'A
“ o ° (2.1.7)

| i1 =—L7'Ru, — L4,

18



+0o0
Tous les termes de la série E u, ne peuvent étre calculés, en utilisant I’approximation

n=0
n—1
O = Zuz , n>1, avec lim ¢, =U. (2.1.8)
=0

Le probléme qui se pose est comment déterminer les (A,,),>0 -

Les polynémes d’Adomian

Définition 2.1.1 Les polynomes d’Adomian sont définie par la formule :

Ao(u()) = N(Uo) = F(Uo)

+oo
A (ug, g, ooy ) = 545 [N(Z )\Zuz)] :
n=0

A=0

(2.1.9)

La formule proposé par G.Adomian pour le calcul des polynomes d’Adomian (Ap)n>o0
est la suivante :

Ap(ug) = N(ug) = F(uyp)

Aq(ug,uq) = ulﬁN(uo) = u F' (ug)

As(ug, ur, ug) = us=N(ug) + %u%j—;N(uo) = ugF' (ug) + U2 F® (up)

As(uo, uy, us, uz) = uz=N(ug) + U]_UQ%N(UO> + %ui’%]\f{uo)

= uzF" (ug) + uus F@ N (ug) + 5ui FG N (uy),
A, = Y c(v,n)N® (ug),n > 1.

v=0
Ou , ¢(v,n) représente la somme de tous les produits (divisée par m!) des v termes

u; dont la somme des indices i est égale a n;m étant le nombre de répétitions des mémes

termes dans le produit.
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2.1.2 Résolution d’équations différentielles par la méthode d’Ado-
mian

Si AU = f est une équation différentiel ou A est un opérateur différentielle non
linéaire (ou A linéaire) posseédant des termes linéaires et non linéaires.Le terme linéaire
est décomposé en L + R ot par convenance L est un opérateur différentiel d’ordre le plus
grand facilement inversible.

Soit I’équation différentielle d’ordre n € N*

d"u

E—l—Ru—I—Nu—f (2.1.10)

ot u(tg),u (tg), ...,u" 1V (t) sont des valeurs données.
Si on pose L = 4-()) . La formule LU + RU + NU = f transforme I'équation
différentielle ci-dessus en Lu + Ru+ Nu = f .

L’équation 2.1.2 s’écrit :

n—1 +00
=) t_to W(to) + L' f(t) — L7 R( Zun —L7'O A . (2111)
k=0 n=0

D’ou lon tire :

[y

,\
3

_ k
up(t) =y U=y ®) (1) 4+ L1 f(2)

L IM

U1<t) = _lRUO - L_lAg

| i1 = —LRu, — LA,

ou L' désigne n intégration successives de tq a t .

Exemple 2.1.1 Soit l’équation
u'(t) — u(t) =12
u(0) = —2
Ona:Lu=1u(t), Ru=—u(t), Nu=0 et f(t) =t
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L™t représente une simple intégration de 0 at .On trouve :

+oo +oo
w=Y uy=u(0)+ L7 () + L7 uy). (2.1.12)
n=0 n=0
Par identification on a :
ug = u(0) + L71(t?) = =2 + %
Uy = Lil(UO) = -2t + %
Uy = Lil(ul) = —¢2 + %
_ t6
Uz = 3 -+ 300
Un = =277 + 2(2?5)1‘ ;
+oo
d’ot Z Uy = —2 — 2t — 12, qui est la solution exacte de l’équation différentielle.
n=0

Exemple 2.1.2 Soit I’équation différentielle non-linéaire suivante :

¢
Ona:Lu=1u(t), Nu=e" On applique L™' (L' = /()dt) auzx termes du probléme
0

on trouve :

u= L") . (2.1.13)

On utilise la série de la décomposition pour la fonction linéaire u(t) et la série polynomiale

pour le terme non-linéaire, nous obtenons l’expression suivante :

(2.1.14)

21



Les polynéomes d’Adomian pour le terme non-linéaire e sont calculés comme suit :

Ao(UO) = e =1.

Ai(ug,u) = wy
1
As(ug, ur,u2) = ug + EU%
1
As(ug, ur, ug, us) = us—+ ujug + —B

31t

On remplace 2.1.15 dans 2.1.14 on trouve :

ug =0

up = L7 (Ag) = t.
uy = L7Y(Ay) = 3%
ug = L7 (Ap) = 5t
uy = L7 (As) = 3t*.

Alors la solution dans une forme d’une série est donné par :

+o0

1, 1, 1
u(t)= Y up=t+ St ottty

2 3 4

n=0

Exemple 2.1.3 (Equation de Riccati)

Onalu=u(t), Nu=—u?, f(t)=1.

La solution exacte de [’équation est :
u(t) = tan(t)
La solution approximative est :
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UO:t.

Uy = 3
2t

Ug = 15
__ 3577

U3 = G615

d’ou la solution est

2 357
=1t P —— T 2.1.18
Z“ + . 50 T (2.1.18)

2.2 La méthode HPM

La méthode des perturbation de 'homotopie (HPM) a été établie par Ji-Haun-He
en 1999. La méthode a été utilisé par beaucoup de chercheurs et appliquée pour résoudre

plusieurs équations linéaires et non linéaires.

2.2.1 Description de la méthode

Pour illustrer les idées de base de cette méthode, nous considérons 1’équation diffé-

rentielle non linéaire suivante :

Aw) - fr) =0 ,reQ (2.2.1)

—)=0 rel (2.2.2)

ou A est un opérateur différentielle général, B est un opérateur de la limite, f(r) est
une fonction analytique connu, et I' est la limite du domaine €2 .
L’opérateur A peut étre divisé en deux parties qui sont L et N ol L est un linéaire

et NV est un opérateur non-linéaire, peut étre récrit comme suit :
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L(u) + N(u) — f(r)=0 (2.2.3)

Avec la technique de I’homotopie nous contruissons une homotopie :

v(r,p): 2 x[0,1] = R (2.2.4)

qui satisfait :

H(v,p) = (1 — p)[L(v) — L(up)] + p[A(v) — f(r)] =0, pe0,1];reQ. (2.25)

H(v,p) = L(v) — L(uo) + pL(uo) + p[N (v) — f(r)] = 0 (2.2.6)
ol p € [0, 1] est un parameétre, ug est une approximation initiale de 2.2.1 qui satisfait
les conditions aux limites.
Evidement, d’aprés les deux équations précédentes nous aurons :
H(v,0) = L(v) — L(up) =0 (2.2.7)
H(v,1)=A(v) — f(r)=0 (2.2.8)

En faisant varier p de 0 a 1,on change v(r, p) de ug(r) a u(r). D’aprés le (HPM), nous
pouvons utiliser le parametre p comme un petit parameétre , et supposons que les solution

d’équations peut étre écrit comme une série suivante :

v = vy + pvy + pPus + ... (2.2.9)

Mettant p = 1, la solution appproximative d’équation 2.2.1 est :

u= lin}U = v+ V2 + ... (2.2.10)
p—)
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Exemple 2.2.1 Nous considérons en premier temps l’exemple suivant :

WAut=0 ; t>0;t€
u(0) =1

(2.2.11)

d’ou la soluion exacte est u(t) = 1+_t

Nous pouvons construire ’homotopie suivante : v : Q x [0,1] — R, qui satisfait :
(1—p)( —up) +p( +v*) =0, pel0,1] , t€Q (2.2.12)

avec l’aproximation tnitiale ug = 1.

Supposons que la solution de 2.2.1 soit sous la forme :
v = vy + pvy + pPus + ... (2.2.13)

En remplacant 2.2.13 dans 2.2.12 , et identifions les termes avec les puissances identiques

de p,
° vy = U
pt o vl dup v =0, v(0)=0,
p? o v+ 200 =0, 1(0)=0,
Par conséquant, les premiers composants de la solution sont données par vy = 1, v; = —t,

vy = t2. Donc la solution de est

u:hII%U:UO—i‘Ul—i‘Ug:l—t—f—ﬁ
p—)
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Exemple 2.2.2 Exemple 2.2.3 Nous considérons l’équation de Riccati suivante :

d’ou la solution exacte de l'équation 2.2.14 est u(t) = tan(t),

le développement de taylor de u au voisinage de zero est donné par :

1 2 17
B =t+ -3+ —°+ —17 +t8(1).
u(t) =t gt St gt el

On cherche maintenant la solution avec l'utilisation de la méthode (HPM)

(2.2.14)

Nous pouvons construire 'homotopie suivante :U : © x [0, 1] — R,qui satisfait :

(1=p)U —uy)+pU —U>—=1)=0,pe[0,1],t € Q.
la solution d’équation peuvent étre écrit comme une série suivante :
U=Uy+pUy +p*Us+ ...
On identifie les termes avec les puissances identiques de p :
U —ug+plug—U? —1) =0
on obtient :
(Uo + PUy + p*Us + ...) — 1o + p [tio — (Up + pUy + p*Us + ...)2 = 1] =0

ou

o — (UZ + 2pUoU; + p*Ui+

(UO +pUl—|-p2U2—|—....)—120 +p =0

2pUOU2 + 2p3U1U2 —i—p4U22) -1

26

(2.2.15)

(2.2.16)

(2.2.17)

(2.2.18)

(2.2.19)



ce qui donne :

P UO—{LO—U&—l:O
pto: Ul—i-do—Ug—l:O
p? o U2—2U1U0:0

P Us— U+ 20U, =0
pt o U+ 20Us + 20,0, = 0

p° . Us—20,Us+U2=0

Par conséquent, les premiers composants de la solution sont données par :

Exemple 2.2.4 Uy = 0,
Uy=t, Uy =0,Us = 13, Uy = 0, Uy = 265, -
Mettant p = 1 la solution approzimative d’équ. (2.2.14) est

Donc :
u(t) =t + Yoy 2y (2.2.21)
3 15 o

2.3 La méthode VIM

La méthode Itérative variationnelle (VIM) a été développé par Je-Haun-He au début
des années 1990. Cette méthode a été utilisée par beaucoup des chercheurs dans une
variété de champs scientifiques et peut résoudre des problémes non linéaire, et a été
proposé la premiére fois pour résoudre des probléme en mécanique. La méthode est basé
sur la détermination de multiplicateur de Lagrange de facon optimale par I'intermédiaire

de la théorie variationnelle.
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2.3.1 Description de la méthode

Nous considérons 1’équation différentielle suivante :

L(u) + N(u) = g(x) (2.3.1)

ol : L est un opérateur linéaire, N est un opérateur non linéaire et g(x) est une
fonction connue.
Nous pouvons construire une correction fonctionnelle selon la méthode itérative va-

riationnelle suivante :

x

Uns1 = Un + / M) (Lun(t) + Nty (t) — g(t))dt (2.3.2)

0
ol A est un multiplicateur générale du Lagrange. L’indice n représente la n-ieme

approximation, u,(t) est considéré comme une variation restreinte c’est a dire du,(t) =0

Pour résoudre I’équation par la méthode VIM, on doit d’abord déterminer le multi-
plicateur de Lagrange A qui va étre identifier par une intégration par partie. Alors les
approximations successives u, de la solution u(x) vont étre obtenues en utilisant le mul-
tiplicateur de Lagrange et une fonction uy bien choisie (qui doit étre au moins satisfaire

les conditions initiales, par conséquent, la solution éxacte sera la limite

lim u,(x) = u(zx) (2.3.3)

n—oo
2.3.2 Des exemples numériques

Nous considérons 'EDO linéaire du premier ordre :

u' + p(r)u = q(z)

(2.3.4)
u(0) = «
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avec p(x) et q(z) sont des fonctions connus.
Pour résoudre cette équation différentielle, nous construissant une correction fonc-

tionnelle comme suit :

xT

() = () + / A(a)(u, (8) + p(t)iTn (1) — q(t))dt (2.3.5)

0

ol A est le multiplicateur du Lagrange qui dans cette méthode peut étre une constante
ou une fonction , et u,(t) est une valeur restreinte ot du,(t) = 0.

On a 2.3.5 équivalente a :

St () = Guun () + 6 / ' () + p(t)iz(t) — qlt))dt (2.3.6)

Cela donne :

T

Oy () = duy(z) + (5/)\(t)u;(t)dt (2.3.7)

0
obtenu sur utiliser du,(t) = 0 et dg(t) = 0.

Intégrons par parties nous obtenons :

x

Opi1(x) = duy(z) + S(A(t)un(z) — /X(t)un(t)dt) (2.3.8)
& Upi1(x) = Jup(x) + IN(t)uy(z) — 5/)\’(t)un(t)dt (2.3.9)
& Sner(2) = (14 Alrs )otn(z / SN () (¢ (2.3.10)

Les éxtrémums conditionnelles d’un w,, 1 éxige que du,,; = 0. Cela veut dire que le
coté gauche de 2.3.10est égale a 0, et en conséquence le coté droit devrait étre aussi 0.

Cela donne les conditions stationnaire 1 + A =, =0, X" [;=, =0, qui donne A\ = 1.
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Substituant cette valeur du multiplicateur du Lagrange dans 2.3.5 , on obtient la

formule suivante :

Unt1(7) = un () — /(U%(t) + p(t)un(t) — q(t))dt (2.3.11)

Etant donné u(0) = «, nous pouvons prendre premiére approximation de uy = a.

Nous obtenons les approximations successives suivantes :

up(x) = a. )
o) = uo(w) — [ @) + p(Oyun(t) - al))dr.
o) = (o) ~ [ @0 + p(Oyus(t) - al))de.

() = up(x) — / (ub(8) + p(t)ua(t) — a(£))dt.

Unt1() = Uup(7) — / (7, (1) + p(t)un(t) — q(t))dt.

0

Exemple 2.3.1 Nous considérons l’équation suivante :

uw —2zxu =0

u(0) =1

(2.3.12)

Ona:px)=-2x,qx)=0,a=1e \=—1 et aussi up = 1. Alors nous avons les
approrimations successives suivantes :

up(x) = 1.

up(z) = ug(x) — [ (uf(t) + 2tup(t))dt = 1 + x2.

us(z) = u(z) — [ (wi(t) + 2tuq (¢))dt = 1 + 2* 4 5z*.

SO —,,
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T

ug(x) = ug(z) — /(U’Q(t) + 2tuy(t))dt = 1+ 2% + Ja* + 528,

0
T

ug(x) = us(z) — /(ug(t) + 2tus(t))dt = 14 2* + ga* + a8 4 fab.
0

1 1 1 1
Unir(z) = 1422 + gt + 520 + J2® + . 4 L™

Rappelez que la solution ezxacte est domnée par u(x) = limu,(z). Cela donne la

solution exacte u(x) = e**.

Exemple 2.3.2 L’exemple choisi est [’équation de Riccati de la forme générale :

u — Q(t)u — R(t)u® = P(t)

(2.3.13)
u(0) = G(t)

avec Q(t), R(t), P(t), G(t) sont des fonctions scalaires, pour résoudre l’équation diffé-

rentielle générale de Riccati nous construissant une correction fonctionnelle suivante :
t

Ui () = () + / A(#) [1, (1) — Q0)i (1) — R(2(1) — P(t)] de

py1(z) = (1 + Nuy(x) — /(5un(t))\'dt =0

0
ol u,, est considéré comme variation restreinte c-a-d ou,, = 0.

ces conditions stationnaire peuvent étre obtenue comme suit :

1+ A@) =0, X(t)|ieo = 0 (2.3.14)
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Le multiplicateur de Lagrange, on peut le déterminer de facon A\(s) = —1, d’ou la formule

d’itération variationnelle :
o) = (o) = [ [i,(0) ~ QY1) ~ ROE() —~ P(O)] (2:3.15)

Exemple 2.3.3 (Cas particulier de [’équation de Riccati)

Nous considérons [’équation suivante :

(2.3.16)

Ona:Q(t)=0,R(t)=1, P(t)=1 et A= —1 et aussi uy = 0. Alors nous avons les
approximation successives suivantes :

up(z) = 0.

T

up(x) = uo(z) — /(u{)(t) —ud(t) — 1)dt = z.
us(x) = up(z) — /(u’l(t) —ui(t) - Ddt =z + %

ug(x) = ug(z) — /(ug(t) —ui(t) — 1)dt =z + 9”3—3 + % + %.

$3 CU5 $7 1'9
ug(x) = uz(z) — /(ug(t) — ug(t) —1)dt =z + T+ 21—5 +& Tt %-
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Chapitre 3

Equations différentielles

fractionnaires

Le but de ce chapitre est de présenter quelques éléments de la théorie des équations
différentielles fractionnaires. Nous commencons par considérer la question d’éxistence et
d’unicité de la solution d’un probléme a valeurs initiales, pour une équation différen-
tielle fractionnaire. Puis on va traitées quelques méthodes numériques nécessaires a la

résolution d’équations différentielles fractionnaires.

3.1 Quelques résultats d’éxistence et d’unicité

Dans cette partie on va discuter les propriétés d’éxistence et d’unicité des solutions
des équations différentielles d’ordre fractionnaire. On va se restreindre & des problémes
aux conditions initiales (problémes de Cauchy). On utilisera les symboles D® et ¢ D

pour les dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville et Caputo.

Définition 3.1.1 Soita >0, a ¢ N,n=[a]+1 et f: ACR? — R alors :

EDu(z) = f(z,u(z)), (3.1.1)

33



est appelée équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville. Comme condi-

tions nitiales pour ce type d’EDF on utilise :

Epo=ku0) =t (k=1,2,..,n—1) lim I""%u(2) = by,. (3.1.2)

z—04

De la méme maniére

“Du(x) = f(z,u(x)), (3.1.3)

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Caputo et dans ce cas on utilise

comme conditions initiales :
ub(0)=b, (k=0,2, .., n—1). (3.1.4)

L’utilisation de conditions initiales de différents types pour les équations différentielles
fractionnaires 3.1.1 et 3.1.3 nous assure l'unicité des solutions de ’EDF' correspondante,

qu’on va prouver dans les théorémes suivants.

3.1.1 Existence et unicité pour 1’équation de type Caputo

Nous présentons quelques théoréme concernant 1’éxistance et 1'unicité de la solution

d’une équation de type Caputo.

Théoréme 3.1.1 [3] Soit (U, d) un espace métrique complet non vide, soit 0 < w < 1 et

soit T : U — U une contractante telle que, pour chaque u, v € U, la relation
d(Tu, Tv) < wd(u,v) (3.1.5)

est vérifiée. Alors Uopérateur T a un point fixe unique u* € U.
Nous notons que, si la contraction T' : U — U wvérifie la condition 3.1.5, est appelée

une contraction, ou une application contractive.
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Théoréme 3.1.2 [5] [14] Soit « > 0, « ¢ N, n = [a] + 1. De plus, soit k > 0, h* > 0,
et by, b1, ..., b,_1 € R. On défini

G =[0,h*] x [bp — K, by + K],

et soit la fonction continue f : G — R. Alors, il éxiste un réel h > 0 et une fonction
u € C[0,h] solution de l’équation différentielle fractionnaire de type Caputo muni des

conditions initiales. Dans le cas a € (0,1) le paramétre h est donné par la relation

h=min{h*, (KT(a+1)/M)=},  avec M= sup |f(z,2)|.
(z,2)€G

St de plus [ vérifie la condition de Lipschitz par rapport & la seconde variable, ¢’est-a-
dire :

|f(z,u1) — f(2,u2)| < Llug — ugl.

avec L > 0 une constante indépendente de x, uy et uy, alors la fonction u € C|0, h] est

UNLQUE.

Lemme 3.1.1 [}/ Sous les hypothéses du théoréme précédente, la fonction v € C|0,h]
est une solution de ’EDF de type Caputo avec les conditions initiales si et seulement si

elle est solution de l’équation intégrale de Volterra du second type :

x

n—1 Ik 1 o
_ ; bt m0/(:,: e A (8, ult)) . (3.1.6)

Preuve. Premiérement supposons que u est solution de 1’équation précédente, on
peut écrire cette équation sous la forme réduite :
n—1

u(e) = 37y 15 ul))

k=0
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En appliquant 'opérateur de différentiation DS sur les deux cotés de cette relation on
aura immédiatement que y est solution de ’équation différentielle.
Appliquons maintenant opérateur D, 0 < k < n — 1 sur ’équation de Volterra.
e

1 .

J .
"Dhute) = Y "0 LR R DRI ().
Jj=0 '

REDE(t)) =0 pour j < k alors si x =0 on a :

k
T o
RDlgu(()) =F Dg%uék)’xzo + IO kf(xa U(Qﬁ))’x:()
et comme o — k > 0, lintégrale est nul I8 f(z,u(x))|p—0 = 0
par suite ZDEu(0) = uf = by.

D’autre part on définit z(z) = f(z,u(x)) alors z € C[0, h] on réecrit I’équation de la

forme
2x) = flz,ul@) = Dju(z) =" D§(u — Ty1[u, 0])(2)
= DI (u — Tyo1[u, 0])(2)
n—1
) . N @
T, 1[u,0] est le polynome de Taylor de degré n — 1 (T,,_1[u,0] = g ) pour la

ol

=0
fonction f autour de 0. En appliquant ’opérateur /' sur les deux termes de cette relation

elle devient :

IYz(z) = I} %(u — Tp—1[u, 0)) () + q(z).

Avec ¢ un polynome de degré ne dépassant pas n — 1. Comme z est continue la fonction
I}z a un zéro d’ordre au moins n a lorigine. En outre la différence y — T,,_1]y, 0] a la
méme propriété par construction. Et donc la fonction 1) *(u — T),—1[u, 0]) doit avoir un

zéro d’ordre n aussi. Par suite le polynéme ¢ a la méme propriété mais comme il est de
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degré ne dépassant pas n — 1 il en résulte que ¢ = 0, par conséquent
Igz(x) = 1§~ (u — Tha[u, 0]) ().

En appliquant 'opérateur de dérivation de Riemann-Liouville #Dj~* sur les deux cotés

de cette équation elle devient :
U(l‘) - Tn—l[u7 0](55) = Igz<x)

En substituant z(z) et T,,_1[u, 0](z) on retrouve I’équation de Volterra :

-1 5 z

T 1 o1
u(x) = kz k_bk + mg/(x — 1) f(t, u(t))dt.

Lemme 3.1.2 [5] Sous les hypothéses du théotéme 3.1.2, l’équation de Volterra

x

_ z_: % /(:c — O ult))dt,

posséde une unique solution u € C' € [0, h.

3.2 Reésolution numérique des équations différentielles
fractionnaires

Pour le cas des équations différentielles fractionnaires, obtenir une solution analy-
tique exacte est trés compliqué, ainsi, il est nécessaire de se tourner vers les méthodes
numériques.

Nous allons traiter les méthodes que nous avons déja vu dans le cas entier.
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3.2.1 La méthode ADM

Considérons ’équation différentielle au sens de Caputo avec 0 < a < 1, d’aprés le
lemme 1, si f est une fonction continue alors notre probléme a valeur initiale est équivalent
a I’équation intégrale non linéaire de Volterra.

Dans ce sens, si u(z) € C[0,7T] satisfait le probléme, alors aussi satisfait ’équation
intégrale de Volterra.

L’équation non linéaire de Caputo peut s’écrit sous la forme

“Du(x) = f(z,u(x)) = g(x) + h(z)u + N(z,u)
ol g, h sont des fonctions continues et N est la partie non linéaire de f.
Applicons 'opérateur I sur les deux cotés de I’équation précédente, on trouve ’équa-
tion d’intégrale de Volterra

u(z) = u(0) + I%[g](x) + I*[h(x)u + N(z,u)](z)

ADM proposer la relation de récurence suivante :

wo(t) = u(0) + I90g)(z) ,  wpps = I°[h(z)u + A,)(z),n > 0. (3.2.1)

tel que les A, sont des polynomes Adomian.

Finalement, nous rapprochons la solution par la série

N—oo

N-1
Oy = up(t) et lim oy = u(t). (3.2.2)
n=0

Exemple 3.2.1 On considére ’équation différentielle fractionnaire non linéaire avec co-

éfficiens variable :

C Na 2 32 T 5
D% + tu® = 21F(%)t4 +t (3.2.3)
u(0) =0

=

La solution exacte de cette équation avec o = § est u(t) = t*.
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D’aprés 3.2.1 , nous avons la relation récursive suivante :
7
up(t) = [3(%751 +1°) , upr = —I¢(AL)(E),n > 0.

D’aprés cette relation, on trouve :

uo(t) = f@‘(ﬁgt% +1t°),

us(t) = —21¢ (tuo(t)us(t)) — 218 (tua (H)us(t)) — I§ (t(ua(t))?).

Finalement on a une approximation des premiers cing termes comme suit :
5

Bg = Y un(t) = t2—0.223473t 1 +:0.412130385¢ 7 —0.755616844t 1 +1.538979902¢1—

125

n=0
3.18619934t% — 55.57748572t% — 119.5579407t% — 115.5219367¢2% — 58.93506052t '3 —

151

1555703363t 2 — 1.683107690¢ 4 .

3.2.2 Application ADM pour résoudre I’équation de Foam Drai-
nage

Dans cette section, nous présentons une solution analytique et numérique pour ’équa-
tion de Foam Drainage.

En utilisant la méthode ADM avec le temps fractinnaire :

1
“Dry = 5 Ut = 2u? “DPu+ (°DPu)?; 0<a<l1, 0<pB<I1. (3.2.4)

ot les opérateurs © Du et © DPu représentent la dérivé fractionnaire au sens du Ca-
puto.
En prenant la condition initiale comme u(z,0) = f(x) et en appliquant 'opérateur

I, I'inverse de © D sur I’équation précédente, on obtient :
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(@, t) = f(z) — 201G, (u(z, 1) + %1&%@@:, 1) + 1By (u(z, 1)), (3.2.5)

ott @1 (u) = u? DPu, ®y(u) = Utyy, P3(u) = (Y D5u)2.

En appliquant la méthode ADM, la solution est représentée comme série infinie
oo

)= up(z,t).

Les opérateurs non-linéaires Dy (u), Po(u) et P3(u) sont décomposés sous la forme :

=Y Au B(w)=) Bu B3(u)=) C, (3.2.6)
n=0 n=0 n=0

ou A,, B, et C,, sont appelés les polynomes Adomian et ont la forme :

( “+oo +o0
= Sl ZA"uk = L0 Nw)? CDRu(d N we)ao,
k=0 k=0
+u) —+o0 —+o00
By = (@2 Nun)amo = hk (D Nur) (Y Nt a0, (3.2.7)
k 0 k= N =0
= manr[®s ZA uR)lnmo = e CDIu(> " N'ui)aco,
\ k=0

Nous donnons les trois premiers composants de ces polyndémes

Ay = ud “DPuy, (3.2.8)
Al = 2uouy CDBUO + ug CDful,

Ay = u? “DPug+ 2uguy ©DPug 4 2uguy CDPuy +ud ©DPusy,

A = u% CDful + 2uqUs CDfuo + 2ugus ODful + 2ugu CDfuz

+2ugus Dﬁu +u2 CDB 2 CD'Bu;z,,
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Les premiers trois composants de B,, sont :

B() = UoUogzx, (329)
By = uglizs + Ui Uoge,

By = ugloys + UpUoge + UiU14q,

B3 = uzUozz + UpUsze + UpUipe + UiUzes

et ceux de C,, sont données par :

Co = ( “DPuy)?, (3.2.10)
C1 = 2 “DPuy “DPuy,

Cy = (“DPuy)?+2 “DPuy ©DPuy,

Cs = 2 “Dluy “DPuy+2 “DPuy “DPus,

Les autres polynomes peuvent étre produits dans une maniére similaire.

En substituant la série de la décomposition u(x,t) = Z un(z,t), et 3.2.6 dans 3.2.5,

n=0
on obtient la formule de récursive suivante :

u0<£L‘,t) = f(x)a

(3.2.11)
Upi1(2,t) = —21%(A4,) + 11%(B,) + 12(Cy),

Maintenant, nous allons calculer la solution numérique pour 1’équation de Foam Drai-

nage :

Exemple 3.2.2 Considérons la forme suivante de l’équation avec dérivée temporelle
fractionnaire :

1
“Dry = 5 Ut = 2uu, +uZ; 0<a<l1 (3.2.12)

avec la condition initiale u(x,0) = f'r) = —y/ctanh \/c(x).0u ¢ est la vitesse de l'onde.
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La solution ézxacte de 3.2.12 pour le cas spécial a« = 3 =1 est

u(z,t) = —y/ctanh \/c(z — ct); x < ct.

; x > ct.

(3.2.13)

Pour obtenir la solution numérique d’équation 3.2.12 , on remplace la condition initiale

et on remplace aussi les polynomes d’Adomian 7?7, 3.2.9, 3.2.10 dans l’expression 3.2.11

Les premiers termes de la série sont données comme suit :

up = f(x),

uy = —21%(Ao) + 11%(By) + I*(Co) = —2I*(ud,) + 51*(uouozs) + I*(ud,) = flr a+1)

uy = —21%(A1)+31%(B1)+1%(Ch) = —21*(2upu toy + Uity ) + 51 (Uottips + U1 tiogs) +
1%(2ugr i),

ou f(zr) = —y/ctanh(Vex), fi(x)=—=2f"fo+ 3/ fou + £}

fo(x) = =2Q2f fofr + * frz) + 5] Jiea + 3.S1f 20 + 2f2 f1a-

fs(z) = =203ty — Af fofs — Af Fiftioetd = 2f%far + 3fokee + 3F fome +
2f1f1m Fzzzﬁ + /1 522311) + 2/ fou-

F malement on peut approcher la solution par la série des trois premier composants :

Eun ~ u(t

3.2.3 La méthode VIM

On considére ’équation fractionnaire de Riccati

“Dey = A(t) + B(t)u + C(t)u?

(3.2.14)
u(0) =0

Nous pouvons construire une correction fonctionnelle selon la méthode itération va-

riationnelle suivante :
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d*u,,
dte

Unt1(z) = up () + IN(2) — A(t) — B(t)u, — c(t)u?| . (3.2.15)

n

Lu+ Ru+ Nu = g(x)

Par identification du multiplicateur, ’approximation s’écrit sous la forme :

U1 (1) = () + / A2t = A(t) = Bt — C(t)ik" ). (3.2.16)

Unt1 (%) = un () + I"AN(@)[Lun + Run () + Nup(2) — g(2)],

Avec ) est le multiplicateur général du Lagrange, I'indice n est représente la n'®™¢ ap-

proximation, wu,(t) est considéré comme étant une variation réduite c’est a dire du,(t) =
x

0, Upi1 = Ou, + 5(/)\(t)d;ti"dt) =0.
0
Cela conduit aux conditions stationnaires 1 + A|;—¢g = 0, )\l|t:0 =0,

qui donne A = —1. En substituant cette valeur du mutiplicateur de Lagrange dans

3.2.15 on obtient la formule itérative :

o | d%uy,

dt>

Upt1(x) = up(z) — 1 — A(t) — B(t)u, — C(t)u? | dt. (3.2.17)

n

et la solution exacte est donnée par : u(z) = lim u,(z).
Exemple 3.2.3 On considére ’équation fractionnaire de Riccati suivante :
Cu = —u?(t) + 1,
uw(0) =0

Si a =1 la solution exacte est u(t) =

avec 0 < a < 1.

e?t_1
e?t41-

D’apreés ’équation 3.2.17 la correction fonctionnelle est donnée par :

d*u,,

dt>

Up i1 (1) = up () — I* { +u? — 1} dt, (3.2.18)
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Par la formule d’itération 3.2.18, on obtient :

ot
uo(t) = Farmy
__t* (2413«
ui(t) = T(at1l)  T(a+1)20(3a+1)’
o I(2a+1)t3 234297 (4a)I(4 +a)t5e 64°T(20+1)2T (3 +3)t7®

ug(t) = T(at+1)  T(a+1)2T(3a+1) ' Val(a)T(a+D)L(Ba+1)L(a+l)  aL(a+1)3T(Ba+1)I(Ta+1)’

et ainst de suite. la éniéme solution approrimation de la méthode des itérations va-
riationelles converge vers la solution éxacte. Donc, nous rapprochons la solution u(zx) =
lim u,(z).

n—oo

3.2.4 Application VIM pour résoudre I’équation de Foam Drai-
nage

Dans cette section, nous présentons une solution analytique et numérique pour 1’équa-
tion de Foam Drainage en utilisant la méthode VIM avec le temps fractionnaire :
1

“Dou = 5 Ut — 202 “Dlu+ (°DPu)*; 0<a <1, 0< B <1, (3.2.19)

ot les opérateurs © Du et © D&u représentent la dérivé fractionnaire au sens de Ca-
puto.
En prenant la condition initiale u(x,0) = f(z), nous pouvons construire une correc-

tion fonctionnelle selon la méthode des itérations variationnelles suivante : wu,1(z,t) =

/ C Do, (, 8) — (2@ (g 5 un(z,8))2 ¢DB(u,(z, s
un(x,t)+/)\(s) Dy (z, s) — 5( ) (un (2, 8)) + 2(un(z, 5))* “ Dy (un (2, 5))

2\ 0, ds
0
Ou X est le multiplicateur de Lagrange qui dans cette méthode peut étre une constante

—“D(un(, 5))?

ou une fonction, et u,(z, s) est une valeur réduite ou du,, = 0, nous obtenons : du,41(x,t) =
C Do, (x,s) — L(Z2@)y G2, 8)) + 2(un(x, s))? €D (u,(x, s
sy o | )~ MGl )+ 2, ) D)

2% O O g , ds
, =D (un(z,s))

ou
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Mp1(x,t) = duy(z,t) + /5/\(3) [“Dluy(z,5)] ds. (3.2.20)

Intégrons l'intégrale de 3.2.20 par parties nous obtenons

t
Mpi1(x,t) = up(x,t) + Ay (2, 1) + /Xéun(:c,t)ds (3.2.21)
0

Qui est équivalente &

t
Sty sy (1,1) = St 11 1)1 + Alps) + / N (2, 5)ds (3.2.22)
0

Cela conduit aux conditions stationnaires 1+ A|;—, = 0, )\I|t:x =0, qui donne \ = —1.
Donc la formule des itérations variationelles peuvent étre obtenue selon la forme

suivante :

t
1. - - ~
Upr1(x,t) = uy(z, ) —/ [CD?un — S lnlinz + 2(y, )? CDfun — (CDfun)2 ds (3.2.23)
0

Exemple 3.2.4 Considérons la forme suivante de l’équation avec dérivée temporelle

fractionnaire

1
“Du — o Utz +2uu, —u2=0; 0<a<l. (3.2.24)

Avec la condition initiale u(x,0) = f(x) = —y/ctanh+/c(z). Ou ¢ est la vitesse. La

solution éxacte de pour le cas spécial o = 3 =1 est

u(z,t) = —y/ctanh(y/c(z — ct)); x < ct.

0 ;x> ct.

(3.2.25)

Pour obtenir la solution numérique de I’équation 3.2.24, on utilise l'expression 3.2.23,et
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nous obtenons :

t

1
Uny1(2,1) = Up(z,1) — / [CDg‘un — §anam 4 2(Tp )? Ung — (Unz)? | ds. (3.2.26)
0

Par la formule de litération 3.2.26,nous pouvons obtenir les autres composants comme
suit :

up = f(r),

t

Uy = Uy — / [CD?UO - %%%m + 2@0)2 oy — (601‘)2} ds = f(z) +tfi(x),
0
fl(x) = _2f2fx + %ffxx + fgv

U2 = U1 — / [CDg‘ul — %ﬂlﬂlm + 2(&1)2 ﬂlx - (ﬂlm)Q] dS = f — f2t2_a —+ fgt + f4§ +
0
f5§ +f6%,
ol fr = =htgmay fs= N(@) =202 fo + 5 fufua + 2,
f4 = 2fmf1:r - 2(f2f1:c + 2ff1fr) + %(fwflmc + fmmflw)a
f5:f12x_2(2ff1f1x+f12fz)+%flacfla::vu f6:2f1xf12a

t
Uz = Uy — / [CD?UQ — %ag?jgmg + 2(&2)2 6235 — (ﬂzx)Q] dS,
0

et ainsi de suite, On rappelle que la solution est u(z) = lim u,(x).

n—o0

3.2.5 La méthode HPM

La méthode HPM qui fournit une solution approximative analytique est appliquée a
plusieurs problémes des équations non-linéaires. Pour illustrer cette méthode nous consi-

dérons I’équation différentielle non-linéaire d’ordre fractionnaire suivante :

“Du(t) = N(u) +g(t), t>0 (3.2.27)
oum—1< a<m,N est un opérateur non-linéaire, g(t) est une fonction analytique
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connue et ¢ Dy est la dérivé fractionnaire au sens du Caputo .

Par la technique de 'homotopie, nous construisons un homotopie suivant :

(1= p)L[(t,p) = do(t)] = —p(“D¢(t, p) — N(9(t,p) — 9(t)), (3.2.28)

Ou p € [0,1] est un parametre enfongant, ¢, est une estimation initiale de u(t) et L est

un opérateur linéaire qui peut étre définie comme L = % ou L = :lit%‘
Lorsque p = 0,Eq 3.2.28 devient
L(t,0) — ¢o(t)] = 0. (3.2.29)

Et lorsque p = 1, Eq 3.2.28 devient Eq 3.2.27.
D’aprés HPM, nous pouvons utiliser en premier paramétre enfoncant p comme un
petit parameétre, et suppose que la solution d’Eq 3.2.27 peut étre écrite comme une série

suivante :

¢ = ¢g+ pPy + p2¢2 + e (3-2-30)

On remplace 3.2.30 dans 3.2.28,et par identification des termes avec les puissances iden-

tiques de p, nous obtenons les équations :

Lig)) = —(“D¢y — No(6y) — 9(1)),

Ligs) = L[g] = (“D¢y = Ni(dy, ¢1)),
Ligs] = Llgs] — (“D*y — Na(by, 61, 62)),
Lig)) = Llgs] = (“D*¢3 — Ns(¢g, b1, b2 63)),

O, N(¢y+ ppy +p*dy + - - ) = No(@g) + pN1(¢g, d1) + D> Na(g, 1, b)) + - -

La solution approximative d’Eq 3.2.27, par conséquant, peut étre obtenue comme
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U= linr{(b =0+ 1+ o+ (3.2.31)
p—>
En appliquant l'opérateur /* aux les deux cotés de I'Eq 3.2.27, on trouve

m—1 k

u(t) = 3" u(0,)°

T I“N(u) +1%(t), t>0 (3.2.32)
. !

i

Négligeant le terme non linéaire 1N (u), nous pouvons utiliser la partie restante

comme |’estimation initiale de la solution, c’est-a-dire,

3

do(t) = u<k>(0+)tk—k‘ +1%(t), t>0 (3.2.33)
- !

b
Il

Exemple 3.2.5 On considére l’équation fractionnaire de Riccati suivante :

Tu = —u?(t) + 1,

avec 0 < a < 1. (3.2.34)
u(0) =0

e?t—1

Sia =1 la solution eracte est u(t) = .

D’aprés 'équation 3.2.28 nous avons ’homotopie suivante :

(1=p)L[¢(t,p) — ¢o(t)] = —p(“D*(t,p) — ¢*(t,p) — 1). (3.2.35)

D’apres équation 3.2.33, nous avons l’éstmation initiale,

tOé

%0 = T(a+1)

(3.2.36)

En remplacant 3.2.30 et l'estimateur initiale 3.2.36 dans I’homotopie et par identification

des termes avec les puissances identiques de p, nous obtenons l’ensemble des équations
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différentielles linéaires d’ordre fractionnaire suivant :

pt o D%, = —(“D%¢y + ¢p — 1), (3.2.37)
p* o D%, =Y D%, — (“D%¢; + 2¢y¢,),
p3 : CDa¢3 =¢ D¢y — (CDQ% + ¢% + 2¢0¢2)7

3

1| dv X,
p : CDa¢n =C Da¢n—l - (CDa¢n—1 + g [_(Z )‘Zui)Ql )
' j A=0

Par conséquent, les premiers composants de la solution d’Eq 3.2.34 avec sont donné par :

¢ = ——12etD 42041

1 T(a+1)2T(2a+2) J
- I'(2a+1) 20+1 I'(2a41) 2 I'(2a4+1)T'(3a+2) 3042

Py = _F(a+1)2F(2a+2)t “+ F(a+1)2r(2a+3)ta+ + 2F(a+1)3F(2a+2)I‘(3a+3)t s,
o I'(2a+1) 2a+1 I'(2a+1) a+2 I'(2a+1) 43 I'(2a+1)I'(3a+2) 342

¢z = _I‘(a+1)21“(2a+2)t " +r(a+1)2r(2a+3)t - 6r(2a+1)t +4r(a+1)3r(2a+2)r(3a+3)t *

49 I'(2a+1) (F(3a+2) +F(2a+3) )t2a+3_ I'(20+1)2T'(4a+3) phat3_ g I'(2a+1)I'(3a+2)'(4a+3) 4a+3
T(a+1)3T(2a+4) \T(2a42) " T(a+3) T(a+1)4T(20+2)2T (4o +-4) T(a+1)3T(2a4+2)T (3a+3)T (4a+4)

et la solution approrimative de l’équation 3.2.34, par conséquant, peut étre obtenu

arsément,

u=lmé = 6+ 6, + 6, + ...

3.2.6 Application HPM pour résoudre I’équation de Foam Drai-
nage

L’équation de Foam Drainage a été étudiée par beaucoup d’auteurs. L’étude de ’équa-

tion dee Foam Drainage avec temps et dérivées fractionnaires de cette forme

1
“Dou = 5 Ut — 20 “DPu+ (°DPu)? 0<a <1, 0<3<1. (3.2.38)

Ot les opérateurs “D¢ et ©DPu représentent la dérivé fractionnaire au sens du Ca-
puto.Cette équation a été résolue par la méthode VIM.
Maintenant, nous allons prendre I’équation de Foam Drainage et lui appliqué la mé-

thode HPM pour résoudre cette équation.
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D’aprés [12] . Nous introduisons un algorithme pour manier dans un chemin réaliste
et effectif ’EDP non linéaire d’ordre fractionnaire. En premier, récrivez Eq 3.2.27 sous

la forme

CDu(t) = f(, U, Upz) = L(Uy Up, Ug) + N (U, Ug, Uge) + f, ), >0

(3.2.39)
uk(x70) :gk<x)7 k:()’]-?vm_]-

Ou L est un opérateur linéaire, N est un opérateur non-linéaire, f est une fonction
analytique connue, m — 1 < a < m.

D’aprés 3.2.28, nous pouvons construire 1’homotopie suivante :

Qu™ _ L(u, uy, tuge) — f(x,t) =p gu™ + N (u, Uy, Uzy) —C Du| (3.2.40)
atm atm
ou
ou™ ou™ o
S flz,t)=0p S + L(w, Uy, Ugy) + N (U, Uy, Upy) = D% . (3.2.41)

ou p € [0,1] est un parameétre, la solution de I’équation 3.2.40 ou I’équation 3.2.41
peut étre écrite comme une série suivante : ¢ = ¢y + ¢; + ¢, + ..., et la solution de est

donnée paru:lin}¢:¢0+¢1+¢2+...
p—)

Exemple 3.2.6 Considérons la forme suivante de [’équation avec dérivée temporelle
fractionnaire

1
CDfu — §uum + 2utu, — ui =0; 0<a<l. (3.2.42)

Ou la condition initiale u(x,0) = g(z) = —y/ctanh\/c(x). Ou ¢ est la vitesse. La solution
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exacte de pour le cas spécial o = 3 =1 est

u(z,t) = —y/ctanh(y/c(z — ct)); x < ct.

(3.2.43)
0 ;x> ct.
D’aprés 3.2.40 ,l’homotopie de 3.2.42 est
0 0
=0 |90 4 200 — 260, + 62 € D" (3244)

Remplagant ¢ = ¢pg+ b1+ oo+ .., et la condition initiale ¢(x,0) = —/ctanh\/c(x) dans
I’homotopie 3.2.44 et en identifiant les termes avec les puissances identiques de p, nous

obtenons l’ensemble des équations différentielles linéaires d’ordre fractionnaire suivante :

P g =gl )——\ftanh\/E(w) (3.2.45)

0 0
P S = 00 G0k — 26360 + (02— (CDy),
. 06,06,

p W = 8t + ¢o(¢1)m + 2(%) (¢1)r - 2¢3(¢1)x - 4%(151(%)1 - (CD?(bl)ﬂ

Par conséquant, les premiers composants de la solution de l’équation 3.2.42 sont donnés

par

do(x,t) = —+/ctanh+/c(x),

¢y (z,t) = ﬁ [1 — tanh(v/cz)*t*?]
Gy, t) = m [tzac% tanh(y/cx) — t2ecs tanh(\/zx)?’] :

Finalement, nous reproduisons la solution de 3.2.42 comme suit :

w(@,t) = e

t22¢3 tanh(y/cx)D (o + 1) — 1223 tanh(yex)*T(a + 1) + . ..

Si on prend o = 1 la solution de 3.2.42 devient comme suit :

o1

—y/ctanh \/c(z)T (o + 1)3 + 2T (a + 1)? — t%c? tanh(y/cz)?T(a + 1)?—



Exemple 3.2.7 u(z,t) = —/ctanh/cx + tc® — tc* tanh(y/cz)? + t2°¢2 tanh(y/cx) —
t22¢2 tanh(y/cx)3+... = —/c tanh /cx+(1—tanh \/c(z)?) 3+ (tanh y/cx) —tanh(y/cx)3cs 2+
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Chapitre 4

Application et résultats numériques

L’équation différentielle fractionnaire de Riccati est étudié par nombreux auteurs
en utilisant difféérentes méthodes numériques telles que ADM, VIM et HPM. Dans ce
chapitre on va essayé de résoudre I’équation de Riccati par la méthode MFTDM.

4.1 Implémentation du MFTDM pour ’équation de
Riccati

Considérons I’équation différentielle fractionnaire de Riccati de la forme suivante :

Dfu =Pt +Qt)u+R(t), 0<t<T,0<a<l (4.1.1)

avec la condition initiale

u(0) = C. (4.1.2)

Lintervalle [0,7] peut étre divisé en une suite de sous intervalles [to, 1], [t1,%2], ..,
N-1

[tn_1,ty] , dans lesquels tg = 0, ty = T et U Q; = [0,7] ou ; = [t;,t;41] peuvent
t=0

étre choisis de la méme longueur. I’équation 4.1.1 peut étre résolu par la méthode FTDM
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(voir ) dans chaque intervalle séquentiel §2;.

Comme nous voulons appliquer la méthode FTDM (voir [11]) dans chaque sous in-
tervalle, nous aurons besoin d’une valeur initiale dans chaqun de ces sous-intervalles. La
seule valeur initiale connue est celle au point to = 0 du premier sous intrvalle [tg, ] .
Pour les autres valeurs initiales, elles seront calculé a partir des solutions approximatives
précédentes. Alors on aura l’algorithme suivant :

dans Qg = [to,t1] on a :

( m—1

w®) (0t
u0’0<t) = Z %tk = C 7

k=0
uo(t) = 1 f(t,uop) = I* [P(t)ud o + Q(t)uoo + R(t)]
Uo’g(t) = Ia [f(t, UO,O + UO,l) — Iaf(t, u070)] = Ia [P(t)ual + 2P(t)u070u071 + Q(t)UO’l]

k—1 k—2
uo(t) = I [f(t, > uog) = I°f () uoy)
j=0 J=0

k—2
= I* | P(t)ug j_, +2P(t) (Z Uo,j> Ug k-1 + Q(t)uo,k—1]
=0
No ’
CI)Q,NO(t) = ZUQ,j(t), N() - N — {0},
\ Jj=0

(4.1.3)
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et dans chaque intervalle Q; = [t;,t;44], (i =1,2,...,

uio(t) = @im1 (i)
wi(t) = I f(tuio) = I [P(E)uly + Q(t)uso + R(t)]
Uijg(t) = [g [f(t, ui,O + ui,l) —

k—2
w; g (t —TO‘[ Zuu IO‘f(t,Zui,j)

_ Ja
_]tv',

N—-1)ona:

f(t, ui,O)] = ]g [P(t)uf’l + QP(t)Ui7oui71 + Q(t)uzyl}

Zum

P() zk 1+2P <Zu2]) Uj f— 1+Q( )uzk 1]

Or, la solution du probléme est sous la forme suivante :

\

) NoeN—{0},i=1,2... N—1
(4.1.4)
Do, np (1) Zuo] 0<t<ty
4.1.5
D, N, (t ZUO] U <t <t ( )
i=1, 2,...,N—1.

Alors, cette méthode va nous donner des solutions dans chaque intervalle £2; qui sont

continues au point t;, i.e., au point d’extremité des sous-intervalles.

4.2 Existence et unicité

Considérons ’équation différentielle fractionnaire de Riccati de la forme des équations

classique.

4.1.1 et 4.1.2, si a« = 1, I’équation de Riccati fractionnaire devient I’équation de Riccati

Définition 4.2.1 Soit I = [0,1], | < oo et C(I) est l’espace des fonctions continues sur
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1, avec la norme

||u|| = sup }e‘htu(t)} ,h>0
tel
qui est équivalente a la norme sup de y.

Remarque 4.2.1 Supposons que la solution u(t) de l’équation 4.1.1 appartient o [’es-
pace S = {u € R: |u| < ¢, c est une constante quelconque}, afin d’étudier 'existence et

l'unicité du probléme de valeur initiale.

Définition 4.2.2 L’espace des fonctions intégrables L, [0,1] dans l’intervalle [0,1] est

définie comme

L1[0,1] = S u(t) : /|u(t)| dt < oo

Théoréme 4.2.1 [15] Le probléme & valeur initiale donnée par les équations 4.1.1 et

4.1.2 a une solution unique
wec(l), u e{ue i 0,1], |lu] = e "u(®)],, } (42.1)

Preuve. [’équation fractionnaire 4.1.1 peut étre écrite comme

I dl;it) = P(t)u2 + Q(t)u+ R(t) (4.2.2)
devient
u(t) = Ia(P(t)u2 + Q(t)u+ R(1)) (4.2.3)

Maintenant, nous définissons l'opérateur © : C'(I) — C(I) par

Ou(t) = I°(P(t)u® + Q(t)yu+ R(t)) (4.2.4)
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e " (Ou — Ow)
= e [(P(tyu? + Q(t)u + R(E) — (P(t)w? + Q(t)w + R(1))]

t

< ﬁ/ ((t — 5)2 e M=) (4 — w) (u+w) —Cu—w))eM)ds

0
t

< |lu—wl| ﬁ/salehtds

0
par conséquent, nous avons

1©u — Bwl| < lu—w]

ce qui implique que 'opérateur donné par ’équation 4.2.4 a un unique point fixe et par
conséquent I’équation intégrale donnée a une solution unique v € C(I). D’autre part

nous pouvons voir que
I*(P(tH)u? + Q(t)u + R(t))|i=o = C (4.2.5)

Maintenant a partir de ’équation 4.2.3 , nous avons

tDl

u(t) = [W(Pug + Quo + R) + [O‘H(P/u2 +2U' P+ Q/u + Qul + Rl)}

et
du tail 2 a+1 / 2 ! ! I /
= m(1Duo+Quo—|—R)+J (Pu"+2uP+Qu+Qu +R)
—ht du —ht ta_l 2 a+1 r 9 / / / ’

a partir de laquelle nous pouvons déduire que u' € C (I) et u € s.

Encore a partir des équations 4.2.3 , 4.2.4 et 4.2.5 nous obtenons

du d .,
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d d
& 11,a£ = ' I°[Puf + Quo + B

d
— %Il’O‘IO‘[Pug + Quo + R]

d
& D%u(t) = E[Pug + Quo + R]

= Puj + Quo+ R

et
u(0) = I*(P(t)u? + Q(t)u + R(t))|s—o = C

ce qui implique que I’équation intégrale 4.2.5 est équivalente aux probléme a valeur initiale

4.1.2 et le théoreme est prouvé. 0]

4.3 Exemples numériques

Exemple 4.3.1 On considére I’équation différentielle fractionnaire de Riccati de la forme

swivante :

Du(t) = —u® >0 (4.3.1)

avec la condition initiale
u(0) =1 (4.3.2)

La solution exacte de cette équation avec o =1 est u(t) = 1+rt

En utilisant les formules 4.1.3 et 4.1.4 avec to =0, ty =5, t;i1 —t; = 0.5, Ny = 3,
et pour Qo = [to, t1] = [0,0.5] on obtient :

58



U(J,()(t) =1 3
U0’1<t) = Aoota 5 ot AOO = _I‘(Foler)l)
— A £29 1 A3 Y A — 91 A, — —— Tatl)
uoa(t) = Ant™ + Apt™ , ol Ay = T(Zat1)’ <102 TBat)I2(at1)
(t)

= Agst® + Apgt™™ + Agst™ 4 Aget® + Agrt™ , ot Ags = —2An EE;ZIB,

_ oI'Ba+1) I'(4a+1) 2 24
Aoy = 2I‘(4a+1 ( Aoz + F(a+1 ) Ags = I'(5a+1) ( Ajy + (a-(i)-ll)) )

Agg = —2Ag1 Agy E224D) F(6 +1)7 Aot = = Agy E(gzﬁg

L (13073( ) = UQ70(7§) + U0,1<t) + Uog(t) + 'LL(]yg(lf).
Pour a =1, on trouve :

Pos(t) =1 —t+ 12 —t3+ 2t — 25 + 46 — &t
Pour a = 3, on trouve :

®g3(t) = 1—1.1033t1 +2.2568t2 —5.5260t 1 +6.7340t — 6.7809¢ 1 +4.5151¢2 — 1.1386¢1

PN

Pour a = 3, on trouve :

®o5(t) = 1 — 1.1284¢2 + 2t — 3.9668t2 + 4.2732t2 — 3.7080¢3 + 2.1221¢3 — 0.4732t.

N[ =

Pour a = %, on trouve :
O 5(t) = 1—1.0881¢1+1.5045t2 —2.1864¢1+1.9156t3—1.3048t % +-0.5886t2 —0.1079t % .
— Dans Q = [t1,t2] = [0.5,1] on obtient :

)

up0(t) = 0.6579 ;
wna () = Awlt —0.5) , 0 Ajg = — oy,
ura(t) = An(t — 0.5 + Ap(t — 0.5) | on Ay = —250r Ay = —aelCatl
uy3(t) = Ag(t — 0.5)3% + Ayt — 0.5)* + Ags(t — 0.5)5a + At — 0.5)5¢ + A7 (t — 0.5)™ |
ot Ary = —2Au B 4y, = —2ED (A + i) Ay — T (g2, 1 2huta).
A =)

\ Dy 5(t) = w1 0(t) +ur1(t) + uro(t) + uis(t).

Pour a =1, on trouve :
®, 5(t) = 0.6579—0.4328(t —0.5) +0.2848(t — 0.5)* — 0.1873(t — 0.5)® +0.0822(¢t — 0.5)*
—0.0270(t — 0.5)°> + 0.0059(t — 0.5)¢ — 0.0005571(t — 0.5)".

1
47

@ 5(t) = 0.6579—0.4775(t—0.5)3 +0.7090(t —0.5)2 —0.1672(t —0.5) 1 +1.0102(t —0.5)
—0.6926(¢ — 0.5)1 + 0.3235(t — 0.5)2 — 0.0592(¢ — 0.5)1.

Pour o = on trouve :
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Pour a = %, on trouve :

@, 5(t) = 0.6579—0.4884(t —0.5)2 4+-0.6426(¢ —0.5) — 0.8646(t —0.5) % +0.6706(¢ —0.5)>
—0.4001(t — 0.5)2 + 0.1626(¢ — 0.5)3 — 0.0269(¢ — 0.5)=.

Pour a = %, on trouve :

@1 5(t) = 0.6579—0.4709(t—0.5) 1 +0.4662(t—0.5)2 —0.4568(t —0.5) 1 +0.2795(t—0.5)3
—0.1294(¢ — 0.5)% + 0.0405(t — 0.5)2 — 0.0053(t — 0.5) 7 .

— Dans Qg = [ta,t3] = [1,1.5] on obtient :

sutvrons 4.1.4 et pour o =1 on trouve :

By 5(t) = 0.4936 — 0.2436(t — 1) + 0.1203(¢ — 1)% — 0.0594(¢ — 1)3 + 0.0195(¢ — 1)*
—0.0048(¢ — 1)® + 0.0007932(t — 1)® + 0.00005593(¢ — 1)7.

Ainsi de suite, jusqu’a Qg = [tg, t10] = [4.5,5] on obtient :

P11 3(t) = 0.1808 — 0.0327(¢ — 4.5) + 0.0059(¢ — 4.5)% — 0.0011(¢ — 4.5)3+

1.288.107%(t—4.5)—1.1643.107°(t—4.5)°+7.0169.10"7(t —4.5)* —1.8124.10 8 (t —5.5)".

Maintenant, on donne un tableau de comparaison entre la solution exacte et les solu-
tion approximative en utilisant les méthodes ADM, FTDM, MFTDM1 (t;.; —t; = 0.5)
et MFTDM?2 (t;11 —t; = 0.25) c-a-d comparaison entre les erreurs :
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t ADM FTDM FTDM1 FTDM2
0 0 0 0 0
0.5 0.0417 0.0088 0.0088 0.00084743
1 0.5 0.0714 0.0064 0.00061792
1.5 | 2.0250 0.1868 0.0045 0.000045917
2 5.8333 0.2540 0.0053 0.0003763
2.5 11.1607 | 0.2325 0.0024 0.00025513
3 | 20.2500 | 0.9643 0.0019 0.00014803
3.5 33.3472 | 6.2526 0.0015 0.000084788
4 | 51.2000 | 26.8190 0.0012 0.00011449
4.5 74.5568 | 86.7611 | 0.00099761 | 0.000069719
5 | 104.1667 | 233.1349 | 0.00085933 | 0.00010401

Approximation de la solution de ’équation 4.5.1 pour o = 1 par MFTDM]1.

0.8

0.6

u(t)

0.4

0.2

0

Exacte
O MFTDM1

40.8

0.6

40.4

40.2

0

0

L
0.5

L L L
1 15 2

L L
2.5 3

t
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Exacte
O MFTDM2

0.8

0.6

u(t)

0.4

0.2

MFTDM1(alpha=1/4)
MFTDM1(alpha=3/4)

u(t)

Approzimation de la solution de l’équation 4.3.1 par MFTDM1 pour (o = %, o= %)

Exemple 4.3.2 On considére I’équation différentielle fractionnaire de Riccati de la forme

sutvante :
Du(t)=1—u*> ,t>0 (4.3.3)
avec la condition initiale
u(0) =0 (4.3.4)
La solution exacte de cette équation avec o = 1 est u(t) = izzj

Suivrons les méme étapes donnés dans l'exemple précédent (avec t; 11 —t; = 0.5 pour

MFTDM]I et tiy1—t; = 0.2 pour MFTDM2), nous pouvons obtenir les résultas suivante :

62



t VIM FTDM | MFTDMi | MFTDM?2
0 0 0 0 0
0.5 | 0.00025758 | 0.00025883 | 0.00025883 | 0.0000490583
1 0.0225 0.0225 0.0039 0.00022741
1.5 0.2104 0.2111 0.0062 0.00021262
2 | 0.5997 0.6042 0.0049 0.00017709
2.5 0.3820 0.3622 0.0029 0.00010375
3 | 9.3765 9.3093 0.0014 0.00005306
3.5 44.0777 | 43.8865 | 0.00065309 | 0.000020676
4| 142.8391 | 141.8628 | 0.00027042 | 0.0000012536
4.5 | 875.0882 | 875.9634 | 0.00011343 | 0.0000011825
5 | 863.2916 | 861.0793 | 0.00005746 | 0.000025861
55| 1800.8 | 1795.0793 | 0.000033403 | 0.000048465
6 | 34814 3473.6 | 0.000012288 | 0.00005/646

Approzimation de la solution de l’équation 4.5.3 par MFTDM1 pour a = 1.

u(t)

40.8

40.6

0.4

40.2
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Exacte
O MFTDM2

0.6 0.6

u(t)

0.2 0.2

off

Approzimation de la solution de ’équation 4.3.3 par MFTDM?2 pour o = 1.

Exemple 4.3.3 On considére I’équation différentielle fractionnaire de Riccati de la forme

sutvante :

Du(t)=1+2u—u*> ,t>0 (4.3.5)

avec la condition initiale

u(0) =0 (4.3.6)

La solution exacte de cette équation avec o =1 est :
u(t) = 1+ v2tanh(vV2t + (1/2) log((vV2 — 1)/ (V2 + 1))). (4.3.7)

Suivrons les méme étapes donnés dans les exemples précédents (avec t;y1 —t; = 0.6 pour

MFETDM]1 et tiyq1—t; = 0.3 pour MFTDM2), nous pouvons obtenir les résultas suivante :
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t HPM FTDM | MFTDM]1 MFTDM?2

0 |0 0 0 0

0.6 | 0.0011 0.0084 0.0084 0.0021

1.2/| 0.5878 0.0087 0.00539 0.00084174
1.8 | 7.6495 0.7831 0.0623 0.0048

2.4 | 37.8459 | 3.1010 0.0206 0.0022

3 | 121.8108 | 5.3251 0.0052 0.00064441
3.6 | 308.4643 | 5.1096 0.000653168 0.00016723
4.2 669.4937 | 6.4950 0.00011524 0.000026777
4.8 1303.7 34.3739 | 0.000021909 | 0.000015381
5.4 | 2341.6 158.6346 | 0.000004807 | 0.000017197
6 | 3949.2 530.2428 | 0.0000016745 | 0.000004853

25

15

u(t)

0.5

25

Exacte

O MFTDM1| 42

40.5
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Approzimation de la solution de ’équation 4.53.5 pour o =1 par MFTDM]1.




25 25

Exacte
0O MFTDM2
2 42
15 Jus
5
1 1
05 Jos
ot ; 0
0 1 2 3 4 5 6

Approzimation de la solution de l’équation 4.3.5 pour a =1 par MFTDM?2.
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4.4 Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons essayé d’introduire quelques unes des méthodes les plus
utilisées dans le calcul des approximations numériques des équations différentielles d’ordre
fractionnaire. Nous avons citer par exemple les méthodes ADM, VIM, HPM et MFTDM,
tout en donnant une plus grande importance a la méthode MF'TDM car c¢’est une méthode
plus précise que les autres. Nous avons pris des exemples d’équation différentielle ordinaire
ainsi que des équations aux dérivées partielles. Pour ’équation de Riccati, nous avons
essayé de donné un algorithme de résolution de cette équation par la méthode MFTDM,
puis nous nous sommes intéressé a la question d’existance et d’unicité de la solution
pour terminer ce travail par des résultats numériques qui assurent l'efficacité de cette

méthode.

Nous comptons, dans I'avenir appliquer les méthodes cités dans ce mémoire & d’autre
équation, et developper d’autre méthodes numériques de résolution des équations dif-
férentielles & dérivées fractionnaires, mois cotiteuses et plus pricises que celle proposées

dans ce mémoire.
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