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Niveau : L1 Mathématiques et informatique

Spécialité : Mathématiques:
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INTRODUCTION

Les étudiants recherchent généralement des références simplifiées pour comprendre les

concepts mathématiques qu’ils ont appris d’une manière qui convient à leurs capacités scienti-

fiques, on a donc dû leur fournir ce polycopié qui contient des cours et des exercices corrigés

compatibles avec le programme du ministère de l’nseignement supérieur et de la recherche

scientifique.

Ce polycopié est composé de quatre chapitres :

1. Espaces vectoriels.

2. Applications linéaires.

3. Matrices.

4. Systèmes d’équations.

Pour bien comprendre ce contenu, le lecteur doit être familiarisé avec les concepts concernant

les structures algébriques (groupes, anneaux et corps).

A la fin de chaque chapitre, le lecteur trouvera une série d’exercices corrigés en détails.

Ce cours a été présenté aux étudiants de l’Université Djilali Bounâama de Khemis Miliana,

Ain Defla, Algérie.

Nous invitons aussi notre collègues et étudiants qui voudraient bien me faire parvenir leurs

remarques, suggestions, critiques et n’hésitez pas à nous les envoyer afin que nous puissions

enrichir ce document.

E-mail : m.houasni@univ-dbkm.dz
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CHAPITRE 1

ESPACES VECTORIELS

Les notions abordées dans ce chapitre sont :

— Espaces vectoriels.

— Sous-espaces vectoriels.

— Base et Dimension d’un espace vectoriel.

— Somme de sous-espaces vectoriels.

Il couvre donc certaines notions fondamentales requises pour ce polycopié. La mâıtrise de ces

notions est essentielle pour le reste de ce document.

——————————————
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Espace vectoriel Chapitre 1. Espaces vectoriels

1.1 Espace vectoriel

Dans tout ce chapitre k désigne le corps R ou C. On va donner les axiomes qui définissent

un espace vectoriel.

Definition 1.1 (k-espace vectoriel) Soit (k,⊛,×) un corps. On appelle espace vectoriel sur

le corps K tout ensemble E muni d’une loi de composition interne ⊛

⊛ :

{
E × E → E

(x, y) 7→ x⊛ y
,

et d’une loi de composition externe

. :

{
k× E → E

(λ, y) 7→ λ.x
,

telles que

1. (E,⊛) est un groupe commutatif (ou Abélien) d’élément neutre noté 0E.

2. ∀(α, β) ∈ k2, ∀(x, y) ∈ E2, on a

— (α + β).x = α.x⊛ β.x Axiome 1

— (α× β).x = α.(β.x) Axiome 2

— α.(x⊛ y) = α.x⊛ α.y Axiome 3

— 1k.x = x Axiome 4

On dit alors que (E,⊛,·) est un K-espace vectoriel. Les éléments de k sont appelés scalaires,

ceux de E, vecteurs. L’élément neutre de (E,⊛) est 0E (appelé vecteur nul).

Exemple 1.1 Le corps commutatif k, est un espace vectoriel sur luimême, pour l’addition et

le produit existant sur k.

Exemple 1.2 Soit n ∈ N∗ un entier non nul, on définit le produit cartésien kn comme suit

Si n = 1, k1 = k.
Si n = 2, k2 = k× k est l’ensemble des couples formés d’éléments de E.

Si n = 3, k3 = k2 × k par définition, c’est donc l’ensemble des couples du type (a, z) avec

a dans k2 donc du type a = (x, y) avec x et y dans k. Au lieu de noter ((x, y), z) l’élément

générique de k3 , on le note (x, y, z) et on parle du triplet, (x, y, z) de k3.

Plus généralement, kn sera, rar définition, le produit cartésien de kn−1 par k, soit kn = kn−1×
k, et par commodité, on notera (x1, x2, ..., xn) l’élément générique de kn, (avec chaque xi ∈ k)
appelé n-uplet.

Formellement, on définit donc kn à partir des couples. Sur kn, on définit une structure d’es-

pace vectoriel en posant :
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Espace vectoriel Chapitre 1. Espaces vectoriels

pour X = (x1, x2, ..., xn) et Y = (y1, y2, ..., yn) dans kn, et λ dans k,

X + Y = (x1 + y1, ..., xn + yn),

λ.X = (λx1, λx2, ..., λxn),

et il est facile de vérifier que l’on a une structure d’espace vectoriel.

Exemple 1.3 L’ensemble Rn[x]des fonctions polynômes à coefficients dans R de degré ≤ n,

c’est-à-dire :

Rn[x] = {P : R→ R| P (x) = a0 + a1x+ ...+ anx
n, ai ∈ R},

est un espace vectoriel sur R pour les lois :

(a0 + a1x+ ...+ anx
n) + (b0 + b1x+ ...+ bnx

n) : = (a0 + b0) + ...+ (an + bn)x
n,

λ.(a0 + a1x+ ...+ anx
n) : = λa0 + λa1x+ ...+ λanx

n.

Plus généralement, l’ensemble R[x] des fonctions polynômes de tous les degrés possibles à coef-

ficients dans R est un espace vectoriel sur R avec les lois :∑
k

akx
k +

∑
k

bkx
k : =

∑
k

(ak + bk)x
k,

λ.
∑
k

akx
k : =

∑
k

(λak)x
k. (1.1)

(les sommes ne comportent qu’un nombre fini de termes non nuls).

Exemple 1.4 Soit A un ensemble non vide, et E un espace vectoriel sur le corps k. L’ensemble

F(A,E) des applications de A dans E est muni d’une structure vectorielle sur k de la manière

suivante.

Si f et g sont deux fonctions de A dans E, et λ un scalaire dans k on définit la fonction

f + g par

∀x ∈ A, (f + g)(x) = f(x) + g(x),

et la fonction λ.f par

∀x ∈ A, (λ.f)(x) = λ.f(x),

et là encore c’est un jeu de vérifier qu’on a une structure vectorielle pour l’espace des appli-

cations de A dans l’espace vectoriel E. Son vecteur nul est la fonction identiquement nulle sur

A à valeurs dans E,

0EA : A → E

x 7→ 0E.
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Règles de calcul Chapitre 1. Espaces vectoriels

Exemple 1.5 Soient E1, ..., En. n espaces vectoriels sur le corps commutatif k, en procédant

par récurrence comme pour kn, on définit le produit cartésien E = E1×E2×...×En encore noté

E =
∏n

i=1Ei, dont les éléments sont les n-uplets X = (X1, ..., Xn), avec ∀i = 1...n, Xi ∈ Ei·

Il est facile de vérifier que pour l’addition + définie par

(X1, ..., Xn) + (Y1, ..., Yn) = (X1 + Y1, ..., Xi + Yi, ..., Xn + Yn),

E est un groupe additif, et qu’avec le produit

λ.X = (λX1, λX2, ..., λXn),

on munit E d’une structure vectorielle.

1.2 Règles de calcul

Proposition 1.1 Soit (E,+,·) un k-espace vectoriel. Pour tous scalaires α, β, γ ∈ k et pour

tous vecteurs x, y ∈ E, on a

1. 0k·x = 0E

2. (−1)·x = −x
3. (−γ)·x = −(γ·x) = γ·(−x)
4. (α− β).x = α.x− β.x
5. γ.(x− y) = γ.x− γ.y
6. λ·0E = 0E

7. γ·x = 0E ⇐⇒ (γ = 0k ou x = 0E) .

Preuve. 1. On a

0k·x+ 0E = 0k·x car (E,+) est un groupe

= (0k + 0k) ·x car k est un corps

= 0k·x+ 0k·x.

D’où 0k·x = 0E en soustrayant 0k·x à droite des deux membres de cette égalité.

2. On a :

x+ (−1)·x = 1.x+ (−1)·x grâce à l’axiome 4

= (1 + (−1)) .x d’après l’axiome 1

= 0k·x car k est un corps

= 0E d’après 1 précédente.
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Sous-espaces vectoriels Chapitre 1. Espaces vectoriels

donc (−1).x est l’opposé de x. On peut alors écrire : −x = (−1).x.
3. On a :

(−γ)x = (−1.γ)x car k est un corps

= (−1). (γ.x) d’après l’axiome 2

= −γ.x d’après 2 précédente.

4. On a :

(α− β).x = (α + (−β)).x car k est un corps

= α.x+ (−β) .x d’après l’axiome 1

= α.x− β.x d’après 3 précédente.

5. On a :

γ.(x− y) = γ.(x+ (−y)) car (E,+) est un groupe

= γ.x+ γ. (−y) d’après l’axiome 3

= γ.x+ γ. (−1y) d’après 2 précédente

= γ.x+ (γ. (−1)) .y d’après l’axiome 2

= γ.x+ (−γ) .y car k est un corps

= γ.x− γ.y d’après 3 précédente.

6. On a :

γ·0E = γ· (x− x) car (E,+) est un groupe

= γ·x+ γ· (−x) d’après l’axiome 1

= γ·x− γ·x d’après 3 précédente

= 0E car (E,+) est un groupe.

7. Supposons que γ·x = 0E, Si γ = 0k alors d’après 1, γ·x = 0E. Sinon, si γ ̸= 0k alors comme

k est un corps γ−1 existe et

x = 1.x =
(
γ.γ−1

)
.x = γ−1. (γ.x) = γ−1.0E = 0E,

et donc x = 0E. La réciproque est évidente. 2

1.3 Sous-espaces vectoriels

Definition 1.2 (Sous-espace vectoriel) On appelle sous-espace vectoriel d’un espace vecto-

riel E sur le corps k, toute partie F de E qui est sous-groupe additif de E est telle que ∀λ ∈ k,
∀x ∈ F , λ.x ∈ F.
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Sous-espaces vectoriels Chapitre 1. Espaces vectoriels

Remarque 1.1 Il est alors évident que F est un espace vectoriel sur k, les conditions de la

définition 1.1 étant vérifiées.

Exemple 1.6 {0E} et E sont sous-espaces vectoriels de E.

Definition 1.3 (Combinaison linéaire) Soient x1, x2, ..., xn n vecteurs d’un k-espace vecto-

riel E. On appelle combinaison linéaire de ces n vecteurs tout vecteur x ∈ E de la forme

x = λ1x1 + ...+ λpxn =
n∑

k=1

λkxk,

où (λ1, ..., λn) ∈ kn.

Si A est une partie de E, on appelle combinaison linéaire d’éléments de A toute combinaison

linéaire d’un nombre fini d’éléments de A.

En principe, pour montrer que F est un sous-espace vectoriel, il faudrait vérifier les huit

axiomes de la Définition 1.1 En fait, il suffit de vérifier la ≪stabilité≫ des lois de composition

comme l’affirme la proposition suivante :

Proposition 1.2 Une partie F d’un espace vectoriel E sur k est un sous-espace vectoriel de

E si et seulement si

1. F ̸= ∅.

2. ∀ (α, β) ∈ k2, ∀ (x, y) ∈ F 2, α.x+ β.y ∈ F.

Preuve. =⇒) D’abord si F est sous-espace de E, en tant que sous-groupe additif F est non

vide car contient 0, élément nul de E, puis si x et y sont dans F et α et β dans le corps k, α.x
et β.y ∈ F (cf. définition 1.2) qui est stable pour l’addition, donc α.x+ β.y ∈ F.

⇐=) si 1. et 2. sont vérifiées, avec α = 1 et β = −1 et x et y dans F on a :

(F ̸= ∅) et
(
∀ (x, y) ∈ F 2, x− y ∈ F

)
,

ce qui justifie déjà que F est sous-groupe additif de E, puis le 2. avec β = 0 donne

∀λ ∈ k,∀x ∈ F, λ.x ∈ F.

On a bien F sous-espace vectoriel de E. 2

Remarque 1.2 Comme on l’a vu au cours de la preuve, si F est un sous-espace vectoriel,

alors F contient nécessairement le vecteur nul.
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Sous-espaces vectoriels Chapitre 1. Espaces vectoriels

1.3.1 Exemples fondamentaux

1. Droite vectorielle :

Soit v ∈ E, v ̸= 0, alors :

F = {y ∈ E| ∃λ ∈ k : y = λv},

est un sous-espace vectoriel de E dit droite vectorielle engendrée par v.

En effet F ̸= ∅, car v ∈ F . De plus, F est stable pour les lois de E, car si x, y ∈ F (c’est-à-

dire: x = λv, y = µv), on a :

x+ y = λv + µv = (λ+ µ)v ∈ F.

De même, si x ∈ F (c’est-à-dire x = λv), on a : µx = µ(λv) = (µλ)v ∈ F .

2. Plan vectoriel :

Soient x1, x2 ∈ E alors :

F = {y ∈ E| ∃λ1, λ2 ∈ k : y = λ1x1 + λ2x2},

F est un sous-espace vectoriel de E, dit sous-espace engendré par x1, x2. Si x1 et x2 ne sont

pas nuls et x2 n’appartient pas à la droite vectorielle engendrée par x1, F est dit plan vectoriel

engendré par x1 et x2.

3. Sous-espace engendré :

Plus généralement, si x1, x2, ..., xp ∈ E alors :

F = {y ∈ E| ∃λ1, ..., λp ∈ k : y = λ1x1 + ...+ λpxp},

est un sous-espace vectoriel deE noté V ect{x1, x2, ..., xp}, dit sous-espace engendré par x1, ..., xp,
ou aussi espace des combinaisons linéaires de x1, x2, ..., xp. Nous verrons par la suite que, au

fond, tous les sous-espaces vectoriels sont de ce type, c’est-à-dire obtenus par des ”combinaisons

linéaires” d’une famille d’éléments de E.

Remarque 1.3 Soit E l’espace vectoriel des vecteurs d’origine O. Une droite vectorielle est une

droite passant par O. De même, un plan vectoriel est un plan passant par O. Plus généralement,

un sous-espace vectoriel de Rn peut être visualisé comme un ”plan de dimension p” passant par

O. On pourrait donner un sens précis à la notion de ”plan de dimension p”, mais cela n’est

pas nécessaire. Retenons pour le moment le fait qu’il doit passer par O, car tout sous-espace

vectoriel doit contenir le vecteur nul. Ainsi, par exemple, une droite ne passant pas par O n’est

pas un sous-espace vectoriel : les points de la droite sont les extrémités des vecteurs issus de O

et le vecteur nul n’est pas parmi eux.
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Sous-espaces vectoriels Chapitre 1. Espaces vectoriels

Exemple 1.7 Soit

F = {(x, y, z) ∈ R3| 3x+ y + 2z = 0}.
F est un sous-espace vectoriel de R3. En effet, soient v1 = (x1, y1, z1) et v2 = (x2, y2, z2) ∈ F ;

on a :

3x1 + y1 + 2z1 = 0 et 3x2 + y2 + 2z2 = 0,

d’où, en additionnant : 3(x1 + x2) + (y1 + y2) + 2(z1 + z2) = 0, c’est-à-dire

v1 + v2 = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2) ∈ F.
De même, on voit que si λ ∈ k et v ∈ F on a λv ∈ F .
Exemple 1.8 On a :

G = {(x, y, z) ∈ R3| x+ 4y + z = 1},
n’est pas un sous-espace vectoriel de R3 car 0R3 = (0, 0, 0) /∈ G (0 + 4.0 + 0 ̸= 1).

Proposition 1.3 Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.

1. F ∩G est un sous-espace vectoriel de E.

2. F ∪G n’est pas en général un sous-espace vectoriel de E.

3. Le complémentaire E\F d’un sous-espace vectoriel F n’est pas un sous-espace vectoriel

de E.

Preuve. 1. On a d’abord F ∩G ̸= ∅, car 0E ∈ F ∩G.
Soient x, y ∈ F ∩G, on a : x, y ∈ F donc x+ y ∈ F . De même, si x, y ∈ G, x+ y ∈ G et par

conséquent x+ y ∈ F ∩G.
Si λ ∈ k et x ∈ F ∩G, on a : x ∈ F , donc λx ∈ F , et x ∈ G, donc λx ∈ G, d’où : λx ∈ F ∩G.

2. Cela tient au fait qu’en général F ∪ G n’est pas stable par la somme. Par exemple,

soient E = R2, F la droite vectorielle engendrée par (1, 0) et G la droite vectorielle engendrée

par (0, 1). On a : (1, 0) ∈ F donc (1, 0) ∈ F ∪ G. (0, 1) ∈ G donc (0, 1) ∈ F ∪ G mais :

w = (1, 0) + (0, 1) = (1, 1) /∈ F ∪G.
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3. E\F ne contient pas 0E, donc il n’est pas un sous-espace vectoriel (Remarque 1.2). 2

1.4 Bases (en dimension finie)

Definition 1.4 (Famille génératrice) Soit {v1, ..., vp} une famille de vecteurs d’un espace

vectoriel E, elle est dite génératrice, si E = Vect{v1, ..., vp}, c.-à-d. ∀x ∈ E, se décompose sur

les vecteurs vi, ou encore que tout x ∈ E est combinaison linéaire des vecteurs vi,

x = λ1v1 + ...+ λpvp =

p∑
k=1

λkvk.

Remarque 1.4 Une telle famille (finie) n’existe pas toujours. Considérons par exemple R[x]
avec la structure d’espace vectoriel définie par les lois (1.1) et soit {P1, ..., Pn} une famille finie

de polynômes. Elle ne peut être génératrice car, en effectuant des combinaisons linéaires, on

n’obtiendra que des polynômes de degré < Sup{degrés des (Pi)}.

Exemple 1.9 Dans R2, soient v1 = (1, 1) et v2 = (1,−1). Montrons que {v1, v2} est génératrice.
Soit x = (a, b) ∈ R2 avec a, b arbitraires : il s’agit de montrer qu’il existe x1, x2 ∈ R tels que

x = x1v1 + x2v2, c’est-à-dire :

x = (a, b) = (x1, x1) + (x2,−x2) = (x1 + x2, x1 − x2).

Ceci signifie que ∀(a, b) ∈ R2, ∃ x1, x2 ∈ R vérifiant le système :{
x1 + x2 = a

x1 − x2 = b.

En résolvant, on trouve en effet :

x1 =
a+ b

2
et x2 =

a− b
2

,

solution définie pour a, b arbitraires. Donc {v1, v2} est génératrice.

Definition 1.5 Un espace vectoriel est dit de dimension finie, s’il existe une famille génératrice

finie, dans le cas contraire, on dit qu’il est de dimension infinie.

Definition 1.6 (Famille libre) Soit {v1, ..., vp}, une famille finie d’éléments de E. On dit

qu’elle est libre, si :

λ1v1 + ...+ λpvp = 0 =⇒ λ1 = λ2 = ... = λp = 0.

On dit aussi que les vecteurs v1, ..., vp sont linéairement indépendants. Une famille qui n’est pas

libre est dite liée (on dit aussi que ses vecteurs sont liés ou linéairement dépendants).
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Exemple 1.10 Dans R3, les vecteurs v1 = (1, 1,−1), v2 = (0, 2, 1) et v3 = (0, 0, 5) sont libres.

En effet, supposons qu’il existe des réels λ1, λ2, λ3 tels que λ1v1+λ2v2+λ3v3 = 0R3 , c’est-à-dire :

λ1(1, 1,−1) + λ2(0, 2, 1) + λ3(0, 0, 5) = 0R3 .

On obtient :

(λ1, λ2,−λ1 + λ2 + 5λ3) = 0R3 ,

donc 
λ1 = 0

λ2 = 0

−λ1 + λ2 + 5λ3 = 0

,

ce qui donne immédiatement λ1 = λ2 = λ3 = 0.

Exemple 1.11 Dans F(R,R) la famille {sin, cos, exp} est libre. Soient α, β, γ ∈ R tels que

α sin+β cos+γ exp = 0. Alors pour tout x ∈ R, α sin(x) + β cos(x) + γ exp(x) = 0, ce qui

s’écrit aussi

α
sin(x)

exp(x)
+ β

cos(x)

exp(x)
+ γ = 0.

On montre facilement en utilisant le théorème des gendarmes que

lim+∞
sin(x)

exp(x)
= lim+∞

cos(x)

exp(x)
= 0.

On en déduit que γ = 0. On a alors ∀x ∈ R, α sin(x) + β cos(x) + γ exp(x) = 0. Si on fait

x = 0 on obtient β = 0 et si on fait x = π/2, il vient que α = 0. On a alors bien montré que

α = β = γ = 0.

Proposition 1.4 Une famille {v1, ..., vp} est liée si et seulement si l’un au moins des vecteurs

vi s’écrit comme combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille.

Preuve. =⇒) : Si {v1, ..., vp} est liée, il existe λ1,..., λp non tous nuls tels que λ1v1+...+λpvp =

0. Si, par exemple λ1 ̸= 0, on pourra écrire :

v1 = −
λ2
λ1
v2 + ...+

−λp
λ1

vp.

⇐=) : Supposons par exemple, que v1 est combinaison linéaire des vecteurs λ2v2, ..., λpvp,

alors il existe µ2, ..., µp ∈ k tels que v1 = λ2v2 + ...+ λpvp, c’est-à-dire :

v1 − λ2v2 − ...− λpvp = 0.

Il existe donc une combinaison linéaire des vecteurs {v1, ..., vp} qui est nulle, sans que les

coefficients soient tous nuls. Donc la famille est liée. 2
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Proposition 1.5 Soit {v1, ..., vp} une famille libre et x un vecteur quelconque de l’espace en-

gendré par les vecteurs vi (c’est-à-dire x est combinaison linéaire des vi). Alors la décomposition

de x sur les vi est unique.

Preuve. Soient

x = λ1v1 + ...+ λpvp,

x = β1v1 + ...+ βpvp,

deux décompositions de x. En faisant la différence on trouve :

(λ1 − β1) v1 + ...+ (λp − βp) vp = 0.

Puisque la famille est libre, on a (λ1 − β1) = ... = (λp − βp) = 0, c’est-à-dire : λ1 = β1, ..., λp =

βp. 2

Definition 1.7 (Base) On appelle base une famille à la fois génératrice et libre.

Proposition 1.6 Une famille {v1, ..., vp} est une base de E si et seulement si tout x ∈ E se

décompose d’une façon unique sur les vi. C’est-à-dire :

∀x ∈ E il existe un unique n-uplet (λ1, ..., λn) ∈ kn tel que :

x = λ1v1 + ...+ λnvn.

Preuve. L’existence de la décomposition pour tout x ∈ E équivaut au fait que la famille est

génératrice ; l’unicité au fait que la famille est libre. 2

Exemple 1.12 (Base canonique de Rn) Soient les vecteurs :

e1 = (1, 0, ..., 0), ..., ei = (0, ..., 1︸︷︷︸
ierang

, ..., 0), ..., en = (0, 0, ..., 1).

On sait déjà qu’ils forment une famille génératrice. Montrons qu’elle est libre. On a :

λ1e1 + ...+ λiei + ...+ envn = 0Rn ,

c’est-à-dire :

λ1(1, 0, ..., 0) + ...+ λi(0, ..., 1︸︷︷︸
ierang

, ..., 0) + ...+ λn(0, 0, ..., 1) = 0Rn ,

donc :

(λ1, λ2, ..., λn) = 0Rn .

Par conséquent {e1, ..., en} est une base de Rn, dite base canonique.
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Exemple 1.13 (Base canonique de Rn[x]) La famille B = {1, x, ..., xn} est une base de

Rn[x], En effet, tout P (x) = a0 + a1x+ ...+ anx
n, ai ∈ R ; B est donc génératrice. De plus :

λ01 + λ1x+ ...+ λnx
n = 0 =⇒ λ0 = λ1 = ... = λn = 0.

Exemple 1.14 Soit F = {(x, y, z) ∈ R3| 2x+ y + 2z = 0}. Chercher une base de F . On a vu

F est un sous-espace vectoriel de R3, On a : (x, y, z) ∈ F ⇔ y = −2x− 2z donc :

u ∈ F ⇔ u = (x,−2x− 2z, z)⇔ u = x(1,−2, 0) + z(0,−2, 1).

Par conséquent les vecteurs v1 = (1, 2, 0), v2 = (0,−3, 1) forment une famille génératrice de F .

D’autre part :

λ1v1 + λ2v2 = 0⇔ λ1(1,−2, 0) + λ2(0,−2, 1) = (0, 0, 0),

ce qui est équivalent à λ1 = λ2 = 0. Donc {v1, v2} est libre et par conséquent elle est une base

de F .

Proposition 1.7 On a :

1. {x} est une famille libre ⇐⇒ x ̸= 0E.

2. Toute famille contenant une famille génératrice est génératrice.

3. Toute sous-famille d’une famille libre est libre.

4. Toute famille contenant une famille liée est liée.

5. Toute famille {v1, ..., vp} dont l’un des vecteurs vi est nul, est liée.

Preuve.

1. ⇐=) D’après Proposition 1.1 (7), λ·x = 0E ⇐⇒ (λ = 0k ou x = 0E). Donc, si x ̸= 0,

λx = 0 implique λ = 0, ce qui signifie que {x} est une famille libre.

=⇒) Supposons que {x} libre. Alors, d’après la définition de famille libre, si λx = 0 on a

nécessairement λ = 0 , ce qui signifie, toujours d’après la proposition 1.1 (7), que x ̸= 0.

2. Soit {v1, ..., vp} une famille génératrice et x = λ1v1 + ... + λpvp un élément arbitraire de

E. On peut aussi écrire :

x = λ1v1 + ...+ λpvp + 0w1 + ...+ 0wq, w1, ..., wq ∈ E.

Donc tout x ∈ E est combinaison linéaire de v1, ..., vp, w1, ..., wq.

3. Soit T = {v1, ..., vp} une famille libre et T ′ une sous-famille de T . Quitte à changer la

numérotation, on peut supposer que T ′ = {v1, ..., vk} (avec k < p). Si T ′ était liée, l’un
des vecteurs v1, ..., vk serait combinaison linéaire des autres. Il existerait donc un élément

de T qui s’écrirait comme combinaison linéaire de certains éléments de T . Or, cela est

impossible car T est libre (voir Proposition 1.4).
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Dimension d’un espace vectoriel Chapitre 1. Espaces vectoriels

4. Soit F = {v1, ..., vp} une famille liée et G = {v1, ..., vp, w1, ..., wq}. D’après proposition

1.4, l’un des vi est combinaison linéaire des autres. Or, les vecteurs vi appartiennent à G ;
donc l’un des éléments de G est combinaison linéaire des autres, et par conséquent G est

liée.

5. Évident d’après 4., car il s’agit d’une famille contenant {0}, et {0} est liée, d’après 1.

2

1.5 Dimension d’un espace vectoriel

Definition 1.8 (Dimension d’un espace vectoriel) Si E = {0}, on dit que E est de di-

mension 0 et on note dimE = 0. Sinon, si E est un espace vectoriel sur k de dimension finie

non réduit à {0}, on appelle dimension de E le cardinal d’une base de E et on le note dimkE.

Exemple 1.15 dimRn = n, dimRn[x] = n+ 1.

Remarque 1.5 Une famille f d’au moins n + 1 vecteurs dans un espace E de dimension n

est toujours liée. En effet, si elle était libre alors on aurait une famille libre f de cardinal plus

grand que celui de n’importe quelle base B de E. Or B est une famille génératrice de E et le

cardinal d’une famille libre est toujours plus petit que celui d’une famille génératrice.

1.6 Dimension d’un sous-espace vectoriel

Proposition 1.8 Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et F un sous-espace vec-

toriel de E. On a :

1. F est de dimension finie et dimF ≤ dimE.

2. (dimF = dimE)⇔ F = E.

Remarque 1.6 Pour montrer que deux sous-espaces vectoriels F et G sont égaux, il suffit de

- Montrer que F ⊂ G.

- Montrer que dimF = dimG.

Exemple 1.16 On considère E = R4 et

F = V ect((1, 1, α, 3), (0, 1, 1, 2)),

G = {(x, y, z, t) ∈ R4| x− y + z = 0, x+ 2y − t = 0}.

Pour quelle condition sur α ∈ R a-t-on F = G ?
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On Suppose que F = G. Donc (1, 1, α, 3) ∈ G et doit vérifier en particulier l’équation x −
y + z = 0. On trouve alors que α = 0.

Prouvons que si α = 0 alors F = G. On sait que F = V ect((1, 1, 0, 3), (0, 1, 1, 2)). Les

vecteurs (1, 1, 0, 3), (0, 1, 1, 2) donc engendrent F et ils sont non colinéaires ; alors ils forment

une famille libre. C’est une base de F et alors dimF = 2. Par ailleurs

G = {(x, y, z, t) ∈ E| x− y + z = 0, x+ 2y − t = 0}
= {(x, y, y − x, x+ 2y)| x, y ∈ R}
= V ect((1, 0,−1, 1), (0, 1, 1, 2)),

on prouve alors de la même façon qu’avant que dimG = 2. De plus (1, 1, 0, 3) et (0, 1, 1, 2)

vérifient le système {
x− y + z = 0

x+ 2y − t = 0,

donc (1, 1, 0, 3), (0, 1, 1, 2) ∈ G et comme G est un sous-espace vectoriel,

F = V ect((1, 1, α, 3), (0, 1, 1, 2) ⊂ G.

Finalement, comme dimF = dimG on obtient F = G.

1.7 Somme de sous-espaces vectoriels

Definition 1.9 (Somme de deux sous-espaces vectoriels) Considérons F et G deux sous-

espaces vectoriels d’un k-espace vectoriel E. On appelle somme de F et G et on note F +G le

sous-espace vectoriel de E donné par

F +G = {x+ y | (x, y) ∈ F ×G} .

Remarque 1.7 Le sous-ensemble F + G est bien un sous-espace vectoriel de E. En effet,

F + G ⊂ E car E est stable pour l’addition. De plus, F + G est non vide car F et G le sont.

Enfin, si u = x + y ∈ F + G et u′ = x′ + y′ ∈ F + G avec x, x′ ∈ F et y, y′ ∈ G alors, pour

α, β ∈ k.
αu+ βu′ = αx+ βx′︸ ︷︷ ︸

∈F

+ αy + βy′︸ ︷︷ ︸
∈G

∈ F +G,

car F et G sont des sous-espaces vectoriels.

Proposition 1.9 Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un k-espace vectoriel E. Alors

F +G est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant F ∪G.
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Preuve. On a prouvé dans la remarque précédente que F + G est un sous-espace vectoriel

de E. Il contient F et G car 0E est élément de F et G et donc F = F + 0E ⊂ F + G et

G = 0E +G ⊂ F +G. De plus, si on considère un sous-espace H de E qui contient F ∪G alors

montrons queF + G ⊂ H. Soientx + y ∈ F + G avec x ∈ F et y ∈ G. Comme F ∪ G ⊂ H,

on a aussi x, y ∈ H et comme H est un sous-espace vectoriel, il s’ensuit que x + y ∈ H. Donc

F +G ⊂ H et F +G est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant F et G. 2

Exemple 1.17 Dans F(R,R) soient F = V ect(sin) et G = V ect(exp) alors :

F +G = V ect (sin, exp) = {x 7→ α sin(x) + β exp(x) | α, β ∈ R}.

Proposition 1.10 Soient A et B deux parties d’un K-espace vectoriel E alors

V ect(A) + V ect(B) = V ect(A ∪B).

Exemple 1.18 Dans l’espace R3, on considère les parties F = {(x, 0, 0) | x ∈ R} et G =

{(x, x, 0) | x ∈ R}. Montrons que ce sont des sous-espaces vectoriels de R3 et déterminons le

sous-espace F + G. On a F = V ect(1, 0, 0) et G = V ect(1, 1, 0) donc F et G sont des sous-

espaces vectoriels de R3. De plus F +G = V ect((1, 0, 0), (1, 1, 0)) et on reconnait que F +G est

le plan vectoriel de R3 engendré par (1, 0, 0) et (1, 1, 0).

1.7.1 Somme directe, sous-espaces supplémentaires

Definition 1.10 (Somme directe) On dit que deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont

en somme directe si F ∩G = {0E}. On note alors F ⊕G leur somme.

En d’autres termes :

ζ = F ⊕G⇔


ζ = F +G

et

F ∩G = {0E}.

Exemple 1.19 Dans C, les sous-espace vectoriels F = R et G = iR sont en somme directe :

Soit x ∈ F ∩ G, donc x ∈ F alors x est réel, et x ∈ G alors x est imaginaire pur. x est un

complexe à la fois réel et imaginaire pur donc x = 0E.

Exemple 1.20 Dans E = F(R,R), on considère

F = {f ∈ E | f(0) = 0}} et G = V ect(x 7→ 1).

Il est clair que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E. G est l’ensemble des applications

constantes de R dans R.
Soit f ∈ F ∩G. f ∈ F donc f(0) = 0. De même f ∈ G donc il existe a ∈ R tel que f(x) = a.

Mais a = f(0) = 0 donc f = 0E. Donc F et G sont en somme directe.
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Proposition 1.11 Soient F et G deux sous-espaces vectoriels du k-espace vectoriel E. F et

G sont en somme directe si et seulement si ∀x ∈ F + G,∃!(x1, x2) ∈ F × G : x = x1 + x2

(c’est-à-dire, la décomposition de x est unique).

Preuve. =⇒) Supposons que F et G soient en somme directe et soit x ∈ F+G. Par définition,

il existe x1 ∈ F et x2 ∈ G tels que x = x1 + x2. Supposons qu’il existe x
′
1 ∈ F et x′2 ∈ G tels

qu’on ait encore x = x′1 + x′2. Comme x = x1 + x2 = x′1 + x′2 , on a l’égalité : x1− x′1 = x2− x′2.
Notons y ce vecteur. Comme F et G sont des sous-espaces vectoriels de E, y = x1 − x′1 ∈ F et

y = x2 − x′2 ∈ G. Par conséquent y ∈ F ∩G. Mais F et G étant en somme directe, on a F ∩G
= {0E} donc y = 0. Par conséquent, x1 = x′1 et x2 = x′2 et alors l’unicité.

⇐=) Soit x ∈ F ∩G. Il existe alors deux couples de F ×G permettant de décomposer x en un

vecteur de F et un vecteur de G :(x, 0) et (0, x). Par hypothèse, elles sont égales : (x, 0) = (0, x).

Par conséquentx = 0 et les sous-espaces F et G sont en somme directe. 2

Definition 1.11 (Sous-espaces supplémentaires) Soit E un espace vectoriel et F , G deux

sous-espaces vectoriels de E. On dit que F et G sont supplémentaires (ou que G est un

supplémentaire de F ), si E = F ⊕G.

Proposition 1.12 Soit E un espace vectoriel et F , G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors

E = F ⊕G (F et G sont supplémentaires) si et seulement si pour toute base B1 et F et toute

base B2 de G, {B1,B2} est une base de E.

Preuve. ⇐=) Soient B1 = {vα}α∈A et B2 = {wβ}β∈B des bases de F et G respectivement

et supposons que {vα, wβ}(α,β)∈A×B est une base de E. Alors tout x ∈ E s’écrit d’une manière

unique :

x = λ1vα1 + ...+ λpvαp + µ1wβ1 + ...+ µqwβq ,

c’est-à-dire tout x ∈ E s’écrit d’une manière unique x = x1 + x2 avec x1 ∈ F et x2 ∈ G, donc
E = F ⊕G.
=⇒) Si E = F ⊕ G , tout x ∈ E se décompose d’une manière unique sur F et G et, par

conséquent, sur la famille B = {B1,B2}. On en déduit que B est une base de E. 2

Corollaire 1.1 Soit E un espace vectoriel. Pour tout sous-espace vectoriel F , il existe toujours

un supplémentaire. Le supplémentaire de F n’est pas unique, mais si E est de dimension finie,

tous les supplémentaires de F ont même dimension.

Théorème 1.1 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F , G deux sous-espaces

vectoriels de E. Alors

dim (F +G)⇔ dimF + dimG− dimF ∩G.
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Preuve. Supposons que dimF = p, dimG = q et dimF ∩G = r. Notons que, puisque F ∩G
est un sous-espace vectoriel de F et de G, on a r < p et r < q. Considérons une base {a1, ..., ar}
de F ∩ G. Puisque la famille {a1, ..., ar} est libre, on peut la compléter en une base de F et

aussi en une base de G. On peut donc construire : une base de F du type {a1, ..., ar, er+1, ..., ep}
et une base de G du type {a1, ..., ar, fr+1, ..., fq}.
On sait que tout vecteur de F +G s’écrit comme somme d’un vecteur de F , et d’un vecteur

de G et donc il est de la forme :

x = λ1a1 + ...+ λrar + λr+1er+1 + ...+ λpep +

µ1a1, ...+ µrar + µr+1fr+1, ...+ µqfq,

c’est-à-dire, en posant τi = λi + µi, pour i = 1, ..., r :

x = τ1a1 + ...+ τrar + λr+1er+1 + ...+ λpep + µr+1fr+1, ...+ µqfq. (1.2)

Par conséquent, la famille {a1, ..., ar, er+1, ..., ep, fr+1, ..., fq} engendre F +G. Montrons qu’elle

est libre. Soit une combinaison linéaire nulle :

τ1a1 + ...+ τrar︸ ︷︷ ︸
α∈F∩G

+ λr+1er+1 + ...+ λpep︸ ︷︷ ︸
β∈F

+ µr+1fr+1, ...+ µqfq︸ ︷︷ ︸
γ∈G

= 0.

On a α + β + γ = 0, donc γ = −(α + β). Alors γ ∈ g et α + β ∈ F , donc γ ∈ F ∩G.
Par conséquent, γ peut s’écrire comme combinaison linéaire des ai :

µr+1fr+1, ...+ µqfq = δ1a1 + ...+ δrar.

Mais {a1, ..., ar, µr+1fr+1, ...+µqfq} est une base de G donc tous les coefficients de cette combi-

naison linéaire doivent être nuls. En particulier, µr+1 = 0, ..., µq = 0. De même λr+1 = 0, ..., λq =

0. D’après (1.2) on déduit alors que :

τ1a1 + ...+ τrar = 0.

Or la famille {a1, ..., ar} est libre, donc τ1 = 0, ..., τr = 0. Ainsi la famille

{a1, ..., ar, er+1, ..., ep, fr+1, ..., fq},

est libre et donc elle est une base de F +G. On en déduit :

dim (F +G) = r + (p− r) + (q − r) = p+ q − r
= dimE + dimG+ dimF ∩G.

2
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Somme de sous-espaces vectoriels Chapitre 1. Espaces vectoriels

Corollaire 1.2 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F , G deux sous-espaces

vectoriels de E. Alors

E = F ⊕G⇔
{
F ∩G = {0E}
dimE = dimF + dimG.

Exemple 1.21 Dans E = C, F = V ect({1}) et G = V ect({i}). On sait que F et G sont des

sous-espaces vectoriels de E. Si x ∈ F ∩ G alors x est à la fois réel et imaginaire pur donc

x = 0 et F ∩G = {0E}. De plus

F +G = V ect(1) + V ect(i) = V ect(1, i) = C,

donc E = F +G. On a montré alors que F et G sont supplémentaires.

Exemple 1.22 Dans R3, soit π un plan vectoriel et v un vecteur non contenu dans ce plan.

On a :

R3 = π ⊕ V ect(v),

car si {e1, e2} est une base de π, alors {e1, e2, v} est une base de R3.
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1.8 Exercices corrigés

Exercice 1.

1. Est-ce que la partie E = {(x, y) ∈ R2, y = 2x} de R2, muni des lois habituelles de l’espace

vectoriel R2, est un R-espace vectoriel ?

2. Est-ce que la partie F = {(x, y, z) ∈ R3, y2 = 2x, z = 0} de R3, muni des lois habituelles

de l’espace vectoriel R3 est un sous-espace vectoriel de R3 ?

Solution. 1. 0 = 2× 0 donc 0R2 ∈ E.
Soient u = (x, y) ∈ E, y = 2x et u′ = (x′, y′) ∈ E, y′ = 2x′

∀ λ, λ′ ∈ R

λu+ λ′u′ = (λx+ λ′x′, λy + λ′y′) = (X, Y )Y = λy + λ′y′ = λ2x+ λ′2x′ = 2 (λx+ λ′x′) = 2X.

Donc λu+ λ′u′ ∈ E. Alors que E est un sous-espace de R2.

2. Soit u = (2, 2, 0) ∈ F car y2 = 22 = 2× 2 = 2x et z = 0.

2u = (4, 4, 0), y2 = 42 = 16 ̸= 2 × 4 = 8 donc 2u /∈ F donc F n’est pas un sous-espace

vectoriel.

2

Exercice 2.

On considère dans R4 les vecteurs u1 = (1, 2, 3, 4) et u2 = (1,−2, 3,−4). Trouver x et y pour

que (x, 1, y, 1) ∈ V ect (u1, u2) ? Et pour que (x, 1, 1, y) ∈ V ect (u1, u2) ?

Solution. Le problème est de trouver x et y tels qu’il existe α et β vérifiant (x, 1, y, 1) =

αu1 + βu2 
x = α + β

1 = 2α− 2β

y = 3α + 3β

1 = 4α− 4β

⇐⇒


x = α + β

−4β = 1− 2x

y = y − 3x

−8β = 1− 4x

⇐⇒


x = α + β

−4β = 1− 2x

y = y − 3x

0 = −1.
D’après la dernière ligne le système n’y a pas de solution.

Le problème est de trouver x et y tels qu’il existe α et β vérifiant (x, 1, 1, y) = αu1 + βu2
x = α + β

1 = 2α− 2β

1 = 3α + 3β

y = 4α− 4β

⇐⇒


x = α + β

−4β = 1− 2x

0 = 1− 3x

−8β = y − 4x

⇐⇒


x = α + β

−4β = 1− 2x

x = 1
3

0 = y − 4x− 2 (1− 2x)
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⇔


x = α + β

−4β = 1− 2x

x = 1
3

y = 2

⇐⇒


1
3
= α + β

β = −1
12

x = 1
3

y = 2

⇐⇒


α = 5

12

β = −1
12

x = 1
3

y = 2(
1

3
, 1, 1, 2

)
=

5

12
u1 −

1

12
u2.

2

Exercice 3.

Soit dans R4 l’ensemble E des vecteurs (x1, x2, x3, x4) vérifiant x1 + x2 + x3 + x4 = 0.

E est-il un sous espace vectoriel de R4 ? Donner une base.

Solution. Un vecteur x de E s’écrit

x = (−x2 − x3 − x4, x2, x3, x4)
= x2(−1, 1, 0, 0) + x3(−1, 0, 1, 0) + x4(−1, 0, 0, 1)

Donc E = V ect((−1, 1, 0, 0), (−1, 0, 1, 0), (−1, 0, 0, 1)), E est un sous-espace vectoriel de R4.

Il reste donc à montrer que ((−1, 1, 0, 0), (−1, 0, 1, 0), (−1, 0, 0, 1)) est libre (Puisque cette famille

est déjà génératrice).

α(−1, 1, 0, 0) + β(−1, 0, 1, 0) + γ(−1, 0, 0, 1) = (0, 0, 0, 0)

⇒


−α− β − γ = 0

α = 0

β = 0

γ = 0.

Cette famille est libre, c’est une base de E.

2

Exercice 4.

Soit E un R−espace vectoriel, on considère v1, v2, v3 et v4 une famille libre d’éléments de E,

Dire si les familles suivantes sont libres ou non ? Justifier

1. (v1, 2v2, v3) .

2. (v1, v3) .

3. (v1, 2v1 + v4, v4) .

4. (3v1 + v3, v3, v2 + v3).
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5. (2v1 + v2, v1 − 3v2, v4, v2 − v1) .

Solution. 1. Oui évidemnet, sinon

αv1 + 2βv2 + γv3 = 0E ⇒


α = 0

2β = 0

γ = 0

⇒


α = 0

β = 0

γ = 0.

2. Une sous famille d’une famille libre est libre.

3.

2v1 − (2v1 + v4) + v4 = 0Rn .

Il existe une combinaison linéaire non identiquement nulle de ces trois vecteurs, la famille est

liée.

4.

α (3v1 + v3) + βv3 + γ (v2 + v3) = 0Rn

⇒ 3αv1 + γv2 + (α + β + γ)v3 = 0E

⇒


3α = 0

γ = 0

α + β + γ = 0

⇒


α = 0

β = 0

γ = 0.

La famille est libre.

5. Il y a trois vecteurs 2v1 + v2, v1 − 3v2, v2 − v1 dans le plan V ect (v1, v2) donc ces trois

vecteurs forment une famille liée, en rajoutant v4 cela ne change rien, la famille est liée.

2

Exercice 5.

On considère dans R4 les sous-espaces F et G suivants :

F = V ect((1, 0, 1, 1), (−1,−2, 3,−1), (−5,−3, 1, 5)),

G = Vect((−1,−1, 1,−1), (4, 1, 2, 4)).
Comparer F et G.

Solution. On a :
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u = (x, y, z, t) ∈ F ⇔ il existe α, β, γ réels tels que

u = α(1, 0, 1, 1) + β(−1,−2, 3,−1) + γ(−5,−3, 1, 5)
α− β − 5γ = x

−2β − 3γ = y

α + 3β + γ = z

α− β + 5γ = t

⇔


α− β − 5γ = x

−2β − 3γ = y

3β + 6γ = −x+ z

10γ = −x+ t

⇔


α− β − 5γ = x ... L1

−2β − 3γ = y ... L2

−x+ z + 2y = 0 ... L3

10γ = −x+ t ... L4

α, β, γ sont donnés par les équations L1, L2 et L4 donc

F = {(x, y, z, t) ∈ R4,−x+ 2y + z = 0}
−(−1) + 2(−1) + 1 = 0⇒ (−1,−1, 1,−1) ∈ F
−4 + 2× 1 + 2 = 0⇒ (4, 1, 2, 4) ∈ F.

Cela montre que G ⊂ F .

On reprend calcul de u = α(1, 0, 1, 1) + β(−1,−2, 3,−1) + γ(−5,−3, 1, 5) avec u = (0, 0, 0, 0)

On trouve 
α− β − 5γ = x

−2β − 3γ = y

0 = −x+ z + 2y

10γ = −x+ t

⇔


α− β − 5γ = 0

−2β − 3γ = 0

0 = −0 + 0 + 2× 0

10γ = −0 + 0

⇔


α = 0

β = 0

γ = 0.

C’est bon, dim(F ) = 3.

F ⊂ G, dim(G) < dim(F )⇒ G ⊊ F.

Alors G est inclus dans F mais G n’est pas égal à F.

2

Exercice 6.

On considère dans F(R,R) la famille des fonctions x 7→ sin(x), x 7→ sin(2x) et x 7→ sin(3x),

cette famille est-elle libre ?

Solution. On a

∀x ∈ R, α sin(x) + β sin(2x) + γ sin(3x) = 0.
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Pour x = π
3
,

α sin
(
π
3

)
+ β sin

(
2π
3

)
+ γ sin(π) = 0

⇔ α
2
+ β

2
= 0⇔ β = −α

∀x ∈ R, α sin(x)− α sin(2x) + γ sin(3x) = 0.

Pour x = π
2
,

α sin
(
π
2

)
− α sin(π) + γ sin

(
3π
2

)
= 0⇔ γ = α

∀x ∈ R, α sin(x)− α sin(2x) + α sin(3x) = 0.

Pour x = 2π
3

α sin
(
2π
3

)
− α sin

(
4π
3

)
+ α sin(2π) = 0

⇔ α
(
1
2
−
(
−1

2

))
= 0⇔ α = 0.

Donc α = β = γ = 0. Cette famille est libre.

2

Exercice 7.

On considère f(x) = cos(x), g(x) = cos(x) cos(2x) et h(x) = sin(x) sin(2x). Trouver V ect(f, g, h).

Solution. F ∈ Vect(f, g, h)⇔ il existe α, β et γ tels que ∀x ∈ R,

F (x) = α cos(x) + β cos(x) cos(2x) + γ sin(x) sin(2x)

= α cos(x) + β cos(x)
(
1− 2 cos2(x)

)
+ 2γ sin2(x) cos(x)

= α cos(x) + β cos(x)− 2β cos3(x) + 2γ
(
1− cos2(x)

)
cos(x)

= (α + β + 2γ) cos(x) + (−2β − 2γ) cos3(x).

Donc F ∈ Vect (cos, cos3)

Ce qui signifie que Vect(f, g, h) ⊂ Vect (cos, cos3), l’inclusion dans l’autre sens l’inclusion est

évidente donc

Vect(f, g, h) = Vect
(
cos, cos3

)
.

Qui est évidemment un espace vectoriel de dimension 2. 2

Exercice 8.

On considère a = (2, 3,−1), b = (1,−1,−2), c = (3, 7, 0) et d = (5, 0,−7).
Soient les sous-espaces vectoriels de R3 E = V ect(a, b) et F = V ect(c, d). Prouver que E = F .

Solution. On a
c = 2a− b ∈ Vect (a, b) = E

d = a+ 3b ∈ Vect (a, b) = E.

Donc F ⊂ E, or a et b ne sont pas proportionnels donc (a, b) est une base de E et dim(E) = 2,

de même c et d ne sont pas proportionnels donc (c, d) est une base de F et dim(F ) = 2.

On a : (a, b) est une famille génératrice de E et que (c, d) est une famille génératrice de F .{
E ⊂ F

dim(E) = dim(F )
⇒ E = F.
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2

Exercice 9.

On considère E = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x1 − x2 = 0 et x3 − x4 = 0}
On suppose que E est un sous-espace vectoriel de R4.

1. Donner une base de E.

2. Compléter cette base en une base de R4.

Solution. 1. On a :

x = (x1, x2, x3, x4) ∈ E ⇔


x = (x1, x2, x3, x4)

x1 − x2 = 0

x3 − x4 = 0

⇔


x = (x2, x2, x4, x4)

x1 = x2

x3 = x4,

x = (x2, x2, x4, x4) = x2(1, 1, 0, 0) + x4(0, 0, 1, 1).

On pose a = (1, 1, 0, 0) et b = (0, 0, 1, 1).

E = Vect(a, b) ce qui entraine que {a, b} est une famille génératrice de E, et d’autre part

{a, b} est une famille libre, donc c’est une base de E.

2. Soit c = (1, 0, 0, 0) /∈ E car les composantes de c ne vérifient pas les équations caractérisant

E. {a, b} est libre dans E et c /∈ E donc {a, b, c} est libre.

x = (x1, x2, x3, x4) ∈ Vect(a, b, c)

⇔ ∃(α, β, γ) ∈ R3, x = αa+ βb+ γc,

x = αa+ βb+ γc

⇔ (x1, x2, x3, x4) = α(1, 1, 0, 0) + β(0, 0, 1, 1) + γ(1, 0, 0, 0)

⇔


x1 = α + γ

x2 = α

x3 = β

x4 = β

⇔


x1 = α + γ

x2 = α

x3 = β

x4 − x3 = 0.

DoncVect(a, b, c) = {x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4, x4 − x3 = 0} .
Soit d = (0, 0, 0, 1), d /∈ Vect(a, b, c) car les composantes de d ne vérifient pas x3 − x4 = 0.

{a, b, c} est libre et d /∈ Vect(a, b, c) donc {a, b, c, d} est une famille libre, elle a 4 éléments, c’est
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une base de R4.

2

Exercice 10.

On considère E = {P ∈ R2[X], P (1) = 0} .
1. Prouver que E est un sous-espace vectoriel de R2[X].

2. Déterminer une base de E et en déduire sa dimension.

Solution. 1. Le vecteur nul de R2[X] est le polynôme nul, en 1 ce polynôme vaut 0 , le vecteur

nul de R2[X] est dans E.

Soit P1 ∈ E et P2 ∈ E, donc P1(1) = 0 et P2(1) = 0.

Pour tout λ1 et λ2 deux réels,

(λ1P1 + λ2P2) (1) = λ1P1(1) + λ2P2(1) = λ1 × 0 + λ2 × 0 = 0.

Donc λ1P1 + λ2P2 ∈ E
E est un sous-espace vectoriel de E.

2. Soit P = aX2 + bX + c ∈ E,

P (1) = 0⇔ a× 12 + b× 1 + c = 0⇔ c = −a− b.

Donc

P = aX2 + bX − a− b = a
(
X2 − 1

)
+ b(X − 1).

X2 − 1 et X − 1 sont deux polynômes non proportionnels, ils forment une famille libre qui

engendre E, c’est une base de E, et donc dim(E) = 2.

2

Exercice 11.

Soient les vecteurs v1 = (1, 0, 0, 1), v2 = (0, 0, 1, 0), v3 = (0, 1, 0, 0), v4 = (0, 0, 0, 1) et v5 =

(0, 1, 0, 1) dans R4.

1. V ect (v1, v2) et V ect (v3) sont-ils supplémentaires dans R4 ?

2. Même question pour V ect (v1, v3, v4) et V ect (v2, v5).

3. Même question pour V ect (v1, v2) et V ect (v3, v4, v5)

Solution. 1. dim (Vect (v1, v2)) ≤ 2 et dim (Vect (v3)) = 1 donc la somme des dimensions

n’est pas 4 , ces espaces sont peut-être en somme directe mais cette somme n’est pas R4, ils ne

sont donc pas supplémentaires dans R4.

Remarque : en fait dim (Vect (v1, v2)) = 2 car v1 et v2 ne sont pas colinéaires.

2.

D’abord on va regarder si la famille (v1, v3, v4) est libre, si c’est le cas la réponse sera non car

la dimension de cet espace sera 3 et celle de Vect (v2, v5) est manifestement 2 , donc la somme
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des dimensions sera 5.

αv1 + βv2 + γv4 = 0R4

⇒ α(1, 0, 0, 1),+β(0, 0, 1, 0) + γ(0, 0, 0, 1) = (0, 0, 0, 0)

⇒


α = 0

0 = 0

β = 0

α + γ = 0

⇒


α = 0

β = 0

γ = 0,

(v1, v3, v4) est une famille libre qui engendre Vect (v1, v3, v4), c’est donc une base de cet espace

donc dim (Vect (v1, v3, v4)) = 3, comme v2 et v5 ne sont pas proportionnels, (v2, v5) est une

famille libre qui engendre Vect (v2, v5), c’est donc une base de cet espace et dim (Vect (v2, v5)) =

2.

De plus

dim (Vect (v1, v3, v4)) + dim (Vect (v2, v5)) = 5 ̸= dim
(
R4
)
.

Donc ces espace ne sont pas supplémentaires dans R4.

3. v1 et v2 ne sont pas colinéaires donc (v1, v2) est une famille libre qui engendre Vect (v1, v2),

c’est une base de cet espace et dim (Vect (v1, v2)) = 2.

Manifestement v5 = v3+ v4,Vect (v3, v4, v5) = Vect (v3, v4, v3 + v4) = Vect (v3, v4) , v3 et v4 ne

sont pas colinéaires donc (v3, v4) est une famille libre qui engendre Vect (v3, v4, v5) = Vect (v3, v4)

c’est donc une base de cet ensemble et dim (Vect (v3, v4, v5)) = 2.

dim (Vect (v1, v2)) + dim (Vect (v3, v4, v5)) = 4 = dim
(
R4
)
.

Il reste à prouver que l’intersection de ces espaces est réduite au vecteur nul.

Ce coup-ci je vais détailler un peu plus. Soit u ∈ Vect (v1, v2) ∩ Vect (v3, v4), il existe α, β, γ

et δ réels tels que :

u = αv1 + βv2 et u = γv3 + δv4.

Ce qui entraine que

αv1 + βv2 = γv3 + δv4 ⇔ αv1 + βv2 − γv3 − δv4 = 0R4 .

Cela montre que

u = 0R4 ⇔ (α, β, γ, δ) = (0, 0, 0, 0) ⇔ (v1, v2, v3, v4) est libre. Résultat que l’on utilise sans

avoir à le montrer.
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Mais ici, si on montre que la famille est libre, comme elle a 4 vecteurs, cela montrera que

c’est une base de R4 et que

Vect (v1, v2)⊕ Vect (v3, v4) = R4.

Mais dans cet exercice il fallait quand prouver qu’on y va :

Vect (v3, v4, v5) = Vect (v3, v4, v3 + v4) = Vect (v3, v4) .

αv1 + βv2 − γv3 − δv4 = 0R4

⇔ α(1, 0, 0, 1),+β(0, 0, 1, 0)− γ(0, 1, 0, 0)− δ(0, 0, 0, 1) = (0, 0, 0, 0)

⇒


α = 0

−γ = 0

β = 0

α− δ = 0

⇒


α = 0

β = 0

γ = 0

δ = 0.

Donc u = αv1 + βv2 = 0R4 et Vect (v1, v2) ∩ Vect (v3, v4) = {0R4}
Comme la somme des dimensions est 4 on a :

Vect (v1, v2)⊕ Vect (v3, v4, v5) = Vect (v1, v2)⊕ Vect (v3, v4) = R4.

2

——————————————
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CHAPITRE 2

APPLICATIONS LINÉAIRES

En algèbre linéaire, on s’intéresse aux applications qui préservent la structure d’espace

vectoriel, c’est-à-dire, les applications d’un espace vectoriel dans un autre qui préservent les

combinaisons linéaires. Dans ce chapitre, qui est un peu l’axe de tout le reste du document,

nous allons donner essentiellement les définitions et les résultats elémentaires de base.

Les notions abordées dans ce chapitre sont :

— Définitions : Application linéaire, Noyau, image et rang d’une application linéaire.

——————————————

29



Définitions Chapitre 2. Applications linéaires

2.1 Définitions

Definition 2.1 Soient E et E ′ deux espaces vectoriels sur le même corps k et f une application

de E dans E ′. On dit que f est linéaire, si :

1. f(v + w) = f(v) + f(w), ∀v, w ∈ E,
2. f(λv) = λf(v),∀v ∈ E,∀λ ∈ k.
L’ensemble des applications linéaires de E dans E ′ est noté Lk(E,E

′) ou, plus simplement,

L(E,E ′).

Si une application linéaire f de E dans E (même espace de départ et d’arrivée). on dit que

f est un endomorphisme de E. L’ensemble des endomorphismes de E est noté Endk(E) ou,

plus simplement End(E).

Si une application linéaire f est bijective, on dit que f est un isomorphisme d’espaces

vectoriels.

Remarque 2.1 1. Si f est linéaire, on a : f(0) = 0. Il suffit de faire λ = 0 dans f(λx) =

λf(x).

2. D’après 1) et 2), une application f : E → E ′ est linéaire, si et seulement si, pour tout

λ ∈ k et pour tout x, y ∈ E, on a

f(λx+ y) = λf(x) + f(y).

Exemple 2.1 Soient E un k-espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E. On appelle

injection canonique de F dans E, l’application i : F → E définie par :

∀x ∈ F, i(x) = x.

Alors i est une application linéaire.

Exemple 2.2

f : R3 → R2

(x, y, z) 7→ (2x+ y, y − z) ,
est une application linéaire.

Si v = (x, y, z) et w = (x′, y′, z′), on a :

f (v + w) = f(x+ x′, y + y′, z + z′)

= (2 (x+ x′) + (y + y′) , y + y′ − z − z′)
= (2x+ y, y − z) + (2x′ + y′, y′ − z′)
= f (v) + f (w) ,

f (λv) = f (λx, λy, λz)

= (2λx+ λy, λy − λz)
= λ (2x+ y, y − z)
= λf (v) .
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Comme on peut s’en rendre compte par cet exemple, la linéarité de f tient au fait que les

composantes x, y, z dans l’espace d’arrivée (ici R2) apparaissent toutes à la puissance 1. plus

précisément chaque composante dans l’espace d’arrivée est un polynôme homogène de degré 1

en x, y, z. Nous verrons cela d’une manière plus précise dans la suite.

Ainsi, par exemple, l’application

f : R3 → R2

(x, y, z) 7→ (x2 − y, y + z) .

n’est pas linéaire (ni 1), ni 2) de la définition 2.1 ne sont satisfaites à cause du terme au carré).

Exemple 2.3 Soient C([0, 1],R) et C1([0, 1],R) les espaces vectoriels des applications f de [0, 1]

dans R, continues et continues à dérivée continue, respectivement. L’application :

D : C1([0, 1],R) → C([0, 1],R)
f 7→ f ′,

est une application linéaire, puisque :

D(f + g) = (f + g)′ = f ′ + g′ = Df +Dg

D(λf) = (λf)′ = λf ′,

où λ ∈ R, et f et g ∈ C1([0, 1],R).

Exemple 2.4 Soit v0 ̸= 0E un vecteur de E, l’application translation définie par

t : E → E

v 7→ v + v0,

n’est pas linéaire (noter, par exemple, que : t(0) = v0 ̸= 0E).

Exemple 2.5 Soient E un k-espace vectoriel de dimension finie n et (e1, e2, ..., en) une base

de E. Alors l’application f définie par,

t : kn → E

(α1, ..., αn) 7→ f((α1, ..., αn)) =
∑n

i=1 αiei,

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. On en déduit donc que tout k-espace vectoriel de

dimension finie n est isomorphe à kn.

Proposition 2.1 i) Soient E,F et G trois espaces vectoriels sur le même corps k. f : E → F

et g : F → G deux applications linéaires. Alors g ◦ f est une application linéaire.
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ii) Soit f : E → F un isomorphisme d’espaces vectoriels, alors f−1 : F → E est aussi un

isomorphisme d’espaces vectoriels.

iii) Deux espaces vectoriels de dimension finie et de même dimension sont isomorphes.

Preuve. i) Soient x ∈ E, y ∈ E et α ∈ k, alors on a

(g ◦ f)(x+ y) = g(f(x+ y))

= g(f(x) + f(y)) ( car f est linéaire )

= g(f(x)) + g(f(y)) ( car g est linéaire )

= (g ◦ f)(x) + (g ◦ f)(y).

On a aussi
(g ◦ f)(αx) = g(f(αx))

= g(αf(x)) ( car f est linéaire )

= αg(f(x)) ( car g est lincaire )

= α(g ◦ f)(x).
Donc g ◦ f est linéaire.

ii) Supposons que f : E −→ F est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Soient x ∈ F, y ∈ F
et α ∈ k. Soient a ∈ E et b ∈ E, tels que f(a) = x et f(b) = y. Comme f est linéaire, alors on

a f(a+ b) = x+ y, donc on atra

f−1(x+ y) = f−1(f(a+ b)) = a+ b = f−1(x) + f−1(y).

On a aussi

f−1(αx) = f−1(αf(a)) = f−1(f(αa)) = αa = αf−1(x).

Donc f−1 est lincaire.

iii) Soient E et F deux espaces vectoricls de même dimension n, alors d’après l’exemple

précédent, E et F sont isomorphes à kn. Donc si φ : E −→ kn et ψ : F −→ kn sont deux

isomorphismes d’espaces vectoriels, alors ψ−1 ◦ φ : E −→ F est un isomorphisme d’espaces

vectoriel. 2

Proposition 2.2 Soient E et E ′ deux k-espaces vectoriels. Pour f et g deux éléments de

Lk(E,E
′) et pour α élément de k, on définie f + g et α · f , par

∀x ∈ E, (f + g)(x) = f(x) + g(x) et (α · f)(x) = α · f(x).

Alors (Lk(E,E
′),+, ·) est un k-espace vectoriel.

Preuve. Il suffit de vérifier que Lk(E,E
′) est un sous-espace vectoriel de E ′E le k-cspace

vectoriel de toutes les applications de E vers E ′. 2
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Théorème 2.1 Soient E et E ′ deux k-espaces vectoriels de dimension finie. Alors Lk(E,E
′)

est de dimension finie et on a

dim (LK(E,E
′)) = dim(E)× dim(E ′).

Preuve. Soient m = dim(E), n = dim(E ′), (e1, e2, . . . , em) une base de E et (e′1, e
′
2, . . . , e

′
n)

une base de E ′. Pour (i, j) ∈ Nm × Nn, où pour tout p ∈ N∗, on pose Np = {1, 2, . . . , p}, on
définit l’application fij : E −→ E ′ par,

∀x ∈ E, fij(x) = xje
′
i où x =

m∑
j=1

xjej.

Alors, B = {fij : (i, j) ∈ Nm × Nn} forme une base de LK(E,E
′). En effet,

Soit f ∈ Lk(E,E
′), alors pour chaque j ∈ Nm,, on a f (ej) =

∑n
i=1 αije

′
i.

Donc pour tout x ∈ E avec x =
∑m

j=1 xjej, on a

f(x) =
m∑
j=1

xjf (ej) =
m∑
j=1

xj

(
n∑

i=1

αije
′
i

)

=
n∑

i=1

m∑
j=1

αijxje
′
i =

n∑
i=1

m∑
j=1

αijfij(x).

Donc B est une partie génératrice finie de LK(E,E
′).

Il est facile de vérifier que B est une partie libre, en remarquant que

∀k ∈ Nm, fij (ek) =

e′i si k = j

0 si k ̸= j.

Card(B) = Card (Nm × Nn) = m× n, donc dim (LK(E,E
′)) = m× n. 2

2.2 Noyau, image et rang

Proposition 2.3 Soient E et F deux k-espaces vectoriels et f : E −→ F une application

linéaire. Alors,

i) L’image par f d’un sous-espace vectoriel de E est un sous-espace vectoriel de F. En par-

ticulier, f(E) est un sous-espace vectoriel de F , appelé image de f et noté Im f . Sa dimension

est appelée rang de f et est notée

rg f = dim (Im f) .

ii) L’image réciproque par f d’un sous-espace vectoriel de F est un sous-espace vectoriel de

E. En particulier, f−1 ({0F}) est un sousespace vectoriel de E, appelé noyau de f et noté ker(f).
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Preuve. i) Soit A un sous-espace vectoriel de E. Alors, f(A) ̸= ∅, car 0F = f (0E), donc

0F ∈ f(A).
Si x ∈ A, y ∈ A et α ∈ K, on a

f(x) + f(y) = f(x+ y) et α · f(x) = f(α · x).

Comme x+ y ∈ A et α · x ∈ A, alors f(x) + f(y) ∈ f(A) et α · f(x) ∈ f(A).
ii) Soit, maintenant, B un sous-espace vectoriel de F. Alors f−1(B) ̸= ∅, car f (0E) = 0F et

0F ∈ B, donc 0E ∈ f−1(B).

Si x ∈ f−1(B), y ∈ f−1(B) et α ∈ K, alors on a f(x) ∈ B et f(y) ∈ B et comme B est

un sous-espace vectoriel de F et f linéaire, alors f(x + y) ∈ f(B) et f(α · x) ∈ f(B), donc

x+ y ∈ f−1(B) et α · x ∈ f−1(B). Rappelons que

z ∈ f−1(B)⇐⇒ f(z) ∈ B.

2

Remarque 2.2 Soient E et F deux k-espaces vectoriels et f : E −→ F une application

linéaire. Alors

1.
ker(f) = {x ∈ E : f(x) = 0F}
x ∈ ker(f)⇐⇒ f(x) = 0F .

2.
Imf = {f(x) : x ∈ E}

y ∈ Imf ⇐⇒ ∃x ∈ E : y = f(x).

Proposition 2.4 Soient E et F deux k-espaces vectoriels et f : E −→ F une application

linéaire. Alors

i) f est injetive ⇐⇒ ker(f) = {0E} .
ii) f est surjetive ⇐⇒ Im f = F.

Preuve. i) =⇒) Supposons que f est injective et soit x ∈ ker(f). On a f(x) = 0F et comme

f est linéaire, alors f (0E) = 0F , donc f(x) = f (0E) et puisque f est injective, alors x = 0E.

Ainsi, ker(f) = {0E} .
⇐=) Supposons que ker(f) = {0E} .
Soient x ∈ E et y ∈ E, tels que f(x) = f(y), a-t-on x = y?

Comme f est linéaire et f(x) = f(y), alors on a f(x − y) = 0F , donc x − y ∈ ker(f), puis

comme ker(f) = {0F}, alors on s x = y et par suite, f est injective.

ii) Trivial, car une application f : E −→ F est surjective, si et seulement si, f(E) = F . 2
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Exemple 2.6 Soit :

D :
R[x] −→ R[x]
P 7→ P ′.

Le noyau de D est formé par les polynômes constants. D’autre part, ImD = R[x], car si

P ∈ R[x], Q(x) :=
∫ x

0
P (t)dt est un polynôme et on a Q′ = P c’est-à-dire DQ = P .

Exemple 2.7 Soit :

f : R3 −→ R3(x, y, z) 7−→ (x′, y′, z′) où :


x′ = x+ y − z
y′ = 2x+ y − 3z

z′ = 3x+ 2y − 4z.

Kerf est l’ensemble des triplets (x, y, z) ∈ R3 qui vérifient le système :
x+ y − z = 0

2x+ y − 3z = 0

3x+ 2y − 4z = 0.

On trouve facilement x = 2λ, y = −λ, z = λ; c’est-à-dire Ker f est la droite vectorielle

engendrée par le vecteur (2,−1, 1).
Pour ce qui est de Im f , on a :

(x′, y′, z′) ∈ Im f , si et seulement si, il existe (x, y, z) ∈ R3 vérifiant le système :

{x+ y − z = x′2x+ y − 3z = y′3x+ 2y − 4z = z′

Il s’agit donc de savoir pour quelles valeurs de x′, y′, z′ ce système est compatible. En

échelonnant, on trouve :
x+ y − z = x′

−y − z = y′ − 2x′

−y − z = z′ − 3x′
=⇒


x− y − z = x′

y + z = 2x′ − y′
2x′ − y′ + z′ − 3x′ = 0,

la condition de compatibilité est 2x′ − y′ + z′ − 3x′ = 0 c’est-à-dire x′ + y′ − z′ = 0. L’image

de f est donc le plan de R3 d’équation x′ + y′ − z′ = 0.

Proposition 2.5 Soit f ∈ L (E,E ′) et {vi}i∈I une famille de vecteurs de E.

1. Si f est injective et la famille de E {vi}i∈I est libre, alors la famille {f (vi)}i∈I de E ′ est

libre.

2. Si f est surjective et la famille {vi}i∈I est génératrice de E alors la famille {f (vi)}i∈I est

génératrice de E ′.

En particulier si f est bijective l’image d’une base de E est une base de E ′.
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Preuve. 1. Supposons la famille {vi}i∈I libre et soit f injective. Pour toute famille extraite{
vα1 , . . . , vαq

}
, la relation

λ1f (vα1) + · · ·+ λqf
(
vαq

)
= 0,

implique f
(
λ1vα1 + · · ·+ λqvαq

)
= 0, c’est-à-dire λ1vα1 + · · ·+ λqvαq ∈ Ker f . Or Ker f = {0},

donc

λ1vα1 + · · ·+ λqvαq = 0,

et puisque la famille {vi}i∈I est libre, on a λ1 = 0, . . . , λq = 0. Donc la famille {f (vi)}i∈I est

libre.2. Soit y ∈ E ′ quelconque ; puisque f est surjective, il existe x ∈ E tel que y = f(x).

D’autre part la famille {vi}i∈I est génératrice, donc x est de la forme

x = λ1vα1 + · · ·+ λpvαp ,

d’où : f(x) = λ1f (vα1)+· · ·+λpf
(
vαp

)
.y est donc combinaison linéaire d’éléments de la famille

{f (vi)}i∈I et, puisqu’il est choisi arbitrairement dans E ′, la famille {f (vi)}i∈I est génératrice.

2

Théorème 2.2 Deux espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes, si et seulement si,

ils ont même dimension.

Preuve. En effet, s’il existe un isomorphisme f : E −→ E ′, l’image par f d’une base de

E est une base de E ′, donc E et E ′ ont même dimension. Réciproquement, supposons que

dimE = dimE ′ et soient {e1, . . . , en} , {e′1, . . . , e′n} deux bases respectivement de E et E ′.

Considérons l’application f : E −→ E ′ construite de la manière suivante :

- Pour k = 1, . . . , n on pose : f (ek) = e′k ;

- Si x =
∑n

k=1 xkek on pose : f(x) =
∑n

k=1 xkf (ek) =
∑n

k=1 xke
′
k,

(en d’autres termes, on définit f sur la base de E et on la prolonge par linéarité sur E

tout entier). On vérifie facilement que f est linéaire et bijective (la vérification est laissée en

exercice). 2

Remarque 2.3 Comme on le voit de la démonstration, l’isomorphisme de E sur E ′ dépend

du choix des bases dans E et dans E ′ et en général il n’y a pas d’isomorphisme canonique.

Proposition 2.6 Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f : E −→ F une appligation

linéaire. Alors

a) Pour tout sous-espace vectoriel G de E, on a

f−1(f(G)) = G+ ker(f).

b) f est injective, si et seulement si, pour tout sous-espace vectoriel G de E, on a
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f−1(f(G)) = G.

c) Pour tout sous-espace vectoriel H de F , on a

f
(
f−1(H)

)
= H ∩ Im f.

d) f est surjective, si et seulement si, pour tout sous-espace vectoriel H de F , on a

f
(
f−1(H)

)
= H.

Preuve. a) Soit x ∈ E, alors on a

x ∈ f−1(f(G))⇐⇒ f(x) ∈ f(G)
⇐⇒ ∃a ∈ G : f(x) = f(a)

⇐⇒ ∃a ∈ G : f(x− a) = 0

⇐⇒ ∃a ∈ G : x− a ∈ ker(f)

⇐⇒ ∃a ∈ G,∃b ∈ ker(f) : x = a+ b

⇐⇒ x ∈ G+ ker(f).

b) =⇒) Si on suppose que f est injective, alors ker(f) = {0}, donc, d’après a), pour tout

sous-espace vectoriel G de E,

f−1(f(G)) = G.

⇐=) Si on suppose que pour tout sous-espace vectoriel G de E, on a f−1(f(G)) = G, alors

en particulier, on a

f−1 (f ({0E})) = {0E3} .
Or f ({0E}) = {f (0E)} = {0F}, donc

ker(f) = f−1 ({0F}) = {0E} .

c) ⊂) Soit y ∈ f (f−1(H)). alors il existe x ∈ f−1(H), tel que y = f(x).Comme x ∈ f−1(H),

alors f(x) ∈ H, donc y ∈ H ∩ Im f .

⊃) Soit y ∈ H ∩ Imf , alors on a

y ∈ H ∩ Im f =⇒ y ∈ H et y ∈ Im f

=⇒ y ∈ H et ∃x ∈ E, : y = f(x)

=⇒ x ∈ f−1(H) ar f(x) ∈ H
=⇒ f(x) ∈ f (f−1(H))

=⇒ y ∈ f (f−1(H)) .

d) =⇒) Supposons que f est surjective, alors Im f = F , donc pour tout sous-espace H de E,

on a

f
(
f−1(H)

)
= H ∩ F = H.
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⇐=) Supposons que pour tout sous-espace vectoriel H de F . on a

f
(
f−1(H)

)
= H,

alors en particulier, on aura f (f−1(F )) = F. Or f−1(F ) = E, donc f(E) = F , par suite, f est

surjective. 2

Dans le cas où les espaces E et E ′ sont de dimension finie, les dimensions du noyau et de

l’image de f sont liées par la relation donnée dans le théorème suivant, l’un des plus importants

en Algèbre Linéaire :

Théorème 2.3 (Théorème du rang) Soient E et E ′ deux espaces vectoriels de dimension

finie et f : E −→ E ′ une application linéaire. On a alors :

dimE = rg f + dim(Ker f).

Preuve. Supposons dimE = n, dimKer f = r et montrons que dim(Im f) = n − r. Soit

{w1, . . . , wr} une base de Ker f , et {v1, . . . , vn−r} une famille de vecteurs telle que

{w1, . . . , wr, v1, . . . , vn−r} ,

soit une base de E. Soit B = {f (v1) , . . . , f (vn−r)}. Montrons que B est une base de Im f .

- B engendre Im f . Soit y = f(x) ∈ Im f . Comme x ∈ E, x est de la forme

x = a1w1 + · · ·+ arwr + b1v1 + · · ·+ bn−rvn−r.

On a donc :

y = a1f (w1) + · · ·+ arf (wr) + b1f (v1) + · · ·+ bn−rf (vn−r)

= b1f (v1) + · · ·+ bn−rf (vn−r) ,

ce qui montre que B engendre Im f .

- B est libre. Supposons que λ1f (v1) + · · ·+ λn−rf (vn−r) = 0 ; on aura

f (λ1v1 + · · ·+ λn−rvn−r) = 0,

donc :

λ1v1 + · · ·+ λn−rvn−r ∈ Ker f.

Par conséquent, il existe a1, . . . , ar ∈ k tels que :

λ1v1 + · · ·+ λn−rvn−r = a1w1 + · · ·+ arwr,

c’est-à-dire :

λ1v1 + · · ·+ λn−rvn−r − a1w1 − · · · − arwr = 0.
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Puisque la famille {v1, . . . , vn−r, w1, . . . , wr} est libre, les coefficients de cette combinaison

linéaire sont tous nuls ; en particulier : λ1 = 0, . . . , λn−r = 0, c’est-à-dire B est libre. 2

Pour montrer qu’une application linéaire est bijective, il faut montrer qu’elle est injective et

surjective ; cependant, dans le cas de dimension finie, si la dimension de l’espace de départ et

celle de l’espace d’arrivée sont les mêmes, il suffit de démontrer l’une des deux propriétés - soit

l’injectivité, soit la surjectivité, on donc ce corollaire important.

Corollaire 2.1 Soit f ∈ L (E,E ′) , E, E ′ étant deux espaces vectoriels de même dimension finie

(en particulier, par exemple, si f ∈ End E, avec E de dimension finie). Alors les propriétés

suivantes sont équivalentes :

1. f est injective.

2. f est surjective.

3. f est bijective.

Preuve. Il suffit, bien entendu de montrer que 1 . est équivalent à 2.Comme on l’a vu, f est

injective si et seulement si Ker f = {0}. Puisque dimE = rg f +dim(kerf), f est injective si et

seulement si dimE = rg f , c’est-à-dire dimE = dim(Im f). Or, par hypothèse, dimE = dimE ′,

donc f est injective si et seulement si dim(Im f) = dimE ′. Puisque Im f ⊂ E ′ cela équivaut à

Im f = E ′, c’est-à-dire f surjective. 2

Remarque 2.4 Ce résultat est faux en dimension infinie, un contre-exemple : l’application :

D :
R[x] −→ R[x]
P 7→ P ′,

est surjective et non injective.

Théorème 2.4 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u : E −→ E un endo-

morphisme de E. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

i) E = keru ⊕ Imu.

ii) Imu = Imu2.

iii) keru = keru2.

iv) keru ∩ Imu = {0}.

Preuve. i) =⇒ ii) Supposons que E = keru ⊕ Imu et montrons que Imu = Imu2. Pour

cela, remarquons d’abord que tout u ∈ LK(E), on a Imu2 ⊆ Imu. Donc, il suffit de montrer

que Imu ⊆ Imu2. Pour cela, soit y ∈ Imu, alors il existe x ∈ E, tel que y = u(x). Puisque

E = keru⊕ Imu, alors x = x1 + u (x2), avec x1 ∈ keru, donc y = u2(x), par suite, y ∈ Imu2.
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ii) ⇒ iii) Supposons que Im(u) = Imu2 et montrons que keru = keru2. Pour cela, re-

marquons aussi que tout u ∈ LK(E), on a keru ⊆ keru2. Donc, il suffit de montrer que

keru2 ⊆ keru. D’après le théorème du rang, on a

dim(E) = dim(keru) + dim(Imu) = dim
(
keru2

)
+ dim

(
Imu2

)
.

Puisque Imu = Imu2 alors dim(keru) = dim (keru2), par suite, on aura keru = keru2.

iii) =⇒ iv) Supposons que keru = keru2 et montrons que keru ∩ Imu = {0}. Soit y ∈ E,
alors on a

y ∈ keru ∩ Imu⇔ u(y) = 0 et ∃x ∈ E : y = u(x)

⇒ u2(x) = u(y) = 0 ⇒ x ∈ keru2

⇒ x ∈ keru ⇒ u(x) = 0 ⇒ y = 0.

iv)⇒ i) Trivial, car on sait que

E = keru⊕ Imu⇔


dim(keru) + dim(Imu) = dim(E)

et

keru ∩ Imu = {0}.

2
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2.3 Exercices corrigés

Exercice 1.

On considère l’application f : R4 → R3 définie pour tout u = (x, y, z, t) ∈ R4 par :

f(x, y, z, t) = (x+ y, z + t, x+ y + z + t).

1. Prouver que f est une application linéaire.

2. Donner une base de ker(f).

3. Donner une base de Im(f).

Solution. 1. Soient u = (x, y, z, t) et u′ = (x′, y′, z′, t′) deux vecteurs de R4. Soient λ et λ′

deux réels.

λu+ λ′u′ = λ(x, y, z, t) + λ′ (x′, y′, z′, t′) = (λx+ λ′x′, λy + λ′y′, λz + λ′z′, λt+ λ′t′)

donc

f (λu+ λ′u′) = f (λx+ λ′x′, λy + λ′y′, λz + λ′z′, λt+ λ′t′)

= (λx+ λ′x′) + (λy + λ′y′) , (λz + λ′z′) + (λt+ λ′t′) , (λx+ λ′x′) + (λy + λ′y′)

+ (λz + λ′z′) + (λt+ λ′t′)

= (λ(x+ y) + λ′ (x′ + y′) , λ(z + t) + λ′ (z′ + t′) , λ(x+ y + z + t)

+λ′ (x′ + y′ + z′ + t′)

= λ(x+ y, z + t, x+ y + z + t) + λ′ (x′ + y′, z′ + t′, x′ + y′ + z′ + t′)

= λf(u) + λf (u′) .

f est linéaire.

On a :
u ∈ ker(f)⇔ f(u) = 0R3

⇔ (x+ y, z + t, x+ y + z + t) = (0, 0, 0, 0)

⇔


x+ y = 0

z + t = 0

x+ y + z + t = 0

⇔
{
y = −x
t = −z ⇔ u = (x,−x, z,−z) = x(1,−1, 0, 0) + z(0, 0, 1,−1) .

On pose a = (1,−1, 0, 0) et b = (0, 0, 1,−1), a et b engendrent ker(f), d’autre part ces vecteurs

ne sont pas proportionnels, ils forment donc une famille libre, finalement (a, b) est une base de

ker (f).

3. On a :

Im(f) = Vect (f (e1) , f (e2) , f (e3) , f (e4))

f (e1) = (1, 0, 1); f (e2) = (1, 0, 1); f (e3) = (0, 1, 1); f (e4) = (0, 1, 1).
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Comme f (e1) = f (e2) et f (e3) = f (e4)

Im(f) = Vect (f (e1) , f (e3)) ,

f (e1) et f (e3) ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre, comme cette famille

est génératrice de Im(f), c’est une base de Im(f). 2

Exercice 2.

On considère l’application u : R3 → R3 définie par :

u (x1, x2, x3) = (−2x1 + 4x2 + 4x3,−x1 + x3,−2x1 + 4x2 + 4x3) .

1. Prouver que u est linéaire.

2. Donner une base de ker(u) et une base de Im(u).

3. A-t-on ker(u)⊕ Im(u) = R3 ?

Solution. 1. Soient x = (x1, x2, x3) et y = (y1, y2, y3) deux vecteurs de R3. Soient λ et µ deux

réels.

λx+ µy = (λx1 + µy1, λx2 + µy2, λx3 + µy3)

u(λx+ µy) = (−2 (λx1 + µy1) + 4 (λx2 + µy2) + 4 (λx3 + µy3) ,− (λx1 + µy1)

+λx3 + µy3,−2 (λx1 + µy1) + 4 (λx2 + µy2) + 4 (λx3 + µy3))

= (λ [−2x1 + 4x2 + 4x3] + µ [−2y1 + 4y2 + y3] , λ [−x1 + x3]

+µ [−y1 + y3] , λ [−2x1 + 4x2 + 4x3] + µ [−2y1 + 4y2 + y3])

= λ (−2x1 + 4x2 + 4x3,−x1 + x3,−2x1 + 4x2 + 4x3)

+µ (−2y1 + 4y2 + 4y3,−y1 + y3,−2y1 + 4y2 + 4y3) = λu(x) + µu(y).

Donc u est linéaire.

2. Soit x = (x1, x2, x3) ∈ ker(u) et X =

 x1

x2

x3

 ses coordonnées dans la base canonique.

x ∈ ker(u)⇔


−2x1 + 4x2 + 4x3 = 0

−x1 + x3 = 0

−2x1 + 4x2 + 4x3 = 0

⇔
{
−x1 + 2x2 + 2x3 = 0

x1 = x3

⇔
{

2x2 + x3 = 0

x1 = x3
⇔
{
x2 = −1

2
x3

x1 = x3

x =

(
x3,−

1

2
x3, x3

)
=
x3
2
(2,−1, 2).

a = (2,−1, 2) = 2e1 − e2 + 2e3 est un vecteur non nul qui engendre ker (u), c’est une base de

ker (u).

Im(u) = Vect (u (e1) , u (e2) , u (e3)) .
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D’après le théorème du rang,

dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim
(
R3
)

⇔ 1 + dim(Im(u)) = 3⇔ dim(Im(u)) = 2,

u (e1) = −2e1−e2−2e3 = (−2,−1,−2) et u (e2) = 4e1+4e3 = (4, 0, 4), ces deux vecteurs ne sont

pas proportionnels, ils forment une famille libre de Im(u) qui est de dimension 2, (u (e1) , u (e2))

est une base de Im(u).

3. ker(u)⊕ Im(u) = R3 ⇔ (a, u (e1) , u (e2)) est une base de R3. Il est presque évident que

u (e1) + u (e3) = a.

Sinon on calcule αa+ βu (e1) + γu (e3) = 0R3 et on s’aperçoit que α = 1, β = −1 et γ = −1 est

une solution non nulle.

(a, u (e1) , u (e2)) n’est pas une base, donc on n’a pas ker(u)⊕ Im(u) = R3. 2

Exercice 3.

Soit β = (e1, e2, e3) la base canonique de R3

On considère u l’endomorphisme de R3 défini par :

u (e1) = 2e1 + e2 + 3e3; u (e2) = e2 − 3e3; u (e3) = −2e2 + 2e3.

1. Soit x = (x1, x2, x3) ∈ R3 un vecteur. Donner l’image par u du vecteur x. (déterminer u(x)

).

2. On considère E = {x ∈ R3, u(x) = 2x} et F = {x ∈ R3, u(x) = −x}
Prouver que E et F sont des sous-espaces vectoriels de R3.

3. Donner une base de E et une base de F .

4. Y a-t-il E ⊕ F = R3 ?

Solution. 1. On a :

u(x) = ux1e1 + x2e2 + x3e3 = x1u (e1) + x2u (e2) + x3u (e3)

= x1 (2e1 + e2 + 3e3) + x2 (e2 − 3e3) + x3 (−2e2 + 2e3)

= 2x1e1 + (x1 + x2 − 2x3) e2 + (3x1 − 3x2 + 2x3) e3

= (2x1, x1 + x2 − 2x3, 3x1 − 3x2 + 2x3) .

2. f (0R3) = 0R3 = 2× 0R3 ⇒ 0R3 ∈ E.
Soient x et y deux vecteurs de E, alors u(x) = 2x et u(y) = 2y.

Soient λ et µ deux réels

u(λx+ µy) = λu(x) + µu(y) = λ(2x) + µ(2y) = 2(λx+ µy).

Donc λx+ µy ∈ E et E est un sous-espace-vectoriel de R3

f (0R3) = 0R3 = −0R3 ⇒ 0R3 ∈ F.
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Soient x et y deux vecteurs de F , alors u(x) = −x et u(y) = −y.
Soient λ et µ deux réels

u(λx+ µy) = λu(x) + µu(y) = λ(−x) + µ(−y) = −(λx+ µy).

Donc λx+ µy ∈ F et F est un sous-espace-vectoriel de R3.

3. On a :

x ∈ E ⇔ u(x) = 2x⇔ (2x1, x1 + x2 − 2x3, 3x1 − 3x2 + 2x3) = 2 (x1, x2, x3)

⇔


2x1 = 2x1

x1 + x2 − 2x3 = 2x2

3x1 − 3x2 + 2x3 = 2x3

⇔
{

x1 − x2 − 2x3 = 0

3x1 − 3x2 = 0
⇔
{
x1 = x2

x3 = 0.

Donc x = (x1, x1, x3) = x1(1, 1, 0) = x1 (e1 + e2) .

e1 + e2 ̸= 0R3 , il s’agit d’une base de E.

x ∈ F ⇔ u(x) = −x⇔ (2x1, 3x1 − x2, 3x1 − 3x2 + 2x3) = − (x1, x2, x3)

⇔


2x1 = −x1
x1 + x2 − 2x3 = −x2
3x1 − 3x2 + 2x3 = −x3

⇔


3x1 = 0

x1 + 2x2 − 2x3 = 0

3x1 − 3x2 + 3x3 = 0

⇔
{
x1 = 0

x2 = x3.

Donc x = (0, x3, x3) = x3(0, 1, 1) = x3 (e2 + e3) .

e2 + e3 ̸= 0R3 , il s’agit d’une base de F .

4.

dim(E) + dim(F ) = 1 + 1 = 2.

Donc il n’y a pas somme directe.

2

Exercice 4.

Soit (e1, e2, e3) la base canonique de R3

On considère l’application linéaire f : R3 → R3 défini par :

f (e1) = −1

3
e1 +

2

3
e2 +

2

3
e3 =

1

3
(−e1 + 2e2 + 2e3) ,

f (e2) =
2

3
e1 −

1

3
e2 +

2

3
e3 =

1

3
(2e1 − e2 + 2e3) et

f (e3) =
2

3
e1 +

2

3
e2 −

1

3
e3 =

1

3
(2e1 + 2e2 − e3) .

Soient E−1 =
{
u ∈ R3 | f(u) = −u

}
et E1 =

{
u ∈ R3 | f(u) = u

}
.

1. Prouver que E−1 et E1 sont des sous-espaces vectoriels de R3.

2. Prouver que e1 − e2 et e1 − e3 ∈ E−1 et que e1 + e2 + e3 ∈ E1.

3. En déduire les dimensions de E−1 et de E1 ?

4. Donner E−1 ∩ E1.
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5. A-t-on E−1 ⊕ E1 = R3 ?

6. déterminer f 2 = f ◦ f et en déduire que f est bijective et donner f−1.

Solution. 1. Soient u, u′ deux vecteurs de E−1, alors f(u) = −u et f (u′) = −u′. Soient λ, λ′
deux réels.

f (λu+ λ′u′) = λf(u) + λ′f (u′) = λ(−u) + λ (−u′) = − (λu+ λ′u′) .

La première égalité car f est linéaire, la seconde car u et u′ sont dans E−1.

La troisième montre que λu+ λ′u′ ∈ E−1

f (0R3) = 0R3 = −0R3 .

La première égalité car l’image du vecteur nul par une application linéaire est toujours le vecteur

nul, la seconde égalité montre que 0R3 ∈ E−1.

E−1 est un sous-espace vectoriel de R3.

Soient u, u′ deux vecteurs de E1, alors f(u) = u et f (u′) = u′. Soient λ, λ′ deux réels.

f (λu+ λ′u′) = λf(u) + λ′f (u′) = λu+ λ′u′.

La première égalité car f est linéaire, la seconde car u et u′ sont dans E1.

La seconde montre que λu+ λ′u′ ∈ E1

f (0R3) = 0R3 .

La première égalité car l’image du vecteur nul par une application linéaire est toujours le vecteur

nul, cela montre aussi que 0R3 ∈ E1.

E1 est un sous-espace vectoriel de R3.

2. On a :

f (e1 − e2) = f (e1)− f (e2)

= −1

3
e1 +

2

3
e2 +

2

3
e3 −

(
2

3
e1 −

1

3
e2 +

2

3
e3

)
= −e1 + e2 = − (e1 − e2) .

Donc e1 − e2 ∈ E−1.

f (e1 − e3) = f (e1)− f (e3)

= −1

3
e1 +

2

3
e2 +

2

3
e3 −

(
2

3
e1 +

2

3
e2 −

1

3
e3

)
= −e1 + e3 = − (e1 − e3) .

Donc e1 − e3 ∈ E−1.

f (e1 + e2 + e3) = f (e1) + f (e2) + f (e3)

= −1

3
e1 +

2

3
e2 +

2

3
e3 +

2

3
e1 −

1

3
e2 +

2

3
e3 +

2

3
e1 +

2

3
e2 −

1

3
e3

= e1 + e2 + e3.
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Donc e1 + e2 + e3 ∈ E1.

3. Les vecteurs e1 − e2 et e1 − e3 ne sont pas proportionnels, ils forment une famille de E−1,

donc la dimension de E1 est supérieur ou égal à 2.

E1 a un vecteur non nul, donc sa dimension est supérieur ou égal à 1 .

4. Soit u ∈ E−1 ∩E1, f(u) = −u et f(u) = u donc −u = u, ce qui signifie que le seul vecteur

de E−1∩ E1 est le vecteur nul.

E−1 ∩ E1 = {0R3} .
5. On a :

dim (E−1 + E1) = dim (E−1) + dim (E1)− dim (E−1 ∩ E1)

= dim (E−1) + dim (E1) ≥ 2 + 1 = 3.

Comme

E−1 + E1 ⊂ R3.

On a

dim (E−1 + E1) ≤ 3.

Finalement

dim (E−1 + E1) = 3.

Remarque : cela entraine que dim (E−1) = 2 et dim (E1) = 1

L’intersection de ces sous-espaces vectoriels étant réduit au vecteur nul on a

E−1 ⊕ E1 = R3.

6. On peut calculer f 2 (e1) , f
2 (e2) et f

2 (e3) pour s’apercevoir que ces vecteurs valent respec-

tivement e1, e2 et e3. Mais c’est long.

Autre méthode

D’après la question précédente (e1 − e2, e1 − e3, e1 + e2 + e3) est une base de R3.

(Une base de E−1 collée à une base de E1 donne une base de R3 si et seulement si E−1⊕E1 =

R3 ). Tous les vecteurs de R3 s’écrive de manière unique comme une combinaison linéaire de

ces trois vecteurs, il suffit de montrer que f 2 (e1 − e2) = e1 − e2, f 2 (e1 − e3) = e1 − e3 et que

f 2 (e1 + e2 + e3) = e1 + e2 + e3
Là, j’ai fait long, en fait il suffit de montrer les égalités ci-dessous

f 2 (e1 − e2) = f (f (e1 − e2)) = f (− (e1 − e2))
= −f (e1 − e2) = − (− (e1 − e2)) = e1 − e2.

Car e1 − e2 ∈ E−1.

f 2 (e1 − e3) = f (f (e1 − e3)) = f (− (e1 − e3))
= −f (e1 − e3) = − (− (e1 − e3)) = e1 − e3.
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Exercices corrigés Chapitre 2. Applications linéaires

Car e1 − e3 ∈ E−1.

f 2 (e1 + e2 + e3) = f (f (e1 + e2 + e3))

= f (e1 + e2 + e3) = e1 + e2 + e3.

Car e1 + e2 + e3 ∈ E1.

Par conséquent f 2 = idR3 .

Cela montre que f−1 = f et que f est bijective. 2

Exercice 5.

Soit β = (e1, e2) la base canonique de R2. On considère u l’endomorphisme de R2 tel que

u (e1) = e1 + e2 où dim(ker(u)) = 1.

1. Donner u (e2) en fonction d’un paramètre a ∈ R.
2. Donner l’image d’un vecteur x = (x1, x2) ∈ R en fonction de a.

3. Donner une base du noyau de ker(u).

Solution. 1. D’après le théorème du rang

dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim
(
R2
)

⇔ dim(Im(u)) = 2− 1 = 1.

Donc u (e1) et u (e2) sont proportionnels et alors

u (e2) = au (e1) = ae1 + ae2.

2.

u(x) = u (x1e1 + x2e2) = x1u (e1) + x2u (e2)

= x1 (e1 + e2) + a (x1e1 + x2e2) = (x1 + ax2) e1 + (x2 + ax2) e2

= (x1 + ax2, x2 + ax2) .

3.

u (e2) = au (e1)⇔ u (e2)− au (e1) = 0R2

⇔ u (e2 − ae1) = 0R2 .

e2 − ae1 est un vecteur non nul de ker(u) et ker(u) est une droite, donc il s’agit d’une base de

ker(u). 2

Exercice 6 .

On considère f : R4 → R l’application définie pour tout x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 par

f(x) = x1 + x2 + x3 + x4.
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Où β = (e1, e2, e3, e4) signifie la base canonique de R4.

1. Déterminer les images des vecteurs de la base canonique par f . En déduire dim(Im(f)).

2. Calculer dim(ker(f)) et en donner une base de ker(f).

Solution. 1. On a :

f (e1) = f (e2) = f (e3) = f (e4) = 1.

Donc

Im(f) = {1} et dim(im(f)) = 1.

2. D’après le théorème du rang

dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim (R4)⇔ dim(ker(f)) = 3,

x = (x1, x2, x3, x4) ∈ ker(f)⇔ x = (−x2 − x3 − x4, x2, x3, x4)
= x2(−1, 1, 0, 0) + x3(−1, 0, 1, 0) + x4(−1, 0, 0, 1).

On pose a = (−1, 1, 0, 0), b = (−1, 0, 1, 0) et c = (−1, 0, 0, 1).
(a, b, c) est une famille génératrice de ker(f) avec trois vecteurs et dim(ker(f)) = 3 donc

(a, b, c) est une base de ker(f). 2

Exercice 7.

On cosidère u une endomorphisme de E, où E étant un espace vectoriel de dimension n

avec n pair. Prouver que les deux assertions suivantes sont équivalentes (a) u2 = OE et

n = 2dim(Im(u)) (b) Im(u) = ker(u).

Solution. On Suppose (a)

Si y ∈ Im(u) alors il existe x ∈ Ey = u(x) alors u(y) = u2(x) = 0E alors y ∈ Ker(u).

Donc Im(u) ⊂ ker(u).

D’après le théorème du rang

dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(E)

⇔ dim(ker(u)) +
n

2
= n

⇔ dim(ker(u)) =
n

2
.

Im(u) ⊂ ker(u) et ces deux espaces ont la même dimension, donc ils sont égaux.

Supposons (b),

d’après le théorème du rang

dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dimE ⇔ 2 dim(Im(u)) = n⇔ 2 rg(u) = n.

Pour tout x ∈ E, u(x) ∈ Im(u) donc u(x) ∈ ker(u) donc u(u(x)) = 0E donc u2 = OE.

2

Exercice 8.

Soit u : E → E une application linéaire et λ un réel.
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1. On cosidère Eλ = ker (u− λidE). Calculer u(x) pour x ∈ Eλ : Prouver que est un sous-

espace vectoriel de E.

2. On cosidère F ⊂ E un sous-espace vectoriel de E, Prouver que u(F ) est un sous-espace

vectoriel de E.

3. Si λ ̸= 0, Prouver que u (Eλ) = Eλ.

Solution. 1. (u− λidE) (x) = 0E ⇔ u(x)− λx = 0E ⇔ u(x) = λx

u (0E) = 0E = λ× 0E ⇒ 0E ∈ Eλ.

Soient x1 et x2 deux vecteurs de Eλ, on a u (x1) = λx2 et u (x2) = λx2.

Soient α1 et α2 deux réels,

u (α1x1 + α2x2) = α1u (x1) + α2u (x2)

= α1λx1 + α2λx2 = λ (α1x1 + α2x2) .

Donc α1x1 + α2x2 ∈ Eλ.

Eλ est un sous-espace vectoriel de E.

2. F est un sous-espace vectoriel de E donc 0E ∈ F par conséquent u (0E) = 0E ∈ u(F ).
Pour tout x1 et x2 dans F . Pour tout α1 et α2 réels. On a α1x1 + α2x2 ∈ F.
Soient y1 et y2 dans u(F ), il existe x1 et x2 dans F tels que y1 = u (x1) et y2 = u (x2) .

Alors

α1y1 + α2y2 = α1u (x1) + α2u (x2) = u (α1x1 + α2x2) .

Car u est linéaire, donc

α1y1 + α2y2 = u (α1x1 + α2x2) ∈ u(F ).

Car α1x1 + α2x2 ∈ F .
Par conséquent u(F ) est un sous-espace vectoriel de E.

3. Si x ∈ Eλ alors x = 1
λ
u(x) = u

(
1
λ
x
)
∈ u (Eλ) donc Eλ ⊂ u (Eλ) .

Si y ∈ u (Eλ) il existe x ∈ Eλ tel que y = u(x) donc y = λx ∈ Eλ, ce qui montre que

u (Eλ) ⊂ Eλ Finalement

u (Eλ) = Eλ.

2

Exercice 9.

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension respectives n et p. On cosidère u : E → F

une application linéaire

1. Prouver que si n < p alors u n’est pas surjective.

2. Prouver que si n > p alors u n’est pas injective.
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Solution. 1. Supposons que u soit surjective, alors Im(u) = F par conséquent dim(Im(u)) = p

et d’après le théorème du rang

dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(E)

⇔ dim(ker(u)) + p = n

⇔ dim(ker(u)) = n− p < 0.

Ce qui n’est pas possible, donc u n’est pas surjective.

2. Supposons que u soit injective, alors ker(u) = {0E} par conséquent dim(ker(u)) = 0 et

d’après le théorème du rang, comme Im(u) ⊂ F entraine que dim(Im(u)) < p

dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(E)

⇔ dim(Im(u)) = n

⇔ n = dim(Im(u)) < p.

Ce qui n’est pas possible, donc u n’est pas injective. 2

——————————————
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CHAPITRE 3

MATRICES

Dans le cas où Lk (E,E
′) est de dimension finie, disons de dimension r, moyennant le

choix d’une base on peut associer à toute application linéaire f un r-uplet d’éléments de k, les
composantes de f . Pour des raisons que nous verrons par la suite, ces composantes sont rangées

non pas sur une ligne mais sur un tableau ayant un certain nombre de lignes et de colonnes,

que l’on appelle matrice associée à l’application linéaire f .

Les notions abordées dans ce chapitre sont :

— Matrices associées aux applications linéaires.

— Produit de deux matrices.

— Matrice de l’inverse d’une application.

— Calcul de l’inverse d’une matrice.

— Changement de base.

— Rang d’une matrice.

——————————————
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Chapitre 3. Matrices

Definition 3.1 On appelle matrice de type (p, n) à cœefficients dans k un tableau A de pn

éléments de k rangés sur p lignes et n colonnes :

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

ap1 ap2 . . . apn

 ou, enabrégé : A = (aik) , ou aussi : A = ∥aik∥ .

L’ensemble des matrices à p lignes et n colonnes est notéMp,n(k). Si n = p,Mn,n(k) est noté :

Mn(k).

Exemple 3.1 (
1 3 −1
0 1 2

)
∈M2,3(R)

 1 2− i 3 + i

0 1 + i i

−i 2 1

 ∈M3(C).

Remarquons que dans la notation que nous venons d’adopter, aik désigne l’élément de la

i-ème ligne et de la k-ème colonne.

Une autre notation que nous emploierons aussi dans la suite, est la ≪notation par colonnes≫ :

A = ∥c1, . . . , cn∥ , où ck =


a1k

a2k
...

apk

 est la kème colonne .

Sur l’ensembleMp,n(k) on définit les lois :

- Addition : si A = (aik) , B = (bik), on note C = A+B la matrice (cik) telle que :

cik = aik + bik, ∀i, k.

- Produit par un scalaire : si A = (aik) et λ ∈ k on note λA la matrice (λaik) c’est-à-dire la

matrice obtenue en multipliant tous les éléments par λ.

Exemple 3.2 (
2 −1 0 3

1 2 1 −1

)
+

(
1 2 0 4

3 1 −1 2

)
=

(
3 1 0 7

4 3 0 1

)

5

(
2 −1 0 3

1 2 1 −1

)
=

(
10 −5 0 15

5 10 5 −5

)
.

Il est facile de voir que, muni de ces lois, Mp,n(k) est un espace vectoriel sur k. L’élément

neutre est la matrice dont tous les éléments sont nuls, dite matrice nulle, notée 0 . L’opposée

de la matrice (aik) est la matrice (−aik).
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Matrices d’un application linéaire Chapitre 3. Matrices

Proposition 3.1 On a :

dim
k
Mp,n(k) = pn.

Preuve. On vérifie facilement que les pn matrices, dites matrices élémentaires

E11 =


1 0 · · · 0

0 · · · · · · 0
...

...

0 · · · · · · 0

 , . . . , Eik =



0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

0 · · · 1 · · · 0
...

...
...

0 · · · 0 · · · 0


← ième ligne, . . .

Epn =


0 · · · 0

0 · · · · · · 0
...

...

0 · · · · · · 1

 ,

forment une base deMp,n(k) dite base canonique. 2

3.1 Matrices d’un application linéaire

Considérons E et E ′ deux espaces vectoriels sur k, de dimension n et p respectivement, et f :

E −→ E ′ une application linéaire. On choisit une base {e1, . . . , en} de E et une base {ε1, . . . , εp}
de E ′. Les images des vecteurs e1, . . . , en par f se décomposent dans la base {ε1, . . . , εp} comme

suit :
f (e1) = a11ε1 + a21ε2 + · · ·+ ap1εp

f (e2) = a12ε1 + a22ε2 + · · ·+ ap2εp

.........................

f (en) = a1nε1 + a2nε2 + · · ·+ apnεp.

Definition 3.2 On note parM(f)ei,εj , la matrice de f dans les bases {e1, . . . , en} , {ε1, . . . , εp} ,
appartenant à Mp,n(k) dont les colonnes sont les composantes des vecteurs f (e1) , . . . , f (en)

dans la base {ε1, . . . , εp} :

M(f)ei,εj =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...

ap1 ap2 . . . apn

 .

On utilisera aussi la notation : ∥f (e1) , . . . , f (en)∥εj .
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Matrices d’un application linéaire Chapitre 3. Matrices

S’il n’y a pas d’ambiguité possible, on écrira aussi M(f) au lieu de M(f)ei,εj , il est clair que

la matrice associée à f dépend du choix des bases de E et E ′.

Dans le cas où f est un endomorphisme, on peut choisir la même base dans E considéré

comme espace de départ et d’arrivée. Dans ce cas, on notera M(f)ei au lieu de M(f)ei,ej .

Proposition 3.2 Soient E et E ′ deux espaces vectoriels sur k de dimension n et p respective-

ment, {ei} et {εj} des bases de E et E ′. Alors l’application :

M : LK (E,E ′) −→ Mp,n(K)

f 7−→ M(f)ei,εj ,

est un isomorphisme d’espaces vectoriels c’est-à-dire :{
M(f + g) =M(f) +M(g)

M(λf) = λM(f),

et M est bijective.

En particulier : dimk L (E,E ′) = np.

Preuve. On a en effet :

M(f + g)ei,εj = ∥(f + g) (e1) , . . . , (f + g) (en)∥εj
= ∥f (e1) + g (e1) , . . . , f (en) + g (en)∥εj
= ∥f (e1) , . . . , f (en)∥εj + ∥g (e1) , . . . , g (en)∥εj .

d’après la définition de l’addition des matrices, c’est-à-dire :

M(f + g)ei,εj =M(f)ei,εj +M(g)ei,εj .

De même, si λ ∈ k :

M(λf)ei,εj = ∥(λf) (e1) , . . . , (λf)en∥εj
= ∥λf (e1) , . . . , λf (en)∥ej = λ ∥f (e1) , . . . , f (en)∥εj .

Donc M est linéaire.

D’autre part M est surjective. Soient, en effet :

A =


a11 · · · a1n

a21 · · · a2n
...

...

ap1 · · · apn

 ∈Mpn(K),

et f ∈ L(E,F ) définie de la manière suivante. On pose d’abord :

f (e1) = a11ε1 + a21ε2 + · · ·+ ap1εp

.........................

f (en) = a1nε1 + a2nε2 + · · ·+ apnεp.
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Matrices d’un application linéaire Chapitre 3. Matrices

On prolonge, ensuite, f par linéarité sur E, c’est-à-dire, si :

x = λ1e1 + · · ·+ λnen ∈ E,

on pose :

f(x) = λ1f (e1) + · · ·+ λnf (en) .

Il est facile de vérifier que f est linéaire et que A = M(f)ei,εj . Enfin M est injective. Soit en

effet f ∈ KerM :

M(f) =


0 · · · 0

0 · · · 0
...

...

0 · · · 0

 .

Ceci signifie que f (e1) = 0, . . . , f (en) = 0. Donc, si x = λ1e1 + · · · + λnen ∈ E, on aura

f(x) = λ1f (e1) + · · · + λnf (en) = 0, c’est-à-dire f = 0. D’après la proposition 2.4, f est

injective. 2

Exemple 3.3 Soit E de dimension n et :

idE : E −→ E

x 7→ x.

Considérons une base {ei} . On a : idE (ei) = ei. Donc :

M
(
id
E

)
ei

=


1 0 . . . 0

0 1 0
...

... 0
. . . 0

0 . . . 0 1

 (1 est l’élément unité de k).

Cette matrice est notée In ou simplement I et est appelée matrice unité deMn(k).

Exemple 3.4 Soit {ϵ1, ϵ2} la base canonique de R2 et {e1, e2, e3} la base canonique de R3. On

considère l’application linéaire :

f : R3 → R2

(x, y, z) 7→ (x− y, z − y) .

On a
f(e1) = f(1, 0, 0) = (1, 0) = ϵ1

f(e2) = f(0, 1, 0) = (−1,−1) = −ϵ1 − ϵ2
f(e3) = f(0, 0, 1) = (0, 1) = ϵ2,

donc

M(f)ei,εj =

(
1 −1 0

0 −1 1

)
.
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Exemple 3.5 On considère l’application

w : Rn → R
(x1, ..., xn) 7→ a1x1 + ...+ anxn.

En munissant Rn de la base canonique {e1, ..., en} et R de la base canonique {1}, on a :

f(e1) = f(1, ..., 0) = a1 = a1ϵ1

f(e2) = f(0, 1, ..., 0) = a2 = a2ϵ2

...........

f(en) = f(0, 0, ..., 1) = an = anϵn.

Alors

M(w)ei,εj = (a1, ..., an) .

3.2 Produit de deux matrices

Au paragraphe précédent, nous avons défini sur les matrices les opérations d’addition et

de produit par un scalaire. En vertu de la proposition 3.2, ces opérations correspondent aux

opérations analogues sur les applications linéaires, c’est-à-dire on a :

M(f + g) =M(f) +M(g)

M(λf) = λM(f).

Nous allons maintenant définir une nouvelle opération, le produit de matrices. Comme nous

le verrons (cf. proposition 3.5), elle correspond à la composition des applications, en ce sens

que :

M(f ◦ g) =M(f) ·M(g).

Tout d’abord, remarquons que la composition des applications ne peut se faire pour tout

couple d’applications, mais uniquement si l’espace d’arrivée de g est inclus dans l’espace de

départ de f . Cette situation va se retrouver sur les matrices : le produit ne peut s’effectuer

qu’entre matrices d’un certain type.

Definition 3.3 On appelle produit de matrices l’application :

Mp,n(K)×Mn,q(K) −→ Mp,q(K)

(aji) , (bmk) 7−→ (cjk) ,

où :

cjk = aj1b1k + aj2b2k + ...+ ajnbnk.
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En d’autres termes, l’élément cjk de la jème ligne et kème colonne du produit C = AB est la

somme des produits des éléments de la jéme ligne de A par les éléments de même rang de la

kème colonne de B. Brièvement, on dit que le produit de deux matrices s’effectue ≪lignes par

colonnes≫. Voici le schéma de cette définition.

Remarque 3.1 Le produit AB ne peut s’effectuer que si le nombre des colonnes de A est égal

au nombre des lignes de B.

Exemple 3.6 Soit

A =

(
2 −1 1

1 0 2

)
, B =

 2 0 1 0

1 1 2 2

1 2 1 0

 .

On a :

×

 2 0 1 0

1 1 2 2

1 2 1 0


︸ ︷︷ ︸

B(
2 −1 1

1 0 2

)
︸ ︷︷ ︸

A

=

(
4 1 1 −2
4 4 3 0

)
︸ ︷︷ ︸

C=AB

Exemple 3.7 Soit

A =

 2 3

4 1

0 2

 et B =

(
1

3

)
.
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On a :

×
(

1

3

)
︸ ︷︷ ︸

B 2 3

4 1

0 2


︸ ︷︷ ︸

A

=

 11

7

6


︸ ︷︷ ︸

AB

Les remarques suivantes sont importantes :

Remarque 3.2 1. On peut avoir AB = 0 sans que A ou B soient nulles.

2. AB = AC avec A ̸= 0 n’implique pas nécessairement B = C (c’est-à-dire, en général on

ne peut pas ”simplifier” par A, même si A ̸= 0).

3. En général on a AB ̸= BA (c’est-à-dire : la multiplication entre matrices n’est pas com-

mutative).

Exemple 3.8 Soient

A =

(
0 0

1 0

)
, B =

(
0 0

0 1

)
et C =

(
0 0

1 1

)
.

En effectuant les produits, on trouve :

AB =

(
0 0

0 0

)
(ce qui montre 1.)

BA =

(
0 0

1 0

)
donc BA ̸= AB( ce qui montre 3.)

et AB = AC (ce qui montre 2. puisque on a B ̸= C ).

Proposition 3.3 La multiplication est associative, c’est-à-dire :

A(BC) = (AB)C, (∀A ∈Mp,n,∀B ∈Mn,q,∀C ∈Mq,m) .

La multiplication est distributive à gauche et à droite par rapport à l’addition, c’estȧ-dire :

A(B + C) = AB + AC, (A+D)B = AB +DB, (∀A,D ∈Mp,n,∀B,C ∈Mn,q) .

Preuve. Laissée comme exercice. 2

Remarquons enfin que la multiplication est une loi interne sur l’ensembleMn(K) des matrices

carrées d’ordre n, c’est-à-dire elle est une application :

Mn(K)×Mn(K) −→Mn(K).

On vérifie immédiatement que la matrice In est l’élément neutre de la multiplication, c’est-

à-dire : ∀A ∈Mn(K) : InA = AIn = A.
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Matrice d’un vecteur Chapitre 3. Matrices

3.3 Matrice d’un vecteur

Definition 3.4 Soit E un espace vectoriel de dimension n, {e1, . . . , en} une base de E et x =

x1e1+ · · ·+xnen un vecteur de E. On appelle matrice de x dans la base {ei} la matrice colonne

des composantes de x dans la base {ei} :

M(x)ei =

 x1
...

xn

 .

(notée aussi M(x) ).

Remarque 3.3 Cette définition est cohérente avec la définition de matrice associée à une

application linéaire. En effet, on peut identifier tout vecteur de E à une application linéaire de

K dans E : à tout x de E on associe l’application linéaire.

Si l’on écrit la matrice de f dans la base ε = 1 de K et {ei} de E, on a :

f(ε) = x = x1e1 + · · ·+ xnen,

donc :

M(f)ε,ei =

 x1
...

xn

 .

f : k −→ E

λ 7−→ λx.

Proposition 3.4 Soient E,F deux espaces vectoriels sur K, {e1, . . . , en} et {ε1, . . . , εp} deux

bases de E et F respectivement. Pour toute application f ∈ LK(E,F ) et pour tout x ∈ E, on
a :

M(f(x))εj =M(f)ei,εjM(x)ei ,

ou plus brièvement :

M(f(x)) =M(f)M(x).

Preuve. Soit

M(f)ei,εj =

 a11 . . . a1n
...

...

ap1 . . . apn

 ,
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ce qui veut dire que : f (ej) = a1jε1 + · · ·+ apjεp =
∑p

k=1 akjεk. On a :

f(x) = f (x1e1 + · · ·+ xnen) =
n∑

j=1

xjf (ej)

=
n∑

j=1

xj

p∑
k=1

akjεk =

p∑
k=1

(
n∑

j=1

akjxj

)
︸ ︷︷ ︸

yk

εk

=

p∑
k=1

ykεk.

Donc :

M(f(x))εj =

 y1
...

yp

 ,

avec

yk =
n∑

j=1

akjxj.

D’autre part :

M(f)ei,εj ·M(x)ei =

 a11 . . . a1n
...

...

ap1 . . . apn


 x1

...

xn



=


∑n

j=1 a1jxj
...∑n

j=1 apjxj

 =

 y1
...

yp

 ,

donc :

M(f)ei,εj ·M(x)ei =M(f(x))εj .

2

Exemple 3.9 Soit le plan R2 rapporté à sa base canonique. Déterminer l’image du vecteur

x = (3, 2) par la rotation de centre O et d’angle π/6.

On a :

M(f(x)) =M(f) ·M(x) =

(
cosπ/6 − sin π/6

sin π/6 cos π/6

)(
3

2

)

=

( √
3
2
−1

2
1
2

√
3
2

)(
3

2

)
=

(
3
√
3−2
2

3+2
√
3

2

)
.
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3.4 Produits de matrices

Proposition 3.5 Soient E,F,G trois espaces vectoriels de dimension finie sur K, {e1, . . . , en}
{ε1, . . . , εp} , {η1, . . . , ηq} des bases de E,F et G respectivement. Si g ∈ L(E,F ) et f ∈ L(F,G)
( c’est-à-dire : E

g−→ F
f−→ G), on a :

M(f ◦ g)ei,ηk =M(f)εj ,ηkM(g)ei,εj ,

ou, plus brièvement :

M(f ◦ g) =M(f)M(g).

Preuve. Soit x ∈ E arbitraire. En utilisant le résultat de la proposition 3.4, on a :

M(f ◦ g)M(x) =M((f ◦ g)(x)) =M(f(g(x))) =M(f)M(g(x)) =M(f)M(g)M(x),

d’où, puisque x est arbitraire :

M(f ◦ g) =M(f)M(g).

2

Exemple 3.10 Déterminer dans la base canonique de R2 la matrice de l’application h qui est

la composée de la rotation g autour de O d’angle θ, suivie de la projection f sur la première

bissectrice parallèlement à la seconde bissectrice.

On a :

M(h) = M(f ◦ g) =M(f)M(g)

=
1

2

(
1 1

1 1

)(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)

=
1

2

(
cos θ + sin θ − sin θ + cos θ

cos θ + sin θ − sin θ + cos θ

)
.

Definition 3.5 Une matrice carrée A ∈ Mn(K) est dite inversible s’il existe une matrice

A′ ∈Mn(K) telle que :

AA′ = A′A = I.

A′ est dite inverse de A et est notée A−1.

Exemple 3.11 la matrice

A =

(
1 2

1 3

)
,
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est inversible : son inverse est

A−1 =

(
3 −2
−1 1

)
,

comme on le vérifie immédiatement en effectuant les produits AA−1 et A−1A.

Il existe des matrices non inversibles, par exemple la matrice nulle. Mais la matrice nulle

n’est pas la seule matrice non inversible. Considérons par exemple la matrice

A =

(
1 0

0 0

)
.

S’il existait une matrice

A′ =

(
x y

z t

)
,

telle que AA′ = I, on aurait :(
1 0

0 0

)(
x y

z t

)
=

(
1 0

0 1

)
,

c’est-à-dire :

(
x y

0 0

)
=

(
1 0

0 1

)
ce qui, évidemment, est impossible.

3.5 Matrice de l’inverse d’une application

En fait, les matrices inversibles sont les matrices qui représentent les applications linéaires

bijectives. On a en effet :

Proposition 3.6 Soient E et F deux espaces vectoriels de même dimension n sur K, {ei} une
base de E, {εj} une base de F . Une application linéaire f : E −→ F est bijective (c’est-à-dire

est un isomorphisme) si et seulement si M(f)ei,εj est inversible. De plus :

M(f)−1
ei,εj

=M
(
f−1
)
εj ,ei

,

ou, d’une manière plus concise :

M
(
f−1
)
=M(f)−1.

Preuve. On a f−1 ◦f = idE ; d’oùM (f−1 ◦ f)ei,ei =M (idE)ei,ei Donc, d’après la proposition

3.19 :

M
(
f−1
)
εj ,ei

M(f)ei,εj = I.

De même, on voit que

M(f)ei,εjM
(
f−1
)
εj ,ei

= I.

2
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3.6 Calcul de l’inverse d’une matrice

Il existe différentes méthodes pour calculer l’inverse d’une matrice, sur lesquelles nous revien-

drons. Pour le moment, on peut retenir la suivante qui est d’ailleurs d’un usage courant.

Soit A ∈Mn(k), x et x′ ∈ Kn et X,X ′ les matrices colonnes qui représentent x et x′ dans la

base canonique de kn. Considérons l’équation matricielle :

X ′ = AX. (3.1)

Si A est inversible, en multipliant les deux membres à gauche par A−1 on obtient A−1X ′ =

(A−1A)X, c’est-à-dire :

X = A−1X ′.

Donc A−1 est la matrice du système obtenu en résolvant le système (3.1) en les composantes

xi de x.

Exemple 3.12 Calculer l’inverse de la matrice

A =

(
1 2

1 3

)
.

Ecrivons l’équation matricielle (3.1) avec

X =

(
x1

x2

)
et X ′ =

(
x′1
x′2

)
.

On a : (
x′1
x′2

)
=

(
1 2

1 3

)(
x1

x2

)
,

ce qui est équivalent au système x′1 = x1 + 2x2

x′2 = x1 + 3x2.

En résolvant en x1 et x2, on trouve : {
x1 = 3x′1 − 2x′2
x2 = −x′1 + x′2,

c’est-à-dire

X =

(
3 −2
−1 1

)
X ′,

donc

A−1 =

(
3 −2
−1 1

)
.
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Definition 3.6 L’ensemble des matrices inversibles de Mn(k) est noté GL(n,k) et est dit

groupe linéaire.

3.7 Changement de base

La matrice qui représente une application linéaire a été construite à l’aide d’un choix des

bases dans l’espace de départ et dans l’espace d’arrivée. Dans ce paragraphe, nous allons voir

comment sont reliées deux matrices qui représentent la même application linéaire en des bases

différentes.

3.7.1 Matrice de passage

Soit E un espace vectoriel de dimension n, {e1, . . . , en} et {e′1, . . . , e′n} deux bases de E. Les

vecteurs e′i s’écrivent comme combinaisons linéaires des vecteurs ei :

e′1 = p11e1 + p21e2 + · · ·+ pn1en

e′2 = p12e1 + p22e2 + · · ·+ pn2en

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
e′n = p1ne1 + p2ne2 + · · ·+ pnnen.

Definition 3.7 On appelle matrice de passage de la base {ei} à la base {e′i} la matrice notée

Pei−→e′i
dont les colonnes sont les composantes des vecteurs e′i dans la base {ei} :

Pei−→e′i
= ∥e′1, . . . , e′n∥ei =


p11 p12 . . . p1n

p21 p22 · · · p2n
...

...
...

pn1 pn2 · · · pnn

 .

On a, bien entendu :

Pei−→e′i
=M (idE)e′i,ei

.

On en déduit immédiatement (propositions 3.5 et 3.6 ) :

Proposition 3.7 1. Propriété transitivité :

Pei→ei′
Pei′→ei” = Pei→ei”.

2. Les matrices de passage sont inversibles et on a :(
Pei→e′i

)−1
= Pe′i−→ei .
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Changement de base Chapitre 3. Matrices

3.7.2 Changement de base sur les composantes d’un vecteur

Soit x ∈ E, de composantes (x1, . . . , xn) dans la base {ei} et de composantes (x′1, . . . , x
′
n)

dans la base {e′i}. Il est facile de déterminer les relations entre les xi et x
′
i à l’aide de la matrice

de passage Pei−→e′i
.

Notons

X :=

 x1
...

xn

 =M(x)ei , X ′ :=

 x′i
...

x′n

 =M(x)e′i et P = Pei→e′i
.

On a :

PX ′ =M
(
id
E

)
e′i,ei

×M(x)e′i =M
(
id
E
(x)
)
ei

=M(x)ei = X,

c’est-à-dire PX ′ = X, d’où X ′ = P−1X.

Nous avons donc démontré la relation importante :

Proposition 3.8 Soient x ∈ E, {ei} et {e′i} deux bases de E, P = Pei→e′i
et X = M(x)ei ,

X ′ =M(x)e′i . Alors :

X ′ = P−1X.

Remarque 3.4 On dit que les composantes d’un vecteur x se transforment d’une manière

”contravariante” pour exprimer le fait que si les bases sont transformées par la matrice P , les

composantes de x sont transformées par la matrice P−1.

Exemple 3.13 Soit R2 muni de deux bases : la base canonique {e1, e2} et la base {e′1, e′2}
définie par : {

e′1 = 2e1 + e2

e′2 = 3e1 + 2e2.
(3.2)

Soit x = 2e1 + 3e2. On a deux méthodes pour calculer les composantes de x dans la base

{e′1, e′2}.
1ère méthode (méthode matricielle)

On a :

P =

(
2 3

1 2

)
, P−1 =

(
2 −3
−1 2

)
et X =

(
2

3

)
.

En appliquant la relation de la proposition 3.25, on trouve :

X ′ = P−1X =

(
2 −3
−1 2

)(
2

3

)
=

(
−5
4

)
,

donc

x = −5e′1 + 4e′2.
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2ème méthode (calcul direct)

On exprime e1 et e2 en fonction de e′1 et e′2 en résolvant le système (3.2).

On a : {
e1 = 2e′1 − e′2e2 = −3e′1 + 2e′2.

En remplaçant dans l’expression de x, on trouve :

x = 2e1 + 3e2 = 2 (2e′1 − e′2) + 3 (−3e′1 + 2e′2) = −5e′1 + 4e′2.

3.7.3 Changement de base sur la représentation matricielle d’une

application linéaire.

Proposition 3.9 Soient f ∈ L(E,F ), {e1, . . . , en} et {e′1, . . . , e′n} deux bases de E et {ε1, . . . , εp}{
ε′1, . . . , ε

′
p

}
deux bases de F . Notons :

A =M(f)ei,εj A′ =M(f)e′i,ε′j , P = Pei→e′i
, Q = Pεj−→ε′j

.

On a alors :

A′ = Q−1AP.

Preuve. Soit x ∈ E un vecteur arbitraire. D’après la proposition 3.8, on a :

M(f(x))ε′j = Q−1M(f(x))εj = Q−1M(f)ei,εjM(x)ei = Q−1AX,

où on a posé X =M(x)ei . D’autre part, si X ′ =M(x)e′i :

M(f(x))ε′j =M(f)e′i,ε′jM(x)e′i = A′X ′ = A′P−1X.

Donc :

A′P−1X = Q−1AX.

Comme x est arbitraire, cela implique que A′P−1 = Q−1A, d’où : A′ = Q−1AP . 2

Corollaire 3.1 Soit f = E −→ E un endomorphisme de E et {e1, . . . , en}, {e′1, . . . , e′n} deux
bases de E. Notons :

A =M(f)ei , A′ =M(f)e′i et P = Pei−→e′i
.

On a alors :

A′ = P−1AP.

Definition 3.8 Deux matrices A,A′ ∈ Mn(K) sont dites semblables s’il existe une matrice

inversible P ∈Mn(K) telle que :

A′ = P−1AP.
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Il est clair que deux matrices semblables représentent le même endomorphisme en des bases

différentes.

Exemple 3.14 Soit f l’endomorphisme de R3 qui dans la base canonique {ei} est représenté
par la matrice :

A =M(f)ei =

 3 −1 1

0 2 0

1 −1 3

 .

Déterminer la matrice A′ qui représente f dans la base {e′i} où :
e′1 = (1, 0,−1)
e′2 = (0, 1, 1)

e′3 = (1, 0, 1)

.

On a A′ = P−1AP avec

P = ∥e′1, e′2, e′3∥ei =

 1 0 1

0 1 0

−1 1 1

 .

D’après la proposition 3.7: P−1 = Pe′i−→ei = ∥e1, e2, e3∥e′i.
Il s’agit donc d’exprimer e1, e2, e3 dans la base {e′1, e′2, e′3}. Or :

e′1 = e1 − e3
e′2 = e2 + e3

e′3 = e1 + e3.

En résolvant en e1, e2, e3 : 
e1 =

1
2
(e′1 + e′3)

e2 =
1
2
(e′1 + 2e′2 − e′3)

e3 =
1
2
(−e′1 + e′3) ,

donc

P−1 = ∥e1, e2, e3∥e′i =
1

2

 1 1 −1
0 2 0

1 −1 1

 .

En effectuant le produit A′ = P−1AP , on trouve :

A′ =

 2 0 0

0 2 0

0 0 4

 .
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Remarque 3.5 Puisque A′ =M(f)e′i, ceci veut dire que :

f (e′1) = 2e′1 , f (e′2) = 2e′2 , f (e′3) = 4e′3

comme d’ailleurs on le vérifie directement. On a, en effet :

f (e′1) = f (e1 − e3) = f (e1)− f (e3) .

Or f (e1) = 3e1 + e3 (cf. la première colonne de la matrice A ) ; de même f (e3) = e1 + 3e3.

Donc : f (e′1) = 2e1 − 2e3 = 2e′1, etc.

3.8 Rang d’une matrice

Comme nous l’avons vu ( proposition 2.3 ), on appelle rang d’une application linéaire f la

dimension de Im f . Puisque LK(E,F ) est isomorphe àMp,n(K), il faut s’attendre à ce que l’on

puisse calculer le rang de f à l’aide de la matrice associée à f . C’est ce que nous allons voir

dans ce paragraphe.

Definition 3.9 1. Soit F = {vi}i∈I une famille de vecteurs. On appelle rang de la famille la

dimension de l’espace engendré par les vecteurs {vi}i∈I .
2. Soit A ∈ Mp,n(K), A = ∥c1, . . . , cn∥ où l’on a noté ci les vecteurs colonnes de A (notons

que ci ∈ Kp ). On appelle rang de la matrice A le rang de la famille des vecteurs colonnes de

A :

rg ∥c1, . . . , cn∥ = rg {c1, . . . , cn} = dimVect {c1, . . . , cn} .

Proposition 3.10 Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et f ∈ L(E,F ).
Soient {e1, . . . , en} , {ε1, . . . , εp} deux bases quelconques de E et F respectivement, et A =

M(f)ei,εj . On a alors :

rg f = rgA.

En particulier : deux matrices qui représentent la même application linéaire en des bases

différentes ont même rang. En particulier, deux matrices semblables ont même rang.

Preuve. En effet :

A =M(f)ei,εj = ∥f (e1) , . . . , f (en)∥εj ,

donc

rgA = dim (Vect {f (e1) , . . . , f (en)}) = dim(Im f) = rg f.

2
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Soit A ∈Mp,n(K) et tA la matrice dont les lignes sont les colonnes de A. Par exemple, si :

A =

 2 −1
0 3

1 8

 , tA =

(
2 0 1

−1 3 8

)
.

tA est dite transposée de A.

Proposition 3.11 Pour toute matrice A, on a :

rgA = rg(tA).

Exemple 3.15 Calculer le rang de la matrice :

A =

 1 −1 3 5 1

2 0 −1 3 1

3 −1 2 8 2

 .

D’après la définition, il faudrait calculer le rang des vecteurs colonnes en échelonnant la ma-

trice : 
1 2 3

−1 0 −1
3 −1 2

5 3 8

1 1 2

 .

Mais d’après la proposition 3.11, cela revient à calculer le rang des vecteurs lignes (c’est-à dire

à échelonner la matrice elle-même), ce qui est plus simple a priori. On voit, d’ailleurs, que la

troisième ligne est la somme des deux premières lignes qui sont indépendantes entre elles. Donc

rgA = 2.
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3.9 Exercices corrigés

Exercice 1.

On cosidère

A =

 1 0 0

0 0 1

0 −1 0

 .

1. Calculer A2 et A3. Calculer A3 − A2 + A− I.
2. Donner A−1 en fonction de A2, A et I.

3. Même auestion pour A4.

Solution. 1.

A2 =

 1 0 0

0 0 1

0 −1 0


 1 0 0

0 0 1

0 −1 0

 =

 1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

 .

A3 = A2A =

 1 0 0

0 −1 0

0 0 −1


 1 0 0

0 0 1

0 −1 0

 =

 1 0 0

0 0 −1
0 1 0

 .

A3 − A2 + A− I =

 1 0 0

0 0 −1
0 1 0

−
 1 0 0

0 −1 0

0 0 −1



+

 1 0 0

0 0 1

0 −1 0

−
 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 =

 0 0 0

0 0 0

0 0 0

 = O.

2. A3 − A2 + A− I = O ⇔ A (A2 − A+ I) = I donc A−1 = A2 − A+ I.

3. A3 = A2 − A+ I, donc

A4 = A
(
A2 − A+ I

)
= A3 − A2 + A =

(
A2 − A+ I

)
− A2 + A = I.

2

Exercice 2.

On cosidère la matrice A

A =

 3 0 1

−1 3 −2
−1 1 0

 .

Calculer (A− 2I)3, en déduire que A est inversible et déterminer A−1 en fonction de I, A et

de A2.
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Solution. On a :

A− 2I =

 1 0 1

−1 1 −2
−1 1 −2

 .

(A− 2I)2 =

 1 0 1

−1 1 −2
−1 1 −2


 1 0 1

−1 1 −2
−1 1 −2

 =

 0 1 −1
0 −1 1

0 −1 1

 .

(A− 2I)3 = (A− 2I)(A− 2I)2 =

 1 0 1

−1 1 −2
−1 1 −2


 0 1 −1

0 −1 1

0 −1 1



=

 0 0 0

0 0 0

0 0 0

 .

Ce qui entraine que

A3 − 3× 2A2 + 3× 22A− 23I = 0.

Car A et I commutent.

Ce qui équivaut à

A3 − 6A2 + 12A− 8I = 0.

Soit encore

A3 − 6A2 + 12A = 8I.

Puis en divisant par 8 et en mettant A en facteur

A

(
1

8
A2 − 3

4
A+

3

2
I

)
= I.

Ce qui montre que A est inversible et que

A−1 =
1

8
A2 − 3

4
A+

3

2
I.

2

Exercice 3.

Soit β = (e1, e2, e3) la base canonique de R3.

On cosidère u l’application linéaire définie pour tout x = (x1, x2, x3) ∈ R3 par

u(x) = (x2 − 2x3, 2x1 − x2 + 4x3, x1 − x2 + 3x3) .

1. Donner la matrice A de u dans la base canonique.
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2. Donner une base (a, b) de ker(u− Id).
3. Déterminer un vecteur c tel que ker(u) = vect(c).

4. Prouver que β′ = (a, b, c) est une base de R3.

5. Donner la matrice D de u dans la base β′.

6. Prouver que Im(u) = ker(u− Id)
7. Prouver que ker(u)⊕ Im(u) = R3.

Solution. 1. Les coordonnées de u(x) dans la base canonique sont x2 − 2x3

2x1 − x2 + 4x3

x1 − x2 + 3x3

 =

 0 1 −2
2 −1 4

1 −1 3


 x1

x2

x3

 .

Donc la matrice de u dans la base canonique est

A =

 0 1 −2
2 −1 4

1 −1 3

 .

2. Soit X =

 x1

x2

x3

 les coordonnées d’un vecteur x = (x1, x2, x3) dans la base canonique

x = (x1, x2, x3) ∈ ker(u− Id)⇔ (A− I)X = 0

⇔

 −1 1 −2
2 −2 4

1 −1 2


 x1

x2

x3

 =

 0

0

0


⇔


−x1 + x2 − 2x3 = 0

2x1 − 2x2 + 4x3 = 0⇔ x1 − x2 + 2x3 = 0⇔ x1 = x2 − 2x3

x1 − x2 + 2x3 = 0.

Donc x = (x2 − 2x3, x2, x3) = x2(1, 1, 0) + x3(−2, 0, 1)
On pose a = (1, 1, 0) et b = (−2, 0, 1), (a, b) est une famille de deux vecteurs non proportion-

nels, donc libre, qui engendrent ker(u− Id), c’est une base de ker(u− Id).
3. Soit

X =

 x1

x2

x3

 ,

les coordonnées d’un vecteur x = (x1, x2, x3) dans la base canonique
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x = (x1, x2, x3) ∈ ker(u)⇔ AX = 0

⇔

 0 1 −2
2 −1 4

1 −1 3


 x1

x2

x3

 =

 0

0

0


⇔


x2 − 2x3 = 0

2x1 − x2 + 4x3 = 0

x1 − x2 + 3x3 = 0

⇔


x2 = 2x3

2x1 − 2x3 + 4x3 = 0

x1 − 2x3 + 3x3 = 0

⇔


x2 = 2x3

2x1 + 2x3 = 0

x1 + x3 = 0

⇔
{
x1 = −x3
x2 = 2x3.

Donc x = (−x3, 2x3, x3), si on pose c = (−1, 2, 1) alors ker(u) = Vect(c).

4.

det(a, b, c) =

∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 −1
1 0 2

0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 0 2

1 1

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣ −2 −11 1

∣∣∣∣∣
= −2− (−2 + 1) = −1 ̸= 0.

En développant par rapport à la première colonne, donc (a, b, c) est une base de R3.

5. u(a)− a = 0R3 ⇒ u(a) = a, de même u(b) = b et u(c) = 0R3 donc

D =

 1 0 0

0 1 0

0 0 0

 .

6. D’après la matrice de u dans la base β′, Im(u) = Vect(a, b) = ker(u− Id).
7. D’après le théorème du rang

dim(keru) + dim(Imu) = dim
(
R3
)
.

Il reste à montrer que l’intersection de ker(u) et de Im(u) est le vecteur nul.

x ∈ ker(u) ∩ Im(u)⇔
{
x ∈ Im(u)

x ∈ ker(u)
⇔
{

x ∈ ker(u)

x ∈ ker(u− Id)

⇔
{

u(x) = 0R3

u(x)− x = 0R3

⇔
{
u(x) = 0R3

u(x) = x
⇔ x = 0R3 .

On a donc ker(u)⊕ Im(u) = R3. 2
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Exercice 4.

On cosidère l’application u : R2[X]→ R[X] défini par u(P ) = P + (1−X)P ′.

Soit β = (1, X,X2) la base canonique de R2[X].

1. Prouver que u est un endomorphisme de R2[X].

2. Donner la matrice de u dans β.

3. Donner le noyau et l’image de u.

Solution. 1.

u(αP + βQ) = αP + βQ+ (1−X)(αP + βQ)′

= αP + βQ+ (1−X) (αP ′ + βQ′)

= α (P + (1−X)P ′) + β (Q+ (1−X)Q′) = αu(P ) + βu(Q).

Donc u est une application linéaire

d◦P ≤ 2⇒ d◦u(P ) ≤ 2.

Elle va de R2[X] dans R2[X] il s’agit d’un endomorphisme de R2[X].

2.
u(1) = 1 + (1−X)× 0 = 1

u(X) = X + (1−X)× 1 = 1

u (X2) = X2 + (1−X)× 2X = 2X −X2

A =

 1 1 0

0 0 2

0 0 −1

 .

3. P ∈ ker(u)

u(P ) = 0⇔ u
(
aX2 + bX + c

)
= au

(
X2
)
+ bu(X) + cu(1)

= a
(
2X −X2

)
+ b+ c = 0

⇔ −aX2 + 2aX + b+ c = 0⇔
{

a = 0

c = −b ,

P = bX − b = b(X − 1).

Donc ker(u) est la droite vectorielle engendrée par le polynôme X − 1.

Im(u) = Vect
(
u(1), u(X), u

(
X2
))

= Vect
(
1, 1, 2X −X2

)
= Vect

(
1, 2X −X2

)
On peut prendre donc la famille (1, 2X −X2) comme une base de Im(u). 2

——————————————
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CHAPITRE 4

SYSTÈMES D’ÉQUATIONS

Les déterminants fournissent un outil efficace et indispensable pour la discussion des

systèmes linéaires : ils permettent d’avoir les conditions de compatibilité sous forme de rela-

tions liant les coefficients et fournissent aussi des formules qui donnent explicitement la solution

(formules de Cramer).

Les notions essentielles abordées dans ce chapitre sont :

— Déterminant.

— Permutations.

— Convention d’écriture.

— Systèmes d’équations linéaires

— Définitions et interprétations.

— Expression matricielle et rang d’un système.

— Expression vectorielle.

— Interprétation en termes d’applications linéaires.

— Systèmes de Cramer.

——————————————
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Déterminant Chapitre 4. Systèmes d’équations

4.1 Déterminant

4.1.1 Permutations

Definition 4.1 Une permutation est une bijection σ : S → S, où S est un ensemble.

On dénote généralement une permutation sous la forme d’un tableau à deux rangées où chaque

élément de la rangée du bas représente l’image de l’élément qui se retrouve immédiatement au-

dessus. On utilise cette notation, σ =

(
1 2 3

3 1 2

)
est une permutation telle que σ(1) =

3, σ(2) = 1, et σ(3) = 2. On dénoté par Sn, l’ensemble de toutes les permutations de l’ensemble

{1, 2, . . . , n}. Notons que |Sn| = n!.

Les éléments de S2 sont (
1 2

1 2

)
et

(
1 2

2 1

)
,

et ceux de S3 sont (
1 2 3

1 2 3

)
,

(
1 2 3

1 3 2

)
,

(
1 2 3

2 1 3

)
,

(
1 2 3

2 3 1

)
,

(
1 2 3

3 1 2

)
, et

(
1 2 3

3 2 1

)
.

La permutation σ ∈ Sn telle que σ(i) = i pour i = 1, . . . , n est dite la permutation identité.

Considérons σ, γ ∈ Sn. II est facile de vérifier que γ ◦ σ ∈ Sn.

Exemple 4.1 Considérons

σ =

(
1 2 3

3 1 2

)
et γ =

(
1 2 3

3 2 1

)
.

Calculer γ ◦ σ ?

On a :
(γ ◦ σ)(1) = γ(σ(1)) = γ(3) = 1,

(γ ◦ σ)(2) = γ(σ(2)) = γ(1) = 3,

(γ ◦ σ)(3) = γ(σ(3)) = γ(2) = 2.

Ainsi, γ ◦ σ est la permutation

(
1 2 3

1 3 2

)
.

Si γ =

(
1 2 3

2 3 1

)
, alors γ ◦ σ est la permutation identité. On appelle donc γ permutation

inverse de σ.
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On verra plus tard que la définition du déterminant d’une matrice A de taille n× n est une

somme de certains termes, chacun contenant un produit de la forme a1,σ(1)a2,σ(2) · · · an,σ(n), pour
une permutation σ ∈ Sn, où ai,j dénote l’élément (i, j) de A.

Rappelons que l’on utilise les indices (i, j) pour les lignes et pour les colonnes respectivement.

Alors, le produit a1,σ(1)a2,σ(2) · · · an,σ(n) contient exactement un élément de chacune des lignes

de A. De même, puisque σ(1), . . . , σ(n) est une permutation des nombres 1, . . . , n, le produit

a1,σ(1)a2,σ(2) · · · an,σ(n),

contient aussi exactement un élément de chacune des colonnes de A.

Exemple 4.2 On considère

A =

 a b c

d e f

u v w

 et σ =

(
1 2 3

3 1 2

)
.

Alors a1,σ(1)a2,σ(2)a3,σ(3) = a1,3a2,1a3,2 = cdv.

Exercice 4.1 1. Donner la permutation inverse de chacune des permutations suivantes :

a.

(
1 2 3 4

1 3 2 4

)
, b.

(
1 2 3 4

4 3 2 1

)
, c.

(
1 2 3 4 5

5 1 4 2 3

)
.

2. Soient

A =

 6 2 3

0 1 −1
−5 7 4

 , σ =

(
1 2 3

3 2 1

)
.

Calculer a1,σ(1)a2,σ(2)a3,σ(3).

Solution. 1. a. La permutation inverse est(
1 2 3 4

1 3 2 4

)
.

b. La permutation inverse est (
1 2 3 4

4 3 2 1

)
.

c. La permutation inverse est (
1 2 3 4 5

2 4 5 3 1

)
.

2. a1,σ(1)a2,σ(2)a3,σ(3) = a1,3a2,2a3,1 = 3 · 1 · (−5) = −15. 2
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Definition 4.2 Soit σ ∈ Sn. La paire (i, j) est une inversion de σ si i < j et σ(i) > σ(j). On

dénote par inv(σ), le nombre total d’inversions de σ.

Exemple 4.3 Soit

σ =

(
1 2 3

3 1 2

)
.

La paire (1, 3) est une inversion de σ car on a 1 < 3 et σ(1) = 3 > 2 = σ(3). De même pour la

paire (1, 2). Donc inv(σ) = 2.

Exemple 4.4 On considère σ ∈ Sn, Trouver i, j ∈ {1, . . . , n}, i < j tels que σ(i) = j, σ(j) = i,

et σ(k) = k pour tout les autres indices. On va déterminer inv(σ).

On a : pour chaque k = i+ 1, . . . , j − 1, (i, k) est une inversion car i < k et σ(i) = j > k =

σ(k).

De même, pour chaque k = i + 1, . . . , j − 1, (k, j) est une inversion car k < j et σ(k) =

k > i = σ(j).

La paire (i, j) est une inversion. Ainsi,

inv(σ) = 2(j − 1− (i+ 1) + 1) + 1 = 2(j − i)− 1.

Oa a par exemple, les inversions de(
1 2 3 4 5

1 4 3 2 5

)
,

sont (2, 3), (3, 4) et (2, 4).

Definition 4.3 Soit A = (aij), on dénote par det(A), le déterminant de A défini par∑
σ∈Sn

(−1)inv(σ)a1,σ(1) · · · an,σ(n),

où ai,j dénote l’élément de la j-ième colonne et de la i-ième ligne de A.

4.1.2 Cas de matrices de petite taille

Il y a des formules permettant de simplifier les calculs dans le cas des matrices de taille 2× 2

ou 3× 3.

Considérons

A =

[
a b

c d

]
.
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Les deux permutations de S2 sont

σ1 =

(
1 2

1 2

)
et σ2 =

(
1 2

2 1

)
.

Puisque inv (σ1) = 0 et inv (σ2) = 1, on a

det(A) = (−1)inv(σ1)a1,σ1(1)a2,σ1(2) + (−1)inv(σ2)a1,σ2(1)a2,σ2(2) = ad− bc.

De même ;

A =

 p1 p2 p3

q1 q2 q3

r1 r2 r3

 .
Les six permutations de S3 sont énumérées dans le tableau suivant.

i 1 2 3

σi

(
1 2 3

1 2 3

) (
1 2 3

1 3 2

) (
1 2 3

2 1 3

)
inv (σi) 0 1 1

(−1)inv(σi) 1 −1 −1
i 4 5 6

σi

(
1 2 3

2 3 1

) (
1 2 3

3 1 2

) (
1 2 3

3 2 1

)
inv (σi) 2 2 3

(−1)inv(σi) 1 1 −1
Donc

det(A) =
∑6

i=1(−1)inv(σi)a1,σi(1)a2,σi(2)a3,σi(3)

= p1q2r3 − p1q3r2 − p2q1r3 + p2q3r1 + p3q1r2 − p3q2r1.
Remarque 4.1 On écrit simplement ∣∣∣∣∣∣∣

a b c

d e f

p q r

∣∣∣∣∣∣∣ .
Au lieu d’écrire

det


 a b c

d e f

p q r


 .

Exercice 4.2 1. Donner le nombre d’inversions pour chacune des permutations suivantes :

a.

(
1 2 3 4

1 3 2 4

)
, b.

(
1 2 3 4

4 3 2 1

)
, c.

(
1 2 3 4 5

5 1 4 2 3

)
.
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2. Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes :

a.

[
2 3

1 2

]
, b.

 1 0 0

0 a b

0 c d

 , c.
 0 0 p

q 0 0

0 r 0

 .
3. Considérons A et B des matrices de taille n×n telles que B est obtenue de A en multipliant

une ligne de A par le scalaire α. Prouver que det(B) = α det(A).

Solution. 1. a. Le nombre d’inversions est 1, b. Le nombre d’inversions est 6, c. Le nombre

d’inversions est 6.

2. a. 1, b. ad− bc, c. pqr.
3. On suppose que B soit obtenue de A en multipliant la i-ième ligne par α. Alors

det(B) =
∑

σ∈Sn
(−1)inv(σ)∏n

p=1 bp,σ(p)

=
∑

σ∈Sn
(−1)inv(σ)

(∏
p ̸=i ap,σ(p)

) (
αai,σ(i)

)
= α

(∑
σ∈Sn

(−1)inv(σ)∏n
p=1 ap,σ(p)

)
= α det(A).

2

4.1.3 Matrices spéciales

Matrices de permutations

Une matrice de permutation de taille n×n est une matrice obtenue de la matrice identité In

en permutant ses lignes. Par exemple, 
0 1 0 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 0 1 0

 .
est une matrice de permutation.

Une telle matrice permet d’encoder directement une permutation de l’ensemble {1, . . . , n}.
Si σ est encodée par la matrice de permutation, alors σ(i) est l’indice de la colonne de l’élément

contenant 1 à la i-ième ligne. Dans I’exemple précédent, puisaue dans la ligne 1, la colonne 2

contient 1 ; dans la ligne 2, la colonne 4 contient 1 ; dans la ligne 3, la colonne 1 contient 1 ;

dans la ligne 4, la colonne 3 contient 1. Alors la permutation correspondante est :(
1 2 3 4

2 4 1 3

)
.
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Déterminant Chapitre 4. Systèmes d’équations

Pour une matrice de permutation P donnée qui encode σ, tout simplement, le déterminant

de P est (−1)inv(σ). À l’exemple précédent, le déterminant est (−1)3 = −1, car il y a trois

inversions.

D’après la définition du déterminant ; chaque terme de la somme contient un facteur (−1)inv(σ′)

qui multiplie le produit de n éléments d’exactement un élément de chaque colonne et un élément

de chaque ligne. La seule façon d’obtenir un terme non nul est d’utiliser une permutation qui

extrait l’élément non nul de chaque ligne. II n’y a qu’une permutation pour laquelle c’est le

cas, celle qui est encodée par σ.

Matrices ayant une ligne ou une colonne nulle

On considére A une matrice carré ayant une colonne ou une ligne nulle. Donc det(A) = 0. En

effet, notons que pour une permutation σ, chaque terme de det(A) est un produit de la forme

a1,σ(1)a2,σ(2) · · · an,σ(n). Alors, chaque terme contient exactement un élément de chaque colonne

et de chaque ligne de A, ce qui implique que chaque terme est nul, et donc det(A) = 0.

Matrices triangulaires

On considére A une matrice carrée triangulaire supérieure (c-à-d que ai,j = 0, ∀ i > j ). Par

exemple, la matrice 
1 2 3 0

0 2 5 6

0 0 3 7

0 0 0 1

 .
est triangulaire supérieure.

On a donc det(A) est le produit des éléments sur la diagonale. Ici, le déterminant est 1·2·3·1 =

6.

Expliquons pourquoi c’est le cas. considérons σ ∈ Sn. On commence par prouver que si σ

n’est pas la permutation identité, alors
∏n

i=1 ai,σ(i) = 0.

On suppose que σ(1) ̸= 1. Alors il doit y avoir un i ≥ 2 tel que σ(i) = 1. Ceci donne ai,σ(i) = 0

car A est triangulaire supérieure et i > σ(i). Ainsi,
∏n

i=1 ai,σ(i) = 0 si σ(1) ̸= 1.

On suppose que σ(1) = 1 mais σ(2) ̸= 2. Donc il doit y avoir un i ̸= 2 tel que σ(i) = 2. Mais

i ̸= 1 car on a déjà σ(1) = 1. Alors, i ≥ 3. Ceci donne encore ai,σ(i) = 0, car i > σ(i). Ainsi,∏n
i=1 ai,σ(i) = 0 si σ(1) = 1 et σ(2) ̸= 2.

On peut continuer de cette manière pour prouver que si σ(i) = i et σ(i + 1) ̸= i + 1,

donc
∏n

i=1 ai,σ(i) = 0. Ainsi, le seul terme de det(A) qui être non nul est celui où σ(i) = i,

∀i = 1, . . . , n, ce qui nous donne det(A) = a1,1a2,2 · · · an,n.
On peut conclure en utilisant un argument semblable que le déterminant d’une matrice

triangulaire inférieure est aussi donné par le produit des éléments sur la diagonale.
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Exercice 4.3 On considére les matrices suivantes :

a.

[
2 3

0 2

]
, b.

 a b c

0 d e

0 0 f

 et c.

[
2− i 0

3 1 + i

]
.

Calculer leurs déterminants.

Solution. a. 4, b. adf , c. (2− i)(1 + i) = 3 + i. 2

4.1.4 Quelques propriétés

Proposition 4.1 Considérons A,B ∈ Sn×n où S un anneau. Alors

det(AB) = det(A) det(B).

Remarque 4.2 Une conséquence immédiate de cette proposition est que

det
(
Ak
)
= det(A)k, ∀k ∈ N.

Exemple 4.5 Soient A,B ∈ R3×3 telles que det(A) = −2 et det(B) = 3. Alors det(AB) =

det(A) det(B) = −6.

Exemple 4.6 Soit

A =

[
−2 1

−1 1

]
.

Donc det (A100) = det(A)100 = (−1)100 = 1.

Remarque 4.3 Le déterminant satisfait aussi aux propriétés suivantes :

- Si B est obtenue de A en échangeant deux lignes detA, alors det(B) = − det(A).

- Si B est obtenue de A en ajoutant un multiple d’une ligne de A à une autre ligne de A,

alors det(B) = det(A).

- Si A est inversible, alors det (A−1) = det(A)−1.

- Si α est un scalaire et A est de taille n× n, det(αA) = αn det(A).

det
(
A⊤) = det(A).

Exemple 4.7 Soit A =

[
1 2

−1 1

]
. Notons que det(A) = 3.

det(2A) = 22 det(A) = 4 · 3 = 12 puisque A est 2× 2.

- Notons que A est inversible. Donc, det (A−1) = 1
det(A)

= 1
3
.

det(−A) = det((−1)A) = (−1)2 det(A) = det(A) = 3. Notons que dans ce cas, det(−A) =

det(A).

det
(
A⊤) = det(A) = 3.
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Exercice 4.4 1. Prouver que : A est inversible, alors det (A−1) = 1
det(A)

.

2.Prouver que : si A ∈ R4, alors det(−A) = det(A).

Solution. 1. Notons que :

det
(
A−1

)
det(A) = det

(
A−1A

)
= det(I) = 1,

d’où det (A−1) = 1
det(A)

.

2. det(−A) = det((−1)A) = (−1)4 det(A) = det(A). 2

4.1.5 Méthodes efficaces

Dans cette section, nous présentons deux méthodes efficaces permettant le calcul du déterminant.

Opérations élémentaires sur les lignes.

On considère A ∈ Kn×n. Rappelons que l’échange de deux lignes modifie la valeur du

déterminant par un facteur de −1 et que l’ajout d’un multiple d’une ligne de A à une autre ligne

de A n’affecte pas la valeur du déterminant. Si nous n’utilisons que ces deux types d’opérations

afin de transformer A en une matrice D triangulaire supérieure, donc det(A) = (−1)m det (D),

où m est le nombre d’échanges.

Exemple 4.8 ∣∣∣∣∣∣∣
−4 1 1

1 2 0

−1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
0 9 1

1 2 0

0 3 1

∣∣∣∣∣∣∣ (L1 ← L1 + 4L2)

=

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 −2
1 2 0

0 3 1

∣∣∣∣∣∣∣ (L1 ← L1 − 3L2)

= −

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0

0 0 −2
0 3 1

∣∣∣∣∣∣∣ (L1 ↔ L2)

= −

−
∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0

0 3 1

0 0 −2

∣∣∣∣∣∣∣
 (L2 ↔ L3)

=

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0

0 3 1

0 0 −2

∣∣∣∣∣∣∣ = 1 · 3 · (−2) = −6.
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Cofacteurs

Considérons A ∈ Kn×n et i, j ∈ {1, . . . , n}. On définit A(i | j) par la matrice obtenue de

A en supprimant la j-ième colonne et la i-ième ligne de A. On appelle la matrice A(i | j) le
(i, j)-ième mineur de A.

Exemple 4.9 Soit

A =

 1 2 3

4 5 6

7 8 9

 .
Alors

A(1 | 1) =

[
5 6

8 9

]
, A(2 | 2) =

[
1 3

7 9

]
,

A(3 | 1) =

[
2 3

5 6

]
.

Nous pouvons calculer le déterminant d’une matrice A ∈ Kn×n à l’aide de la formule du

cofacteur.

On Choisit i ∈ {1, . . . , n}. Donc

det(A) =
n∑

j=1

(−1)i+jai,j det(A(i | j)).

Le côté droit est dit l’expansion du cofacteurs selon la i-ième ligne.

Nous pouvons aussi le faire selon la j-ième colonne :

det(A) =
n∑

i=1

(−1)i+jai,j det(A(i | j)).

En utilisant CA(i, j) pour dénoter (−1)i+j det(A(i | j)) et pour simplifier la notation. Le

terme CA(i, j) est un cofacteur de A.

Ainsi, on peut écrire l’expansion en cofacteurs selon la i-ième ligne sous la forme :

det(A) =
n∑

j=1

ai,jCA(i, j),

et selon la j-ième colonne comme suit

det(A) =
n∑

i=1

ai,jCA(i, j).
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Exemple 4.10 Soit

A =

 1 2 3

4 5 6

7 8 9

 .
L’expansion en cofacteurs selon la seconde ligne nous donne.

det(A) =
∑3

j=1(−1)2+ja2,j det(A(2 | j))

= −4
∣∣∣∣∣ 2 3

8 9

∣∣∣∣∣+ 5

∣∣∣∣∣ 1 3

7 9

∣∣∣∣∣− 6

∣∣∣∣∣ 1 2

7 8

∣∣∣∣∣
= −4(2 · 9− 3 · 8) + 5(1 · 9− 3 · 7)− 6(1 · 8− 2 · 7)
= 24− 60 + 36 = 0.

Exemple 4.11 Dans le cas où une matrice contient plusieurs éléments nuls l’expansion en

cofacteurs peut s’avérer très utile. Soit

A =

[
1 a⊤

0n−1 B

]
,

telle que a⊤ ∈ K1×(n−1), B ∈ K(n−1)×(n−1) et 0n−1 est le (n−1)-uplet nul. En utilisant l’expension

en cofacteurs selon la première colonne, on trouve

det(A) = (−1)1+1a1,1 det(A(1 | 1)) = 1. det(B) = det(B),

car ai,1 = 0, ∀i ≥ 2.

Exercice 4.5 1. Considérons

A =

 1 2 3

4 5 6

7 8 9

 .
Calculer CA(2, 3).

2. En utilisant la méthode des cofacteurs sur la deuxième colonne, déterminer∣∣∣∣∣∣∣
1 0 2

3 4 5

2 −1 −4

∣∣∣∣∣∣∣ .
Solution. 1. On a

CA(2, 3) = (−1)2+3 det(A(2 | 3)) = −
∣∣∣∣∣ 1 2

7 8

∣∣∣∣∣ = −(8− 14) = 6.
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2. On a ∣∣∣∣∣∣∣
1 0 2

3 4 5

2 −1 −4

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)1+2(0)

∣∣∣∣∣ 3 5

2 −4

∣∣∣∣∣+ (−1)2+2(4)

∣∣∣∣∣ 1 2

2 −4

∣∣∣∣∣
+(−1)3+2(−1)

∣∣∣∣∣ 1 2

3 5

∣∣∣∣∣
= −32 + (−1) = −33.

2

4.2 Systèmes d’équations linéaires

4.2.1 Définitions et interprétations

Considérons un système linéaire de p équations en n inconnues :
a11x1 + a12x2 + · · · · · ·+ a1nxn = b1

...

ap1x1 + ap2x2 + · · · · · ·+ apnxn = bp,

(4.1)

où les aij et les bij appartiennent à un corps K (commutatif).

On appelle solution tout vecteur x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn dont les composantes xi satisfont

toutes les équations. Le système est dit compatible s’il admet au moins une solution.

4.2.2 Interprétation en termes d’applications linéaires

Soient E = Kn et F = Kp munis de leurs bases canoniques respectives e et f . Considérons

u ∈ L(E,F ) l’unique application linéaire de E dans F telle que Mate→f (u) = A et x ∈ E tel

que

Mate(x) =

 x1
...

xn

 .

On a :

u(x) = b⇐⇒ (x1, . . . , xn) ∈ Kn est solution de (4.1).

Alors :

- Si u est surjective, le système (4.1) est compatible.

- Le système (4.1) est compatible si et seulement si b ∈ Imu.
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- Si u est à la fois surjective et injective alors l’ensemble des solutions de (4.1) ne possède

qu’une et une seule solution.

- Si u est injective et si le système (4.1) est compatible donc l’ensemble des solutions de (4.1)

ne possède qu’un et un seul élément.

4.2.3 Expression matricielle et rang d’un système

Definition 4.4 Soient :

A = (aij) =

 a11 · · · a1n
...

...

ap1 · · · apn

 ∈Mp,n(K),

B =

 b1
...

bp

 ∈Mp,1(K) et X =

 x1
...

xn

 ∈Mn,1(K).

On peut écrire le système (4.1) sous la forme matricielle :

AX = B,

et donc le rang du système est le rang de la matrice A.

4.2.4 Expression vectorielle

Notons c⃗1, . . . , c⃗n les vecteurs colonnes de la matrice A :

c⃗1 =

 a11
...

ap1

 ∈ Kp, . . . , c⃗n =

 a1n
...

apn

 ∈ Kp.

On a :

x1c⃗1 =

 a11x1
...

ap1x1

 , . . . , xnc⃗n =

 a1nxn

· · ·
apnxn

 .

Si donc

b⃗ =

 b1
...

bp

 ∈ Kp,

le système peut s’écrire :

x1c⃗1 + · · ·+ xnc⃗n = b⃗. (4.2)

Résoudre le système signifie déterminer les coefficients de la décomposition du vecteur b⃗ ∈ Kp

sur les vecteurs {c⃗1, . . . , c⃗n} de Kp : donc, pour que le système soit compatible il faut et il suffit

que b⃗ appartienne à l’espace engendré par les vecteurs c⃗1, . . . , c⃗n.
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4.2.5 Systèmes de Cramer

Definition 4.5 On appelle système de Cramer un système linéaire dont la matrice A est carrée

et inversible.

Il s’agit donc d’un système de n équations en n inconnues de rang n :
a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

...

an1x1 + · · ·+ annxn = bn

avec det(A) ̸= 0 (4.3)

Sous forme matricielle, le système s’écrit :

AX = B. (4.4)

Comme A est inversible, en multipliant par A−1 à gauche, on trouve :

X = A−1B. (4.5)

Réciproquement, X = A−1B satisfait l’équation (4.4). Aussi :

un système de Cramer admet toujours une et une seule solution donnée par (4.5).

La solution peut être exprimée aussi par les formules de Cramer. Considérons l’interprétation

vectorielle du système (4.2) ; la solution (x1, . . . , xn) est telle que :

x1c⃗1 + · · ·+ xnc⃗n = b⃗.

Or : Pour k ̸= i les déterminants de cette somme sont nuls (deux colonnes égales). Il reste le

terme avec k = i, c’est-à-dire xi dét A. Ainsi :

det
∥∥∥−→c1 , . . . , c⃗i−1, b⃗, c⃗i+1, . . . ,

−→cn
∥∥∥ = xi detA,

d’où :

xi =
det
∥∥∥−→c1 , . . . , c⃗i−1, b⃗, c⃗i+1, . . . ,

−→cn
∥∥∥

detA
.

On peut résumer les résultats dans le théorème suivant :

Théorème 4.1 (Théorème de Cramer) Un système de Cramer :
a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

...

an1x1 + · · ·+ annxn = bn,

(avec A = (aij) = ∥−→c1 , . . . ,−→cn∥ , detA ̸= 0)

admet toujours une et une seule solution, quel que soit le vecteur b⃗ = (b1, . . . , bn), solution

donnée par les formules de Cramer :

xi =
det
∥∥∥−→c1 , . . . , c⃗i−1, b⃗, c⃗i+1, . . . ,

−→cn
∥∥∥

detA
,
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det
∥∥∥c⃗1, . . . , c⃗i−1, b⃗, c⃗i+1, . . . ,

−→cn
∥∥∥

= det ∥−→c1 , . . . , c⃗i−1,
∑n

k=1 xk
−→ck , c⃗i+1, . . . ,

−→cn∥
=
∑n

k=1 xk det ∥−→c1 , . . . , c⃗i−1,
−→ck , c⃗i+1, . . . ,

−→cn∥ .

Exemple 4.12 Soit le système : 
2x− 5y + 2z = 7

x+ 2y − 4z = 3

3x− 4y − 6z = 5.

On a :

detA =

∣∣∣∣∣∣∣
2 −5 2

1 2 −4
3 −4 −6

∣∣∣∣∣∣∣ = −46.
Le système est donc de Cramer. Les formules de Cramer donnent :

x = − 1

46

∣∣∣∣∣∣∣
7 −5 2

3 2 −4
5 −4 −6

∣∣∣∣∣∣∣ = 5, y = − 1

46

∣∣∣∣∣∣∣
2 7 2

1 3 −4
3 5 −6

∣∣∣∣∣∣∣ = 1, z = − 1

46

∣∣∣∣∣∣∣
2 −5 7

1 2 3

3 −4 5

∣∣∣∣∣∣∣ = 1.

Exemple 4.13

(S) :


2x+ 2y + z = 1

2x+ y − z = 2

3x+ y + z = 3

⇔

 2 2 1

2 1 −1
3 1 1

 =

 1

2

3

 .

detA = −7 ̸= 0, rgA = n = p = 3 ((S) est un système de cramer ).

x = −1
7

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1

2 1 −1
3 1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 9/7.

y = −1
7

∣∣∣∣∣∣∣
2 1 1

2 2 −1
3 3 1

∣∣∣∣∣∣∣ = −5/7.
z = −1

7

∣∣∣∣∣∣∣
2 2 1

2 1 2

3 1 3

∣∣∣∣∣∣∣ = −1/7.
4.2.6 Cas où n = p et r < n

Si on considère maintenant un système de n équations à n inconus, mais rgA < n, c’est à

dire

detA = 0,
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dans ce cas on extrait une matrice M de A sachant que c’est la plus grande matrice carrée

inversible, c’est à dire detM ̸= 0 contenue dans A et d’ordre r c’est ce qu’on appelle une sous-

matrice, les inconnus associés à M deviennent des inconnus principales et les (n − r) autres

inconnus deviennent des paramètres où bien ce qu’on appelle valeurs arbitraires et on considère

le système suivant :
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1rxr = b1 − (a1r+1xr+1 + . . .+ a1nxn) = b′1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2rxr = b2 (a2r+1xr+1 + . . .+ a2nxn) = b′2

: :

ar1x1 + ar2x2 + . . .+ arrxr = bn (arr+1xr+1 + . . .+ arnxn) = b′r.

ce dernier est un système de cramer, donc il admet une seule solution (x1, . . . , xr) qui dépend

de (xr+1, . . . , xn). Si cette solution vérifie les (n−r) équations restantes, alors le système globale

admet une infinité de solutions. Si par contre (x1, . . . , xr) ne vérifie pas une seule équation

parmis les (n− r) équations restantes alors le système globale n’admet de solution.

Exemple 4.14

(S) :


3x− y + 2z = 3

2x+ 2y + z = 2

x− 3y + z = 1

⇔

 3 −1 2

2 2 1

1 −3 1


 x

y

z

 =

 3

2

1

 .

detA = 0, (S) n’est pas un système de Cramer, comme |A′| =
∣∣∣∣∣ 3 −12 2

∣∣∣∣∣ = 8 ̸= 0. Alors

rgA = 2 et on considère x, y les inconnus et z paramètre, alors on obtient le système :{
3x− y = 3− 2z

2x+ 2y = 2− z.

qui est un système de Cramer et admet une unique solution (x, y) dépendante de z.

x =
1

8

∣∣∣∣∣ 3− 2z −1
2− z 2

∣∣∣∣∣ = 1− 5

8
z, y =

1

8

∣∣∣∣∣ 3 3− 2z

2 2− z

∣∣∣∣∣ = 1

8
z.

Reste à voir si (x, y) vérifie x− 3y + z = 1 (équation réstante) on a :

1− 5

8
z − 3

8
z + z = 1⇒ 1 = 1 (vraie ∀z ∈ R),

donc le système admet une infinité de solutions données par :

(1− 5

8
z,

1

8
z, z) : z ∈ R.
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4.2.7 Cas où n ̸= p

Si le nombre d’équations n’est pas égale au nombre d’inconnus, alors on cherche d’abord le

rang de A et on procède comme précédement. SiM est une matrice contenue dans A et d’ordre

r et detM ̸= 0 alors on considère le système de r équations à r inconnus correspondant à M

qui est un système de Cramer.

Si la solution vérifie les équation restantes alors le système globale admet une infinité de

solutions sinon il n’admet aucune solution.

Exemple 4.15

(S) :


3x− y = 4

2x+ 2y = 3

x− 5y = −5
⇔ A =

 3 −1
2 2

1 −5

( x

y

)
=

 4

3

−5

 .

On a rgA ≤ 2 choisissons

M =

(
2 3

3 −1

)
⇒ detM = 8 ̸= 0⇒ rgM = 2,

on prend le système : {
3x− y = 4

2x+ 2y = 3
⇔
{
x = 11/8

y = 1/8,

on a l’équation réstante :

x− 5y = −5⇒ 11/8− 5/8 = 6/8 = 3/2 ̸= −5,

alors le système n’admet pas de solutions.

4.3 Exercices corrigés

Exercice 1

Expliquer sans les calculer pourquoi les déterminants suivants sont nuls :

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣
0 −1 10

0 2 5

0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣ , ∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣
−1 2 3

1 −2 5

1 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣
∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 3

−1 2 −3
3 1 2

∣∣∣∣∣∣∣ , ∆4 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1

0 0 3

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
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Exercices corrigés Chapitre 4. Systèmes d’équations

∆5 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 a b+ c

1 b c+ a

1 c a+ b

∣∣∣∣∣∣∣ , ∆6 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 cos 2x 2 cos2 x

1 − cos 2x 2 sin2 x

cosx sinx cosx sinx sin 2x

∣∣∣∣∣∣∣ .
Solution. 1. Une colonne de ∆1 est nulle donc ∆1 = 0.

2. Les deux premières colonnes de ∆2 sont proportionnelles, donc ∆2 = 0.

3. La première colonne de ∆3 est somme des deux autres donc ∆3 = 0.

4. ∆4 étant diagonale, le déterminant ∆4 est égal au produit de ces termes diagonaux. Un de

ceux-ci étant nul, il en est de même de ∆4.

5.

∆5
C3→C2+C3=

∣∣∣∣∣∣∣
1 a a+ b+ c

1 b a+ b+ c

1 c a+ b+ c

∣∣∣∣∣∣∣ ,
et les première et troisième colonnes de ∆5 sont proportionnelles. Il vient ∆5 = 0.

6. La dernière colonne de ∆6 est somme des deux autres donc ∆6 = 0.

2

Exercice 2

Prouver que : ∣∣∣∣∣∣∣
3 0 0

0 4 0

0 0 5

∣∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣∣∣∣
0 0 3

0 4 0

5 0 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 60.

Solution. Facile par permutations des colonnes.

2

Exercice 3

Considérons les nombres 119, 153 et 289 qui sont tous divisibles par 17. Prouver que le déterminant :∣∣∣∣∣∣∣
1 1 9

1 5 3

2 8 9

∣∣∣∣∣∣∣ ,
est divisible par 17.

Solution. Notons ∆ ce déterminant. On a :

1000∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
100 10 9

100 50 3

200 80 9

∣∣∣∣∣∣∣ C1→C1+C2+C3=

∣∣∣∣∣∣∣
119 10 9

153 50 3

289 80 9

∣∣∣∣∣∣∣
= 17

∣∣∣∣∣∣∣
a 10 9

b 50 3

c 80 9

∣∣∣∣∣∣∣ ,
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où a, b et c désignent respectivement le quotient de 119, 153 et 289 par 17. On obtient : ∆ = 17m

avec

m =

∣∣∣∣∣∣∣
a 10 9

b 50 3

c 80 9

∣∣∣∣∣∣∣ ,
qui est un entier. Comme 17 est premier avec 1000 , appliquant le lemme de Gauss, 17 divise

∆.

2

Exercice 4

Considérons (a, b, c) ∈ R3. Soient les polynômes Pa = (X−a)2, Pb = (X− b)2 et Pc = (X− c)2.
Trouver les valeurs a, b et c où la famille P = (Pa, Pb, Pc) forme une base de R2[X] ?

Solution. La matrice de la famille P dans la base canonique (1, X,X2) de R2[X] est

M =

 a2 b2 c2

−2a −2b −2c
1 1 1

 .

Utilisant les déterminants de Vandermonde, on trouve

detM = −2(b− a)(c− a)(c− b).

La famille P forme une base de R2[X] si et seulement si les scalaires a, b et c sont deux à deux

distincts. 2

Exercice 5

Prouver que

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
cos(a− b) cos(b− c) cos(c− a)
cos(a+ b) cos(b+ c) cos(c+ a)

sin(a+ b) sin(b+ c) sin(c+ a)

∣∣∣∣∣∣∣
= −2 sin(a− b) sin(b− c) sin(c− a).

Solution. On développe suivant la première ligne et on reconnâıt les formules d’addition :

∆ = cos(a− b)[cos(b+ c) sin(c+ a)− cos(c+ a) sin(b+ c)]

− cos(b− c)[cos(a+ b) sin(c+ a)− cos(c+ a) sin(a+ b)]

+ cos(c− a)[cos(a+ b) sin(b+ c)− cos(b+ c) sin(a+ b)]

= cos(a− b) sin(a− b) + cos(b− c) sin(b− c)
+ cos(c− a) sin(c− a) = 1

2
(sin 2(a− b) + sin 2(b− c) + sin 2(c− a)),

puis on utilise les deux formules

sin p+ sin q = 2 sin
p+ q

2
cos

p− q
2

,
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et

cos p− cos q = −2 sin p+ q

2
sin

p− q
2

,

∆ = 1
2
(2 sin(a− c) cos(a+ c− 2b) + sin 2(c− a))

= sin(a− c) cos(a+ c− 2b) + sin(c− a) cos(c− a)
= sin(a− c)(cos(a+ c− 2b)− cos(c− a))
= −2 sin(a− b) sin(b− c) sin(c− a).

2

Exercice 6

Considérons

P1 = 2X2 −X + 1, P2 = X2 + 2X et P3 = X2 − 1.

Prouver que la famille P = (P1, P2, P3) forme une base de R2[X].

Solution. Notant e = (X2, X, 1) la base canonique de R2[X], on a :

Mat
e

(P) =

 2 1 1

−1 2 0

1 0 −1

 ,

qui est inversible. La famille P est donc une base de R2[X].

2

Exercice 7

Trouver le réel a où la famille e = (e1, e2, e3) :

e1 = (a, 1, 1) e2 = (1, a, 1) e3 = (1, 1, a),

forme une base de R3.

Solution. La famille e forme une base de R3 si et seulement si∣∣∣∣∣∣∣
a 1 1

1 a 1

1 1 a

∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.

Ce déterminant vaut : (a− 1)2(a+ 2).

La famille e est donc libre si et seulement si a ̸= 1 et a ̸= −2.
2

Exercice 8

Trouver les solutions dans R3 des systèmes :

1.


x− y + z = 1

3y − z = 2

2z = 8

2.


x− y + 2z = 1

2x− 3y + z = 4

x− 3y − 4z = 5
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3.


x+ 2y + 3z = 1

−x− 3y + 5z = 2

x+ y + z = −1
4.


y + 3z = 0

x+ 2y + 6z = 2

7x+ 3y + 9z = 14

5.


x+ 2y + z = 2

2x+ y + z = −1
x− 3y + 2z = −1

6.


2x− y + 3z = 1

x+ y − z = 2

x− 2y + 4z = 1

7.

{
2x− y + 3z = 0

x+ y + 2z = 0
8.


x+ y − z = 1

2x+ 2y − 2z = 2

−x− y + z = −1
.

Solution. 1. En remontant, on trouve successivement : z = 4; y = 2;x = −1.
2. 

x− y + 2z = 1

2x− 3y + z = 4

x− 3y − 4z = 5

⇐⇒


x− y + 2z = 1

−y − 3z = 2

−2y − 6z = 4

.

Les deux dernières équations sont équivalentes. Le système est de rang 2 et compatible. En

prenant z comme paramètre, l’ensemble des solutions est {(−5z − 1,−3z − 2, z) | z ∈ K}.
3. Système de Cramer :

{(
−5

2
, 1, 1

2

)}
.

4. Système de rang 2 et compatible. {(2,−3z, z) | z ∈ K}.
5. Système de Cramer : {(−2, 1, 2)}.
6. Système de rang 2 mais pas compatible. Pas de solution.

7.

{
2x− y + 3z = 0

x+ y + 2z = 0
soit

{
2x− y + 3z = 0

3x+ 5z = 0
. Le système est de rang 2, donc compatible. En

prenant z comme paramètre, l’ensemble des solutions est
{(
−5

3
z,−1

3
z, z
)
| z ∈ K

}
.

8. Le système est clairement de rang 1 et compatible (on a trois fois la même équation).

L’ensemble des solutions est le plan d’équation x+ y − z = 1.

2

Exercice 9

Discuter la nature de l’ensemble de solution sans chercher à résoudre les systèmes suivants :
x+ y − z = 0

x− y = 0

x+ y + z = 0

,


x+ 3y + 2z = 1

2x− 2y = 2

x+ y + z = 2

et


x+ 3y + 2z = 1

2x− 2y = 2

x+ y + z = 3

.

Solution. Premier système : Matrice de rang 3 (inversible) donc une unique solution (0, 0, 0).

Deuxième système : Matrice de rang 2, système non compatible, pas de solution.

Troisième système : Matrice de rang 2, système non compatible, pas de solution.

2
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Exercice 10

Discuter la dimension de l’espace des solutions des systèmes suivants selon la valeur de m :

1. {
x+my + z = 0

mx+ y +mz = 0.

2. 
x+ y +mz = 0

x+my + z = 0

mx+ y + z = 0.

Solution. 1. Si m = 1 ou m = −1, alors le système est de rang 1. L’espace des solutions est

de dimension 2. Sinon le système est de rang 2 et l’espace des solutions est de dimension 1.

Dans ce dernier cas, l’ensemble des solutions est {(x, 0,−x), x ∈ R}.
2. Si m = 1, alors le système est de rang 1. L’espace des solutions est de dimension 2. Si

m = −2, alors le système est de rang 2. L’espace des solutions est de dimension 1. Sinon le

système est de Cramer. L’espace des solutions est de dimension 0. 2

——————————————
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