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INTRODUCTION

Les étudiants recherchent généralement des références simplifiées pour comprendre les
concepts mathématiques qu’ils ont appris d’'une maniere qui convient a leurs capacités scienti-
fiques, on a donc di leur fournir ce polycopié qui contient des cours et des exercices corrigés
compatibles avec le programme du ministere de I'nseignement supérieur et de la recherche
scientifique.

Ce polycopié est composé de quatre chapitres :

1. Espaces vectoriels.

2. Applications linéaires.

3. Matrices.

4. Systemes d’équations.

Pour bien comprendre ce contenu, le lecteur doit étre familiarisé avec les concepts concernant
les structures algébriques (groupes, anneaux et corps).

A la fin de chaque chapitre, le lecteur trouvera une série d’exercices corrigés en détails.

Ce cours a été présenté aux étudiants de I’Université Djilali Bounaama de Khemis Miliana,
Ain Defla, Algérie.

Nous invitons aussi notre collegues et étudiants qui voudraient bien me faire parvenir leurs
remarques, suggestions, critiques et n’hésitez pas a nous les envoyer afin que nous puissions
enrichir ce document.

E-mail : m.houasni@Quniv-dbkm.dz



CHAPITRE 1

ESPACES VECTORIELS

Les notions abordées dans ce chapitre sont :
— Espaces vectoriels.
— Sous-espaces vectoriels.
— Base et Dimension d'un espace vectoriel.
— Somme de sous-espaces vectoriels.
Il couvre donc certaines notions fondamentales requises pour ce polycopié. La maitrise de ces

notions est essentielle pour le reste de ce document.




Espace vectoriel Chapitre 1. Espaces vectoriels

1.1 Espace vectoriel

Dans tout ce chapitre k désigne le corps R ou C. On va donner les axiomes qui définissent

un espace vectoriel.

Definition 1.1 (k-espace vectoriel) Soit (k,®, x) un corps. On appelle espace vectoriel sur

le corps K tout ensemble E muni d’une loi de composition interne ®

[ExE - E
| (zy) — z®y

et d’une loi de composition externe

[ kxE - E
Tl ANy e Ao

telles que
1. (E,®) est un groupe commutatif (ou Abélien) d’élément neutre noté Og.

2. V(a,B) € k?, V(x,y) € E?, on a

— (a+pf)x=azxr® P Aziome 1
— (ax f).x =a.(B.7) Aziome 2
— a.(r®Y) =ar®ay Aziome 3
— lyx==x Azxiome J

On dit alors que (E,®,-) est un K-espace vectoriel. Les éléments de k sont appelés scalaires,

ceur de E, vecteurs. L’élément neutre de (E,®) est Og (appelé vecteur nul).

Exemple 1.1 Le corps commutatif k, est un espace vectoriel sur luiméme, pour l’addition et

le produit existant sur k.

Exemple 1.2 Soit n € N* un entier non nul, on définit le produit cartésien K™ comme suit

Sin=1,k'=k.

Sin =2, k?=k x k est l’ensemble des couples formés d’éléments de E.

Sin = 3, k3 = k? x k par définition, c’est donc ’ensemble des couples du type (a,z) avec
a dans k?* donc du type a = (x,y) avec x et y dans k. Au lieu de noter ((x,y),z) ’élément
générique de k® , on le note (z,y,z) et on parle du triplet, (z,y,z) de k3.

Plus généralement, k" sera, rar définition, le produit cartésien de k"1 park, soit k™ =k 1x
k, et par commodité, on notera (xy, s, ..., x,) l'élément générique de k™, (avec chaque x; € k)
appelé n-uplet.

Formellement, on définit donc K™ a partir des couples. Sur kK™, on définit une structure d’es-

pace vectoriel en posant :
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Espace vectoriel Chapitre 1. Espaces vectoriels

pour X = (T1,Tg,...,x,) et Y = (y1,Y2, ..., Yn) dans K", et X dans Kk,

X+Y = (l‘1+y1,---,xn+yn)7
A X = ()\1’1,)\1‘2,...,>\$n)7

et il est facile de vérifier que l'on a une structure d’espace vectoriel.

Exemple 1.3 L’ensemble R, [x]des fonctions polynomes a coefficients dans R de degré < n,
c’est-a-dire :

Rujz] ={P:R = R| P(x) =ay + a1z + ... + a,z", a; € R},

est un espace vectoriel sur R pour les lois :

(ap + a1z + ... + apx™) + (b + b1z + ... + bpz™) = (ag+bo) + ... + (ay, + b,)z",
A(ag + @z + ... +a,z™) 1 = Aag+ Aajx + ... + Aaa”.

Plus généralement, l’ensemble R[z| des fonctions polynémes de tous les degrés possibles a coef-

ficients dans R est un espace vectoriel sur R avec les lois :

Z apx® + Z bt o = Z (ar + by) 2,
k k

k

)\.Zakxk : :Z(/\ak)xk. (1.1)

k

(les sommes ne comportent qu’un nombre fini de termes non nuls).

Exemple 1.4 Soit A un ensemble non vide, et E un espace vectoriel sur le corps k. L’ensemble

F(A, E) des applications de A dans E est muni d’une structure vectorielle surk de la maniere
sutvante.

Si f et g sont deux fonctions de A dans E, et X un scalaire dans k on définit la fonction
f+g par
Vee A (f+9)(x) = f(x) +9(z),
et la fonction \.f par
Ve e A, (\f)(x) = A.f(x),
et la encore c’est un jeu de vérifier qu’on a une structure vectorielle pour l’espace des appli-

cations de A dans [’espace vectoriel E. Son vecteur nul est la fonction identiquement nulle sur
A a valeurs dans F,

OEACA—> FE
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Regles de calcul Chapitre 1. Espaces vectoriels

Exemple 1.5 Soient F1, ..., E,. n espaces vectoriels sur le corps commutatif k, en procédant
par récurrence comme pour K", on définit le produit cartésien E = Fy X Fy X ... X E,, encore noté
E =11, E;, dont les éléments sont les n-uplets X = (X1, ..., X,,), avec Vi =1..n, X; € E;-

1l est facile de vérifier que pour ’addition + définie par

(X1, X))+ (Y1, oY) = (Xa+ Y, Xa+ Y, X+ V),
E est un groupe additif, et qu’avec le produit
AX = (AX1, A X, ..., A X)),

on munit E d’une structure vectorielle.

1.2 Regles de calcul

Proposition 1.1 Soit (E,+,-) un k-espace vectoriel. Pour tous scalaires o, B,y € k et pour

tous vecteurs x,y € E, on a

1. Oka’:OE

2. (-1)x=—x

3. (=)@ =—(ya) = 7(-x)

4. (a=p)lex=ax—px

5 v (x—y)=~vxr—7y

6. \-0g =0g

7. vax=0p<= (y=0 ou z=0g).

Preuve. 1.0On a

Oxx +0g = Oz car (E,+) est un groupe
= (Ox + Ox) -z car k est un corps

= Ok-x + Ok-x.

D’ou Og-x = O en soustrayant Oy-x a droite des deux membres de cette égalité.
2.0n a:

r+ (=1)z = lr+ (—1)-z grace a 'axiome 4
= (14 (—1)).x d’apres l'axiome 1
= Oz car k est un corps

= 0O d’apres 1 précédente.
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Sous-espaces vectoriels

donc (—1).z est I'opposé de x. On peut alors écrire : —z = (—1).x.
3.0na:
(=y)x = (—1.y)x car k est un corps
= (—1).(y.x) d’apres 'axiome 2
= —v.x d’apres 2 précédente.

4. On a:

(= p)x = (a+(—p)).x car k est un corps
= a.x+ (—p).x d’apres Paxiome 1

= a.r — [.x d’apres 3 précédente.

5. On a:

v.(xr—y) = 7.(z+ (—y)) car (E,+) est un groupe
= v +7.(—y) d’apres axiome 3
= ~.x+7.(—1y) d’apres 2 précédente
= ~.z+ (v.(—1)) .y d’apres axiome 2
= 7.2z 4 (—7).y car k est un corps
= ~v.x — .y d’apres 3 précédente.
6. On a :

v-0p = 7 (x—x) car (E,+) est un groupe
= yx+ 7 (—x) dapres 'axiome 1
= ~.x —v-x d’apres 3 précédente

= 0Op car (F,+) est un groupe.

7. Supposons que y-x = Og, Si v = O alors d’apres 1, y-x = Og. Sinon, si v # O alors comme

1

k est un corps 77 existe et

v=1lz=(yy ") a=7"(y.2)=7"0p=0p,

et donc z = Og. La réciproque est évidente. O

1.3 Sous-espaces vectoriels

Definition 1.2 (Sous-espace vectoriel) On appelle sous-espace vectoriel d’un espace vecto-
riel B sur le corps k, toute partie F' de E qui est sous-groupe additif de E est telle que V) € Kk,
Ve € F, \x € F.
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Sous-espaces vectoriels Chapitre 1. Espaces vectoriels

Remarque 1.1 [l est alors évident que F' est un espace vectoriel sur k, les conditions de la

définition 1.1 étant vérifiées.
Exemple 1.6 {0g} et E sont sous-espaces vectoriels de E.

Definition 1.3 (Combinaison linéaire) Soient 1, xs, ..., x, n vecteurs d’un k-espace vecto-

riel . On appelle combinaison linéaire de ces n vecteurs tout vecteur x € E de la forme
T =M1+ .+ NT, = Z)\k:tk,
k=1

ot (Aq, ..., Ap) € k™.
Si A est une partie de E, on appelle combinaison linéaire d’éléments de A toute combinaison

linéaire d’un nombre fini d’éléments de A.

En principe, pour montrer que F est un sous-espace vectoriel, il faudrait vérifier les huit
axiomes de la Définition 1.1 En fait, il suffit de vérifier la <stabilité> des lois de composition

comme l'affirme la proposition suivante :

Proposition 1.2 Une partie F' d’un espace vectoriel E sur k est un sous-espace vectoriel de

FE si et seulement si
1. F#o.
2.V (a,p) €k, YV (x,y) € F?, ax+ By € F.

Preuve. =) D’abord si Fest sous-espace de F, en tant que sous-groupe additif /' est non
vide car contient 0, élément nul de E, puis si x et y sont dans F' et a et § dans le corps k, a.x
et f.y € F (cf. définition 1.2) qui est stable pour I’addition, donc a.x + S.y € F.

<) si 1. et 2. sont vérifiées, avec a =1 et f = —1 et x et y dans F on a :
(F # @) et (V(x,y) €eF?r—yec F) ,
ce qui justifie déja que F' est sous-groupe additif de E, puis le 2. avec § = 0 donne
VAek, Ve e F,\.x € F.
On a bien F sous-espace vectoriel de E. O

Remarque 1.2 Comme on l’a vu au cours de la preuve, si F' est un sous-espace vectoriel,

alors F' contient nécessairement le vecteur nul.
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Sous-espaces vectoriels Chapitre 1. Espaces vectoriels

1.3.1 Exemples fondamentaux
1. Droite vectorielle :

Soit v € E, v # 0, alors :
F={yeE|INek:y= v},
est un sous-espace vectoriel de E dit droite vectorielle engendrée par v.

En effet F # (), car v € F. De plus, F est stable pour les lois de E, car si z,y € F (c’est-a-

dire: z = \v, y = pv), on a :
r+y=+pw=AN+pveF.

De méme, si € F (cest-a-dire © = A\v), on a : pz = u(Iv) = (uA)v € F.

2. Plan vectoriel :

Soient x1,xo € E alors :
F= {y c El 3)\1,)\2 ck: Yy = )\1.%1 + )\2(1]2},

F' est un sous-espace vectoriel de E, dit sous-espace engendré par x1,s. Si x7 et x5 ne sont
pas nuls et x5 n’appartient pas a la droite vectorielle engendrée par x, F' est dit plan vectoriel

engendré par z; et xs.

3. Sous-espace engendré :

Plus généralement, si 1, x2,...,z, € F alors :
F= {y € E’ El)\l, vy )\p ck: Yy = )\11’1 + ...+ )\p.’ll'p},

est un sous-espace vectoriel de E noté Vect{xy, xs, ..., x, }, dit sous-espace engendré par 1, ..., T,,
ou aussi espace des combinaisons linéaires de xi,xo, ..., x,. Nous verrons par la suite que, au
fond, tous les sous-espaces vectoriels sont de ce type, ¢’est-a-dire obtenus par des ” combinaisons

linéaires” d’une famille d’éléments de E.

Remarque 1.3 Soit E l’espace vectoriel des vecteurs d’origine O. Une droite vectorielle est une
droite passant par O. De méme, un plan vectoriel est un plan passant par O. Plus généralement,
un sous-espace vectoriel de R™ peut étre visualisé comme un "plan de dimension p” passant par
O. On pourrait donner un sens précis a la notion de "plan de dimension p”, mais cela n’est
pas nécessaire. Retenons pour le moment le fait qu’il doit passer par O, car tout sous-espace
vectoriel doit contenir le vecteur nul. Ainsi, par exemple, une droite ne passant pas par O n’est
pas un sous-espace vectoriel : les points de la droite sont les extrémités des vecteurs issus de O

et le vecteur nul n’est pas parmi eux.
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Sous-espaces vectoriels Chapitre 1. Espaces vectoriels

Exemple 1.7 Soit
F={(z,y,2) € R? 3x +y+22=0}.
F est un sous-espace vectoriel de R3. En effet, soient vy = (x1,y1,21) et vo = (T2, Y2, 20) € F;

on a :
3x1+y1+2z1:0 et3x2—|—y2—|—222:0,

d’ot, en additionnant : 3(x1 4+ x2) + (Y1 + y2) + 2(21 + 22) = 0, c’est-a-dire
V1 + vy = (21 + T2, Y1 + Yo, 21 + 22) € F
De méme, on voit que st A\ €k etv e F ona v € F.

Exemple 1.8 On a :
G={(r,y,2) ER* 2 +4dy+ 2z =1},
n’est pas un sous-espace vectoriel de R® car Ogs = (0,0,0) ¢ G (0+4.0+0 # 1).

Proposition 1.3 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
1. FNG est un sous-espace vectoriel de E.
2. FUG n’est pas en général un sous-espace vectoriel de E.

3. Le complémentaire E\F d’un sous-espace vectoriel F' n’est pas un sous-espace vectoriel
de E.

Preuve. 1. On a d’abord FNG # @, car Og € FNG.
Soient x,y € FNG,ona:z,y € FFdonc x+y € F. De méme, si z,y € G, x +y € G et par

conséquent x +y € FNG.
Sideketre FNG,ona:z € F, donc Az € F,et x € G,donc \x € G,d’ou: \x € FNG.

2. Cela tient au fait qu’en général F' U G n’est pas stable par la somme. Par exemple,
soient ' = R?, F la droite vectorielle engendrée par (1,0) et G la droite vectorielle engendrée
par (0,1). On a : (1,0) € F donc (1,0) € FUG. (0,1) € G donc (0,1) € F U G mais :
w=(1,0)+(0,1)=(1,1) ¢ FUG.

Ga
(ﬂs 1] ''''
Q |
Lo  F
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Bases (en dimension finie) Chapitre 1. Espaces vectoriels

3. E\F ne contient pas Og, donc il n’est pas un sous-espace vectoriel (Remarque 1.2). O

1.4 Bases (en dimension finie)

Definition 1.4 (Famille génératrice) Soit {vi,...,v,} une famille de vecteurs d’un espace
vectoriel E, elle est dite génératrice, si E = Vect{vy,...,v,}, c.-a-d. Vo € E, se décompose sur

les vecteurs v;, ou encore que tout x € E est combinaison linéaire des vecteurs v;,

p
T =M1+ ... + A, = Z ALUk.
k=1

Remarque 1.4 Une telle famille (finie) n’existe pas toujours. Considérons par exemple R[z]
avec la structure d’espace vectoriel définie par les lois (1.1) et soit { Py, ..., P,} une famille finie
de polynomes. Elle ne peut étre génératrice car, en effectuant des combinaisons linéaires, on

n‘obtiendra que des polynomes de degré < Sup{degrés des (F;)}.

Exemple 1.9 DansR?, soientv; = (1,1) et vo = (1,—1). Montrons que {vy,vs} est génératrice.
Soit x = (a,b) € R? avec a,b arbitraires : il s’agit de montrer qu’il existe 1,75 € R tels que

T = X101 + ToUs, c’est-a-dire :
r = (a,b) = (z1,21) + (22, —22) = (21 + 22, 1 — T2).

Ceci signifie que ¥(a,b) € R%, 3 1,19 € R vérifiant le systéme :
T+ xTo= a
r1 — o9 = b.

_a+b

I =

En résolvant, on trouve en effet :

a—>b
et Ty = ,
2 2

solution définie pour a,b arbitraires. Donc {v1,v9} est génératrice.

Definition 1.5 Un espace vectoriel est dit de dimension finie, s’il existe une famille génératrice

finie, dans le cas contraire, on dit qu’il est de dimension infinie.

Definition 1.6 (Famille libre) Soit {vy,...,v,}, une famille finie d’éléments de E. On dit
qu’elle est libre, si :

)\1U1+...+/\p’0p:0:>)\1:)\2:...:)\p:0.

On dit aussi que les vecteurs vy, ..., v, sont linéairement indépendants. Une famille qui n’est pas

libre est dite liée (on dit aussi que ses vecteurs sont liés ou linéairement dépendants).
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Bases (en dimension finie) Chapitre 1. Espaces vectoriels

Exemple 1.10 Dans R3, les vecteurs vy = (1,1, —1), vy = (0,2,1) et vy = (0,0,5) sont libres.

En effet, supposons qu’il existe des réels A1, Ao, A3 tels que \yv1+Aava+A3v3 = Ogs, c’est-a-dire :

)\1(1, 17 —1) —I— )\2(0, 2, 1) + )\3(0, 0, 5) - OIR{3~

On obtient :
()\1, )\2, —)\1 + )\2 + 5)\3) = OR37
donc
)\1 - O
/\2 - 0 ’

—)\1+/\2+5)\3: 0

ce qui donne immédiatement A\ = Ay = A3 = 0.

Exemple 1.11 Dans F(R,R) la famille {sin, cos,exp} est libre. Soient o, 8,y € R tels que
asin+5cos+yexp = 0. Alors pour tout © € R, asin(x) + Scos(z) + yexp(x) = 0, ce qui

s’écrit aussi )
sin(x) cos(x)

exp(z)  exp(z)
On montre facilement en utilisant le théoreme des gendarmes que

+ v =0.

sin(x) cos(x) _

exp(z)

lim oo = iMoo

exp(z)
On en déduit que v = 0. On a alors Yz € R, asin(z) + [ cos(x) + yexp(x) = 0. Si on fait
x =0 on obtient 5 =0 et si on fait x = w/2, il vient que « = 0. On a alors bien montré que

Proposition 1.4 Une famille {vy,...,v,} est liée si et seulement si l'un au moins des vecteurs

v; §’écrit comme combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille.

Preuve. =) :Si{vy,...,v,} est liée, il existe Ay,..., A, non tous nuls tels que A\jvy+...+ A0, =
0. Si, par exemple A\; # 0, on pourra écrire :
A2 -\

V] = ——Vg+ ... + .

A DY

<=) : Supposons par exemple, que v; est combinaison linéaire des vecteurs Aqvsa, ..., \pvp,

alors il existe po, ..., i1, € k tels que vy = vy + ... + Apvp, c’est-a-dire :
v — )\21}2 — ... )\pUp =0.

Il existe donc une combinaison linéaire des vecteurs {vy,...,v,} qui est nulle, sans que les

coeflicients soient tous nuls. Donc la famille est liée. O
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Proposition 1.5 Soit {vi,...,v,} une famille libre et x un vecteur quelconque de l’espace en-
gendré par les vecteurs v; (c’est-a-dire x est combinaison linéaire des v;). Alors la décomposition

de x sur les v; est unique.

Preuve. Soient

T = MU+ ..+ AU,
r = 51U1+...—|—6p’l}p,

deux décompositions de z. En faisant la différence on trouve :
()\1 — ﬁl)vl + ...+ ()\p - /Bp) Up = 0.

Puisque la famille est libre, on a (A, — 1) = ... = (A, — B,) =0, cest-a-dire : \y = f1,..., \p =
Bp- O

Definition 1.7 (Base) On appelle base une famille a la fois génératrice et libre.
Proposition 1.6 Une famille {vy,...,v,} est une base de E si et seulement si tout © € E se

décompose d’une facon unique sur les v;. C’est-a-dire :
Vo € E il existe un unique n-uplet (A, ..., \,) € k" tel que :

T = MU+ ... + A0,

Preuve. L’existence de la décomposition pour tout x € F équivaut au fait que la famille est

génératrice ; 'unicité au fait que la famille est libre. a
Exemple 1.12 (Base canonique de R") Soient les vecteurs :

er=(1,0,..,0),..;e;=(0,..., 1 _,...,0),....en = (0,0, ..., 1).

i°rang

On sait déja qu’ils forment une famille génératrice. Montrons qu’elle est libre. On a :

)\161 + ...+ )\iei + ...+ ey, = O]Rn,

c’est-a-dire :
A1(1,0,...,0) + ... + X(0, ..., ‘ 1 ,..,0)4+ ...+ X:(0,0,...,1) = Ogn,
1°rang
donc :

()\1, )\2, ,)\n) - O]Rn.

Par conséquent {eq,...,e,} est une base de R", dite base canonique.
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Exemple 1.13 (Base canonique de R,[z]) La famille B = {1,x,...,2"} est une base de
R, [x], En effet, tout P(x) = ag+ a1z + ... + a,a™, a; € R; B est donc génératrice. De plus :

Exemple 1.14 Soit F = {(z,y, z) € R®| 2z +y + 2z = 0}. Chercher une base de F. On a vu
F est un sous-espace vectoriel de R3, On a : (1,y,2) € F & y= —2x — 2z donc :

ueF s u=(r,-2r—2z2z2)<u=12(1,-2,0)+ 2(0,-2,1).

Par conséquent les vecteurs vi = (1,2,0), v = (0, —3,1) forment une famille génératrice de F.
D’autre part :
AU+ Aoy =0 & )\1(1, -2, 0) + )\2(0, -2, 1) = (O, 0, 0),

ce qui est équivalent a Ay = Ay = 0. Donc {vy,vs} est libre et par conséquent elle est une base
de F.

Proposition 1.7 On a :
1. {x} est une famille libre <= x # 0.
2. Toute famille contenant une famille génératrice est génératrice.
3. Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
4. Toute famille contenant une famille liée est liée.
5

. Toute famille {vy,...,v,} dont l'un des vecteurs v; est nul, est liée.

Preuve.
1. <) D’apres Proposition 1.1 (7), Az = 0g <= (A =0¢ ou z = 0g). Donc, si z # 0,
Az = 0 implique A = 0, ce qui signifie que {z} est une famille libre.
—) Supposons que {z} libre. Alors, d’apres la définition de famille libre, si Az = 0 on a
nécessairement A = 0 , ce qui signifie, toujours d’apres la proposition 1.1 (7), que = # 0.
2. Soit {vy,...,v,} une famille génératrice et x = A\jvy + ... + Ay, un élément arbitraire de
E. On peut aussi écrire :

T =M1+ ... + Apvp + 0wy + ..+ Qwy, wy,...,wy, € E.

Donc tout = € E est combinaison linéaire de vy, ..., vy, wy, ..., wy.

3. Soit T = {wy,...,v,} une famille libre et 7" une sous-famille de 7. Quitte a changer la
numérotation, on peut supposer que 7/ = {vy,...,vx} (avec k < p). Si T était liée, 'un
des vecteurs vy, ..., v, serait combinaison linéaire des autres. Il existerait donc un élément
de 7 qui s’écrirait comme combinaison linéaire de certains éléments de 7. Or, cela est

impossible car 7T est libre (voir Proposition 1.4).
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4. Soit F = {v1,...,v,} une famille liée et G = {vy,...,vp, w1, ...,w,}. D’apres proposition
1.4, T'un des v; est combinaison linéaire des autres. Or, les vecteurs v; appartiennent a G ;
donc 'un des éléments de G est combinaison linéaire des autres, et par conséquent G est
liée.

5. Evident d’aprés 4., car il s’agit d’'une famille contenant {0}, et {0} est liée, d’aprés 1.

1.5 Dimension d’un espace vectoriel

Definition 1.8 (Dimension d’un espace vectoriel) Si £ = {0}, on dit que E est de di-
mension 0 et on note dim E = 0. Sinon, si E est un espace vectoriel sur k de dimension finie

non réduit a {0}, on appelle dimension de E le cardinal d’une base de E et on le note dimy F.

Exemple 1.15 dimR" =n, dimR,[z] =n + 1.

Remarque 1.5 Une famille f d’au moins n + 1 vecteurs dans un espace E de dimension n
est toujours liée. En effet, si elle était libre alors on aurait une famille libre f de cardinal plus
grand que celur de nimporte quelle base B de E. Or B est une famille génératrice de E et le

cardinal d’une famille libre est toujours plus petit que celui d’une famille génératrice.

1.6 Dimension d’un sous-espace vectoriel

Proposition 1.8 Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et F' un sous-espace vec-
toriel de E. On a :

1. F est de dimension finie et dim F' < dim F.

2. (dimF =dimF) & F =FE.
Remarque 1.6 Pour montrer que deux sous-espaces vectoriels F' et G sont égaux, il suffit de

- Montrer que F C G.
- Montrer que dim F' = dim G.

Exemple 1.16 On considére E = R* et

F = Vect(1,1,a,3),(0,1,1,2)),
G = {(z,y,2,t) ER| 2 —y+2=0,2+2y —t =0}

Pour quelle condition sur « € R a-t-on FF =G ?
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On Suppose que F' = G. Donc (1,1,a,3) € G et doit vérifier en particulier I’équation x —
y+ z=0. On trouve alors que o = 0.

Prouvons que si « = 0 alors F = G. On sait que F = Vect((1,1,0,3),(0,1,1,2)). Les
vecteurs (1,1,0,3),(0,1,1,2) donc engendrent F' et ils sont non colinéaires; alors ils forment

une famille libre. C’est une base de F' et alors dim F' = 2. Par ailleurs

G = {(zy,zt)eElz—y+2=0,2+2y—1=0}

= {(z,y,y —z,x+2y)| z,y € R}
= Vect((1,0,-1,1),(0,1,1,2)),

on prouve alors de la méme fagon qu’avant que dim G = 2. De plus (1,1,0,3) et (0,1,1,2)

r—y+z2=0
r+2y—1t=0,

donc (1,1,0,3),(0,1,1,2) € G et comme G est un sous-espace vectoriel,

vérifient le systéeme

F=Vect((1,1,0,3),(0,1,1,2) C G.

Finalement, comme dim F' = dim G on obtient F' = G.

1.7 Somme de sous-espaces vectoriels

Definition 1.9 (Somme de deux sous-espaces vectoriels) Considérons F' et G deux sous-
espaces vectoriels d’un k-espace vectoriel E. On appelle somme de F et G et on note F+ G le

sous-espace vectoriel de E donné par

Ft+G={et+yl (z,y) € FxG}.

Remarque 1.7 Le sous-ensemble F' + G est bien un sous-espace vectoriel de E. En effet,
F+ G C FE car E est stable pour l’addition. De plus, F'+ G est non vide car F et G le sont.
Enfin, siu=aoc+y e F+Getu =2"+y € F+G avec x,2' € F et y,y € G alors, pour
a, B ek.
au+ fu' =axr+ ' +ay+ Py € F + G,
T T

car F' et G sont des sous-espaces vectoriels.

Proposition 1.9 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un k-espace vectoriel . Alors

F + G est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant F U G.
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Preuve. On a prouvé dans la remarque précédente que F' + GG est un sous-espace vectoriel
de E. Il contient I’ et G car Og est élément de F et G et donc F' = '+ 0 C F + G et
G =0+ G C F+G. De plus, si on considere un sous-espace H de E qui contient F'U G alors
montrons queF + G C H. Soientz +y € F+ G avec x € Fet y € G. Comme FUG C H,
on a aussi z,y € H et comme H est un sous-espace vectoriel, il s’ensuit que x + y € H. Donc
F+ G C H et F + (G est le plus petit sous-espace vectoriel de E' contenant F' et G. O

Exemple 1.17 Dans F(R,R) soient F' = Vect(sin) et G = Vect(exp) alors :
F + G = Vect (sin,exp) = {x — asin(z) + Sexp(z) | o, 5 € R}.
Proposition 1.10 Soient A et B deuz parties d’un K-espace vectoriel E alors
Vect(A) + Vect(B) = Vect(AU B).

Exemple 1.18 Dans l'espace R3, on considére les parties F = {(2,0,0) | # € R} et G =
{(z,2,0) | x € R}. Montrons que ce sont des sous-espaces vectoriels de R® et déterminons le
sous-espace F'+ G. On a F = Vect(1,0,0) et G = Vect(1,1,0) donc F et G sont des sous-
espaces vectoriels de R3. De plus F+ G = Vect((1,0,0),(1,1,0)) et on reconnait que F + G est
le plan vectoriel de R® engendré par (1,0,0) et (1,1,0).

1.7.1 Somme directe, sous-espaces supplémentaires

Definition 1.10 (Somme directe) On dit que deuzx sous-espaces vectoriels F' et G de E sont

en somme directe si NG = {0g}. On note alors F & G leur somme.

En d’autres termes :
(=F+G
(=Fedse et
FNG={0g}.

Exemple 1.19 Dans C, les sous-espace vectoriels F' =R et G = 1R sont en somme directe :
Soit x € FNG, donc x € F alors x est réel, et x € G alors x est imaginaire pur. x est un

complexe a la fois réel et imaginaire pur donc x = Op.
Exemple 1.20 Dans E = F(R,R), on considére
F={feE]| f(0)=0}} et G=Vect(z — 1).

1l est clair que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E. G est l’ensemble des applications
constantes de R dans R.

Soit f € FNG. f € F donc f(0) =0. De méme f € G donc il existe a € R tel que f(z) = a.
Mais a = f(0) =0 donc f = 0g. Donc F et G sont en somme directe.

Université Djilali Boundama Khemis Miliana 16 Cours d’Algébre 2 - Par: Dr. M** HOUASNI



bt i
Somme de sous-espaces vectoriels Q, i Chapitre 1. Espaces vectoriels

Proposition 1.11 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels du k-espace vectoriel E. F et
G sont en somme directe si et seulement si Vo € F + G, 3 (z1,23) € F X G : v = 21 + 29

(c’est-a-dire, la décomposition de x est unique).

Preuve. =) Supposons que F et G soient en somme directe et soit € F'+G. Par définition,
il existe 1 € F et x5 € G tels que © = x1 + x2. Supposons qu'il existe )] € F et i, € G tels
qu’on ait encore x = x} + 5. Comme = = x1 + x5y = 2} + 25 , on a I'égalité : x1; — 2] = x5 — x5,
Notons y ce vecteur. Comme F' et G sont des sous-espaces vectoriels de F, y =z — 2] € F et
y = x9 — o € G. Par conséquent y € FNG. Mais I et G étant en somme directe, on a F'NG

= {0g} donc y = 0. Par conséquent, z; = x| et x5 = 7}, et alors ['unicité.

<) Soit x € FFNG. 1l existe alors deux couples de F' x G permettant de décomposer = en un
vecteur de F' et un vecteur de G :(z,0) et (0, z). Par hypothese, elles sont égales : (z,0) = (0, z).

Par conséquentz = 0 et les sous-espaces F' et GG sont en somme directe. a

Definition 1.11 (Sous-espaces supplémentaires) Soit E' un espace vectoriel et F', G deuz
sous-espaces vectoriels de E. On dit que F et G sont supplémentaires (ou que G est un
supplémentaire de F'), si E = F & G.

Proposition 1.12 Soit ' un espace vectoriel et F', G deuz sous-espaces vectoriels de E. Alors
E=F®G (F et G sont supplémentaires) si et seulement si pour toute base By et F et toute
base By de G, {By, B} est une base de E.

Preuve. <=) Soient B; = {va}aca et Ba = {wpg}sep des bases de F' et G respectivement
et supposons que {vq, Wg}(a,p)caxp €st une base de E. Alors tout « € E s’écrit d’une maniere
unique :
T = MUsy + oo + ApUa, + p1wp, + ... + pqws,,

¢’est-a-dire tout x € E s’écrit d’'une maniére unique x = x1 + x5 avec 1 € F et x5 € G, donc
E=F®d.

—)Si E = F®G, tout © € F se décompose d’une maniere unique sur F' et G et, par
conséquent, sur la famille B = {B;, B>}. On en déduit que B est une base de E. O

Corollaire 1.1 Soit E un espace vectoriel. Pour tout sous-espace vectoriel F', il existe toujours
un supplémentaire. Le supplémentaire de F' n’est pas unique, mais si I/ est de dimension finie,

tous les supplémentaires de F' ont méme dimension.

Théoreme 1.1 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F, G deuxr sous-espaces

vectoriels de E. Alors

dim (F 4+ G) < dim F + dim G — dim FF N G.
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Preuve. Supposons que dim F' = p, dim G = ¢ et dim F NG = r. Notons que, puisque F' NG
est un sous-espace vectoriel de F' et de G, on a r < p et r < ¢q. Considérons une base {ay, ..., a,}
de F'N G. Puisque la famille {ay, ..., a,} est libre, on peut la compléter en une base de F' et
aussi en une base de G. On peut donc construire : une base de F' du type {a1, ..., ar, €41, ..., €5}

et une base de G du type {ay, ..., ar, fri1, .-, f4}-
On sait que tout vecteur de F'+ G s’écrit comme somme d’un vecteur de F', et d’un vecteur

de G et donc il est de la forme :

T = Nap+ ..+ MNay + A6 o+ e,
p1ays e+ flpp + eyt frias o+ ,Uqfqa

c’est-a-dire, en posant 7, = \; + p;, pour i = 1,...,7 :
T=Ti01 + ... + T0r + Ms1€p1 oo+ Nplp + g1 fraas o+ g Sy (1.2)

Par conséquent, la famille {a4, ..., a,, €11, ..., €y, frt1, ..., fg} engendre F' + G. Montrons qu’elle

est libre. Soit une combinaison linéaire nulle :

nar + ... + 7a, + Art1€ra1 + oo+ /\pee%—yrﬂfrﬂ, e+ uqu = 0.

vV " Vv
aceFNG BEF ~eG

Onaa+p+v=0,doncy=—(a+ ). Alorsy€geta+p € F,doncy e FNG.
Par conséquent, v peut s’écrire comme combinaison linéaire des a; :

Porg1 frg1s oo+ g fg = 0101 + ... + 0pay.

Mais {a1, ..., ar, flr41 fri1,s -+ g fq} est une base de G donc tous les coefficients de cette combi-
naison linéaire doivent étre nuls. En particulier, t,41 =0, ..., 1y = 0. De méme A\,11 = 0,..., A\, =
0. D’apres (1.2) on déduit alors que :

Tay + ... + a, = 0.
Or la famille {ay, ..., a,} est libre, donc 71 =0, ..., 7, = 0. Ainsi la famille
{a1, .oy @ry €1, s €py frits oo fo},
est libre et donc elle est une base de F'+ G. On en déduit :

dm(F+G) = r+(p-r)+(@—7r)=p+q—r
= dimF +dimG+dim FNG.
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Corollaire 1.2 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces
vectoriels de E. Alors

FNG={0g}

F=FdG& ) _ .
dim F = dim F' 4+ dim G.

Exemple 1.21 Dans E = C, F = Vect({1}) et G = Vect({i}). On sait que F et G sont des
sous-espaces vectoriels de E. St x € F NG alors x est a la fois réel el imaginaire pur donc
x=0e FNG ={0g}. De plus

F+ G =Vect(l) + Vect(i) = Vect(1,i) = C,
donc E = F + G. On a montré alors que F' et G sont supplémentaires.

Exemple 1.22 Dans R3, soit m un plan vectoriel et v un vecteur non contenu dans ce plan.

Ona:
R? = 7 @ Vect(v),

car si {ey,ea} est une base de 7, alors {ey, ea,v} est une base de R3.
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1.8 Exercices corrigés

Exercice 1.
1. Est-ce que la partie £ = {(z,y) € R* y = 2z} de R? muni des lois habituelles de I'espace
vectoriel R?, est un R-espace vectoriel ?

2. Est-ce que la partie F' = {(z,y,2) € R3,y? = 22,2 = 0} de R3, muni des lois habituelles

de l’espace vectoriel R? est un sous-espace vectoriel de R ?

Solution. 1.0=2 x 0 donc Og2 € F.
Soient u = ('I?y) € Evy =2zetu = (x/,y/) € E,y/ =27’
VAN eR

M4 Nu' = Az + Ny + Ny) = (X, V)Y = dy+ Ny = N2 + N2 =2z + Na') = 2X.

Donc \u + Nu' € E. Alors que E est un sous-espace de R?.
2. Soit u = (2,2,0) € Fcary? =22 =2x2=2z et 2 =0.
2u = (4,4,0), y> = 4> = 16 # 2 x 4 = 8 donc 2u ¢ F donc F n’est pas un sous-espace
vectoriel.
(I

Exercice 2.
On considere dans R* les vecteurs u; = (1,2,3,4) et uy = (1, 2,3, —4). Trouver x et y pour
que (z,1,y,1) € Vect (uy,us) ? Et pour que (z,1,1,y) € Vect (uy,uz)?

Solution. Le probleme est de trouver z et y tels qu’il existe «a et § vérifiant (z,1,y,1) =

auy + SBug
r=a+pf r=a+p
a—20 PN B x
Yy =3a+3p y=y—3x
1=4a—4p -8B =1-—4x
r=oa+p
4B =1-2
<~ ﬁ o
y=y— 3w
0=-1.

D’apres la derniere ligne le systeme n’y a pas de solution.

Le probleme est de trouver x et y tels qu’il existe « et 8 vérifiant (z,1,1,y) = au; + Sus

r=a+pf r=a+p r=a+pf
1=2a—2 45 =1-2 —45=1-2
@ ﬁ <~ ﬁ v <~ 61 o
y=4a —4p —80 =y —4x 0=y—4z—2(1 —2x)
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s=a+f
5=
& L1
3
y=2
=

Exercice 3.
Soit dans R* I'ensemble E des vecteurs (1, T, 3, z4) vérifiant z1 + x5 + 23 + 14 = 0.
E est-il un sous espace vectoriel de R* ? Donner une base.

Solution. Un vecteur z de E s’écrit

r = (—1172 — X3 — 954,352,373,1'4)
= :BQ(—L 1,0, 0) + 9:3(—1, 0,1, O) + 3:4(—1, 0,0, 1)

Donc E = Vect((—1,1,0,0),(-=1,0,1,0),(—1,0,0,1)), E est un sous-espace vectoriel de R*.
Il reste donc a montrer que ((—1,1,0,0),(—1,0,1,0),(—1,0,0, 1)) est libre (Puisque cette famille

est déja génératrice).

a(-1,1,0,0) + 5(-1,0,1,0) +v(-1,0,0,1) = (0,0,0,0)
—a—pF—v=0
a=0

Cette famille est libre, c¢’est une base de E.

Exercice 4.
Soit E un R—espace vectoriel, on considere vy, vo,v3 et v, une famille libre d’éléments de F,

Dire si les familles suivantes sont libres ou non 7 Justifier

1. (1)1, 27}2, Ug) .

2. (
3. (01,21)1—1—1)4,1)4)
4. (3@1+U3,U3,02+U3)
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5. (2u1 4 vg,v1 — 3vg, Vg, V9 — V1) .

Solution. 1. Oui évidemnet, sinon

o=
avy +2Bvy+vyv3 = 0g=< 26=0
v =

a=10

= b=

v=20

2. Une sous famille d’une famille libre est libre.
3.
2v; — (2v1 + vy4) + v4 = On.

Il existe une combinaison linéaire non identiquement nulle de ces trois vecteurs, la famille est

liée.
4.
a(3vr +v3) + Bus + v (v2 +v3) = Opn
= 3av +yv + (a+ B+ 7)vs = 0p
((30=0
= v=0
| a+B8+7=0
(a=0
= =0
L 7 =0.

La famille est libre.
5. 11 y a trois vecteurs 2v; + vy, v; — 3vy,v9 — v dans le plan Vect (vy,v9) donc ces trois

vecteurs forment une famille liée, en rajoutant v4 cela ne change rien, la famille est liée.
O

Exercice 5.

On considere dans R* les sous-espaces F et G suivants :
F =Vect((1,0,1,1),(—-1,-2,3,—-1),(=5,-3,1,5)),

G = Vect((—1,-1,1,-1), (4,1,2,4)).

Comparer F' et G.

Solution. On a :
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u=(z,y,z21) € F < il existe a, f, 7 réels tels que

u=«(1,0,1,1) + p(—-1,-2,3,—1) + v(—5,-3,1,5)

a—0B—=5by==x a—pF—=5y==x
—28-3y=y N —28-3y=y
a+38+y==z2 3+67v=—x+2
a—B+5y=t 10y =—z+t

a—fF—=5y=x ... Ll
—26—-3y=y .. L2
—r+z+2y=0 ... L3
10y=—-x+t .. L4

a, B, sont donnés par les équations Ly, Ly et Ly donc

F={(z,y,2,t) € R, —z + 2y + 2z = 0}
(D421 4+1=0=(-1,-1,1,-1) € F
442X 142=0= (4,1,2,4) € F.

Cela montre que G C F.

On reprend calcul de v = «(1,0,1,1) 4+ 5(—1,-2,3,—1) + v(=5, -3, 1,5) avec u = (0,0,0,0)
On trouve

a—0B—=by==x a—0B—=5y=0
=28 —-3v=y N —28—-3v=0
0=—-2+2+2y 0=-0+0+2x0
10y = -z +1 10y =-0+0
a=0
&< =0
v=0

C’est bon, dim(F) = 3.
F C G, dim(G) < dim(F) = G C F.

Alors G est inclus dans F' mais GG n’est pas égal a F.

Exercice 6.

On considere dans F(R,R) la famille des fonctions x +— sin(z),z +— sin(2z) et z — sin(3z),
cette famille est-elle libre ?

Solution. On a

Vo € R, asin(z) 4+ fsin(2x) + v sin(3z) = 0.
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Pour z = %,
asin (§) + Bsin (5) +vsin(r) =0
e2+l=0sp8=—a
Vo € R, asin(z) — asin(2z) + ysin(3z) = 0.
Pour z = 7,
asin (Z) —asin(r) +ysin (Z) =0y =a
Vo € R, asin(z) — asin(2z) + asin(3z) = 0.
Pour z = &*

asin (37) — asin () 4+ asin(27) =0
<:>04(%— (—%)) =0& a=0.
Donc a = = v = 0. Cette famille est libre.

Exercice 7.
On considere f(z) = cos(z), g(x) = cos(z) cos(2x) et h(x) = sin(z) sin(2z). Trouver Vect(f, g, h).

Solution. F' € Vect(f,g,h) < il existe a, 5 et 7 tels que Vx € R,

F(z) = acos(x)+ fcos(x)cos(2x) 4 vsin(x) sin(2x)

(z) 4+ Beos(z) (1 — 2cos?(z)) + 2ysin®(z) cos(z)

= acos(z) 4 Bcos(z) — 26 cos®(z) 4+ 2v (1 — cos®(z)) cos(x)
= (a4 B+ 2y)cos(x) + (=28 — 27) cos®(z).

Donc F € Vect (cos, cos?)

Ce qui signifie que Vect(f, g,h) C Vect (cos, cos?), I'inclusion dans l'autre sens l'inclusion est

= @ COS(T

évidente donc
Vect(f, g, h) = Vect (cos, cos3) )

Qui est évidemment un espace vectoriel de dimension 2. O
Exercice 8.

On considere a = (2,3,—1),b= (1,—1,-2),c¢=(3,7,0) et d = (5,0, —=7).
Soient les sous-espaces vectoriels de R® £ = Vect(a,b) et F = Vect(c,d). Prouver que E = F.

Solution. On a
c=2a—0be Vect(a,b) =F

d=a+3b € Vect (a,b) = E.
Donc F' C E, or a et b ne sont pas proportionnels donc (a, b) est une base de E et dim(E) = 2,
de méme c et d ne sont pas proportionnels donc (¢, d) est une base de F' et dim(F') = 2.

On a: (a,b) est une famille génératrice de E et que (¢, d) est une famille génératrice de F.

ECF
{ dim(E) = dim(p) ~ © ="
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O

Exercice 9.
On considere E = {(z1, 9,23, 24) € R* | 2y — 25 =0 et x5 — 24 = 0}
On suppose que E est un sous-espace vectoriel de R*.
1. Donner une base de E.
2. Compléter cette base en une base de R*.

Solution. 1. 0On a:

xr = (331,1'2,1’3,554)
r = (x1,20,23,4) EE S a1 — 29 =0
$3—ZE4:0

xr = (I’Q, Lo, Tyg, I4)

<~ Tl = T2
T3 = Ty,
r = (x9,29,m4,74) = x2(1,1,0,0) + 24(0,0,1,1).

On pose a = (1,1,0,0) et b = (0,0,1,1).

E = Vect(a,b) ce qui entraine que {a,b} est une famille génératrice de F, et d’autre part
{a, b} est une famille libre, donc c’est une base de E.

2. Soit ¢ = (1,0,0,0) ¢ E car les composantes de ¢ ne vérifient pas les équations caractérisant
E. {a,b} est libre dans E et ¢ ¢ E donc {a,b, c} est libre.

x = (m,79,x3,24) € Vect(a,b,c)
& Ja,B,7) €R* 2 = aa+ Bb+ e,
r = aa+ Bb+yc

< ($1,$2,ZE3,I’4) = O[(l, 17070) + 5(0707 1a 1) + ,7(17070a 0)

T =a+7
o Ty —

3= f3

$4:5

T Oé‘i‘/)/

To =
=

1’3:5

rg — 23 = 0.
Donc Vect(a, b, c) = {x = (21,22, 73, 14) € R 24y — 23 =0} .
Soit d = (0,0,0,1),d ¢ Vect(a, b, c) car les composantes de d ne vérifient pas x3 — x4 = 0.
{a, b, c} est libre et d ¢ Vect(a, b, c) donc {a, b, c,d} est une famille libre, elle a 4 éléments, c¢’est
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une base de R%.

Exercice 10.

On considere E = {P € Ry[X], P(1) =0} .
1. Prouver que F est un sous-espace vectoriel de Ry[X].
2. Déterminer une base de E et en déduire sa dimension.

Solution. 1. Le vecteur nul de Ry[X] est le polynéme nul, en 1 ce polynéme vaut 0, le vecteur

nul de Ry[X] est dans E.
Soit P € Eet P, € E, donc P(1) =0 et Py(1) =0.
Pour tout A\ et Ay deux réels,

()\1P1+)\2P2> (1) :A1P1(1)+)\2P2(1> :)\1 XO+)\2 x 0=0.

Donc )\1P1 + )\2P2 ek
E est un sous-espace vectoriel de F.
2. Soit P=aX?+bX +c€E,

Pl)=0oax1?4+bxl4+c=0c=—a—b.

Donc
P=aX’+bX —a—b=a(X?—1)+bX —1).

X% —1 et X — 1 sont deux polynémes non proportionnels, ils forment une famille libre qui
engendre F, c’est une base de E, et donc dim(E) = 2.
([l

Exercice 11.
Soient les vecteurs v; = (1,0,0,1),v2 = (0,0,1,0),v3 = (0,1,0,0),v4, = (0,0,0,1) et vs =
(0,1,0,1) dans R*.

1. Vect (vy,v7) et Vect (v3) sont-ils supplémentaires dans R*?

2. Méme question pour Vect (v1,vs,v4) et Vect (vq, vs).

3. Méme question pour Vect (v1,vq) et Vect (vs, vy, vs)

Solution. 1. dim (Vect (v1,v2)) < 2 et dim (Vect (v3)) = 1 donc la somme des dimensions
n’est pas 4 , ces espaces sont peut-étre en somme directe mais cette somme n’est pas R*, ils ne
sont donc pas supplémentaires dans R*.

Remarque : en fait dim (Vect (v1,v2)) = 2carv; et vy ne sont pas colinéaires.
2.

D’abord on va regarder si la famille (vy, v3,v4) est libre, si c’est le cas la réponse sera non car

la dimension de cet espace sera 3 et celle de Vect (v2, v5) est manifestement 2 , donc la somme
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des dimensions sera 5.

avy + Pug +yvg = Opsa
= «(1,0,0,1),+5(0,0,1,0) +~(0,0,0,1) = (0,0,0,0)
a=0
N 0=0
B=0
a+v=0
a=0
=< =0
7 =0,

(v1,v3,v4) est une famille libre qui engendre Vect (vy, v3,v4), ¢’est donc une base de cet espace
donc dim (Vect (v, v3,v4)) = 3, comme vy et vs ne sont pas proportionnels, (v, vs) est une
famille libre qui engendre Vect (vq, v5), ¢’est donc une base de cet espace et dim (Vect (v, v5)) =
2.
De plus
dim (Vect (v, v3, vs)) + dim (Vect (va, v5)) = 5 # dim (R*).

Donc ces espace ne sont pas supplémentaires dans R*.
3. v1 et vy ne sont pas colinéaires donc (vy,vs) est une famille libre qui engendre Vect (vy, v9),
c’est une base de cet espace et dim (Vect (v1,v2)) = 2.

Manifestement vs = v3 + vy, Vect (vs, vg, v5) = Vect (vs, vy, v3 + v4) = Vect (vs, v4) , U3 €t vy ne
sont pas colinéaires donc (vs, v4) est une famille libre qui engendre Vect (vs, v4, v5) = Vect (vs, v4)

c’est donc une base de cet ensemble et dim (Vect (vs, vg, v5)) = 2.
dim (Vect (v1,v)) + dim (Vect (vs, vg, v5)) = 4 = dim (R?) .

Il reste a prouver que 'intersection de ces espaces est réduite au vecteur nul.
Ce coup-ci je vais détailler un peu plus. Soit u € Vect (v, v9) N Vect (v3,v4), il existe «, 3,
et 0 réels tels que :

u = avy + Pug et u = yug + dvy.
Ce qui entraine que
avy + By = yus + dvy & avy + oy — yuvg — dvy = Opa.

Cela montre que
u = 0ps < (a,3,7,0) = (0,0,0,0) < (v1,v9,v3,04) est libre. Résultat que I'on utilise sans

avoir a le montrer.
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Mais ici, si on montre que la famille est libre, comme elle a 4 vecteurs, cela montrera que

c’est une base de R* et que
Vect (Ul, Ug) D Vect (’U3, ’U4) = R4.
Mais dans cet exercice il fallait quand prouver qu’on y va :

Vect <U3, Vg4, U5) = Vect (U37 Vg, V3 + U4) = Vect (Ug, U4) .

avy + Pug — yvg — vy = Opa
& a(1,0,0,1),+43(0,0,1,0) — ~(0,1,0,0) — 5(0,0,0,1) = (0,0,0,0)
a=20 a=10
—y =0 =0
> Vsl = fzo
a—06=0 0 =0.

Donc u = awy + Pvg = Oga et Vect (v1,v9) N Vect (vs, vg) = {Oga}
Comme la somme des dimensions est 4 on a :

Vect (vy,v3) @ Vect (vs, vg,v5) = Vect (v1, v2) @ Vect (vs,v4) = R*.

Université Djilali Boundama Khemis Miliana 28 Cours d’Algébre 2 - Par: Dr. M HOUASNI



CHAPITRE 2

APPLICATIONS LINEAIRES

En algebre linéaire, on s’intéresse aux applications qui préservent la structure d’espace
vectoriel, c’est-a-dire, les applications d’un espace vectoriel dans un autre qui préservent les
combinaisons linéaires. Dans ce chapitre, qui est un peu 'axe de tout le reste du document,

nous allons donner essentiellement les définitions et les résultats elémentaires de base.
Les notions abordées dans ce chapitre sont :
— Définitions : Application linéaire, Noyau, image et rang d’une application linéaire.

29



Définitions Chapitre 2. Applications linéaires

2.1 Définitions

Definition 2.1 Soient E et E' deux espaces vectoriels sur le méme corps k et f une application
de E dans E'. On dit que f est linéaire, si :

1. flo4+w) = f(v)+ f(w), Yo,w € E,

2. f(\) = Af(v),Yv € E,VA € k.

L’ensemble des applications linéaires de E dans E' est noté Lyx(E, E') ou, plus simplement,
L(E,E").

Si une application linéaire f de E dans E (méme espace de départ et d’arrivée). on dit que
f est un endomorphisme de E. L’ensemble des endomorphismes de E est noté Endy(FE) ou,

plus simplement End(E).
St une application linéaire [ est bijective, on dit que f est un isomorphisme d’espaces

vectoriels.

Remarque 2.1 1. Si f est linéaire, on a : f(0) = 0. Il suffit de faire A\ = 0 dans f(\x) =
2. D’apres 1) et 2), une application f : E — E' est linéaire, si et seulement si, pour tout

A €k et pour tout x,y € E, on a

fQz+y)=M(z) + fy).

Exemple 2.1 Soient E un k-espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E. On appelle

ingection canonique de F' dans E, l'application i : F' — E définie par :
Ve e F, i(z) = x.
Alors i est une application linéaire.
Exemple 2.2
f: R3 — R?
(C(],y,Z) = (25(]+y,y—2>,

est une application linéaire.
Siv=(x,y,2) et w=(2',y/,2'), on a:

flo+w) = flz+2,y+vy,z2+2)
Q@+a)+y+y)y+ty —2—2)
r+y,y—2z)+ 22 +y,y —7)
f)+ f(w),

f Az, Ay, \z2)

= (2Ax + Ay, Ay — A\z)

= AN2x+y,y—2)

= M (v).

f ()
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Comme on peut s’en rendre compte par cet exemple, la linéarité de f tient au fait que les
composantes z,y, z dans 'espace d’arrivée (ici R?) apparaissent toutes & la puissance 1. plus
précisément chaque composante dans I'espace d’arrivée est un polynome homogene de degré 1

en x,y, z. Nous verrons cela d’'une maniere plus précise dans la suite.
Ainsi, par exemple, I'application

f: R = R?
(l‘,y,Z) = (JZQ—y,y—f-Z)
n’est pas linéaire (ni 1), ni 2) de la définition 2.1 ne sont satisfaites a cause du terme au carré).

Exemple 2.3 Soient C([0,1],R) et C*([0, 1], R) les espaces vectoriels des applications f de [0, 1]

dans R, continues et continues a dériwée continue, respectivement. L’application :

D: CY[0,1],R) — C([0,1],R)
f = /'

est une application linéaire, puisque :

D(f+9) = (f+9)=f+9g =Df+Dyg
DAf) = (Af) = Af',

ou N ER, et fetgeC([0,1],R).
Exemple 2.4 Soit vy # O un vecteur de E, l'application translation définie par

t: EF — E
v = U+ v,

n'est pas linéaire (noter, par exemple, que : t(0) = vy # O ).

Exemple 2.5 Soient E un k-espace vectoriel de dimension finie n et (eq,es, ..., e,) une base
de E. Alors lapplication f définie par,
t: k"™ — E
(@1, ey an) = flag, . an) = D0 e,

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. On en déduit donc que tout k-espace vectoriel de

dimension finie n est isomorphe a k".

Proposition 2.1 i) Soient E, F' et G trois espaces vectoriels sur le méme corpsk. f: E — F

et g F'— G deux applications linéaires. Alors g o f est une application linéaire.

Université Djilali Boundama Khemis Miliana 31 Cours d’Algébre 2 - Par: Dr. M HOUASNI



Définitions Chapitre 2. Applications linéaires

it) Soit f : £ — F un isomorphisme d’espaces vectoriels, alors f~! : F' — FE est aussi un
isomorphisme d’espaces vectoriels.
ii1) Deux espaces vectoriels de dimension finie et de méme dimension sont isomorphes.

Preuve. i) Soient x € F,y € F et o € k, alors on a

(go f)x+y)=g(f(z+y))
=g(f(z) + f(y)) (car f est lindaire )
=g(f(x))+g(f(y)) (car g est linéaire )
= (go f)(@)+ (g0 f)y).

On a aussi

(g0 f)lax) = g(f(ox)
= g(af(z)
= ag(f(z)
=a(gof)

)
) (car f est linéaire )
) (car g est lincaire )
().

Donc g o f est linéaire.

i1) Supposons que f : E — F est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Soient x € F,y € F
et a € k. Soient a € F et b € E, tels que f(a) =z et f(b) =y. Comme f est linéaire, alors on
a f(a+b) =z +y, donc on atra

flat+y)=Ff(fla+b) =a+b=f"(2)+f ()

On a aussi
fHax) = fH(af(a)) = f(f(aa)) = aa = af (z).
Donc f~! est lincaire.
i7i) Soient E et F' deux espaces vectoricls de méme dimension n, alors d’apres I'exemple
précédent, F et F' sont isomorphes a k™. Donc si ¢ : F — k™ et ¢ : I — k" sont deux
isomorphismes d’espaces vectoriels, alors V"' o ¢ : E — F est un isomorphisme d’espaces

vectoriel. O

Proposition 2.2 Soient E et E' deux k-espaces vectoriels. Pour f et g deux éléments de
Ly(E, E") et pour a élément de k, on définie f + g et - f, par

Vee B, (f+9)(x)=fx)+g(x) et (a- f)(z) =a- f(z)

Alors (Ly(E, E'),+,-) est un k-espace vectoriel.

Preuve. 1l suffit de vérifier que Ly(E, E’) est un sous-espace vectoriel de E'F le k-cspace

vectoriel de toutes les applications de E vers E'. O
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Théoréeme 2.1 Soient E et E' deuz k-espaces vectoriels de dimension finie. Alors Ly(E, E')

est de dimension finie et on a

dim (Lg(E, E')) = dim(E) x dim(E).

Preuve. Soient m = dim(F),n = dim(E’), (e1,ea,...,€y,) une base de E et (e],¢€5,...,€))

une base de E'. Pour (7,7) € N,,, x N,,, ot pour tout p € N*, on pose N, = {1,2,...,p}, on
définit I’application f;; : E — E' par,

Vee B, fij(x)=uxe, ouz= ijej.
j=1
Alors, B ={f;; : (i,5) € N, x N,,} forme une base de Li(E, E’). En effet,

Soit f € Lx(E, E'), alors pour chaque j € N,,, on a f(e;) = > 1" ayjel.

Donc pour tout z € E avec z = Z;n:l

f(z) = Z%’f (ej) = Z%’ (Z %BQ)
=Y aymie =Y > aifis(w).

i=1 j=1 i=1 j=1

Zj€j, O a

Donc B est une partie génératrice finie de Ly (E, E').
Il est facile de vérifier que B est une partie libre, en remarquant que

e, sik=j
Vk € Nm, fij (Gk) =
0 sik#7.
Card(B) = Card (N,,, x N,;) = m x n, donc dim (Lg(E, E')) = m x n. O

2.2 Noyau, image et rang

Proposition 2.3 Soient E et F deux k-espaces vectoriels et f . E — F une application
linéaire. Alors,
i) Limage par f d’un sous-espace vectoriel de E est un sous-espace vectoriel de F. En par-

ticulier, f(E) est un sous-espace vectoriel de F', appelé image de f et noté Im f. Sa dimension

est appelée rang de f et est notée
rg f=dim (Im f).
i1) L’image réciproque par f d’un sous-espace vectoriel de F' est un sous-espace vectoriel de

E. En particulier, f~' ({0r}) est un sousespace vectoriel de E, appelé noyau de f et noté ker(f).
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Preuve. i) Soit A un sous-espace vectoriel de E. Alors, f(A) # 0, car 0 = f(0g), donc

OF € f(A).
SireA,yec Aeta€e K,on a

f@) + fy) = fle+y) et a- flz) = fla- ).

Comme x+y € Aet a-x € A, alors f(z) + f(y) € f(A) et a- f(x) € f(A).

ii) Soit, maintenant, B un sous-espace vectoriel de F. Alors f~'(B) # 0, car f (0g) = O et
0r € B, donc 0g € f~1(B).

Size fYB),y € f/1Y(B) et aec K, alors on a f(z) € B et f(y) € B et comme B est
un sous-espace vectoriel de F' et f linéaire, alors f(x +y) € f(B) et f(a-z) € f(B), donc
r+y€ fYB)et a -z € f7Y(B). Rappelons que

z€ f(B) < f(2) € B.
m

Remarque 2.2 Soient E et F deuxr k-espaces vectoriels et f : E — F une application

linéaire. Alors

ker(f) ={z € E: f(z) =0p}
x € ker(f) <= f(z) = 0p.

Imf ={f(x): 2z € E}
yelmf <= 3Jr e E:y= f(z).

Proposition 2.4 Soient E et F deux k-espaces vectoriels et f : E — F une application
linéaire. Alors

i) f est injetive <= ker(f) = {0g}.

i1) f est surjetive <= Im f = F.

Preuve. i) =) Supposons que f est injective et soit « € ker(f). On a f(z) = O et comme
f est linéaire, alors f (0g) = Op, donc f(z) = f(0g) et puisque f est injective, alors x = Op.
Ainsi, ker(f) = {0g}.

<=) Supposons que ker(f) = {0g}.

Soient x € F et y € E, tels que f(x) = f(y), a-t-on z = y?

Comme f est linéaire et f(x) = f(y), alors on a f(z —y) = O, donc x — y € ker(f), puis
comme ker(f) = {0}, alors on s z = y et par suite, f est injective.

ii) Trivial, car une application f : E — F est surjective, si et seulement si, f(E) = F. O
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Exemple 2.6 Soit :

D. Rlz] — R[z]
P = P

Le noyau de D est formé par les polynomes constants. D’autre part, Im D = R[z], car si

P e R[z],Q(z) := [, P(t)dt est un polynome et on a Q' = P c¢’est-a-dire DQ = P.

Exemple 2.7 Soit :

¥=x+4+y—=z
fiR — R3¥z,y,2) — (2/,y,2) ou: y =2x+y— 32
2= 3w+ 2y —4z.

Ker f est 'ensemble des triplets (z,y, 2) € R? qui vérifient le systeme :

r+y—z2=0
20 +y—32=0
3r+ 2y —4z = 0.

On trouve facilement x = 2\,y = —\, 2z = X\; c’est-a~-dire Ker f est la droite vectorielle
engendrée par le vecteur (2,—1,1).

Pour ce qui est de Im f, on a :

(2',y',2') € Im f, si et seulement si, il existe (x,y, z) € R? vérifiant le systeme :

{r+y—z=22x+y—32=¢y3x+2y — 42 =~

Il s’agit donc de savoir pour quelles valeurs de z’,y’, 2" ce systéme est compatible. En

échelonnant, on trouve :

r+y—z=ua r—y—z=2a
—y—z=y 20 =< y+z2=21" -1
—y—z=2z —37 20" — ' + 2 — 32 =0,

la condition de compatibilité est 22" — ¢/ + 2’ — 32’ = 0 c’est-a-dire ' + 3’ — 2/ = 0. L’image
de f est donc le plan de R?® d’équation 2’ + 1y — 2/ = 0.
Proposition 2.5 Soit f € L(E, E') et {v;},.; une famille de vecteurs de E.

1. Si f est injective et la famille de E {v;},.; est libre, alors la famille {f (v;)};o; de E' est

libre.
2. Si f est surjective et la famille {v;},.; est génératrice de E alors la famille { f (v;)},c, est

génératrice de E'.

En particulier si f est bijective l'image d’une base de E est une base de E'.
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Preuve. 1. Supposons la famille {v;},.; libre et soit f injective. Pour toute famille extraite
{val, e ,an}, la relation
Af (Uﬂél) +-t /\qf (U%) =0,

implique f ()\1”0&1 + -4 )\qvaq) = 0, c’est-a-dire \va, + -+ + Avq, € Ker f. Or Ker f = {0},
donc
AU+ + AgUq, = 0,

et puisque la famille {v;},.; est libre, on a Ay = 0,...,A; = 0. Donc la famille {f (v;)},.; est
libre.2. Soit y € E’ quelconque; puisque f est surjective, il existe x € F tel que y = f(x).

D’autre part la famille {v;},.; est génératrice, donc x est de la forme
T = AMUsy +*+ + Apla,,

d'ott: f(x) = Arf (Vay)++ -+ Apf (va,) -y est donc combinaison linéaire d’éléments de la famille
{f (vi)},c; et, puisquil est choisi arbitrairement dans E’, la famille {f (v;)},.; est génératrice.

|

Théoreme 2.2 Deux espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes, si et seulement si,
ils ont méme dimension.

Preuve. En effet, ¢l existe un isomorphisme f : £ — E’, I'image par f d'une base de
E est une base de E’, donc E et E' ont méme dimension. Réciproquement, supposons que
dim £ = dim E’ et soient {ey,...,e,},{€],...,€e/,} deux bases respectivement de F et E'.
Considérons 'application f : E — E’ construite de la maniere suivante :

- Pour k=1,...,n on pose : f(e;) =€}

-Sixz =), xreponpose: f(x)=>7_xpf (ex) =D 1 Trel,
(en d’autres termes, on définit f sur la base de E et on la prolonge par linéarité sur F

tout entier). On vérifie facilement que f est linéaire et bijective (la vérification est laissée en

exercice). O

Remarque 2.3 Comme on le voit de la démonstration, lisomorphisme de E sur E' dépend

du choiz des bases dans E et dans E' et en général il n’y a pas d’isomorphisme canonique.

Proposition 2.6 Soient E et F' deuxr K-espaces vectoriels et f : E — F une appligation

linéaire. Alors

a) Pour tout sous-espace vectoriel G de F, on a

FTHA(G)) = G +ker(f).

b) f est injective, si et seulement si, pour tout sous-espace vectoriel G de E, on a
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@) =G

¢) Pour tout sous-espace vectoriel H de F', on a

F(fN(H) =HNIm f.

d) f est surjective, si et seulement si, pour tout sous-espace vectoriel H de F', on a

f(fH(H) =H.

Preuve. a) Soit z € E, alors on a

r € [THf(G)) < f(z) € f(G)
< JaeG: f(x)= f(a)

<= daeG: f(r—a)=0

< Jae€G:z—acker(f)

< JaeG,Fbecker(f):x=a+Db
< 1 € G+ ker(f).

b) =) Si on suppose que f est injective, alors ker(f) = {0}, donc, d’apres a), pour tout
sous-espace vectoriel G de F,
i@ =a.

<) Si on suppose que pour tout sous-espace vectoriel G de E, on a f~}(f(G)) = G, alors
en particulier, on a

S ({0g}) = {0ps}.
Or f({0g}) = {f (Or)} = {0F}, donc

ker(f) = 7 ({0r}) = {05} .

c) C) Soit y € f(f1(H)). alors il existe x € f~1(H), tel que y = f(x).Comme z € f~(H),
alors f(x) € H, doncy € HNIm f.
D) Soit y € HNImf, alors on a

yeHNImf=—=yeHetyeclmf
—yecHetIrecE :y= f(x)
—ze€ [YH) arf(z)eH

= f(z) € f(f71(H))
=y € f(f1(H)).

d) =) Supposons que f est surjective, alors Im f = F', donc pour tout sous-espace H de F,
on a

f(f'(H)=HNF=H.
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<=) Supposons que pour tout sous-espace vectoriel H de F'. on a

ff(H) =4,

alors en particulier, on aura f (f~'(F)) = F. Or f~Y(F) = E, donc f(F) = F, par suite, f est

surjective. O

Dans le cas ou les espaces E et E’' sont de dimension finie, les dimensions du noyau et de
I'image de f sont liées par la relation donnée dans le théoreme suivant, I'un des plus importants

en Algebre Linéaire :

Théoréme 2.3 (Théoréme du rang) Soient E et E' deux espaces vectoriels de dimension

finie et f: E — E' une application linéaire. On a alors :

dim E = rg f + dim(Ker f).

Preuve. Supposons dim E = n, dimKer f = r et montrons que dim(Im f) = n — r. Soit

{wy,...,w,} une base de Ker f, et {vy,...,v,_,} une famille de vecteurs telle que

{'lUl,...,wr,'Ul,...,’Un_r},

soit une base de E. Soit B = {f (v1),..., f (vn—r)}. Montrons que B est une base de Im f.
- B engendre Im f. Soit y = f(z) € Im f. Comme = € E, x est de la forme

T=aw;+ -+ aw, +biv; + -+ by Up_y.

On a donc :
y=arf(w)+-+af(w)+bif(vi)+ - +bpsrf (V)
= blf (Ul) + -+ bnfrf (Unfr) )

ce qui montre que B engendre Im f.
- B est libre. Supposons que A1 f (v1) + -+ Ay f (Up—,) = 0; on aura

fqor+ -+ Npvy) =0,

donc :
AU+ o+ AU, € Ker f.

Par conséquent, il existe aq,...,a, € k tels que :
>\1U1 + -+ A'rL—T'Un—T =awi + -+ awy,

c’est-a-dire :

MU+ Ay Upeyr — Wy — - -+ — a,w, = 0.
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Puisque la famille {vy,..., v, w1, ..., w,} est libre, les coefficients de cette combinaison
linéaire sont tous nuls; en particulier : Ay =0,...,\,_, = 0, c’est-a-dire B est libre. O

Pour montrer qu'une application linéaire est bijective, il faut montrer qu’elle est injective et
surjective ; cependant, dans le cas de dimension finie, si la dimension de I'espace de départ et
celle de I'espace d’arrivée sont les mémes, il suffit de démontrer I'une des deux propriétés - soit

I'injectivité, soit la surjectivité, on donc ce corollaire important.

Corollaire 2.1 Soit f € L(E,E'), E, E' étant deuz espaces vectoriels de méme dimension finie
(en particulier, par exemple, si f € End E, avec E de dimension finie). Alors les propriétés

suivantes sont équivalentes :
1. f est injective.
2. f est surjective.
3. [ est bijective.

Preuve. 1l suffit, bien entendu de montrer que 1 . est équivalent a 2.Comme on 'a vu, f est
injective si et seulement si Ker f = {0}. Puisque dim £ = rg f +dim(kerf), f est injective si et
seulement si dim £ = rg f, ¢’est-a-dire dim F = dim(Im f). Or, par hypothese, dim E = dim E’,
donc f est injective si et seulement si dim(Im f) = dim E’. Puisque Im f C E’ cela équivaut a

Im f = E’, c’est-a-dire [ surjective. a

Remarque 2.4 Ce résultat est fauxr en dimension infinie, un contre-exemple : l’application :

Rlz] — R[z]
P - P,

D :

est surjective et non injective.

Théoreme 2.4 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u : E — E un endo-

morphisme de E. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

i) E=keru @ Imu.
it) Imu = Im v?.

i11) ker u = ker u?.

iv) keru N Imu = {0}.

Preuve. i) = i) Supposons que E = keru @& Imu et montrons que Imu = Imu?. Pour
cela, remarquons d’abord que tout u € Li(FE), on a Imu? C Imwu. Dongc, il suffit de montrer
que Imu C Imwu?. Pour cela, soit y € Imu, alors il existe z € E, tel que y = u(x). Puisque

E =keru @ Imu, alors x = x; + u (z2), avec x; € keru, donc y = u?(z), par suite, y € Im u?.
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it) = 4i1) Supposons que Im(u) = Imu? et montrons que keru = keru?®. Pour cela, re-
marquons aussi que tout u € Lg(FE), on a keru C keru?. Donc, il suffit de montrer que

ker u? C ker w. D’apres le théoréme du rang, on a
dim(E) = dim(ker u) + dim(Imu) = dim (ker v*) + dim (Im u?) .

Puisque Imu = Imu? alors dim(ker u) = dim (ker u?), par suite, on aura ker u = ker u?.
i11) = iv) Supposons que keru = ker u? et montrons que keru N Imu = {0}. Soit y € E,

alors on a
ye€kerunNnlmu < u(y) =0et 3z € E:y =u(z)
= u?(z) = u(y) =0 = x € keru?
=z € keru = u(x) =0 =y =0.

iv) = i) Trivial, car on sait que

dim(ker u) + dim(Imu) = dim(FE)
E=%kerudImu & et
keru NImu = {0}.
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2.3 Exercices corrigés

Exercice 1.

On considere Papplication f : R* — R3 définie pour tout u = (z,y, z,t) € R* par :
flr,y,z,t) = (x+y,z+t,z+y+2z+1).

1. Prouver que f est une application linéaire.
2. Donner une base de ker(f).
3. Donner une base de Im(f).

Solution. 1. Soient u = (z,y,2,t) et ' = (2/,%/, 2/, ') deux vecteurs de R*. Soient \ et N

deux réels.

Au+ Nu' =Nz, y,2,t) + N (2,0, 2, 8) = De + N,y + Ny, de + N2 8+ N

donc
fQu+Nu) = fx+ Na',  y + XNy, Az + N2+ Nt
=\ +XN')+ Ay +NY), Az +XN2) + (M + X)), (A + Na') + Ay + NyY)
+ Az +N2)+ (Mt + Nt)
=M+ +N@+y),ANz+0)+NE +), Mae+y+2+1)
N (2 +y + 2+ 1)
=Nr+y,z+te+y+z+t)+N@ +y, L+ +y + 2+ )
= Af(u) + Af ().

f est linéaire.

On a :

u € ker(f) < f(u) = Ogs
& (r+yz+t,r+y+2z+t)=(0,0,0,0)

r+y=0
< z4+1t=0
T4+y+z+t=0
y=—x
& ; su=(r,—z,z —2)=x(1,-1,0,0) + 2(0,0,1,—1) .
=—z
On pose a = (1,—1,0,0) et b= (0,0,1,—1), a et b engendrent ker(f), d’autre part ces vecteurs
ne sont pas proportionnels, ils forment donc une famille libre, finalement (a, b) est une base de

ker (f).
3.0na:

f(es), f(eq))

Im(f) = Vect (f (e1), f (e2),
2) = (1,0,1); f (es) = (0,1,1); f (ea) = (0,1, 1).

fler) = (1,0,1); f (e
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Comme [ (e1) = [ (e2) et f(e3) = [ (es)
Im(f) = Vect (f (e1) , f (es))

f(e1) et f(e3) ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre, comme cette famille
est génératrice de Im(f), c’est une base de Im(f). O
Exercice 2.

On considere Papplication u : R?* — R? définie par :
u (1, 9, x3) = (=221 + 4y + 4y, —21 + T3, =221 + 429 + 423) .

1. Prouver que u est linéaire.
2. Donner une base de ker(u) et une base de Im(u).
3. A-t-on ker(u) & Im(u) = R3?

Solution. 1. Soient z = (1, %9, 23) et y = (y1, Yo, y3) deux vecteurs de R3. Soient A et p deux
réels.

Az + py = (A1 + pyr, Aoy + e, Aos + pys)
u(Az + py) = (=2 (Awy + pyn) + 4 (Awg + pye) + 4 (Avs + pys) , — (Azy + pyr)
FAT3 + pys, =2 (Az1 + pyn) + 4 Az + py) + 4 (Axs + pys))
= (N[22 + dxg + das] + p[—2u1 + dys + y3] , AN [—x1 + 23]
e [=y1 + s A[=220 + dwg + dws] + p 2y + 42 + ys))
= AN(—2z1 + 4xo + dx3, —x1 + T3, —271 + 4T9 + 4d3)
T (=2y1 + 4yz + dys, —y1 +ys, —2y1 + dyz + dys) = u(z) + pu(y).
Donc wu est linéaire.
T
2. Soit & = (w1, g, x3) € ker(u) et X = | x5 | ses coordonnées dans la base canonique.

€3

—X1 +2JI2 +21’3 =0

T, = I3

r € ker(u)e < —x+a3=0
—2[[’1 —I— 4£L'2 —I— 41’3 = O

209 + 23 =10 Ty = —ix4
& 2
T — T3 1 — T3

1
r = (I3,—§I3,SL’3> = %(2,—1,2)

—21’1 -+ 4562 -+ 4373 =0 {

a=(2,-1,2) = 2e; — ey + 2e3 est un vecteur non nul qui engendre ker (u), c’est une base de
ker (u).
Im(u) = Vect (u(e1) ,u (), u(e3)) .
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D’apres le théoreme du rang,

dim(ker(u)) 4+ dim(Im(u)) = dim (R?)
< 1+ dim(Im(u)) = 3 < dim(Im(u)) = 2,

u(er) = —2e1—es—2e3 = (—2,—1,—2) et u (e2) = 4e;+4e3 = (4,0,4), ces deux vecteurs ne sont
pas proportionnels, ils forment une famille libre de Im(u) qui est de dimension 2, (u (e1) ,u (e2))

est une base de Im(u).
3. ker(u) @ Im(u) = R3 < (a,u (e1),u(es)) est une base de R3. 1l est presque évident que

u(er) +ules) = a.

Sinon on calcule ca + fu (e1) +yu (e3) = Ogs et on s’apercoit que a = 1,5 = —1 et v = —1 est
une solution non nulle.
(a,u (e1),u(e2)) n'est pas une base, donc on n’a pas ker(u) @ Im(u) = R3. O
Exercice 3.

Soit 3 = (ey, e, e3) la base canonique de R3
On considere u 'endomorphisme de R? défini par :

u(er) =2e; + ey +3es;  ul(ey) =es —3es;  u(ez) = —2ey + 2es.

1. Soit x = (1, T2, z3) € R3 un vecteur. Donner 'image par u du vecteur z. (déterminer u(x)

).
2. On considere E = {x € R} u(x) =2z} et F = {zr € R} u(x) = —z}
Prouver que E et F sont des sous-espaces vectoriels de R3.

3. Donner une base de E et une base de F'.
4. Y atil E®QF =R3?

Solution. 1.0On a:

u(r) = uxie; + wroeg + x3e3 = T1u (1) + Tou (€2) + x3u (€3)
= x1 (2e1 + €9 + 3e3) + 22 (ex — 3e3) + x3 (—2e2 + 2e3)

= 27161 + (11 + 22 — 223) €3 + (371 — 332 + 273) €3

= (2x1, 71 + o — 223,311 — 329 + 223) .

2. f(ORS) =0ps =2 X 0ps = Ops € F.
Soient x et y deux vecteurs de F, alors u(z) = 2x et u(y) = 2y.
Soient A et p deux réels

uw(Az + py) = Au(x) + puy) = AM22) + u(2y) = 2(Az + py).

Donc Az + puy € E et E est un sous-espace-vectoriel de R3
f (ORB) - ORS == —ORS = O]R?’ € F
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Soient = et y deux vecteurs de F, alors u(z) = —x et u(y) = —y.
Soient A et pu deux réels

u(Az + py) = Au(@) + pu(y) = M=) + p(—y) = —(Az + py).

Donc Az + uy € F et F est un sous-espace-vectoriel de R3.
3.0n a:

x € E & ulx) =2 < (221,11 + 9 — 223,371 — 322 + 223) = 2 (21, 29, X3)
21’1 = 2ZE1
171—1'2—2173:0 T = X9
54 T+ 1o — 213 = 224 ~ ~
3r1 — 32, =0 z3 = 0.
3r1 — 315 + 223 = 213

Donc z = (z1, 21, 23) = 21(1,1,0) = z1 (€1 + e3) .
e1 + ey # Ogs, il s’agit d'une base de E.

r € F s ulr)=—r< (2r1,311 — 72,371 — 329 + 223) = — (21, T2, T3)
21 = —1q 3x1 =0

& T1+ xo — 203 = —T9 S 14+ 209 —223=0 <:>{$1i0
31y — 31y + 203 = —13 31 — 34 + 325 = 0 s

Donc x = (0, z3,x3) = 23(0,1,1) = x5 (e2 + e3) .
es + e3 # Ogs, il s’agit d’une base de F'.
4.
dim(E) + dim(F) =1+ 1 = 2.

Donc il n’y a pas somme directe.

Exercice 4.
Soit (e1, e, e3) la base canonique de R3

On considere Papplication linéaire f : R® — R? défini par :

1 2 2 1

f (61) = _gel + 562 + 563 = g (—61 + 262 + 263) ,
2 1 2 1
f (62) = 561 — 562 + 563 = g (261 —e9 + 263) et
1 1
f (63) = 561 + 562 — 363 = § (261 + 262 — 63) .

Soient E_; = {u € R*| f(u) = —u} et By = {u € R*| f(u) = u}.

1. Prouver que E_; et E; sont des sous-espaces vectoriels de R3.
2. Prouver que e; — ey et e —e3 € E_1 et que e; +e5 +e3 € Ej.
3. En déduire les dimensions de E_; et de E; 7

4. Donner E_1 N Ej.
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5. A-t-on E,l D El = R3 ?
6. déterminer f2 = f o f et en déduire que f est bijective et donner f~1.

Solution. 1. Soient u,u’ deux vecteurs de E_q, alors f(u) = —u et f(u’') = —u’. Soient A\, N’

deux réels.
fQu+Nu)=Af(u) + Nf @) =M~u)+ (=) = —Qu+ ).

La premiere égalité car f est linéaire, la seconde car u et v’ sont dans E_;.
La troisiéme montre que \u + \Nu' € E_;

f (OR:S) - O]R3 - _0R3'

La premiere égalité car I'image du vecteur nul par une application linéaire est toujours le vecteur
nul, la seconde égalité montre que Ops € E_1.

E_, est un sous-espace vectoriel de R3.

Soient u,u’ deux vecteurs de Ey, alors f(u) =wu et f(u') = u'. Soient A\, X' deux réels.

FQu+XNu")=Af(u) + Nf @)= u+ N

La premiere égalité car f est linéaire, la seconde car u et v’ sont dans FEj.
La seconde montre que A\u + N’ € E;

f (O]RZS) = ORB.

La premiere égalité car 'image du vecteur nul par une application linéaire est toujours le vecteur
nul, cela montre aussi que Ogs € Ej.
E, est un sous-espace vectoriel de R3.

2.0n a:
f(€1—€2) = f(€1)—f(€2)
1,22 2 1,2
= ——e1+-ey+—-e3— | —e; — =€y + —¢€
37ty 3t 373’
= —e1t+ex=—(eg —ez).
Donc e; — ey € E_5.
f(€1—€3) = f(€1)—f(€3)
1 +2 +2 2 +2 1
= ——e1+-ey+—-e3— | —e;+ —ey — —¢€
3t T3 \3t T3 3n
= —ejt+e3=—(eg —es3).

Donc e; —e3 € E_;.

fler+ext+es) = fler)+ flea)+ fes)

1 +2 +2 +2 1 +2 +2 +2 1
= ——egt-eat-est-ep— et -est+ e+ ey — e
31 32T 3@ gt g2t g gl T g2 g™

= e1+ ey +e3.
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Donc e; + ey + e3 € Ej.
3. Les vecteurs e; — e; et e; — e3 ne sont pas proportionnels, ils forment une famille de F_4,
donc la dimension de E; est supérieur ou égal a 2.
E; a un vecteur non nul, donc sa dimension est supérieur ou égal a 1 .
4. Soit u € E_1NEy, f(u) = —uet f(u) =u donc —u = u, ce qui signifie que le seul vecteur
de E_iN Ej est le vecteur nul.
E_1NE; = {OR:’,}.

5.0mn a :
dim (E,l + El) = dim (E,l) + dim (El) — dim (E,l N El)
Comme
E .+ F C R3.
On a
dim (E_l + El) S 3.
Finalement

dim (E_l + El) = 3.

Remarque : cela entraine que dim (F_;) = 2 et dim (E) =1
L’intersection de ces sous-espaces vectoriels étant réduit au vecteur nul on a

E_,®E, =R

6. On peut calculer f2 (e1), f? (e2) et f? (e3) pour s’apercevoir que ces vecteurs valent respec-
tivement e, eo et e3. Mais c’est long.

Autre méthode

D’apres la question précédente (e; — ey, e; — e3, €1 + €9 + e3) est une base de R3.

(Une base de E_; collée & une base de E; donne une base de R? si et seulement si E_; ® | =
R? ). Tous les vecteurs de R? s’écrive de maniére unique comme une combinaison linéaire de
ces trois vecteurs, il suffit de montrer que f2 (e; —e3) = €1 — e, f2(e1 —e3) = e1 — e3 et que
fP(er+ex+e3) =€ +es+es

La, j’ai fait long, en fait il suffit de montrer les égalités ci-dessous

fPles—ea) = f(fler—er)) = f(—(ex—e2))
= —fler—e)=—(=(e1—e2)) =1 — e
Care; —eg € B

fPlea—es) = f(f(er—es))=f(—(e1—e3))

= —f(egr—e3)=—(—(e1 —e3)) =€ —es.
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Care; —e3 € E_;.

f2(€1+€2+€3) = f(f<€1+€2+€3))
= flei+ex+e3)=e +ex+es.

Car e; + ey +e3 € By
Par conséquent f2 = idps.
Cela montre que f~! = f et que f est bijective. 0
Exercice 5.
Soit B = (e, es) la base canonique de R? On considere u 'endomorphisme de R? tel que
u(e;) = e; + eg ou dim(ker(u)) = 1.
1. Donner u (e3) en fonction d’'un parametre a € R.
2. Donner l'image d'un vecteur = (x1,22) € R en fonction de a.
3. Donner une base du noyau de ker(u).

Solution. 1. D’apres le théoreme du rang

dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim (R?)
< dim(Im(u)) =2—-1=1.

Donc u (e1) et u (eg) sont proportionnels et alors

u(ez) = au(e) = aey + aes.

2.
u(zr) = wu(wieg + xaez) = x1u(er) + xau (eg)
= x1(e1+ex) +a(zer + xoen) = (1 + axz) eq + (9 + axs) o
= (21 + axe, Ty + axy) .
3.

u(es) = au(er) < u(e) —au(er) = Oz
& u(eg —aep) = Oge.
ey — aep est un vecteur non nul de ker(u) et ker(u) est une droite, donc il s’agit d'une base de
ker(u). O

Exercice 6 .

On considere f : R* — R I'application définie pour tout = = (1, x9, 73, z4) € R? par

f(l') =1+ X2+ T3+ X4.
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Ou 3 = (ey, e, €3, €4) signifie la base canonique de R*.
1. Déterminer les images des vecteurs de la base canonique par f. En déduire dim(Im(f)).
2. Calculer dim(ker(f)) et en donner une base de ker(f).

Solution. 1. On a:
fler) = f(ex) = fes) = f(ea) = 1.
Donc
Im(f) ={1} et dim(im(f)) = 1.

2. D’apres le théoreme du rang

dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim (R*) < dim(ker(f)) = 3,
x = (21,29, x3,24) € ker (f) T = (—Ty — T3 — Tq,To,T3,Ty)
= 2(—1,1,0,0) + 23(—1,0,1,0) + a4(~1,0,0,1).

On pose a = (—1,1,0,0),b6 = (—1,0,1,0) et ¢ = (—1,0,0,1).
(a,b,c) est une famille génératrice de ker(f) avec trois vecteurs et dim(ker(f)) = 3 donc
(a,b,c) est une base de ker(f). O
Exercice 7.
On cosidere v une endomorphisme de E, ou F étant un espace vectoriel de dimension n

avec n pair. Prouver que les deux assertions suivantes sont équivalentes (a) u? = Op et
n = 2dim(Im(u)) (b) Im(u) = ker(u).

Solution. On Suppose (a)
Si y € Im(u) alors il existe x € By = u(x) alors u(y) = u*(z) = O alors y € Ker(u).
Donc Im(u) C ker(u).
D’apres le théoreme du rang

dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(F)
< dim(ker(u))+ = =n

& dim(ker(u)) =

oSN S

Im(u) C ker(u) et ces deux espaces ont la méme dimension, donc ils sont égaux.
Supposons (b),
d’apres le théoreme du rang

dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim F < 2dim(Im(u)) = n < 2rg(u) = n.
Pour tout x € E,u(z) € Im(u) donc u(z) € ker(u) donc u(u(z)) = 0 donc u? = Op.

Exercice 8.

Soit u : E — FE une application linéaire et A un réel.
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1. On cosidere E, = ker (u — Midg). Calculer u(x) pour x € E) : Prouver que est un sous-
espace vectoriel de E.
2. On cosidere F' C E un sous-espace vectoriel de E, Prouver que u(F') est un sous-espace

vectoriel de .
3. Si A # 0, Prouver que u (Ey) = E).

Solution. 1. (u— Aidg) (z) =0g © u(x) — Az = 0g & u(x) = Az
U(OE):OE:)\XOE:>OEEE)\

Soient x1 et xo deux vecteurs de Ey, on a u (r1) = Az et u (x3) = Azs.
Soient a et ap deux réels,

w1z + aows) = oqu(xy) + aou (x2)

= Oél)\l‘l + 042/\1'2 =\ (OéllEl + 042132) .

Donc ajxq1 + asxy € Fy.
FE, est un sous-espace vectoriel de F.
2. F est un sous-espace vectoriel de E donc O € F par conséquent u (0g) = Op € u(F).
Pour tout z; et x5 dans F'. Pour tout oy et as réels. On a aqx; + aoxy € F.
Soient y; et yo dans u(F'), il existe x1 et xo dans F tels que y; = u (1) et yo = u (z2) .
Alors

a1t + aoys = aqu (1) + cou (22) = u (@121 + asxs) .

Car u est linéaire, donc
a1y + gy = u (e + anxs) € u(F).

Car ayz; + agxy € F.

Par conséquent u(F’) est un sous-espace vectoriel de E.

3.Siz € Ey alors © = Ju(z) = u (3z) € u(E)) donc E\ C u(E)).

Siy € u(F),) il existe z € E) tel que y = u(z) donc y = Az € E), ce qui montre que
u(E)) C E) Finalement

u (E)\) = E/\.

Exercice 9.
Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension respectives n et p. On cosidere v : £ — F

une application linéaire
1. Prouver que si n < p alors u n’est pas surjective.
2. Prouver que si n > p alors u n’est pas injective.
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Solution. 1. Supposons que u soit surjective, alors Im(u) = F' par conséquent dim(Im(u)) = p

et d’apres le théoreme du rang
dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(F)
< dim(ker(u)) +p=n
< dim(ker(u)) =n—p < 0.
Ce qui n’est pas possible, donc u n’est pas surjective.
2. Supposons que u soit injective, alors ker(u) = {Og} par conséquent dim(ker(u)) = 0 et
d’apres le théoreme du rang, comme Im(u) C F' entraine que dim(Im(u)) < p
dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(F)
< dim(Im(u)) =n
=

n = dim(Im(u)) < p.

Ce qui n’est pas possible, donc u n’est pas injective. O
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CHAPITRE 3

MATRICES

Dans le cas ou Ly (E, E') est de dimension finie, disons de dimension r, moyennant le
choix d’une base on peut associer a toute application linéaire f un r-uplet d’éléments de k, les
composantes de f. Pour des raisons que nous verrons par la suite, ces composantes sont rangées
non pas sur une ligne mais sur un tableau ayant un certain nombre de lignes et de colonnes,
que l'on appelle matrice associée a 'application linéaire f.

Les notions abordées dans ce chapitre sont :

— Matrices associées aux applications linéaires.
— Produit de deux matrices.

— Matrice de I'inverse d’une application.

— Calcul de l'inverse d’une matrice.

— Changement de base.

— Rang d’une matrice.

51



Chapitre 3. Matrices

Definition 3.1 On appelle matrice de type (p,n) a ceeefficients dans k un tableau A de pn

éléments de k rangés sur p lignes et n colonnes :

ay;; a2 ... Qip
Q21 Q22 ... Q2p ;. .

A= ou, enabrégé : A = (a;), ou aussi: A = ||ay]| -
Qp1 Ap2 ... Qpp

L’ensemble des matrices a p lignes et n colonnes est noté M, ,, (k). Sin = p, M, ,,(k) est noté :

M, (k).

Exemple 3.1
1 2—17 3+
13 —1 R
O 1 2 < M273<R) 0 1 —f- 1 2 < Mg(C)
—1 2 1

Remarquons que dans la notation que nous venons d’adopter, a;. désigne 1’élément de la

i-eme ligne et de la k-éme colonne.
Une autre notation que nous emploierons aussi dans la suite, est la <notation par colonnes> :

A=lc,...,cl|, ou ¢ = est la k™ colonne .

Clpk

Sur I'ensemble M,, ,,(k) on définit les lois :
- Addition : si A = (a;), B = (bix), on note C' = A + B la matrice (c;) telle que :

Cik = Qi + bip,, Vi, k.

- Produit par un scalaire : si A = (a;x) et A € k on note AA la matrice (Aa;x) ¢’est-a-dire la

matrice obtenue en multipliant tous les éléments par .

2 -1 0 3 12 04\ (3107
(1 21—1>+<31—12>_<4301>
5(2—10 3):(10 —5 0 15)
1 21 -1 5 10 5 —5

Il est facile de voir que, muni de ces lois, M, (k) est un espace vectoriel sur k. L’élément

Exemple 3.2

neutre est la matrice dont tous les éléments sont nuls, dite matrice nulle, notée 0 . L’opposée

de la matrice (a;) est la matrice (—a;).
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Proposition 3.1 On a :
di]km M, (k) = pn.

Preuve. On vérifie facilement que les pn matrices, dites matrices élémentaires

0 -«- 0 --- 0
1 0 0
0 0 X
En = ]y EBkg=1 0 -+~ 1 - 0 | <« i ligne,...
0 0 ‘
0 0 - 0
0 0
0 0
Epn = . . )
0 -« . 1
forment une base de M, (k) dite base canonique. a

3.1 Matrices d’un application linéaire

Considérons F et E' deux espaces vectoriels sur k, de dimension n et p respectivement, et f :

E — E’' une application linéaire. On choisit une base {es, ..., e,} de E et une base {¢1,...,&,}
de E'. Les images des vecteurs ey, . .., e, par f se décomposent dans la base {¢1,...,¢,} comme
suit :

f (61) = @111 + @919 + - - - + aplsp

f (62) = Q1961 + Q9989 + - -+ + A2ty

f(en) = ainer + agnea + -+ - + apnép.

Definition 3.2 On note par M(f)e, ., la matrice de f dans les bases {e1, ..., en} ,{c1,...,p},

appartenant a M, (k) dont les colonnes sont les composantes des vecteurs f(e1), ..., f (en)
dans la base {e1,...,6p} :
a1 Q12 ... Qin
M(f)ei,ej _ Ay Gz2 ... Q2p
Apr Ap2 ... Gpp
On utilisera aussi la notation : ||f(e1),..., f (en)ng-

Université Djilali Boundama Khemis Miliana 53 Cours d’Algébre 2 - Par: Dr. M HOUASNI



bt i
Matrices d’un application linéaire Q, Loy Chapitre 3. Matrices

S’il n’y a pas d’ambiguité possible, on écrira aussi M(f) au lieu de M(f)e,.,, il est clair que
la matrice associée a f dépend du choix des bases de E et E'.
Dans le cas ou f est un endomorphisme, on peut choisir la méme base dans F considéré

comme espace de départ et d’arrivée. Dans ce cas, on notera M(f), au lieu de M(f)e, ;-

Proposition 3.2 Soient E et E' deux espaces vectoriels sur k de dimension n et p respective-
ment, {e;} et {c;} des bases de E et E'. Alors lapplication :
M: Lx(EE') — M,,(K)
f ’—> M(f)ei,€j7
est un isomorphisme d’espaces vectoriels c’est-a-dire :
M(f +g) = M(f)+ M(g)
M(Af) = AM(f),

et M est bijective.
En particulier : dimy L (E, E") = np.

Preuve. On a en effet :

M(f + gleve, = I(f +9) (e1) ... (f +9) (en)ll,
= lf (er) +g(er), ..., f(en) +g(en)ll,,
= ||f (61) ye 7f(6n)||aj + ||g(61) e vg(en)Haj :

d’apres la définition de 'addition des matrices, c¢’est-a-dire :

M(f + g)ei,sj - M(f)eiﬁj + M(g>ei,5j‘
De méme, si A € k :

M(Af)eie; = IAf) (e1) -, (Afenll,,
= ||)‘f (61) LR )‘f (en)Hej = A ||f (61) ) 7f (en)Hsj :

Donc M est linéaire.
D’autre part M est surjective. Soient, en effet :

aii A1n
21 (57

A= ] € My (K),
QAp1 Apn,

et f € L(E, F) définie de la maniére suivante. On pose d’abord :

f(e1) =aner +anea+ -+ ape,

f(en) = ainer + agnea + - - - + apneyp.
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On prolonge, ensuite, f par linéarité sur F, c’est-a-dire, si :
r=Me +- -+ M\e, €EFE,

on pose :
f(@)=Af(er) +-+ A f (en).

Il est facile de vérifier que f est linéaire et que A = M(f), ;. Enfin M est injective. Soit en

effet f € Ker M :

0 --- 0

0 --- 0
M(f) =

0 --- 0

Ceci signifie que f(e;) = 0,...,f(e,) = 0. Donc, si x = A\e; + -+ + A\pe, € E, on aura
f@) = Mf(e)+ -+ Mf(en) = 0, cest-a-dire f = 0. D’apres la proposition 2.4, f est
injective. O
Exemple 3.3 Soit E de dimension n et :

X = .

Considérons une base {e;}. On a :idg (e;) = e;. Donc :

1 0 0
0 1 0 :
M <id> =1 (1 est l’élément unité de k).
E/ei 0 o0
0 0 1

Cette matrice est notée I,, ou simplement I et est appelée matrice unité de M, (k).

Exemple 3.4 Soit {1, e2} la base canonique de R? et {e1, e, e3} la base canonique de R®. On

considere 'application linéaire :

f: R3 — R?
(,y,2) = (r—y,z—y).
On a
flen) = f(1,0,0) = (1,0) = &
flea) = f(0,1,0) = (—=1,—1) = —€; — €3
fles) = £(0,0,1) = (0,1) = e,
donc

1 -1 0
M(f)ei,sj:<0 1 1)-
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Exemple 3.5 On considere lapplication

w: R" — R

(X1, ey Tn) = a1 + .. + ATy,

En munissant R™ de la base canonique {ey, ...,e,} et R de la base canonique {1}, on a :

f(el) = f(]_, ,O) = a1 = a1€;
f(eg) = f(O, 1, ceny O) = A9 = A9€9y

flen) = £(0,0,...,1) = a, = apépn.

Alors
M(w)ei,e‘j = (ay,...,a,) .

3.2 Produit de deux matrices

Au paragraphe précédent, nous avons défini sur les matrices les opérations d’addition et
de produit par un scalaire. En vertu de la proposition 3.2, ces opérations correspondent aux

opérations analogues sur les applications linéaires, c¢’est-a-dire on a :

M(f+g)=M(f)+ M(g)
M(Af) = AM(f).

Nous allons maintenant définir une nouvelle opération, le produit de matrices. Comme nous
le verrons (cf. proposition 3.5), elle correspond a la composition des applications, en ce sens
que :

M(fog)=M(f)- M(g).

Tout d’abord, remarquons que la composition des applications ne peut se faire pour tout
couple d’applications, mais uniquement si 'espace d’arrivée de g est inclus dans 'espace de
départ de f. Cette situation va se retrouver sur les matrices : le produit ne peut s’effectuer

qu’entre matrices d’un certain type.
Definition 3.3 On appelle produit de matrices ['application :

Mpa(K) X My o(K) — M, (K)
(aji) , (bmk) — (),

Cjk = aj1b1g + ajobog + ... + ajpbpi.
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En d’autres termes, I’élément c;;, de la j°"¢ ligne et k" colonne du produit C' = AB est la
somme des produits des éléments de la jéme ligne de A par les éléments de méme rang de la
k™ colonne de B. Brievement, on dit que le produit de deux matrices s’effectue <lignes par

colonness. Voici le schéma de cette définition.

by biq
b By e big
# ¥4 ! i ’
/l "/ dé"‘ﬂf t bﬂq
’f 22 L
’4’
s
a1 S @ J G1n €11 Ciq
[ £ ’ i
' ¢ / / ) q
p p p :

a1 aj; - Ajn bil Cik bzq
{lpl P ﬂ'p‘!, P ap?l Cpl C,pq

Remarque 3.1 Le produit AB ne peut s’effectuer que si le nombre des colonnes de A est égal

au, nombre des lignes de B.

Exemple 3.6 Soit

5 L1 2010
A:( ),B: 112 2
1 0 2
1 2 10
On a:

2010

X 1 1 2 2

1 2 10

Exemple 3.7 Soit
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On a:

Les remarques suivantes sont importantes :

Remarque 3.2 1. On peut avoir AB =0 sans que A ou B soient nulles.

2. AB = AC avec A # 0 n’implique pas nécessairement B = C (c’est-a-dire, en général on
ne peut pas "simplifier” par A, méme si A # 0).
3. En général on a AB # BA (c’est-a-dire : la multiplication entre matrices n’est pas com-

mutative).

Exemple 3.8 Soient

A:OO,B:OO etC:OO.
10 0 1 11
En effectuant les produits, on trouve :
0

0
AB = 0 (ce qui montre 1.)

0
0 0 .
BA = Lo donc BA # AB( ce qui montre 3.)
et AB = AC (ce qui montre 2. puisque on a B # C').
Proposition 3.3 La multiplication est associative, c’est-a-dire :
A(BC)=(AB)C, (VAeM,,,VBeM,,VC e M,.,).
La multiplication est distributive a gauche et a droite par rapport a l’addition, c’esta-dire :

AB4+C)=AB+AC, (A+D)B=AB+ DB, (VA,De M,,,VB,C e M,,).

Preuve. Laissée comme exercice. O

Remarquons enfin que la multiplication est une loi interne sur I’ensemble M,,(K') des matrices
carrées d’ordre n, c’est-a-dire elle est une application :

M (K) x My (K) — M, (K).

On vérifie immédiatement que la matrice [, est I’élément neutre de la multiplication, c’est-

a-dire : VA € M, (K):  I,A= Al, = A.
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3.3 Matrice d’un vecteur

Definition 3.4 Soit E un espace vectoriel de dimension n,{ey, ..., e,} une base de E et v =
x1e1+ - -+ xpe, un vecteur de E. On appelle matrice de x dans la base {e;} la matrice colonne
des composantes de x dans la base {e;} :

M(x)., =

3

Tn

(notée aussi M(x) ).

Remarque 3.3 Cette définition est cohérente avec la définition de matrice associée d une
application linéaire. En effet, on peut identifier tout vecteur de E a une application linéaire de
K dans E : a tout x de E on associe application linéaire.

Si l’on écrit la matrice de f dans la base e =1 de K et {e;} de E, on a :

fle) =x=x161 4+ -+ 2pey,

donc :
T
M(f)e,ei =
T
fr k — FE
A — Ax.
Proposition 3.4 Soient E, F deuz espaces vectoriels sur K,{ey,...,e,} et {e1,...,&,} deux

bases de E et F respectivement. Pour toute application f € Lk (E,F) et pour tout x € E, on
a:

M(f<x)>€] = M(f)ei,ejM<x>€i=

ou plus brievement :

Preuve. Soit
aypy ... QAip
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ce qui veut dire que : f (ej) = ayjer + -+ + apjcp = > p_y i€k On & :

f@) = flzen+- +ape,) = ijf(ej)

n p D n
= E $j£ A€k = E E Apilj | €k
k=1 1 \j=1

j=1 k=
~————
Yk
p
= Z Ykl
k=1
Donc :
hn
M(f(@))e, =1 + |,
Yp
avec .
Yk = Z ALy -
j=1
D’autre part :
aip ... QAip I
M(f)ei,éj ’ M(x)ei =
Qp1 Qpn T
2?11 15T Y1
pr— E pu— . ;
Z?:l ApjTj Yp

donc :

O

Exemple 3.9 Soit le plan R? rapporté a sa base canonique. Déterminer 'image du vecteur
x = (3,2) par la rotation de centre O et d’angle /6.

Ona:
M(F(a)) = M(f)- M(z) = ( cos /6 —sm7r/6> (3>

sinwt/6  cosm/6 2
3+2v3 |-
2 +2
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3.4 Produits de matrices

Proposition 3.5 Soient E, F,G trois espaces vectoriels de dimension finie sur K, {ey, ..., e,}

{e1,---,ep}, {m, ..., ng} des bases de E, F et G respectivement. Si g € L(E,F) et f € L(F,G)
( c’est-a-dire : E -2+ F SN G), on a :

M(f o g)eiﬂ]k = M(f)aj,nkM(g)Ei,€j7
ou, plus brievement :

M(fog)=M(f)M(g).

Preuve. Soit x € E arbitraire. En utilisant le résultat de la proposition 3.4, on a :

M(f o g)M(x) = M((f o g)(x)) = M(f(g(x))) = M(f)M(g(x)) = M(f)M(g)M(z),

d’ou, puisque x est arbitraire :

Exemple 3.10 Déterminer dans la base canonique de R? la matrice de U'application h qui est
la composée de la rotation g autour de O d’angle 0, suivie de la projection [ sur la premiere

bissectrice parallelement a la seconde bissectrice.

On a:

M(h) = M(fog)=M(f)M(g)

1 1 1 cosf —sinf
2011 sinf cos®
1 (cosﬁ—l—sinﬁ —sin@+cos€>

2 cosf +sinf —sinf + cosd

Definition 3.5 Une matrice carrée A € M, (K) est dite inversible s’il existe une matrice
A" e M, (K) telle que :
AA =AA=1T

A’ est dite inverse de A et est notée AL,

A:<1 2>’
1 3
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Matrice de I’inverse d’une applicati‘Qﬁ-" .

pu 3 -2
I U T

comme on le vérifie immédiatement en effectuant les produits AA™ et A~LA.

Chapitre 3. Matrices

est inversible : son inverse est

1l existe des matrices non inversibles, par exemple la matrice nulle. Mais la matrice nulle

n’est pas la seule matrice non inversible. Considérons par exemple la matrice

A= Lo )
00
A,:<x y>’
z T
10 zy\ (10
0 0 t)] \o1)’
c’est-a-dire : A Lo
00 01

ce qui, évidemment, est impossible.

Sl existait une matrice

telle que AA" =1, on aurait :

3.5 Matrice de ’'inverse d’une application

En fait, les matrices inversibles sont les matrices qui représentent les applications linéaires

bijectives. On a en effet :

Proposition 3.6 Soient E et F' deux espaces vectoriels de méme dimension n sur K, {e;} une
base de E,{e;} une base de F'. Une application linéaire f : E — F est bijective (c’est-a-dire

est un isomorphisme) si et seulement si M(f)e, ., est inversible. De plus :

M(f);,laj =M (fil)sj,ei ’

ou, d’une maniéere plus concise :

Preuve. Ona flof=idg;dou M (ftof) . =M (idg) ., Donc, d’apres la proposition

3.19 : o h
MY, M(fee, = 1.

De méme, on voit que
M(f)oe,M (£, =1

O
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3.6 Calcul de 'inverse d’une matrice

Il existe différentes méthodes pour calculer I'inverse d’une matrice, sur lesquelles nous revien-

drons. Pour le moment, on peut retenir la suivante qui est d’ailleurs d’un usage courant.
Soit A € M,,(k),z et 2’ € K™ et X, X’ les matrices colonnes qui représentent z et z’ dans la

base canonique de k™. Considérons 1’équation matricielle :

X' = AX. (3.1)
Si A est inversible, en multipliant les deux membres & gauche par A~ on obtient A1 X’ =
(A71A) X, c’est-a-dire :
X=A"X.

Donc A™! est la matrice du systéme obtenu en résolvant le systéme (3.1) en les composantes

z; de z.

Exemple 3.12 Calculer linverse de la matrice

A:@;).

Ecrivons ’équation matricielle (3.1) avec

(2)-(9)()

Ty =z + 229

ce qui est équivalent au systéeme

xh =z + 3xs.

En résolvant en x1 et x9, on trouve :

{ xry = 3 — 22,

! /
To9 = —X7 + Ty,

X:< 3 _2)){’,

1 1

At 3 )
1 1
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Definition 3.6 L’ensemble des matrices inversibles de M, (k) est noté GL(n,k) et est dit

groupe linéaire.

3.7 Changement de base

La matrice qui représente une application linéaire a été construite a ’aide d'un choix des
bases dans l'espace de départ et dans I'espace d’arrivée. Dans ce paragraphe, nous allons voir
comment sont reliées deux matrices qui représentent la méme application linéaire en des bases

différentes.

3.7.1 DMatrice de passage

Soit E un espace vectoriel de dimension n,{e;,...,e,} et {e],..., e/} deux bases de E. Les

vecteurs €] s’écrivent comme combinaisons linéaires des vecteurs e; :

€] = p11€1 + parea + - + pnién
€y, = P12€1 + Pazea + - - + Pn2éy

e;z = Pin€1 + P2n€2 + -+ Pnn€n.

Definition 3.7 On appelle matrice de passage de la base {e;} a la base {e}} la matrice notée

P.. .. dont les colonnes sont les composantes des vecteurs €} dans la base {e;} :
v i

P11 P12 .- DPin

p || = P21 P22 - Pon
eiﬂe;_ 617'-'76n e;i . . .

Pn1t Pn2 °° DPnn

On a, bien entendu :
Pei—>e§ =M (ZdE)

’o.
€;5€4

On en déduit immédiatement (propositions 3.5 et 3.6 ) :
Proposition 3.7 1. Propriété transitivité :
Pei—wi/ Pey—)ei” = Pei—>e¢”'

2. Les matrices de passage sont inversibles et on a :

-1
(Pei%e;.) = Peé—)ei-
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3.7.2 Changement de base sur les composantes d’un vecteur

Soit © € E, de composantes (z1,...,x,) dans la base {e;} et de composantes (z/,...,z])
dans la base {e}}. Il est facile de déterminer les relations entre les z; et z, a I’aide de la matrice
de passage P, .

Notons

T T

On a :
PX:A“@L@xM@dZMQ%MEZM@%:X

E 7

c’est-a-dire PX' = X, d'ou X' = P71X.
Nous avons donc démontré la relation importante :

Proposition 3.8 Soient v € E,{e;} et {e}} deux bases de E, P = P, et X = M(x).,,
X'= M(x)e. Alors :

X' =pP'X
Remarque 3.4 On dit que les composantes d’un vecteur x se transforment d’une maniére

"contravariante” pour exprimer le fait que si les bases sont transformées par la matrice P, les

composantes de x sont transformées par la matrice P~!.

Exemple 3.13 Soit R? muni de deuz bases : la base canonique {ej,es} et la base {e},eh}

el = 2e; + ez (3.2)
e, = 3e; + 2e.

définie par :

Soit x = 2e; + 3e5. On a deux méthodes pour calculer les composantes de x dans la base

{e,e5}.

1 méthode (méthode matricielle)

(1232 o (1)

En appliquant la relation de la proposition 3.25, on trouve :
2 -3 2 -5
X' =plX = = ,
-1 2 3 4

r = —5e} + 4dey.

donc
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2tme méthode (calcul direct)
On exprime e; et ey en fonction de €] et €, en résolvant le systeme (3.2).

On a:
{61 = 2¢} —ehes = —3e) + 26,

En remplacant dans I'expression de z, on trouve :

T = 2e; + ey = 2 (2¢] — ey) + 3 (—3€] + 2e,) = —be)| + 4é,.

3.7.3 Changement de base sur la représentation matricielle d’une
application linéaire.
Proposition 3.9 Soient f € L(E,F),{e1,...,e,} et{e,... e} deuxr bases de E et {e1,... &}

{el,... ,5;} deux bases de F'. Notons :

A:M(f)ei,sj A/:M(f)e ) P:Pei—w’ia Q:Paj—m;.-

On a alors :

A = QAP

Preuve. Soit x € E un vecteur arbitraire. D’apres la proposition 3.8, on a :

M(f(x))a’ = QilM(f@j))e]' = Q71M<f)€i7€jM(x)€i = QilAX7

J

ou on a posé X = M(x),,. D’autre part, si X' = M(z) :

M(f(z))e, = M(f)er e M(z) = AX' = APTIX.
Donc :
AP1X =QTAX.
Comme z est arbitraire, cela implique que A’/P~' = Q7 'A4, dou: A’ = Q 'AP. 0

Corollaire 3.1 Soit f = F — E un endomorphisme de E et {ey,... ey}, {€|,... e} deuz
bases de E. Notons :

AZM(f)eiv AI:M(f)e’ et P:Pei—w;.

On a alors :
A = P lAP

Definition 3.8 Deux matrices A, A’ € M, (K) sont dites semblables s’il existe une matrice
inversible P € M, (K) telle que :
A =P AP
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Il est clair que deux matrices semblables représentent le méme endomorphisme en des bases

différentes.

Exemple 3.14 Soit f ’endomorphisme de R® qui dans la base canonique {e;} est représenté

par la matrice :

3 -1 1
A=M(f)e=10 20
1 -1 3

6,1 = <1a07 _1)
e, = (0,1, 1)
es = (1,0, 1)
Ona A'= P~ 'AP avec
1 01
P = He/laeéveé”ei = 010
-1 1 1
D’apreés la proposition 3.7: P~ = Po e, = |le1, ez, €3]

Il s’agit donc d’exprimer ey, e, e3 dans la base {€!, ey, es}. Or :

el =e —e3
ey, = €9 + €3

/
€3 = €1 + €3

En résolvant en e, es, €3 :

e = 3 (e} +¢€f)
62:%(6/1+26/2—€é)
ez =3 (—¢) +ey),
donc
1 1 -1
Plzﬂel,ez,egﬂe;:% 0 2 0
1 -1

En effectuant le produit A’ = P~1AP, on trouve :

A=

S O N
S o O
-~ O O
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Remarque 3.5 Puisque A" = M(f), ceci veut dire que :
fleh)=2ey , f(eh) =2¢5 , f(e5)=4eh
comme d’ailleurs on le vérifie directement. On a, en effet :

f(€/1) = f(er—e3) = f(er) — f(es).

Or f(e1) = 3ey + e3 (cf. la premiére colonne de la matrice A ); de méme f (e3) = e + 3es.
Donc : f(€}) = 2e; — 2e3 = 2¢], ete.

3.8 Rang d’une matrice

Comme nous I'avons vu ( proposition 2.3 ), on appelle rang d’une application linéaire f la
dimension de Im f. Puisque L (E, F') est isomorphe a M,,,,(K), il faut s’attendre a ce que 'on
puisse calculer le rang de f a 'aide de la matrice associée a f. C’est ce que nous allons voir

dans ce paragraphe.

Definition 3.9 1. Soit F = {v;},.; une famille de vecteurs. On appelle rang de la famille la
dimension de l'espace engendré par les vecteurs {v;},c;.

2. Soit A € My, (K),A=|ci,...,c| ot Uon a noté ¢; les vecteurs colonnes de A (notons
que ¢; € KP ). On appelle rang de la matrice A le rang de la famille des vecteurs colonnes de

A
rg||er, ..o enl =rg{er, ... e} = dim Vect {¢y, ..., e}

Proposition 3.10 Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et f € L(E,F).

Soient {e1,...,en},{e1,...,6p} deux bases quelconques de E et F respectivement, et A =
M(f)eie;- On a alors :

rg f =rgA.
En particulier : deux matrices qui représentent la méme application linéaire en des bases

différentes ont méme rang. En particulier, deux matrices semblables ont méme rang.

Preuve. En effet :
A= M(f)ei,fj =|f(er), .-, f (€n>Hsj )

donc
rg A =dim (Vect {f (e1),..., f(en)}) = dim(Im f) = rg f.
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Soit A € M, ,(K) et 'A la matrice dont les lignes sont les colonnes de A. Par exemple, si :
> ! 2 0 1
A=10 3|, ‘A= .
-1 3 8
1 8

' A est dite transposée de A.

Proposition 3.11 Pour toute matrice A, on a :

rg A =r1g(*A).
Exemple 3.15 Calculer le rang de la matrice :

1 -1 3 51
A=112 0 -1 3
3 -1 2 8 2

D’aprés la définition, il faudrait calculer le rang des vecteurs colonnes en échelonnant la ma-

trice : ~ _
12 3
-1 0 -1
3 -1 2
5 3 8
|1 2

Mais d’aprés la proposition 3.11, cela revient a calculer le rang des vecteurs lignes (c’est-a dire
a échelonner la matrice elle-méme), ce qui est plus simple a priori. On voit, d’ailleurs, que la

troisieme ligne est la somme des deux premiéres lignes qui sont indépendantes entre elles. Donc
rg A =2.
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3.9 Exercices corrigés

Exercice 1.

On cosidere

1 0 0
A= 0 0 1
0 -1 0

1. Calculer A% et A3. Calculer A3 — A2 + A — 1.
2. Donner A~! en fonction de A%, A et I.
3. Méme auestion pour A%,

Solution. 1.

A A2+ A-T= 1 1-=10 =1
0 0 0 -1
1 0 0 100 000
+10 0o 1]-1o0o10]|l=|000]|=0.
0 -1 0 00 1 000

2 M A4 A—T=06 A(A2—A+1)=Tdonec Al = A2~ A1 1.
3. A3 =A% — A+ 1, donc

A= AA A+ = A - A+ A= (A2 —A+]) - A+ A=1

Exercice 2.

On cosidere la matrice A

3 0 1
A= -1 3 =2
-1 1 0

Calculer (A — 2I)3, en déduire que A est inversible et déterminer A~! en fonction de I, A et
de A2
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Solution. On a :

1 0 1
A-2] = -1 1 =2
-1 1 =2
1 0 1 1 0 1 0 1 -1
(A—21)? = -1 1 =2 -1 1 =2 |=]0 -1 1
-1 1 =2 -1 1 -2 0 -1 1
1 0 1 0 1 -1
(A=21P = (A-2I)(A=2])=]| -1 1 -2 0 -1 1
-1 1 -2 0 -1 1

I
o o o
o o o
o o o

Ce qui entraine que
A —3x2A% +3x2°A—-2°T =0.

Car A et I commutent.
Ce qui équivaut a
A3 —6A% +12A — 81 = 0.

Soit encore
A® —6A% +12A =81
Puis en divisant par 8 et en mettant A en facteur

1
A(—A2—§A+§I) =1
8 1773

Ce qui montre que A est inversible et que

1 3. 3
Al= A2 - SA4 1T
T4

Exercice 3.
Soit 3 = (ey, e, e3) la base canonique de R3.
On cosidere u I'application linéaire définie pour tout x = (x1, x5, 23) € R? par

u(r) = (v2 — 223,271 — T2 + 433,71 — T2 + 373) .

1. Donner la matrice A de v dans la base canonique.
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. Donner une base (a,b) de ker(u — Id).

. Déterminer un vecteur ¢ tel que ker(u) = vect(c).
. Prouver que 3’ = (a,b, c) est une base de R3.

. Donner la matrice D de u dans la base '

. Prouver que Im(u) = ker(u — Id)

. Prouver que ker(u) @ Im(u) = R3.

N O O = W N

Solution. 1. Les coordonnées de u(z) dans la base canonique sont

Lo — 233'3 0 1 —2 T
2.’171 — T2 + 41’3 = 2 -1 4 )
Ty — To + 31’3 1 -1 3 Zs3

Donc la matrice de u dans la base canonique est

0 1 =2

A=1]12 -1 4

1 -1 3
T

2. Soit X = | x5 | les coordonnées d'un vecteur x = (x1, x5, x3) dans la base canonique
T3
x = (x1,29,23) Eker(u—Id) < (A-1)X =0

-1 1 =2 1 0

& 2 -2 4 To =10

1 -1 2 T3 0

—r1+ 29— 223=0
& 200 — 200+ 43 =0 21 — 29+ 203 =0 21 = 9 — 273

r1— T9 + 223 = 0.

Donc x = (x93 — 2x3, 19, 13) = 72(1,1,0) + 23(—2,0,1)
On pose a = (1,1,0) et b= (—2,0,1), (a, b) est une famille de deux vecteurs non proportion-

nels, donc libre, qui engendrent ker(u — Id), c’est une base de ker(u — Id).

3. Soit
€

X = T2 )

T3

les coordonnées d'un vecteur x = (x1, 29, x3) dans la base canonique
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r = (21,29,23) € ker(u) = AX =0
0 1 =2 1 0
< 2 -1 4 2 | =10
1 -1 3 T3 0
( .1'2—21'3:0 .1'2:21'3
= 2;?71—132+4SII3:0 = 2131—23734‘4%3:0
L 171—132+3133:0 I1—2I3+3$3:0
( JI2:2I3
L1 = —I3
<~ 201+ 223 =0 <:>{
ZE2:2$3.
ZL‘l—{—QTg:O

Donc x = (—x3, 223, x3), si on pose ¢ = (—1,2, 1) alors ker(u) = Vect(c).
4.

b2l 0 2 2 —1
det(a,b,c) = |1 0 2 |= R
0 1 1

= —2—(-2+1)=-1#0.

En développant par rapport & la premiere colonne, donc (a, b, ¢) est une base de R3.
5. u(a) —a = Ogs = u(a) = a, de méme u(b) = b et u(c) = Ogs donc

D=

O O =
S = O
o O O

6. D’apres la matrice de u dans la base ', Im(u) = Vect(a, b) = ker(u — Id).
7. D’apres le théoreme du rang

dim(ker u) + dim(Imu) = dim (R?).

Il reste a montrer que U'intersection de ker(u) et de Im(u) est le vecteur nul.

x € ker(u) x € ker(u — Id)
o { u(z) = Ogs @{ u(z) = Ogs o 2 = O,

x € ker(u)NIm(u) & { z € Im(u) N { x € ker(u)

u(z) —x = Ogs u(x) ==

On a donc ker(u) @ Im(u) = R3. O
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Exercice 4.
On cosidere 'application u : Ro[X] — R[X] défini par u(P) = P+ (1 — X)P".
Soit 8 = (1, X, X?) la base canonique de Ry[X].
1. Prouver que u est un endomorphisme de Ry[X].
2. Donner la matrice de u dans £3.
3. Donner le noyau et I'image de .

Solution. 1.

u(aP 4 8Q) = aP + Q + (1 — X)(aP + QY
=aP+8Q+ (1—-X)(aP + 5Q")
=a(P+(1-X)P)+8(Q+ (1 -X)Q") = au(P) + fu(Q).

Donc u est une application linéaire
d°P <2 = d°u(P) <2.

Elle va de Ry[X] dans Ry[X] il s’agit d’'un endomorphisme de Ry[X].

2.
u(l)=1+(1-X)x0=1
wX)=X+(1-X)x1=1
w(X?) = X2+ (1— X) x 2X = 2X — X?
11 0
A=10 0 2
00 -1
3. P € ker(u)
u(P) = 0&u(aX?+bX +¢) = au (X?) + bu(X) + cu(1)

= a(2X - X*)+b+c=0

& —aX2—|—2aX—i—b+c:O<:>{ )
cC = —

P = bX—b=bX-1).

Donc ker(u) est la droite vectorielle engendrée par le polynome X — 1.

Im(u) = Vect (u(l),u(X),u(X?)) = Vect (1,1,2X — X?)
= Vect (1,2X — X?)

On peut prendre donc la famille (1,2X — X?) comme une base de Tm(u). O
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CHAPITRE 4

SYSTEMES D’EQUATIONS

Les déterminants fournissent un outil efficace et indispensable pour la discussion des
systemes linéaires : ils permettent d’avoir les conditions de compatibilité sous forme de rela-
tions liant les coefficients et fournissent aussi des formules qui donnent explicitement la solution
(formules de Cramer).

Les notions essentielles abordées dans ce chapitre sont :
— Déterminant.

— Permutations.

— Convention d’écriture.

— Systemes d’équations linéaires

— Définitions et interprétations.

— Expression matricielle et rang d’un systeme.

— Expression vectorielle.

— Interprétation en termes d’applications linéaires.

— Systemes de Cramer.

75
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4.1 Déterminant

4.1.1 Permutations

Definition 4.1 Une permutation est une bijection o : S — S, ou S est un ensemble.

On dénote généralement une permutation sous la forme d’un tableau a deux rangées ot chaque

¢lément de la rangée du bas représente 1'image de 1’élément qui se retrouve immédiatement au-

1 2 3
dessus. On utilise cette notation, o = 51 9 est une permutation telle que o(1) =

3,0(2) =1, et 0(3) = 2. On dénoté par S, 'ensemble de toutes les permutations de I’ensemble
{1,2,...,n}. Notons que |S,| = nl.

Les éléments de S5 sont
1 2 1 2
et ,
(13)e (57
1 23 1 2 3 1 2 3
1 23/)J'\132)/)'\213]
1 2 3 1 2 3 t123
s , € .
2 31 31 2 3 21

La permutation o € S, telle que o(i) =i pour i = 1,...,n est dite la permutation identité.

et ceux de S3 sont

Considérons o,y € S,. Il est facile de vérifier que yoo € S,,.

Exemple 4.1 Considérons

Calculer yoo ?

On a:
(yeo)1) =7(e(1)) =~(3) =1,
(yo0)(2) =7(a(2)) =~(1) =3,
(yoo)B) =7(a(3)) =7(2) =2
Ainsi, v o o est la permutation ( 1 ; 2 )

2 3
inverse de o.

1 2 3
Sivy= ( ) ) , alors v o o est la permutation identité. On appelle donc v permutation
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On verra plus tard que la définition du déterminant d’une matrice A de taille n x n est une

somme de certains termes, chacun contenant un produit de la forme a1 ,(1ya2,5(2) - * - G o(n), POUr

une permutation o € S, ou a; ; dénote I'élément (7, 5) de A.

Rappelons que I'on utilise les indices (4, ) pour les lignes et pour les colonnes respectivement.

Alors, le produit a;5(1)a2,6(2) * - * Gno(n) contient exactement un élément de chacune des lignes

de A. De méme, puisque o(1),...,0(n) est une permutation des nombres 1,...,n, le produit

41,0(1)2,0(2) ** * An,o(n);
contient aussi exactement un élément de chacune des colonnes de A.
Exemple 4.2 On considere
aboc 12 3
A=1|d e f | eto= ( ) .
U vow

Alors a1,5(1)02,0(2)33,0(3) = @1,302,1032 = cdv.

Exercice 4.1 1. Donner la permutation inverse de chacune des permutations suivantes :

1 2 3 4 b 1 2 3 4 12 3 45
a. , b. , C. .
1 3 2 4 4 3 2 1 51 4 2 3

2. Soient

623 1 2 3
AZOl—l,Uz( >

3 21
-5 7 4

Calculer a1 5(1)02,6(2)03,0(3) -

Solution. 1. a. La permutation inverse est

1 2 3 4
1324/
1 2 3 4
4 3 2 1)
12345
2 4531/

2. 1,6(1)02,0(2)03,0(3) = Q13022031 = 3 - 1 - (=5) = —15.

b. La permutation inverse est

c. La permutation inverse est

O
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Definition 4.2 Soit 0 € S,,. La paire (i,j) est une inversion de o sii < j et o(i) > o(j). On

dénote par inv(o), le nombre total d’inversions de o.

1 2 3
o= .
3 1 2

La paire (1,3) est une inversion de o car on a1 <3 et 0(1) =3 > 2 = o(3). De méme pour la

Exemple 4.3 Soit

paire (1,2). Donc inv(c) = 2.

Exemple 4.4 On considére o € S,,, Trouveri,j € {1,...,n},i < j tels que o(i) = j, o(j) =1,

et o(k) = k pour tout les autres indices. On va déterminer inv(c).

On a : pour chaque k =i+ 1,...,5 —1,(i, k) est une inversion cari < k et o(i) =j > k =
o(k).

De méme, pour chaque k = i+ 1,...,j — 1,(k,j) est une inversion car k < j et o(k) =
k>i=0o(j).

La paire (7, j) est une inversion. Ainsi,
inv(e) =2(j—1—-(G+1)+1)+1=2(j—14)— 1L

Oa a par exemple, les inversions de
123 45
14325)
Definition 4.3 Soit A = (a;;), on dénote par det(A), le déterminant de A défini par

=D Day o0y anim,

O'ESH,

sont (2,3), (3,4) et (2,4).

ot a;; dénote l’élément de la j-iéme colonne et de la i-ieme ligne de A.

4.1.2 Cas de matrices de petite taille

Il y a des formules permettant de simplifier les calculs dans le cas des matrices de taille 2 x 2

a b
c d |
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Les deux permutations de .S, sont

12 1 2
o = et o9 = .
! 1 2 2 2 1

Puisque inv (1) = 0 et inv (02) = 1, on a

det(A) = (—1)inv(01)(11701(1)&270-1(2) + (—1)inv(02)(11702(1)&270-2(2) = ad — bc.

De méme;
b1 P2 P3
A= a ¢ g
T T2 T3

Les six permutations de S5 sont énumérées dans le tableau suivant.

i 1 2 3
12 3 12 3 12 3
7i (123) (132) (213)
inv (o;) 0 1 1
( 1)inv(a'¢) 1 -1 -1
i 4 5 6
12 3 12 3 1
i (231) (312) <3 1)
inv (o;) 2 2 3
(—1)inv(@a) 1 1 —1

Donc ; .
det(A) = >0 (=1)™ay ;. (1)a2,0,(2)03,0,(3)
= P14273 — P1G3T2 — P2q17'3 + P2q3T1 + P3qiT2 — P3Gari.

Remarque 4.1 On écrit simplement

a b ¢
d e f
p qr

Au lieu d’écrire
a b ¢

det d e f
p qr

Exercice 4.2 1. Donner le nombre d’inversions pour chacune des permutations suivantes :

1 2 3 4 b 1 2 3 4 12 3 45
a. , b. , C. .
1 3 2 4 4 3 2 1 5 1 4 2 3
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2. Calculer le déterminant de chacune des matrices suivantes :
1 00 0 0
2 3 b
a. ,b.10 a b|l,clqg 00
1 2
0 ¢ d 0O r O

3. Considérons A et B des matrices de taille n x n telles que B est obtenue de A en multipliant

une ligne de A par le scalaire . Prouver que det(B) = adet(A).

Solution. 1. a. Le nombre d’inversions est 1, b. Le nombre d’inversions est 6, ¢. Le nombre
d’inversions est 6.

2.a.1,b. ad — be, c. pgr.

3. On suppose que B soit obtenue de A en multipliant la i-iéme ligne par «. Alors

= adet(A).

4.1.3 Matrices spéciales
Matrices de permutations

Une matrice de permutation de taille n X n est une matrice obtenue de la matrice identité I,

en permutant ses lignes. Par exemple,

01 00
0 001
1000
0 010
est une matrice de permutation.
Une telle matrice permet d’encoder directement une permutation de l’ensemble {1,...,n}.

Si o est encodée par la matrice de permutation, alors (i) est 'indice de la colonne de 1'élément
contenant 1 a la i-ieme ligne. Dans I'exemple précédent, puisaue dans la ligne 1, la colonne 2
contient 1; dans la ligne 2, la colonne 4 contient 1; dans la ligne 3, la colonne 1 contient 1;

dans la ligne 4, la colonne 3 contient 1. Alors la permutation correspondante est :

1 2 3 4
2 41 3 )
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Pour une matrice de permutation P donnée qui encode o, tout simplement, le déterminant
de P est (—1)™(@). A Pexemple précédent, le déterminant est (—1)3 = —1, car il y a trois
inversions.

D’apres la définition du déterminant ; chaque terme de la somme contient un facteur (—1)™(")
qui multiplie le produit de n éléments d’exactement un élément de chaque colonne et un élément
de chaque ligne. La seule facon d’obtenir un terme non nul est d’utiliser une permutation qui
extrait 1’élément non nul de chaque ligne. II n’y a qu'une permutation pour laquelle c’est le

cas, celle qui est encodée par o.

Matrices ayant une ligne ou une colonne nulle

On considére A une matrice carré ayant une colonne ou une ligne nulle. Donc det(A) = 0. En
effet, notons que pour une permutation o, chaque terme de det(A) est un produit de la forme
a1,0(1)02,0(2) - * - Ono(n)- Alors, chaque terme contient exactement un élément de chaque colonne

et de chaque ligne de A, ce qui implique que chaque terme est nul, et donc det(A) = 0.

Matrices triangulaires

On considére A une matrice carrée triangulaire supérieure (c-a-d que a;; =0,V i > j ). Par

exemple, la matrice

o O O
S O NN
S W ot W
= o O

est triangulaire supérieure.
On a donc det(A) est le produit des éléments sur la diagonale. Ici, le déterminant est 1-2-3-1 =

Expliquons pourquoi c’est le cas. considérons o € S,,. On commence par prouver que si o
n’est pas la permutation identité, alors [[;_; a; ,;) = 0.

On suppose que (1) # 1. Alors il doit y avoir un ¢ > 2 tel que o (i) = 1. Ceci donne a; o(; = 0
car A est triangulaire supérieure et ¢ > o(¢). Ainsi, [ a; 0 = 0si o(1) # 1.

On suppose que o(1) = 1 mais 0(2) # 2. Donc il doit y avoir un i # 2 tel que o(i) = 2. Mais
i # 1 car on a déja o(1) = 1. Alors, ¢ > 3. Ceci donne encore a; ,;y = 0, car ¢ > (7). Ainsi,
[T Giowy =0sio(l) =1et o(2) # 2.

On peut continuer de cette maniére pour prouver que si o(i) = i et o(i + 1) # i + 1,
donc [ air@) = 0. Ainsi, le seul terme de det(A) qui étre non nul est celui ou o(i) = i,
Vi=1,...,n, ce qui nous donne det(A) = aj 1022 - App.

On peut conclure en utilisant un argument semblable que le déterminant d’une matrice

triangulaire inférieure est aussi donné par le produit des éléments sur la diagonale.
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Exercice 4.3 On considére les matrices swivantes :

a b c )
2 3 2—1 0
a.[ ],b. 0 d e etc.[

0 2 3 1+
00 f !
Calculer leurs déterminants.
Solution. a. 4, b. adf,c. (2—14)(1+4)=3+1. 0

4.1.4 Quelques propriétés

Proposition 4.1 Considérons A, B € S™™ ou S un anneau. Alors

det(AB) = det(A) det(B).
Remarque 4.2 Une conséquence immédiate de cette proposition est que
det (A*) = det(A)*, Vk € N,

Exemple 4.5 Soient A, B € R3*3 telles que det(A) = —2 et det(B) = 3. Alors det(AB) =
det(A) det(B) = —6.
A= [ 2! ] .
-1 1

Donc det (A1) = det(A)100 = (—1)190 = 1.

Exemple 4.6 Soit

Remarque 4.3 Le déterminant satisfait aussi aux propriétés suivantes :

- S5i B est obtenue de A en échangeant deux lignes det A, alors det(B) = — det(A).

- Si B est obtenue de A en ajoutant un multiple d’une ligne de A a une autre ligne de A,
alors det(B) = det(A).

- Si A est inversible, alors det (A™!) = det(A)™".

- Si «v est un scalaire et A est de taille n x n, det(aA) = o™ det(A).

det (AT) = det(A).

1 2
Exemple 4.7 Soit A = nE Notons que det(A) = 3.
det(2A) = 22 det(A) =4 -3 = 12 puisque A est 2 X 2.
- Notons que A est inversible. Donc, det (A™!) = ﬁ(A) =i
det(—A) = det((=1)A) = (—1)*det(A) = det(A) = 3. Notons que dans ce cas, det(—A) =
det(A).

det (A7) = det(A) = 3.
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Exercice 4.4 1. Prouver que : A est inversible, alors det (A™!) = m.

2.Prouver que : si A € R, alors det(—A) = det(A).

Solution. 1. Notons que :
det (A7) det(A) = det (A7'A) =det(I) =1,

d’ott det (A1) = L=

T det(A)”

2. det(—A) = det((—1)A) = (—1)* det(A) = det(A). =

4.1.5 Meéthodes efficaces

Dans cette section, nous présentons deux méthodes efficaces permettant le calcul du déterminant.

Opérations élémentaires sur les lignes.

On considere A € K™"*". Rappelons que 1’échange de deux lignes modifie la valeur du
déterminant par un facteur de —1 et que ’ajout d’un multiple d’une ligne de A a une autre ligne
de A n’affecte pas la valeur du déterminant. Si nous n’utilisons que ces deux types d’opérations
afin de transformer A en une matrice D triangulaire supérieure, donc det(A) = (—1)" det (D),

ol m est le nombre d’échanges.

Exemple 4.8
-4 1 1 09 1
-1 11 0 3 1
00 -2
- 1 2 O <L1<—L1—3L2)
03 1
2 0
= — —2 <L1HL2)
1
1 2 0
00 -2
1 2 0
— (03 1 |=1.3.(-2)=-6
00 =2
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Cofacteurs

Considérons A € K™ et 4,5 € {1,...,n}. On définit A(i | j) par la matrice obtenue de
A en supprimant la j-ieme colonne et la i-ieme ligne de A. On appelle la matrice A(i | j) le
(i, 7)-itme mineur de A.

Exemple 4.9 Soit

Alors

Nous pouvons calculer le déterminant d’une matrice A € K"*" a l'aide de la formule du

cofacteur.
On Choisit ¢ € {1,...,n}. Donc

n

det(A) = Z(—1>i+jai,j det(A(i | 7).

=1
Le coté droit est dit 'expansion du cofacteurs selon la i-ieme ligne.
Nous pouvons aussi le faire selon la j-ieme colonne :

n

det(A) = Z(—l)i+jai,j det(A(i | 7))

i=1

En utilisant Ca (7,7) pour dénoter (—1)™7 det(A(i | j)) et pour simplifier la notation. Le
terme Ca (4, j) est un cofacteur de A.

Ainsi, on peut écrire ’expansion en cofacteurs selon la i-ieme ligne sous la forme :

n

det(A) = Z a;jCa (i, ),

Jj=1
et selon la j-ieme colonne comme suit

n

det(A) = Z a; jCa(i, ).

=1

Université Djilali Boundama Khemis Miliana 84 Cours d’Algébre 2 - Par: Dr. M HOUASNI



Déterminant Chapitre 4. Systemes d’équations

Exemple 4.10 Soit
12 3
A=|456
789

L’expansion en cofacteurs selon la seconde ligne nous donne.

det(A) = 327, (—1)*ay ; det(A(2 | )
2 3 13 12

8 9 79 7 8
= —4(2-9-3-8)+5(1-9-3-7) —6(1-8—2-7)
— 24— 60+ 36 = 0.

=4

Exemple 4.11 Dans le cas ot une matrice contient plusieurs éléments nuls [’expansion en
cofacteurs peut s’avérer trés utile. Soit

A:[ 1 al

Y

0,-1 B

telle quea’ € KD B e K=Dx(=1) ¢t 0, est le (n—1)-uplet nul. En utilisant l’ezpension

en cofacteurs selon la premiere colonne, on trouve
det(A) = (—=1)""a;; det(A(1 | 1)) = 1. det(B) = det(B),
car a;; =0, Vi > 2.

Exercice 4.5 1. Considérons

I
N S
co Ot N
O O W

Calculer Ca(2,3).

2. En utilisant la méthode des cofacteurs sur la deuziéme colonne, déterminer

1 0 2
3 4 5
2 -1 -4

Solution. 1. 0On a

1 2

Cal2:8) = (=1 det(AQ2]3)) = = |

=—(8-14)=6.
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2. 0n a
Loz 3 5 1 2
3 4 5 | = (=)0 + (=1)**2(4
IRl N ER CE ROl B
2 -1 —4
1 2
+(—1)**?(—
(PR
= —32+(—-1)=-33
(Il
4.2 Systemes d’équations linéaires
4.2.1 Définitions et interprétations
Considérons un systeme linéaire de p équations en n inconnues :
1171 + Q12T + - e + a1,y = by
(4.1)
Ap1T1 + ApaXo + v+ -+ + Qpn Ty, = by,
ol les a;; et les b;; appartiennent a un corps K (commutatif).
On appelle solution tout vecteur x = (z1,...,x,) € K™ dont les composantes x; satisfont

toutes les équations. Le systeme est dit compatible s’il admet au moins une solution.

4.2.2 Interprétation en termes d’applications linéaires

Soient & = K" et F' = K? munis de leurs bases canoniques respectives e et f. Considérons
u € L(E, F) l'unique application linéaire de E dans F telle que Mat.,s(u) = A et v € E tel

que
L1
Mat.(x) =
Tn
On a
u(z) =b <= (z1,...,2,) € K" est solution de (4.1).
Alors :

- Si u est surjective, le systeme (4.1) est compatible.
- Le systéme (4.1) est compatible si et seulement si b € Imu.
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- Si u est a la fois surjective et injective alors I’ensemble des solutions de (4.1) ne possede

qu’une et une seule solution.
- Si u est injective et si le systeme (4.1) est compatible donc I’ensemble des solutions de (4.1)

ne possede qu’un et un seul élément.

4.2.3 Expression matricielle et rang d’un systeme

Definition 4.4 Soient :

aip - Qin
A= (a;) = : : € My (K),
Api Gy
by 1
B=| : EMy(K) et X= : € M,1(K).
b, Tn

On peut écrire le systeme (4.1) sous la forme matricielle :
AX = B,

et donc le rang du systeme est le rang de la matrice A.

4.2.4 Expression vectorielle

Notons ¢, . .., ¢, les vecteurs colonnes de la matrice A :

= : eKP ... ¢ = : € KP.

a1121 A1 Ty

ap1T1 apnxn

Si donc

b=| : | e K>,

le systeme peut s’écrire :
218 A+ -+ Ty = b. (4.2)
Résoudre le systeme signifie déterminer les coefficients de la décomposition du vecteur be KP
sur les vecteurs {c, ..., é,} de K? : donc, pour que le systéme soit compatible il faut et il suffit

que b appartienne a ’espace engendré par les vecteurs ¢y, ..., C,.
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4.2.5 Systemes de Cramer

Definition 4.5 On appelle systéme de Cramer un systéeme linéaire dont la matrice A est carrée

et inversible.
Il s’agit donc d’un systeme de n équations en n inconnues de rang n :

a11T1 + -+ ATy, = b1

avec  det(A)#0 (4.3)
n1T1 + + + ATy = bn
Sous forme matricielle, le systeme s’écrit :
AX = B. (4.4)

Comme A est inversible, en multipliant par A~! & gauche, on trouve :
X =A"'B. (4.5)

Réciproquement, X = A™!B satisfait 1'équation (4.4). Aussi :
un systeme de Cramer admet toujours une et une seule solution donnée par (4.5).
La solution peut étre exprimée aussi par les formules de Cramer. Considérons 'interprétation

vectorielle du systeme (4.2) ; la solution (x1,...,x,) est telle que :
x151++$n5n:g

Or : Pour k # i les déterminants de cette somme sont nuls (deux colonnes égales). Il reste le

terme avec k = i, c’est-a-dire x; dét A. Ainsi :

— 5 T =
detHcl,...,ci_l,b,ciﬂ,...,cn =x;det A,
d’ou :
— - 7 —
det‘cl,...,ci,l,b,cz-ﬂ,...,cn
T, =
' det A

On peut résumer les résultats dans le théoreme suivant :

Théoréme 4.1 (Théoréme de Cramer) Un systéeme de Cramer :

a1 Ty + -+ apx, = by
(avec A= (a;;) = ||ci,..., |, detA#0)

Ap1T1 + - F ATy = bna

admet toujours une et une seule solution, quel que soit le vecteur b = (b1,...,bn), solution

donnée par les formules de Cramer :

-

— — — —
detHcl,...,ci_l,b,cﬂrl,...,cn

T det A ’
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det 817"'7@—175752'4-17"-761)
= det ”c—1>7 cee 70_;'—17 ZZ:l xkc_k)vgi—i-la ) al>||
= Zzzl T det ||C—1>7 ce 75i—17 C—/€>7ai+17 ey C—n>|| .

Exemple 4.12 Soit le systeme :
20 =5y +22=7

r+2y—42=3
3z — 4y — 6z = 5.

On a
2 -5 2
detA=1|1 2 —4 | = —46.
3 —4 —6

Le systeme est donc de Cramer. Les formules de Cramer donnent :

1 7T =5 2 1 2 7 2 1 2 =5 7
x 16 3 2 -4 o, Y 16 1 3 —4 ) 2 16 1 23
5 —4 —6 3 5 —6 3 —4

Exemple 4.13

20+ 2y +z=1 2 2 1 1
(S):q 2z +y—2=2 < | 21 -1 |=]2
r+y+z2=3 31 1

det A=—-7T#0,rgA=n=p=3((5) est un systeme de cramer ).

12 1
r==2 1 -1 [=9/T.
311
2.1 1
y==2 2 —1|=-5/T.
33 1
2 21
=2 1 2| =-1/T
313

4.2.6 Casoun=petr<n

Si on considere maintenant un systeme de n équations a n inconus, mais rg A < n, c’est a
dire

det A =0,
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dans ce cas on extrait une matrice M de A sachant que c’est la plus grande matrice carrée

inversible, c¢’est a dire det M # 0 contenue dans A et d’ordre r c¢’est ce qu'on appelle une sous-

matrice, les inconnus associés a M deviennent des inconnus principales et les (n — r) autres

inconnus deviennent des parametres ot bien ce qu’on appelle valeurs arbitraires et on considere

le systeme suivant :

ce dernier est un systeme de cramer, donc il admet une seule solution (z1, ..

— I N
ajry + appxs + ...+ ayr, =by — (@11 + oo+ aT,) =)
— I N
a1 + a0Ts + ...+ agxy = bo (agr 1211 + ..+ a2xy,) = b
a1 + Qoo+ ..o+ Qe = by (G 1T + oo Q) =0
\ Yr1tl r242 o rrdr n rr+14r+4+1 rndn e

., ) qui dépend

de (zy41,...,x,). Si cette solution vérifie les (n—r) équations restantes, alors le systeme globale

admet une infinité de solutions. Si par contre (zi,...,x,) ne vérifie pas une seule équation

parmis les (n — r) équations restantes alors le systéme globale n’admet de solution.

Exemple 4.14

3r —y+22=3 3 —1 2 x 3
(S):Q 20+2y+2=2 <[ 2 2 1 y | =
r—3y+z=1 1 -3 1 z
\ 3 —1
det A = 0, (S) n'est pas un systéme de Cramer, comme |A'| = 5 9

= 8 # 0. Alors

rgA =2 et on considere x,y les inconnus et z paramétre, alors on obtient le systeme :

3r—y=3—2z
20+ 2y =2— 2.

qui est un systeme de Cramer et admet une unique solution (z,y) dépendante de z.

3—2z -1
2—z 2

] 5 1
r = = — —Z = -
8773

3 3—2z
2 8

2—2z

1
8
Reste a voir si (z,y) vérifie x — 3y + z = 1 (équation réstante) on a :

) 3
1—§z—§z+z:1:>1:1(w*aieVzER),

donc le systeme admet une infinité de solutions données par :

5 1
(1—§z,§z,z):z€R

= —Z.
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4.2.7 Casoun#p

Si le nombre d’équations n’est pas égale au nombre d’inconnus, alors on cherche d’abord le
rang de A et on proceéde comme précédement. Si M est une matrice contenue dans A et d’ordre
r et det M # 0 alors on considere le systeme de r équations a r inconnus correspondant a M

qui est un systeme de Cramer.
Si la solution vérifie les équation restantes alors le systeme globale admet une infinité de

solutions sinon il n’admet aucune solution.

Exemple 4.15

3r—y=4 3 —1 4
(8):{ 2042y=3 sA=]2 2 (J;): 3
T — oYy =—9> 1 -5

On a rg A < 2 choisissons

3 —1
3r—y =4 =11
r—y R /8
2r 4+ 2y =3 y=1/8,

x—by=-5=11/8—5/8=6/8 =3/2+# —5,

2 3
Mz( >:>detM:87£O:>7*gM:2,

on prend le systeme :

on a I’équation réstante :

alors le systeme n’admet pas de solutions.

4.3 Exercices corrigés

Exercice 1
Expliquer sans les calculer pourquoi les déterminants suivants sont nuls :

0 —1 10 -1 2 3
Ar=|0 2 5 |,A =1 —-235
0 1 1 1 -2 2

2 -1 3 1 21

Az=| -1 2 =31|,A;=10 10 3
3 1 2 0 01
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1 a b+c 1 cos 2z 2cos’ x
As=1|1 b c+a |, D=1 —cos2r 2sin’z
1 ¢ a+b cosxsinx cosxsinzx sin2x

Solution. 1. Une colonne de A; est nulle donc A; = 0.
2. Les deux premieres colonnes de A, sont proportionnelles, donc Ay = 0.
3. La premiere colonne de Az est somme des deux autres donc Az = 0.

4. A, étant diagonale, le déterminant A4 est égal au produit de ces termes diagonaux. Un de
ceux-ci étant nul, il en est de méme de Ay.

5.
1 a a+b+c
As P78 1 axbe |,
1 ¢ a+b+c

et les premiere et troisieme colonnes de Aj sont proportionnelles. Il vient A5 = 0.

6. La derniere colonne de Ag est somme des deux autres donc Ag = 0.

(Il
Exercice 2
Prouver que :
300 00 3
04 0[{=—-[04 0]|=60.
005 5 0 0
Solution. Facile par permutations des colonnes.
O

Exercice 3

Considérons les nombres 119, 153 et 289 qui sont tous divisibles par 17. Prouver que le déterminant :

O~
o Ut =
© w ©

est divisible par 17.

Solution. Notons A ce déterminant. On a :

100 10 9 119 10 9
1000A = | 100 50 3 | 7LD 153 50 3
200 80 9 289 80 9
a 10 9
= 17| b 50 3|,
c 80 9

Université Djilali Boundama Khemis Miliana 92 Cours d’Algébre 2 - Par: Dr. M HOUASNI



Exercices corrigés Chapitre 4. Systemes d’équations

ol a, b et ¢ désignent respectivement le quotient de 119, 153 et 289 par 17. On obtient : A = 17m

avec
a 10 9

m=|b 50 3|,
c 80 9

qui est un entier. Comme 17 est premier avec 1000 , appliquant le lemme de Gauss, 17 divise

A.
O

Exercice 4
Considérons (a, b, c) € R3. Soient les polynomes P, = (X —a)?, B, = (X —b)? et P. = (X — )2
Trouver les valeurs a, b et ¢ ou la famille P = (P,, B, P.) forme une base de Ro[X]?
Solution. La matrice de la famille P dans la base canonique (1, X, X?) de Ry[X] est

2 b2 2

a c
M = —2a —-2b —2c¢
1 1 1

Utilisant les déterminants de Vandermonde, on trouve
det M = —=2(b—a)(c —a)(c —b).

La famille P forme une base de Ry[X] si et seulement si les scalaires a, b et ¢ sont deux a deux
distincts. O

Exercice 5

Prouver que

cos(a —b) cos(b—c) cos(c—a)
A = | cos(a+0b) cos(b+c) cos(c+a)
sin(a +b) sin(b+c¢) sin(c+a)

= —2sin(a — b) sin(b — ¢)sin(c — a).

Solution. On développe suivant la premiere ligne et on reconnait les formules d’addition :

A = cos(a — b)[cos(b + ¢) sin(c + a) — cos(c + a) sin(b + ¢)]

—cos(b — ¢)[cos(a + b) sin(c + a) — cos(c + a) sin(a + b)]

+ cos(c — a)[cos(a + b) sin(b + ¢) — cos(b + ¢) sin(a + b)]

= cos(a — b) sin(a — b) 4 cos(b — ¢) sin(b — ¢)

+ cos(c — a) sin(c — a) = 2 (sin2(a — b) + sin2(b — ¢) + sin2(c — a)),

puis on utilise les deux formules

sinp +sing = 2sinp;qcosp;q,
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et
. . ptq . p—q
cosp — cosq = —2sin sin ,
2 2
A = (2sin(a — ¢) cos(a + ¢ — 2b) 4 sin2(c — a))
= sin(a — ¢) cos(a + ¢ — 2b) + sin(c — a) cos(c — a)
= sin(a — ¢)(cos(a + ¢ — 2b) — cos(c — a))

= —2sin(a — b) sin(b — ¢) sin(c — a).

Exercice 6
Considérons
P=2X?-X+1, PB=X>4+2Xet Py=X%>—1.

Prouver que la famille P = (Py, P, P3) forme une base de Ry[X].

Solution. Notant e = (X2, X, 1) la base canonique de Ry[X], on a :

2 1 1
Mat(P)=| -1 2 0 :
1 0 —1

qui est inversible. La famille P est donc une base de Ry[X].

Exercice 7

Trouver le réel a ou la famille e = (eq, ey, €3) :
e1=(a,1,1) ex=(1,a,1) e3=(1,1,a),
forme une base de R3.

Solution. La famille e forme une base de R? si et seulement si

a 1 1
1 a 1|#0.
1 1 a

Ce déterminant vaut : (a — 1)*(a + 2).

La famille e est donc libre si et seulement si a # 1 et a # —2.

Exercice &

Trouver les solutions dans R? des systémes :

r—y+z=1 r—y+2z=1
1.4 3y —2=2 2.4 2v—3y+z2=14
22 =28 r—3y—4z=>5
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(s +2y+32=1 y+32=0
3.4 —x—3y+52=2 4. x+2y+6z2=2
2 t+yt+z=-1 Tx+3y+9z =14
(24 2y+2=2 27—y +3z=1
5.4 2z +y+z=-1 6.4 z+y—z=2
(| v —3y+2z2=-1 r—2y+4z=1
r+y—z=1
20 —y+32=0 vz
7. 8.8 20 +2y—2z=2
r+y+22=0
—r—y+z=-1
Solution. 1. En remontant, on trouve successivement : z = 4;y = 2;z = —1.
r—y+2z=1 r—y+2z=1
2r —3y+z2=4 << —y—3z=2
r—3y—4z2=5 —2y—6z=14

Les deux dernieres équations sont équivalentes. Le systeme est de rang 2 et compatible. En
prenant z comme parametre, ’ensemble des solutions est {(—5z —1,—32 — 2,2) | z € K}.

3. Systeme de Cramer : {(—g, 1, %) }

4. Systeme de rang 2 et compatible. {(2, -3z, z2) | z € K}.

5. Systeme de Cramer : {(—2,1,2)}.

6. Systeme de rang 2 mais pas compatible. Pas de solution.

7. { 2r—y+32=0 soit 2r—y+32=0 . Le systeme est de rang 2, donc compatible. En
r+y+22=0 3r+5z=0

prenant z comme parametre, I’ensemble des solutions est {(—%z, —%z, z) | z € K}

8. Le systéme est clairement de rang 1 et compatible (on a trois fois la méme équation).

L’ensemble des solutions est le plan d’équation x +y — z = 1.

O

Exercice 9

Discuter la nature de ’ensemble de solution sans chercher a résoudre les systéemes suivants :

r+y—2=0 r+3y+2z=1 r+3y+2z=1
r—y=0 , 20 — 2y =2 et 20 -2y =2
r+y+2=0 r+y+z=2 r+y+z=23

Solution. Premier systeme : Matrice de rang 3 (inversible) donc une unique solution (0, 0, 0).
Deuxieme systeme : Matrice de rang 2, systeme non compatible, pas de solution.
Troisieme systeme : Matrice de rang 2, systeme non compatible, pas de solution.

O
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Exercice 10
Discuter la dimension de 'espace des solutions des systemes suivants selon la valeur de m :
1.

r+my+z=0
mx +y+mz = 0.

2.
r+y+mz=0
r+my+z=0
mr +y+z=0.
Solution. 1. Sim =1 ou m = —1, alors le systéeme est de rang 1. L’espace des solutions est

de dimension 2. Sinon le systeme est de rang 2 et I'espace des solutions est de dimension 1.

Dans ce dernier cas, I’ensemble des solutions est {(z,0, —z),z € R}.

2. Sim = 1, alors le systeme est de rang 1. L’espace des solutions est de dimension 2. Si
m = —2, alors le systeme est de rang 2. L’espace des solutions est de dimension 1. Sinon le
systeme est de Cramer. L’espace des solutions est de dimension 0. O
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