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 كلمة الباحث:
 

لطلبة ىي نتيجة لتدريسي ىذه الدادة على مدار سنوات  02ىذه الدطبوعة لدقياس احصاء 
 د جذع مشتًك في كلية العلوم الاقتصادية والتجارية وعلوم التسيتَ-م-ل السنة الأولى

، وتم توزيعها اشتملت على الجانبتُ النظري مع امثلة تطبيقية زائد بسارين لزلولة وغتَ لزلولة
 فصول. خمسة للسداسي الثاني في -ياتيالاحصاء الرياض– 02إلى لزاور مقياس إحصاء 

 طريقةوالتحليل التوفيقي، الفصل الثاني بذسد في لعد الفصل الاول بدثابة مدخل بسهيدي ل
، أما الفصل الرابع  الدتغتَات العشوائيةفي الفصل الثالث بسثل  ،مالاتالاحتحساب 
و  الاحتمالية .س: الدتغتَات الثنائيةالفصل الخام لتوزيعاتفخصص 
 

  
 

 د. جمال سعيداني 
  2021/فيفري/13

    1442/رجب/01الدوافق لـ 
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 مقدمة
هدف إلى بذميعها وتبوبيها وتنظميها وبرليلها واستخلاص يو -هتم بالدعلومات والبيانات علم يالإحصاء 

واستخدامها في ابزاذ القرارات، وأدى التقدم في تكنولوجيا الدعلومات  -تعميم نتائجهاو  بلالنتائج منها 
التحليل  منالوصول إلى درجات عالية  فيب إلى مساعدة الدارستُ والباحثتُ ومتخذي القرار و واستخدام الحاس

 .يةالدستقبلالوضعيات اقع ومتابعتو ثم إلى التنبؤ بالو  ووصف

ولم تعد البحوث الاقتصادية والاجتماعية والإدارية وغتَىا في وقتنا الدعاصر، وفي ظل التقدم التكنولوجي 
يادين، تكتفي بدجرد عر  الدشاكل ودراسة الظواىر وبرديد الأسباب واستخلاص النتائج الدالذائل في كافة 

 ات بطريقة سطحية لرردة عن أسلوب الإقناع والتقدير والقياس. وابزاذ القرار 

لقد أصبح الابذاه العام في مثل ىذه البحوث والدراسات ىو استخدام طرق القياس الكمية ووسائل 
الإقناع الإحصائية وذلك لتحديد الخصائص وإبراز الابذاىات العامة في الظواىر الاجتماعية والإدارية، وبرليل 

علم الإحصاء يعطي للباحثتُ في ف الدتشابكة والدتبادلة بتُ الظواىر علي أساس موضوع غتَ متميز.العلاقات 
العديد من الطرق والأساليب اللازمة لضرورة القيام بالدراسات  والإدارية،ل العلوم الاقتصادية والاجتماعية الر

القياس لحركة العديد من الدتغتَات المحددة  والبحوث الاقتصادية والاجتماعية والإدارية والجغرافية علي أساس من
 الدراسة.للظواىر موضوع 

معالجة ىذا بعد  برديد النماذج الاحتمالية للظواىر القابلة للقياسإلي عملية  02كلمة إحصاء  شتَت
  للإحصاء التطبيقي. ياتي، أي الأساس الرياضياتيىدف ىذا الدقياس ىو تقديم علم الإحصاء الرياضو ، البيانات

 العلوم الاقتصادية، التجربة لصياغة لزتوى الدقياس بطريقة تلائم مستوى طلبة كليةولقد حاولنا أن نستفيد من 
لتحقيق ىذا الغر  حرصنا على ربط الدفاىيم والقواعد النظرية باستخداماتها التطبيقية؛ فعملنا على إعطاء 

. و لأن فهم القواعد الرياضية يكون أسهل إذا كان بالإضافة الى بسارين لزلولة أمثلة لزلولة عن كل مفهوم جديد
للمتلقي خلفية عن الدشكلة التي يحتاج حلها إلى استخدام ىذه القواعد، عملنا في كثتَ من الأحيان إلى التقديم 
لبعض الدروس أو النظريات بدسألة تكون بدثابة التمهيد، وأحيانا بدثابة مشكلة ننطلق منها لنتوصل إلى النظرية. 

 أن يكونوا قادرين على استيعاب ياتيا وننبو طلبتنا الأعزاء إلى أنو يفتً  بهم عند دراسة الإحصاء الرياضىذ
 غتَ ياتيحبيس الأمثلة والدسائل الدعطاة، فالإحصاء الرياضخيالذم ة بعموميتها ولا يبقوا اتيالدفاىيم الرياضي

 بعد. الإحصاء التطبيقي الذي يعتٌ بتطبيقات ىذه الدفاىيم فيما 
والتحليل التوفيقي، الفصل  عد الحالاتلفصل الاول بدثابة مدخل بسهيدي لافصول،  خمسة فييتضمن البرنامج 
، أما الفصل الرابع  الدتغتَات العشوائيةفي الفصل الثالث بسثل  ،الاحتمالاتطريقة حساب الثاني بذسد في 

و  الاحتمالية .س: الدتغتَات الثنائيةالفصل الخام لتوزيعاتفخصص 
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إلى تعريف طلاب السنة الأول في ميدان العلوم الاقتصادية والتجارية وعلوم التسيتَ  ياسيهدف ىذا الدق
التعامل مع لرتمع البحث بدءا من  فيو  ةالبحث الاقتصادي ياتتسهيل عمل بعلم الإحصاء وأهميتها ودورىا في

أخذ العينات وكيفية جدولة البيانات وتفريغها ووصفها )مقاييس النزعة الدركزية والتشتت(، وذلك بهدف 
عر  نتائج البحوث الاقتصادية الكيفية والكمية بصورة  فيإكساب الطالب لرموعة من الخبرات تساعده 

 لزدده وواضحة ودقيقة؛ ذلك من خلال:

 

 .في البحث العلمي توأهميوتبيان  الرياضياتي الإحصاءتعريف  -1
 أنواع الدتغتَات الدختلفة وكيفية التفرقة بتُ كل نوع منها وتصنيفها.  -2
 وايجاد الصيغة الاحتمالية لتمثيلهابحثو  فييحصل عليها  التيالقدرة على تبويب البيانات الإحصائية  -3
النموذج الاحتمالي لذا يدكن اجراء لستلف العمليات خلال القدرة على وصف وبرليل البيانات من  -4

 الاحتمالية الدساعدة غلى ابزاذ القرارات بشأن الحالات الاحتمالية التي يكون احتمال وقوعها عالي.

 ولتحقيق ذلك الذدف يستلزم استخدام بعض الوسائل منها:
 .(داتا شووجهاز العر  ) جهاز كمبيوتر -1
 .ملونةسبورة بيضاء وأقلام  -2
 ب الآتية:ليل التقويم وفق الأساتم قياس ذلك من خلاوي

 مع الطلبة مناقشات -
 تتمة للبرنامج أوراق عمل -
  لرموعات عمل لحل التمارين -
 الاختبار التحريري. -
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 التوفيقي التحليل الأول: لفصلا
العناصر في لرموعة ما  نتطرق في ىذا الفصل الى بعض طرق برديد عدد نواتج الدمكنة لتجربة معينة أو عدد

 .بغتَ طريقة العد الدباشر، وتسمى ىذه الطرق بالتحليل التوفيقي، وىو مبتٍ على قاعدتتُ اساسيتتُ
 قاعدتي الجمع والضرب: .1
 قاعدة الجمع )قاعدة "أو"( . أ

طريقة،  mطريقة وكان بالإمكان الصاز عملية ثانية بزتلف عن الاولى بـــــ  nإذا كان بالإمكان إلصاز عملية ما بــــ 
 طريقة. n+mالثانية بردث بـــــــ  أوفإن إلصاز العملية الاولى 

 E, F, Gوأربعة طالبات  A, B, C, D: لتكن لدينا لرموعة طلبة تتكون من اربعة طلبة ذكور 01مثال 
 ب أو طالبة من ىذه المجموعة.: بكم طريقة يدكن اختيار طالالدطلوب

امكانيات لاختيار  3طالبات اذا يوجد  3امكانيات لاختيار طالب، ولدينا  4طلبة اذا يوجد  4الحل: لدينا 
 7" طالبة نستخدم قاعدة الجمع، فيصبح عدد الامكانيات ىو أوطالبة. وبدا أن الدطلوب ىو طالب "

 .7=4+3امكانيات.     
(A) (B) (C) (D) (E) (F) (G) 

 

 قاعدة الضرب )قاعدة "و"( . ب
طريقة،  mطريقة وكان بالإمكان الصاز عملية ثانية بزتلف عن الاولى بـــــ  nإذا كان بالإمكان إلصاز عملية ما بــــ 

 طريقة. n×mالثانية مع بعضهما بـــــــ  وفإن إلصاز العملية الاولى 
 E, F, Gوأربعة طالبات  A, B, C, D: لتكن لدينا لرموعة طلبة تتكون من اربعة طلبة ذكور 02مثال 

 : بكم طريقة يدكن اختيار طالب وطالبة من ىذه المجموعة. الدطلوب
امكانيات لاختيار  3طالبات اذا يوجد  3امكانيات لاختيار طالب، ولدينا  4طلبة اذا يوجد  4الحل: لدينا 

 12" طالبة نستخدم قاعدة الضرب، فيصبح عدد الامكانيات ىو وطالبة. وبدا أن الدطلوب ىو طالب "
       .12=4×3امكانية.     

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
    {

 
 
 

   {
 
 
 

   {
 
 
 

   {
 
 
 

   

 
{                                                           } 
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 تعميم:
  1لدينا بذربةاذا كان  (E1)  تتم بـــN1 2طريقة، بذربة  (E2)  بـــــN2 طريقة، ... حتى التجربةK (EK)  بــــ

NK فإن  طريقةK  :عملية تتم وبردث معا بــــــ… ×NK    ×N2 ×N1 .طريقة 
 1اذا كان لدينا بذربة  (E1)  تتم بـــN1 2طريقة، بذربة  (E2)  بـــــN2 طريقة، ... حتى التجربةK (EK)  بــــ

NK فإن   طريقةE1 او E2  او ... اوEK  :عملية تتم بــــــNK  +...+N2 +N1 .طريقة 
 

 التبديلات )المتبادلات(: .2
اذا كان اىتمامنا ىو عدد الطرق التي يدكن ان ،  A, B, Cتتكون من ثلاثة عناصر E لتكن لدينا المجموعة

 نرتب بها عناصر ىذه المجموعة، فان ايجاد عدد الطرق باستخدام الشكل الدوالي  
لدينا ثلاثة خانات لتستوعب العناصر الثلاثة لذذه المجموعة، حيث عدد الخانات على حسب الحاجة، ثم نقوم 

 بكتابة داخل كل خانة عدد الامكانيات لشغلها.
 ( C او Bاو  Aلديها ثلاثة امكانيات ) 01الخانة رقم 

يبقى عنصرين  01وبعد تثبيت احد العناصر في الخانة رقم 
وبعدىا تثبيت احد العنصرين  02مرشحتُ لشغل الخانة رقم 

 .03يبقى عنصر واحد لشغل الخانة رقم  02في الخانة رقم 
إمكانيتتُ لشغل  و 01امكانيات لشغل الخانة  3في العد: لدينا  ووعليو يكون العد بطريقة الضرب لوجود 

 .6=    =1×2×3امكانية واحدة لشغل الخانة الاختَة، أي و  02الخانة 
 طرق لتًتيب ىذه العناصر الثلاثة. 6اذن لدينا 

 أن العناصر الثلاثة لستلفة أي بدون تكرار لذا. نلاحظ
 تعميم:

 ، فعددn العناصر تؤخذ جميع أن بشرط ،تبديلة بدون تكرار بأنها الدختلفة العناصر من nترتيب  نسمي 
 الأقل، ونكتب على أحدىا باختلاف ترتيب بزتلف التي العناصر ىذه من تشكيلها يدكن التي المجموعات

      
 ( ىو جداء للحدود الدتتالية الدتناقصة الى غاية الواحد. العاملي )حيث 

                             
 

0! = 1   ;       1! = 1   ;     2! = 2    ;   3! = 6    ;    4! = 24 
5! = 120     ;    6! = 720      ;    7! = 5040 

 
 

 

 

 

 1      2     3    عذد الامكانيات

 03    02    01    رقم الخانة 
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 تبديلة بتكرار:في حالة وجود التكرار نسميها 
الحالة  ىذه في .متماثلة العناصر تكون عندما أي nالمجموعة  عناصر بتُ نفرق أن يدكن لا الحالات بعض في

 :الدوالية الصيغة خلال من التبديلات عدد معرفة يدكن

  
                 

  

                 
 

 

 .nىي عدد تكرار العناصر الدتشابهة او الدتماثلة ولرموعها يساوي           حيث ان 
  probabilité: ما ىو عدد التبديلات التي يدكن تشكليها بحروف كلمة 03مثال 

 حرف، مع وجود بعض الحروف مكررة اكثر من مرة وعليو يكون: 11نلاحظ ان ىذه الكلمة تتشكل من 
                                                         . 

 

   
                  

   

                          
=   

 
 

 

عملية القسمة ىنا لحذف تأثتَ التكرار حيث نلاحظ حرفتُ مكررين مرتتُ وىو ما يدعو للقسمة على جداء 
 عاملي التكرارات.

 
 الترتيبة .3

 وبدون تكرارفي بعض الحالات يكون التًتيب مهم 
طالب نريد اختيار لشثل للفوج ونائب لو، فما ىو عدد الامكانيات لاختيار لشثل  33فوج طلبة بو  :04مثال 

 الفوج ونائبو.
امكانية لاختياره،  33لطتار لشثل للفوج اولا ليكون لجميع الطلبة نفس فرصة الظهور في اعلى رتبة وبذلك لدينا 

 امكانية لاختياره. 32منهم وبالتالي لدينا طالب لطتاره  32ومن ثم لطتار النائب، فيبقى 
 امكانية. 32×33=1056اذن عدد الامكانيات لاختيار لشثل الفوج ونائبو ىو 

 اذا اردنا كتابتها على شكل العاملي يكون كما يلي: 
   

       
 

   

   
1056 

 تعميم:
(، لضسب عدد الامكانيات n>kعنصر ) nعنصر من اصل  kاذا كان التًتيب مهم وبدون تكرار، لتًتيب 
 :nعنصر من اصل  kبالعلاقة الدوالية ونسميها تريبة بدون تكرار لــ 

  
  

  

      
 

 
 .تصبح تبديلة n=kفي حالة 
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 قائمةتصبح  التكرار مسموحاما اذا كان 
 تشكيلو؟: نريد تشكيل عدد ىاتفي من خمسة ارقام، كم عدد يدكن 05مثال 

مسموح بو وعليو نشكل الخانات  تكرارال في ارقام الذاتف
عدد يكون  9الى  0الدقابلة، حيث ان كل الارقام متاحة من 

، وعدد الاعداد الدمكن تشكيلها 10نيات لكل خانة ىو الامكا
                           ىو 

 

 تعميم:
عنصر وكان التكرار مسموح، فان عدد التًاتيب يسمى قائمة يعطى بالعلاقة  nعنصر من  kاذا اردنا ترتيب 
       n×n× … ×n الدوالية:         

k مرة 
 

 التوفيقات .4
اذا كان اىتمامنا ىو عدد الطرق التي ،  {       }  عناصرة أربعتتكون من  E لتكن لدينا المجموعة

  التًتيب فيها غتَ مهمواللجان ىذه المجموعة،  من عناصرنشكل لجنة من ثلاثة يدكن ان 
    عدد التًاتيب التي يدكن تشكيلها ىو

  
  

  
    

 وىي موضحة كما يلي: 24 بدل 4 وبدا ان التًتيب غتَ مهم يصبح عدد اللجان
 

 ACB, BAC, BCA, CAB, CBAىي نفسها  ABCاللجنة الاولى: 
 ADB, BAD, BDA, DAB, DBAىي نفسها  ABDاللجنة الثانية: 
 ADC, CAD, CDA, DAC, DCAىي نفسها  ACDاللجنة الثالثة: 
 BDC, CBD, CDB, DBC, DCBىي نفسها  BCDاللجنة الرابعة: 

نلاحظ ان عدد التوفيقات=
عدد التًتيبات 
    

  ، اذن التوفيقة  

        
 

  
 

  
  =4 

 
 kيدكننا استنتاج العلاقة العامة التي برسب لنا عدد التوفيقات؛ عند سحب بدون ارجاع )او في آن واحد( لـــــ 

  (كما يلي:          n>kعنصر  ) nعنصر من اصل 
  

  
 

   
 

   

          
 

 

 

 

  10   10    10     10   10عذد الامكانيات   

 05  04   03    02    01   رقم الخانة 
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 .12 من متكونة لرموعة من وينهاكت يدكن التي أفراد 4 من الدشكلة الدختلفة اللجان عدد ىي ما :06ل مثا
 :على لضصل التوفيقة قانون بتطبيق ،k=4وعدد العناصر الدسحوبة ىو  n=21نلاحظ انعناصر المجموعة   

   
  

   

     
 لجنةلستلفة       

   n(x+y) نشر نيوتن لـ لحساب كما تستعمل التوفيقات 

       ∑  
                 

 

   

 

 مثلث باسكال
n

k 0 1 2 3 4 5 6 7 
1 1 1 

      2 1 2 1 
     3 1 3 3 1 

    4 1 4 6 4 1 
   5 1 5 10 10 5 1 

  6 1 6 15 20 15 6 1 
 7 1 7 21 35 35 21 7 1 

 

 

 ، يدكن تشكيل الدثلث بهذه الخاصية10= 4+6 لاحظ في الدثلث
 

 

 حساب عدد الحالات الدمكنة يلخص طرق جدول
 حيث القانون في حالة نستعمل

   التًتيبة  
  

 )بدون تكرار(
حيث  اذا كان التًتيب مهم،

n>kبدون تكرار ، 
  
  

  

      
   K  لرموعة جزئية منn 

   التبدلية  
 )بدون تكرار(

حيث  اذا كان التًتيب مهم،
n=k 

  
        K  ىي نفسها المجموعةn 

 اذا كان التًتيب غتَ مهم        التوفيقة 
  
  

  

        
 n≥k 

حيث  اذا كان التًتيب مهم، التبدلية الدائرية
n=k 

لتجاور  ينقص من المجموعة عنصر            
 العنصر الاول والاختَ

ترتيبة مع (القائمة
  )التكرار

 nk n≥k اذا كان التكرار مسموح بو

 مع التكرار التبديلة
        

  

             
ىي عدد               

 k ،..1،2تكرارات من 
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 محلولة تمارين .5
    8 ,7 ,6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1 ,0 :التالية الأرقام من تشكيلو يدكن أرقام 3 من مكون عددا كم :01ن التمري

 م؟ارقالا بتكرار يسمح لا 1-
 ؟480 من أقل يكون أن يجب العدد 2-
 ؟ةفرديال داعدالا 3-
 ؟ةزوجيال داعدالا 4-

 :الحل
  : بتكرار يسمح لا الحالة ىذه فيبدا ان التًتيب مهم يدكن استعمال التًتيبة،   1-

  
  

  
     

 او بطريقة الخانات نتحصل على نفس النتيجة 
9×8×7=504 

 
 .طرق 9 ب الآحاد ورقم طرق 8 ب العشرات ورقم طرق 5 ب الدئات رقم لطتاربطريقة الخانات:   2-

        5×8×9=360 
 

   كما يدكن استعمال التًتيبة
   

   
      

 
 طرق 8 ب الدئات رقم لطتار تم الدوجودة، الفردية الأرقام عدد حسب وذلك طرق 4 ب الآحاد رقم لطتار  3-
 256=4×8×8     :طرق 8 ب العشرات ورقم

 ورقم طرق 8 الدئات ورقم الدوجودة، الزوجية الأرقام عدد حسب وذلك طرق 5 ب الآحاد رقم لطتار -4
 320=5×8×8    :طرق 8 العشرات

  

 :كان إذا صف في طالبات 3 و طلبة 4 يجلس أن يدكن طريقة بكم :02 التمرين
 ؟يبتغون كما الجلوس 1-
 بعضهن؟ جنب والطالبات بعضهم جنب الطلبة 2-
 ؟على طاولة مستديرة يبتغون كما الجلوس 3-
 بعضهما؟ جنب الجلوس يدكنهما لا طالبان 4-
 :الحل
 p7=!7=5040تبديلة  ىو نؤو يشا كما الطلبة ىؤلاء جلس إذا الدمكن الطرق عدد 1-
    288= !2 × !3 × !4  بعضهن مع والطالبات بعضهم مع الطلبة 2-

 

 

 

 7      8     9    عذد الامكانيات

 03    02    01   رقم الخانة 

 

 

 

 5      8     9    عذد الامكانيات

 03    02    01   رقم الخانة 
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نسميها تبديلة دائرية، ننقص عنصر من  على طاولة مستديرة نؤو يشا كما الطلبة ىؤلاء جلس إذا  3-
                      طريقة (؛  n-1المجموعة )

  :بعضهما جنب الجلوس يدكنها لا طالبان 4-
 .طريقة 5040 ىو يشاءون كما الطلبة ىؤلاء لجلوس الدمكنة الطرق عدد لدينا
 بطرق الجلوس يدكنهم حيث طالبات 3 و طلبة 3 لنا يصبح وبالتالي واحد شخص الطالبان ىذان نعتبر

  طريقة 720 = !6 :عددىا
  طريقة 2 = !2 :ب بعضهما جنب الجلوس يدكنهما الطالبان ىذان لكن

  ىو بعضهما جنب طالبتُ جلوس مع والطالبات الطلبة ىؤلاء لجلوس الدمكنة الطرق عدد وبالتالي
  1440= !2 × !6  طريقة  

   ىو بعضهما جنب الجلوس يدكنهما لا طالبتُ بحيث والطالبات الطلبة ىؤلاء لجلوس الدمكنة الطرق عدد ومنو
  = 1440 − 5040 3600 طريقة

 

 ,STATISTIQUESات الكلم حروف من تكوينها يدكن التي تبديلاتال عدد كم :03 التمرين
 CENTREE, STOCHASTIQUES, GOOGLE.  

 الحل:
 STATISTIQUES   :   

                
   

                       
=   
  

 
 CENTREE              

  

              
=  
 

 :  
  :STOCHASTIQUES                         

   

                             
=   
  

 
 GOOGLE    

        
  

           
=  
 

    : 
 

 خضراء، نسحب ثلاث كرات في آن واحد. 2صفراء و 3حمراء و 5صندوق بو كرات: : 04التمرين 
 كم ىو العدد الكلي للإمكانيات؟ .1
 عدد الامكانيات لظهور لون واحد؟ .2
 الامكانيات لظهور لونتُ؟عدد  .3
 عدد الامكانيات لظهور كرة خضراء على الاقل؟ .4
 عدد الامكانيات لظهور كرتان صفراء؟ .5
 الحل:

 نستخدم التوفيقات للإجابة على الاسئلة
  العدد الكلي  .2

  
   

    
      

       ىو:  عدد الامكانيات لظهور لون واحد .3
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        :  الوان 3لظهور  .4
    

  
  

  
 

  

  
 

  

  
    

  3981=(30+11)-4320 امكانية :    الوان(3)لون+-لونتُ =العدد الكلي
 كرة خضراء على الاقل )واحدة او اثنتتُ(: .5

  
    

    
    

  
  

  
 

  

    
 
  

  
 
  

  
    

    نلظهور كرتان أصفرا .6
    

  
  

  
 

  

  
    

 
  3لا نفرق بينها عند اللمس . نسحب على التوالي  5إلى  1كريات مرقمة من   5يحوي صندوق : 05التمرين 

كريات بالإرجاع  ) أي بعد كل سحبة نعيد الكرية إلى الصندوق ( نسجل بالتًتيب الأرقام التي برملها 
 5،  4،  3،  2،  1الكريات الدسحوبة لنحصل عندئذ على ثلاثة أرقام من بتُ 

 د الأعداد الدمكنة ؟( ما ىو عد1 
 ( نعيد التجربة ىذه الدرةّ لكن دون إرجاع الكرية الدسحوبة . ما ىو عدد الأعداد الدمكنة ؟2

 " 4" الكرية الثانية الدسحوبة برمل الرقم  Aما احتمال الحادثة  -   
 

  الحل :
إمكانيات بالنسبة لرقم الدئات ،  5( الأعداد المحصل عليها مشكلة من الدئات و العشرات و الآحاد ) ىناك 1

إمكانية و من أجل كل إمكانية للعشرات ىنا  25إمكانيات لرقم العشرات أي  5من أجل كل إمكانية ىناك 
5إمكانيات لرقم الآحاد ( و بالتالي ىناك  5 5 5 125   عددا لشكنا 
5( في الحالة الثانية ىناك 2 4 3 60    عددا )باعتبار أن الأرقام لستلفة مثتٌ مثتٌ، الكرية الدسحوبة لا

 ترجع(
إمكانيات لرقم الدئات و لكل  4رقما للعشرات فتبقى  4يناسب وضع الرقم  Aالدخرج الذي يحقق الحادثة  -

4إمكانيات لرقم الآحاد أي  3إمكانية تبقى  3 12   حالة ملائمة و بالتالي
 اللغة حروف من حرفتُ استخدام من عليها الحصول يدكن التي السر كلمات عدد ىو ما :6 التمرين 

 الإلصليزية
 :التالية الحالات في الأحرف يسار أرقام وثلاثة ( 26 عددىا)

 والرقم؟ الحرف تكرار عدم 1-
 الرقم؟ تكرار وعدم الحرف تكرار – 2
 والرقم؟ الحرف تكرار – 3
 :الحل
 ىو والرقم الحرف تكرار عدم مع الكلمات عدد – 1
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 468000 كلمة = 8 × 9 × 10 × 25 × 26
 ىو الرقم تكرار وعدم الحرف تكرار مع الكلمات عدد 2-

 486720 كلمة = 8 × 9 × 10 × 26 × 26
 ىو والرقم الحرف تكرار مع الكلمات عدد 3-

 676000 كلمة = 10 × 10 × 10 × 26 × 26
 أن للطالب يدكن طريقة بكم أسئلة، 8 من 5 على الإجابة الطلبة على فر  معينة مسابقة في :7 التمرين

 يختار
 :التالية الحالات في الأسئلة عدد
 شرط؟ بدون الأسئلة اختيار 1-
 إجبارية؟ الأولى الثلاثة الأسئلة كانت إذا 2-
 الأولى؟ الخمسة الأسئلة من أسئلة ثلاثة على الإجابة الضروري من كان إذا 3-
 :الحل
 56 طريقة =  :عددىا بطرق الخمسة الأسئلة اختيار يدكن 1-
 الخمسة الأسئلة بتُ من الدتبقيتُ السؤالتُ اختيار لو يبقى الأولى، الثلاثة الأسئلة على الطالب أجاب إذا 2-

 10 طريقة = :عددىا بطرق الأختَة
 10 طريقة =:عددىا بطرق الأولى أسئلة الخمسة من الضرورية الثلاثة الأسئلة اختيار يدكنو 3-
 3:عددىا بطرق الأختَة الثلاثة الأسئلة من اختيارهما يتم سؤالتُ لو ويبقى

 30 طريقة = 3 × 10:ىو الخمسة الأسئلة اختيار طرق عدد إجمالي يكون وبالتالي
 من لجنة تكوين أردنا إذا .طالبات 7 و طلبة 5 من متكونة الطلبة من لرموعة لدينا كان إذا :8 التمرين

 :علمت إذا تكوينها يدكن التي اللجان عدد ىي ما أشخاص، 5 من تتكون حيث الطلبة ىؤلاء
 شرط؟ بدون 1-
 ترشيحهم؟ يرفضون طلبة ثلاثة 2-
 الأقل؟ على طالبتُ اللجنة ضمن يكون أن يجب 3-
  معا؟ اللجنة في يكونا أن يرفضانR والطالبة Q الطالب 4 -
 :الحل
 792 لجنة = ىي تكوينها يدكن التي اللجان عدد 1-
 126 لجنة = ىو التًشح يرفضون الطلبة من ثلاثة بحيث تكوينها يدكن التي اللجان عدد 2-
 ىي الأقل على طالبتُ فيها يكون التي اللجان عدد 3-

 596 لجنة = 1 × 1 + 7 × 5 + 21 × 10 + 35 × 10
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   Q والطالبة R ىو معا اللجنة في يكونا أن يدكنهما لا4-
 :ىي فيها يجتمعان التي اللجان عدد وبالتالي اللجنة ضمن أما الطالب بحيث تكوينها يدكن التي اللجان عدد
R والطالبة Q الطالب نعتبر 
 240 لجنة =
 الطالب فيها يجتمع لا التي اللجان حساب يدكن تم من Q والطالبة R :خلال من

 552 لجنة = 240 − 792 = ,
 .نساء 6 و رجال 5 من اختيارىم يتم أعضاء 5 تضم لجنة تشكيل يريد كلية عميد :9 التمرين

 تشكيلها؟ يدكن التي اللجان عدد ىو ما 1-
 :أن علمت إذا تشكيلها يدكن التي اللجان عدد ىو ما 2-

 فقط؟ رجل يكون أن يجب الأعضاء بتُ من -أ
 الأكثر؟ على امرأتتُ تكون أن يجب الأعضاء بتُ من -ب
 الأقل؟ على وامرأتتُ رجلتُ من اللجنة تتكون أن يجب -ج

 والكاتب؟ النائب الرئيس، تضم اللجنة كانت إذا اللجان عدد ىو ما 3-
 :الحل
 ىو تشكيلها يدكن التي اللجان عدد – 1

 462 لجنة =
 :كان إذا تشكيلها يدكن التي اللجان عدد 2-

 :ىو فقط رجل يكون أن يجب الأعضاء بتُ من -أ
 75 لجنة = 15 × 5 = 1

 :ىو الأكثر على امرأتتُ تكون أن يجب الأعضاء بتُ من -ب
 181 لجنة = 1 × 1 + 6 × 5 + 15 × 10

 :ىو الأقل على وامرأتتُ رجلتُ من متكونة اللجنة تكون أن يجب -ج
 350 لجنة = 15 × 10 + 20 × 10

 ىو والكاتب النائب الرئيس، تضم اللجنة كانت إذا اللجان عدد 3-
 990 لجنة =

 .  M1    ،M2    ،M3تلاميذ السنة الأولى من ثلاث متوسطات   Lتستقبل ثانوية  :10 التمرين
  M3و الباقي من الدتوسطة  M2من الدتوسطة  % M1   ،40من التلاميذ يأتون من الدتوسطة   % 25   

 M3من تلاميذ   % 0,1و  M2من تلاميذ   % M1   ،10من تلاميذ  من الدتوسطة   % 5    
 يعيدون السنة .
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0,05

0,1

0,001

B 

B 

B 

B 
B 

B 

L

1A

2A

3A 0,35

0,4

0,25

 لطتار تلميذا عشوائيا .   
     a. كوّن شجرة متوازنة تتًجم الوضعية ) 
     b احسب احتمال الحادثة )A " التلميذ الذي تم اختياره يعيد السنة "          
 :الحل

1"   مع  iMللحادثة " التلميذ قادم من الدتوسطة iAنرمز بالرمز      3i  
 " التلميذ يعيد السنة " للحادثة  Bو بالرمز    
a( بدا أن القانون ذو توزيع منتظم ) تساوي احتمال ( تتًجم النسب الى الاحتمالات التالية 

        1 2 3 1 2( ) 0,40  ;  p(A ) 0,25   ;   p(A ) 1 ( ) ( ) 0,35p A p A p A      
  نشكل الشجرة الدتوازنة 
 نضع على الفروع الأولى الاحتمالات السابقة   

                                 1 2 3( ) p(A ) p(A ) 1p A    
 : تظهر في نص التمرين الاحتمالات الشرطية كما يلي 

 0,05ىو  M1احتمال أن يكون التلميذ معيدا إذا كان قادما من الدتوسطة 

أي 
1

( ) 0,05Ap B   و كذلك نقرأ
2

( ) 0,1Ap B    و
3

( ) 0,001Ap B  
  نكمل الشجرة بفروع تتجو لضوB أوB  (B  الحادثة العكسية للحادثةB ) 

 الفروع مثقلة بالاحتمالات الشرطية 
 
 
 
 
 
 
 1لا تنس أن مجموع احتمالات الفروع في نفس المستوي يساوي   

1 1
( ) ( ) 1A Ap B p B        و كذلكi A

i
( ) p(A ) p (B)ip A B   

b ) لضسب( )p B باستعمال دستور الاحتمالات الكلية 

               1 2 3( ) ( ) ( ) ( )p B p A B p A B p A B      
     0,25 0,05 0,4 0,1 0,35 0,001 0,05285       
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 تمارين . 6
 :التمرين الاول

     :أحسب القيم التالية -    1   
 :أكتب على أبسط شكل لشكن الكسور التالية-2 

 

  :التمرين الثاني
 :أثبت أن

1.  
2.  
3.  

 

 :التمرين الثالث
  :موجب حيث يكون nىل يوجد عدد صحيح  
 

  :بتُ صحة العلاقة التالية :التمرين الرابع
1.  
2.  
3.  

 الذاتف من ستة أرقام ما ىو عدد الأرقام الذاتفية الدمكنة ؟  يتكون رقم :التمرين الخامس
 بكم طريقة يدكن لمجموعة مكونة من خمسة أشخاص أن يجلسوا  :التمرين السادس

 في صف بو خمسة مقاعد ؟  -1 
 حول طاولة مستديرة تشمل خمسة مقاعد ؟ -2 
 إذا أصر شخصتُ من أن يجلسا جنبا إلى جنب ؟ -3 

قطار يتكون من عشر عربات لستلفة فبكم طريقة يدكن تركيب ىذا القطار  :التمرين السابع
 )بفر  أن القاطرة موجودة دوما بالرأس ( ؟  

 ما ىو عدد التباديل الدختلفة التي يدكن تكوينها من أحرف الكلمات التالية:  :التمرين الثامن
 CENTREE , EQUATION, AGRICULTURE. 
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مرتتُ ,ثلاث مرات  1كم عدد من ستة أرقام يدكننا أن نكون وذلك بأخذ العدد   :التمرين التاسع
 ؟   3ومرة واحدة العدد  2العدد 

 تتشكل كلمة سر من ثلاث أحرف لاتينية متبوعة برقمتُ لستلفتُ  :التمرين العاشر
 كم كلمة سر يدكننا تشكيلها بهده الطريقة ؟    -1 
 تهي بحرف زوجي ؟  من بتُ ىده الكلمات كم منها ين -2 
 

 :التمرين الحادي عشر
 ؟   8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1أرقام لستلفة يدكن تشكيلو بالأرقام  , 3كم عدد من   -1
 ما ىو عدد الأعداد الزوجية  ؟    -2
 ما ىو عدد الأعداد الفردية  ؟ -3
 ؟ 1ما ىو عدد الأعداد الزوجية التي تبدأ بالرقم  -4

طالب بزتار مكتبا لذا مكونا من خمسة أعضاء. الرئيس, نائب  20من  لجنة مكونة :12التمرين 
 أمناء.  3الرئيس, 

 فبكم طريقة يدكن تكوين ىدا الدكتب ؟ -
 أعضاء             8نادي بو  :13التمرين 

 كم عدد اللجان الدختلفة الدكونة من ثلاثة أعضاء يدكن تكوينها بهذا النادي ؟    -1
عدد اللجان الدختلفة الدكونة من ثلاثة أعضاء يدكن تكوينها بهذا النادي إذا علمنا أن لكل  كم  -2

 رئيس و أمتُ صندوق و سكرتتَ ؟  
 لنفر  عدم وجود التكرار في ىدا التمرين.   :14التمرين 

 ؟  9, 7 6, 5, 3, 2كم عدد يدكن تشكيلو بثلاثة أرقام من بتُ الأرقام التالية   -1
 ؟  400بتُ ىده الأعداد تكون اقل من كم من   -2
 كم من عدد زوجي يدكن تكوينو  ؟  -3
 كم من عدد فردي يدكن تكوينو ؟     -4
 ؟  5كم منها ىي من مضاعفات العدد -5
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كريات في   3كريات بيضاء نسحب   3كريات حمراء و   5لدينا صندوق يحتوي على  :15لتمرين ا
 للحصول على:   آن واحد, فما ىو عدد الحالات الدمكنة 

 كرة حمراء واحدة فقط ؟      -1
 كرتتُ بيضاويتتُ   ؟      -2
 على الأقل كرة حمراء واحدة  ؟ -3

 صديقا من الدقربتُ لدأدبة عشاء  11اصدقاء من أصل  05أراد شخص استدعاء   :16التمرين 
 فبكم طريقة يدكنها استدعاءىم ؟  -1
 بكم طريقة لشكنة ادا علمت إن اثنتُ منهم لا يحضران إلا معا  ؟     -2
 كم لديو من خيار اذا كان اثنتُ منهم لا يستطيعان الحضور معا ؟  -3

 طالبات   3طلبة و  9قسم يتكون من  :17التمرين 
 طلبة ؟   4بكم طريقة يدكن للأستاذ تكوين لجنة من  -1
 ة بها طالبة على الأقل ؟بكم من طريقة يدكن تكوين لجن -2
 بكم طريقة يدكن تكوين لجنة بها طالبة واحدة فقط  ؟ -3

 أسئلة   10أسئلة من بتُ لرموع  8خلال امتحان على الطالب الإجابة على  :18التمرين 
 ما ىي لرموعة الاختيارات الدمكنة ؟     -1
 لأولى ؟          كم من اختيار لديو إذا كان عليو الإجابة على الثلاث أسئلة ا  -2

 ؟من بتُ الخمس أسئلة الأولى 4على كم اختيار لديو إذا كان عليو الإجابة على الأقل   -3
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 الفصل الثاني: الاحتمالات
 

ىذه  في إليها نتطرق سوف التي الاحتمالات نظرية عناصر في الأهمية بالغ أمرا للعد الأساسي الدبدأ يعتبر
 .الفصول
 والاحتمالالتجربة  .1
  التجربة . أ

لشرح الدفهوم المجرد للتجربة و بسييزىا عن الحدث يدكن القول أن التجربة ىي أم الحدث أو أم النتيجة. لأن 
 .التجربة تتفرع بالضرورة إلى أحداث

عند  6ومفهوم التجربة في علم الاحتمالات مفهوم عام و مرن، فإذا كنا ندرس احتمال الحصول على الوجو 
نرد تكون التجربة ىي الرمي، و إذا كنا ندرس احتمال عدد معتُ من الوحدات التالفة لآلة ما يدكن رمي قطعة 

اعتبار كل وحدة منتجة كتجربة، وإذا كنا ندرس احتمال عدد معتُ من الطلبة الراسبتُ في مقياس ما نعتبر كل 
 ة.طالب كتجربة... نقول احتمال حدث أو احتمال نتيجة ولا نقول إحتمال بذرب

 أما الاحتمال فهو 
 .)عدد موجب بساما أو معدوم )لا يكون سالبا 
 .لرموع احتمالات أحداث بذربة ما يساوي الواحد 
  ُ1و 0الاحتمال يكون لزصورا بت. 

 حساب الاحتمالاتل ساسياتالأ . ب
 :ىناك قواعد أساسية في حساب الاحتمال 

مطروحا منو احتمال الحدث الدعاكس. لرموع احتمال الحدث 1احتمال وقوع حدث يساوي  .1
 .1واحتمال الحدث الدعاكس يساوي 

" يساوي احتمال وقوع الأول مضروبا في احتمال وقوع الثاني لدا B" و "Aاحتمال وقوع حدثان " .2
 يكون الأول قد وقع فعلا.

الاحتمالتُ أي احتمال الحدث الأول مضروبا في احتمال وقوع حدثان مستقلان يساوي جداء  .3
 احتمال الحدث الثاني.

 احتمال وقوع الحدث وعكسو يساوي الصفر، ونقول أن الحدثان متنافيان. .4
 يساوي جمع احتمالي الحدثتُ مطروحا منو احتمال برققهما معا. "B" أو "Aاحتمال وقوع حدث " .5
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دث مقسوما على عدد الحالات "احتمال حدث ىو عدد الحالات الدلائمة لوقوع الح .6
بليز باسكال   1 الدمكنة، إذا اقتًضنا أن كل الحالات لذا نفس الاحتمال في الوقوع."

(Blaise Pascal : 1623) 
 

ما ىو احتمال الحصول على عدد زوجي عند رمي قطعة نرد ؟ بتُ كل من التجربة، الحدث :   01مثال
 والاحتمال في ىذا الدثال.

 الجواب: 
(. أما العدد الكلي للحالات الدمكنة فهو 6و 4، 2ىناك ثلاث حالات ملائمة للحصول على عدد زوجي )

(. وبافتًا  أن كل الحالات الدمكنة لذا نفس الاحتمال فإن احتمال الحصول على 6، 5، 4، 3، 2، 1: )6
 . =عدد زوجي ىو 

 الحالات متساوية.تنبيو: لا يدكن استخدام ىذه العلاقة إذا لم تكن احتمالات 
كريات معا. ما ىو احتمال أن تكون كلها حمراء؟   3حمراء. نسحب  5كريات منها   7صندوق بو  :02 مثال

 بتُ كل من التجربة والحدث في ىذا الدثال.
 . . إذا الاحتمال ىو وعدد الحالات الدمكنة:  عدد الحالات الدلائمة  

 التجربة ىي السحب من الصندوق، الحدث أو النتيجة ىي الحصول على ...
طلبة. نسحب بالقرعة اسم من العشرة. ما ىو احتمال أن يكون الطالب  10فوج مكون من  :03 مثال

 أحمد؟ بتُ كل من التجربة والحدث.
 الب أحمد؟   أسماء من العشرة. ما ىو احتمال أن يكون منهم الط 3نسحب )بدون إعادة( عينة من 

 الجواب:
 ،( احتمال الحدث الأول أو النتيجة الأولى ىي 1
 ، عدد الحالات الدلائمة لكي يكون أحمد في العينة:( عدد الطرق الدمكنة للعينة: 2

 
 الاحتمال ىو إذا:

 مسحوب التجربة ىي السحب، النتيجة أو الحدث ىي أن يكون الطالب أحمد
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 ج. أنواع الحوادث:
 بسيط حدث ىو 6 ظهور الرقم الحدث أن نقول مثلا للتجزئة، القابل غتَ الحدث ىو: البسيط الحدث -
 .أخرى حوادث إلى تقسيمو يدكن لا 6 الرقم ن، لأالنرد حجر رمي عند
 . بسيطة حوادث إلى بذزئتو يدكن الذي الحدث ىو :المركب الحدث -
 .بالتجربة الدرتبطة البسيطة الحوادث جميع من يتكون كان إذا أكيد أنو الحدث عن نقول  :الأكيد الحدث -

 رمينا مهما لأننا أكيد حدث ىو نرد حجرة رمي عند 7 من أصغر رقم على الحصول حدث أن نقول مثلا
  A = Ω. ب لو ونرمز .6 إلى 1 من رقم على لضصل فسوف النرد حجرة

 نقول فمثلا .التجربة أعدنا مهما وقوعو الدستحيل الحدث ىو الدستحيل الحدث :المستحيل الحدث -
 الدستحيل فمن النرد حجرة رمينا مهما لأننا مستحيل حدث ىو ،نرد حجرة رمي عند 8 الرقم ظهور حدث

  ∅ = A. ب لو ونرمز .8 على الرقم الحصول
وقوع  ينفي أحدىا وقوع أن حيث واحد آن في حدوثها يستحيل التي الحوادث ىي :المتنافية الحوادث -

  .متقاطعي غتَ اكانو  إذا الآخر
وقوع  ينفي لا أحدىا حدوث أن حيث واحد آن في حدوثها يدكن التي الحوادث :المتنافية غير الحوادث -

  الآخر
 :ىي التجربة لذذه العينة فضاء أو الدمكنة الحالات عدد فإن الأر  على نرد حجرة رمي عند : مثال

Ω = {           } 
  _ ي .

 رقم ظهور وعند B الحدث ىو فردي رقم ظهور عند وأنو A الحدث ىو زوجي رقم ظهور عند أنو نفتً 
 C  الحدث ىو أولي

C = {     }    ، B = {     } ، A =  {      } 
او غتَ  وأولي زوجي العدد يكون أن يدكن لأنو متنافيتُ غتَ حدثتُ هما A و Cالحدثتُ  أن القول يدكن ومنو

 وزوجي فردي العدد يكون أن يدكن لا لأنو متنافيتُ حدثتُ هما A و B الحدثتُ أن ونقولذلك من الأمثلة. 
 .الوقت نفس في
 فمثلا .الأخرى الحوادث بوقوع يتأثر ولا يؤثر لا أحدىا يقع عندما التي الحوادث ىي :المستقلة الحوادث -

 الرمية بنتائج تتأثر ولا تؤثر لا مثلا الأولى الرمية نتائج لأن مستقلة، حوادث ىي نقود لقطعة رميات عدة نتائج
 .الثالثة أو الثانية

 الأخرى الحوادث وقوع احتمال على يؤثر أحدىا وقوع عند التي الحوادث ىي  :المستقلة غير الحوادث -
 بدون صندوق من كرة سحب عند فمثلا  ى.الأخر  الحوادث بوقوع مرتبط أو مشروط يكون أحدىا وقوع أو

 .الثاني السحب احتمال على ؤثري لالأو  السحب لأن مستقلة غتَ حوادث ىي كرة إعادة



- 24 -   

 لاحتمالاتلي ياتالتعبير الرياض. 2
القواعـد الدـذكورة  نستخدم التًميز من أجل التوصل إلى تعبتَ دقيق وواضح لقواعد الحساب الاحتمـالي وىـي ذاتهـا

 الأول. فصلفي ال
    P(A)نعبر عن احتمال حدث ما بطريقة رياضية فنكتب 

 .  P(x)أو   P(X = x)كما يلي:   X = xونعبر عن احتمال وقوع الحدث : 
، أو  P(X = 5)=  1/6" عند إلقاء حجر نرد يكتب:  5مثال: احتمال الحدث: "الحصول على الوجو 

  P(5= ) 1/6باختصار: 
 .P=  1/6و أحيانا لطتصر أكثر فنكتب: 

 العشوائية استخدام نظرية المجموعات للتعبير عن الأحداث  .1.2
 من خلال البنود التالية تستخدم نظرية المجموعات للتعبتَ عن الأحداث العشوائية:

 ، وتسمى المجموعة الكلية أو فضاء العينة. Ωنعبر عن النتائج الدمكنة لتجربة ما ب  .1
 ىي لرموعة من النتائج الدمكنة للتجربة. Aمن فضاء العينة، حيث  A نعبر عن الحدث بدجوعة جزئية .2
 قد برقق. Aنقول أن الحدث  Aا انتهت التجربة بنتيجة بسثل عنصرا من إذ .3
 يسمى عادة حدث بسيط.   Ωالحدث الذي يحتوي على نقطة أو عنصر واحد من .4

 

 بذربة إلقاء مكعب نرد. أكتب لرموعة فضاء العينة ثم عبر عمليا عن الأحداث التالية: في :04 مثال
 بسيط(           )حدث  6: الحصول على العدد Aالحدث 

{6} ,    A=  {1, 2, 3, 4, 5, 6 = }Ω 
  B= {6 ,4 ,2: الحصول على عدد زوجي                         }Bالحدث 
 C=  {5 ,3 ,2}    : الحصول على عدد أولي                        Cالحدث 
 D=  {5 ,3 ,1}  : الحصول على عدد فردي                        Dالحدث 

 لتكن لدينا بذربة ىي رمي قطعتتُ نقديتتُ على التوالي: أكتب لرموعة فضاء العينة ثم عبر عن: :05 مثال
 : الحصول على مرتتُ كتابة )حدث بسيط(    A الحدث

{PP },  A =  {PP, PF, FP, FF =}Ω 
   = B { FP, PF: الحصول على كتابة مرة واحدة                    } Bالحدث 
 C  ={ PF, PP}   : الحصول على كتابة في الرمية الأولى               Cالحدث

 

يدثل الحدث الدستحيل لأنو لا يدكن أن  Φ من بتُ الأحداث الدمكنة في بذربة ما أيا كانت، الحدث .5
 .P(Φ) = 0 يتحقق عنصر منها.
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نفسها، وىو الحدث  Ωمن بتُ الأحداث الدمكنة في بذربة ما أيا كانت، حدث المجموعة الأساسية  .6
      P(Ω) = 1 الأكيد لأنو لابد أن يتحقق أحد عناصرىا على الأقل.

.... على المجموعات لضصل على لرموعات  بتطبيق عمليات مثل الإبراد والتقاطع، الطرح، الجمع .7
 .  من ذلك : Ω ومن ثم أحداث جديدة في  Ωجديدة جزئية من 

AUB ىو الحدث: إماA   أوB .أو كلاهما 
A∩B  :ىو الحدثA وB .في وقت معا 

 .Aىو الحدث الدعاكس ل  ̅  
B –  A :ىو الحدثA لكن ليس B. 

 .متنافيان )أو غتَ متلائمان( أي لا يدكن وقوعهما معا Bو Aنقول أن  Φ  =A∩Bإذا كان   .8
 "صورة على الأقل". Bىو الحدث "مرتتُ كتابة" و  Aمثال: نرمي قطعة نقدية مرتتُ: إذ كان 

A = {PP}.  B = {PF, FP, FF}            A∩B  =Φ 
 

 ي عن قواعد حساب الاحتمالاتياتالتعبير الرياض. 2.2
 الحدث المعاكس 

 ، ونكتب :Aواحتمالو ىو احتمال عدم برقق الحدث  'Aأو  Āب  Aنعبر عن الحدث الدعاكس ل 
P(Ā) + P(A) = 1  <=> P(Ā) = 1– P(A) 

 
 

 للصورة )الوجو(. نلاحظ أن: Fللكتابة و Pمثال: نرمي قطعة نقدية ونرمز ب 
P(P) = P(F') = 1– P(F) <=> P(P) + P(F) = 1 

، فما ىو الحدث  P(5) = 1/6ىو:  5: عند رمي حجر نرد فإن احتمال الحصول على العدد 2مثال 
 الدعاكس في ىذه الحالة وما احتمالو؟

  .P(5') = 1 – P(5) = 1 – (1/6)  = 5/6، واحتمالو ىو: 5لى عدد غتَ الحدث الدعاكس ىو الحصول ع

 : نرمي حجر نرد، ما ىو احتمال الحصول على عدد زوجي، ماىو الحدث الدعاكس وما ىو احتمالو؟ 3مثال 
P(nombre pair) = P(2 ou 4 ou 6) = 3/6 

 الحدث الدعاكس ىو الحصول على عدد غتَ زوجي، و احتمالو:
P(impair) = 1– P(pair) = 1– (3/6)  = 3/6. 

 

A Ā 
Ω  
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 " احتمال وقوع الحدثA" و "B  " 
                          P(A∩B) = P(A)* P(B/A) 

P(A∩B∩C) = P(A)* P(B/A)* P(C/(A∩B)) 
A, B, C ( ،)مسـتقلة أو لا، متنافيـة أو لا( أحـداث مـاA/B)P  يسـمى الاحتمـال الشـرطي لB  علمـا أنA 

   لزقق.
 ومن الدعادلة الأولى لضصل على:  

 P        (A)P ( /A∩B)P  ( =A/B)P( A) > 0لما  
 لزقق.    A تصبح فضاء الدعاينة بدا أن  Aحيث 

                   

 

 

 (.B)حدث 4( أحسب عند إلقاء حجر نرد احتمال الحصول على قيم أقل من 1  مثال: 
إذا علمت أن الوجو المحصل لدكعب النرد عدد  4( أحسب احتمال الحصول على نتيجة أقل من 2 

 .A)حدث(فردي 
 إذا علمت أن النتيجة عدد فردي. 4( أحسب احتمال الحصول على قيمة أكبر أو يساوي 3

P(B) = P(1ou 2 ou 3) = P(1) + P(2) + P(3) = 3/6 
P(B/A) = P(B∩A)/P(A)  
P(B∩A) = P (impaire et  ≤)  

 4 = P(1 ou 3) = P(1) + P(3) = 1/6  +  1/6 = 2/6 
P(B/A) = P(B∩A)/P(A) = 2/6  /  3/6  =  2/3 

  احتمال وقوع الحدث"A" و "B" لما "A" و "B "مستقلان 
P(A∩B) = P(A) * P(B)                     P(B/A) = P(B) 

 مستقلان، Bو Aأو عدم وقوعو نقول أن  Aلا يتأثر بوقوع  Bوىو تعريف استقلال حدثتُ، أي أن وقوع 
 P(A∩B∩C) = P(A) * P(B) * P(C)                 P(C/(A∩B)) = P(C)      

؟ )نتيجة مكعب النرد  6والعدد نرمي حجر نرد وقطعة نقدية معا. ما ىو احتمال الحصول على الصورة  مثال:
 مستقلة عن نتيجة القطعة النقدية(.

P(A∩B) = P(A).P(B) = 0.5 * 1/6  = 1/12.   
 . نلقي قطعة نقدية مرتتُ. أحسب احتمال الحصول على صورة في الرمية الأولى وفي الرمية الثانية.2مثال 

 B\Aغير الحدث   B/Aالحدث   : 01 شكل

A\B     A∩B     B\A 

 

A B 

Ω  
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P(FF) = P(A∩B) = P(A) P(B) = 0.5 * 0.5 = 0.25 
بيضاء. نسحب كرية نسجل لونها ثم نعيدىا للصندوق ونكرر  3حمراء و 2كريات   5دوق بو . صن3مثال 

 مرات. 3العملية 
  كريات حمراء )أحداث مستقلة(.  3كريات حمراء،   2أحسب احتمال الحصول على 
 كيف يكون الاحتمال في حالة كون السحب بدون إرجاع الكرية )أحداث غتَ مستقلة(؟ 

 الجواب:
 P(RR) = P(R1 ∩ R2) = P(R1) P(R2) = 2/5 * 2/5 = 4/25 

P(RRR) = P(R1 ∩ R2 ∩ R3) = P(R1) P(R2) P(R3) = 2/5 * 2/5 * 2/5 = 8/125 
 P(RR) = P(R1 ∩ R2) = P(R1) P(R2/R1) = 2/5 * 1/4 = 2/20 

P(RRR) = P(R1 ∩ R2 ∩ R3) = P(R1) P(R2/R1) P(R3/(R1∩R2)) = 2/5 * 1/4 * 0 = 
0 

  حدث "احتمال وقوعA" أو "B  " 
P(AUB) = P(A) + P(B) – P(A∩B) 

 
 

 "  احتمال وقوع حدثA" أو "B " متنافيانوهما 

 A, Bلتكن الأحداث الدتنافية 
P(AUB) = P(A) + P(B)      (P(A∩B) = 0) 

P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C)      (P(A∩B∩C) = 0) 
 
 
   
 
 
 

A∩B A B Ω

  

Ω

  

A Ā 
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  أخرىقواعد 
 من أجلA1 ⊂ A2           :فإن 

P(A1) ≤ P(A2)      و    P(A2 – A1) = P(A2) – P(A1) 
 

 

 

  من أجلA وB :أحداث أيا كانت P(A∩B) + P(A∩B’) = P(A) 

 

 

 

  إذا كانA :ىو نتيجة أحد أو بعض الأحداث الدتنافية A1, A2 , A3 , A4 ,  …… An   

P(A) = P(A∩ A1) + P(A∩A2 ) + P(A∩A3 ) + ……. + P(A∩An ) 

 

 

 

 نظرية بايز . 3.2
أحداث متنافية فيما بينها حيث ابرادىا يشكل المجموعة الكلية   1A، 2A، 3A . . . ،Ak ،. . . ،Anلتكن 

برقق،  A، إذا علمنا أن Akحدث ما يتحقق عن طريق واحد أو أكثر من الأحداث  A، وΩ)الأساسية( 
 كما يلي:   Akلضسب احتمال برققو عن طريق الحدث 

 
لأنها بسكن من حساب احتمال أن يكون حدث ما   BAYESتسمى ىذه النظرية نظرية الاحتمال السببي 

(Ak) ( ىو الدسبب لوقوع حدث آخرA.) 

)(

)(

)/()(

)/()(
)/(

1
AP

AAP

AAPAP

AAPAP
AAP k
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A1    A2        Ak . . .         An 

A 
Ω  

 

A1 
A2 

Ω  

A∩B’     A∩B     B∩B’ 

 

A B 
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( بدكتب A1ة مكتب )سكريتتَ : وظفت مثال
% 30( تطبع A2عاملتتُ أخريتُ إحداهما )% من الفواتتَ. يشغل الدكتب  20للمحاسبة حيث تولت طبع 

 %. 50( A3من الفواتتَ والأخرى )
% ولدى الثالثة 2(  A2% من الفواتتَ، بينما نسبة الخطأ لدى الثانية )5ترتكب الدوظفة الجديدة أخطاء في 

(A3 )1.% 
الفاتورة بحجة أخذت فاتورة بشكل عشوائي فتبتُ أن بها أخطاء. استبعدت الأولى أن تكون ىي من ألصزت 

% من الفواتتَ، وردت عليها العاملات الأخريات بأن نسبة الأخطاء لديها ىي 20أنها لا تنجز إلا 
 %(.5الأكبر)

( ىي التي حررت الفاتورة وقارن مع احتمال أن A1.   أحسب احتمال أن تكون الدوظفة الجديدة )1
 .A3أو  A2يكون مصدر الخطأ ىو 

 الثلاث. .  أحسب لرموع الاحتمالات2
 . أحسب احتمال أن تكون فاتورة لستارة عشوائبا من لرموع الدراسلات، أن تكون بها أخطاء.3

 
 

 ىي التي حررت الفاتورة.  A3يظهر من الحساب أن الاحتمال الأكبر ىو أن تكون 
لأنها بسثل احتمالات الأحداث   P(A1/A) + P(A2/A) + P(A3/A) = 1لرموع الاحتمالات  .2

 الثلاث. الدتنافية 
 . احتمال وجود خطأ في مراسلة ما:3
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 رسم يوضح نظرية بايز  :02الشكل رقم 
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 التعبير الهندسي عن الاحتمالات .4.2
مسألة مركبة للاحتمالات يستحسن برليلها باستعمال أشكال ىندسية توضح عناصر  قبل الشروع في حل

الدسألة )الأحداث( والعلاقات بينها. يستخدم لذذا الغر  شجرة 
لسطط فتُ. تبتُ شجرة الاحتمال الأحداث الدتنافية التي او الاحتمال 

تنتج عن التجربة الواحدة أو الدكررة وذلك من خلال أغصان تتفرع 
أصل، أما لسطط فتُ فيستخدم لتمثيل الأحداث الفرعية دوائر من 

 داخل مستطيل يدثل التجربة. 
يراعى في رسم الشجرة أن يكون لرموع احتمالات كل تفريعة يساوي الواحد. التفريعة ىي بدثابة شجرة فرعية 

 برتوي أحداث متنافية، لكونها بسثل النتائج المحتملة لتجربة جزئية.
 
 

 قطعة نقدية مرتتُ. أحسب احتمال الحصول على مرتتُ صورة.مثال. نرمي 
P(face ∩ face) = P(face) * P(face/face) = 0.5 * 0.5 = 0.25. 

 

 
 

 يمكن القول :خلاصة 
باستخدام نظرية المجموعات كأساس للتًميز في لرال الاحتمالات يدكن الحصول على صياغة أكثر دقة 

 للمفاىيم الدختلفة. بهذه الطريقة نستخدم: 
  بدلا عن عبارة "و"  ∩رمز التقاطع  

 "P(2) * P(5)  =("5" ∩ P("2    " في رميتي نرد:5و  2مثال: احتمال "الوجو 
 بدلا عن عبارة" أو"  Uرمز الإبراد  
 P("5"U"2") = P(5) + P(2) :     في رمية نرد 5أو  2مثال: احتمال الوجو  

    P(Ā) = 1 – P(A) "؛  Aبدلا عن عبارة "عكس  Ā أو  CAرمز الدتمم 

A 

 مخطط فين  1 رسم 

 صورة

P(face/face) = 0.5 

 
 صورة

P(face) = 0.5 

 

 كخابت

P(pile) = 0.5 

 

 كخابت

P(pile/face) = 0.5 

 
 صورة

P(face/pile) = 0.5 

 

 كخابت

P(pile/pile) = 0.5 

 

P(FF) = P(F) P(F/F) 

 
 

P(FP) = P(F) P(P/F) 

 

 
P(PF) = P(P) P(F/p) 

 

 

P(PP) = P(P) P(P/P) 
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 من خلال ىذا التًميز يدكن أن نعبر بسهولة عن القواعد الخمسة الأساسية لحساب الاحتمالات.
-     P(A∩B) = P(A)* P(B/A)  

 P (                  (A)P ( /A∩B)P  ( =A/B)=>  P( A> )0 بشرط (
                             P(A∩B) = P(A)* P(B)     -عندما يكون الحدثان مستقلان

 

-      P(AUB) = P(A) + P(B) – P(A∩B) 
 P(AUB) = P(A) + P(B)                (P(A∩B) = 0)      -عندما يكون الحدثان متنافيان أي :
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 محلولة تمارين .3
 بإجراء قمنا إذا .باللمس بينهم نفرق لا سوداء 4 و بيضاء كرات 3 على يحتوي صندوق :  1 التمرين

 بيضاء كانت وإذا السحب عن نتوقف سوداء كانت إذا .عشوائية بطريقة كرة نأخذ سحبة كل في سحبات
 :وىكذا الدوالية الكرة سحب ونواصل نعيدىا لا

 سوداء؟ الأولى السحبة في الكرة تكون أن احتمال ىو ما 1-
 سوداء؟ الثانية السحبة في الكرة تكون أن احتمال ىو ما 2-
 الثالثة؟ السحبة لصري لا لكي الاحتمال استنتج 3-
 :الحل
 :ىو الأولى السحبة في سوداء الكرة تكون أن احتمال 1-

 
 ىو سوداء الثانية الدرة في الدسحوبة الكرة احتمال 2-
 ولا الأولى السحبة في بيضاء الكرة تكون أن يجب الحدث يتحقق ولكي B ب سوداء الكرة كون لحدث نرمز

 .سوداء كرة الثانية الدرة في نسحب ثم الصندوق إلى نعيدىا

 
 :ىو الثالثة السحبة لصري لا لكي الاحتمال 3-
 سوداء الكرة تكون أن يجب أي الثانية أو الأولى السحبة في إما نتوقف أن يجب الثالثة السحبة لصري لا لكي

 :ىو الثالثة السحبة لصري لا لكي احتمال إذن .الثانية أو الأولى السحبة في

 
 :على الحصول احتمال ىو ما .نرد حجرة رمي في تتمثل بذربة لدينا كانت إذا: 02التمرين

 3 من أقل 1-
 3 من أكثر 2-
 :الحل
 :ىو 3 من أقل على الحصول احتمال 1-

 فإننا متنافية، الأحداث ىذه أن وبدا .2 أو 1 على الحصول يعتٍ نرد حجرة رمي عند 3 من أقل على الحصول
 :فنحصل الأحداث لذذه الجمع قاعدة نطبق
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 :ىو 3 من أكثر على الحصول احتمال 2-
 الأحداث ىذه أن وبدا .6 أو 5 أو 4 على الحصول يعتٍ نرد حجرة رمي عند 3 من أكثر على الحصول
   :فنحصل الأحداث لذذه الجمع قاعدة نطبق فإننا متنافية،

 
 .راسب طالب 20 يوجد طالب 100 كل في أنو وجد الجامعية السنة نتائج عن الإعلان عند 3 :التمرين

 .ما لرموعة من عشوائية بطريقة طالبتُ اختًنا فإذا
 راسب؟ الأول الطالب يكون أن احتمال ىو ما 1-
 راسب؟ الأول الطالب أن علما راسب الثاني الطالب يكون أن احتمال ىو ما 2-
 راسبتُ؟ كلاهما ايكون أن احتمال ىو ما 3-
 :الحل
 :ىو راسب الأول الطالب يكون أن احتمال 1-
  يساوي الاحتمال وبالتالي A ب الراسب للطالب نرمز

 
 :ىو راسب الأول الطالب أن علما راسب الثاني الطالب يكون أن احتمال 2-

.  
   بينهم من طالب 99 موعةلمجا في يبقى راسب الأول الطالب أن علمنا فإذا B ب الثاني الراسب للطالب نرمز
 ىو راسب الأول أن علما راسب الثاني الطالب يكون أن احتمال فإن وبالتالي .الراسبتُ من طالب 19

 
 :ىو راسبتُ كلاهما يكون أن احتمال 3-

 
 رمزنا فإذا .معتُ مر  عن للكشف الأفراد من لرموعة فحص تم الطبية التحاليل لسابر أحد في :4 التمرين

 كان فإذا .ايجابية الفحص نتيجة أن إلى B ب و الدر  ذابه مصاب فحصو تم الذي الشخص إلى  A ب
     :لدينا

 
 أن احتمال ىو ما .عشوائية بطريقة شخص اختًنا .الدر  ىذا من يعانون الأشخاص منلف الأ في 1 وأن

 ايجابية؟ كانت الفحص نتيجة أن علما بالدر  مصابا الشخص ىذا يكون
 :الحل
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 ىو الاحتمال وبالتالي

 
 :التالية الحوادث لديك كان إذا :5نالتمري

 
 :من كل أحسب -أ

 
  لا؟ أم مستقلتُ B و  A  الحدثتُ ىل -ب

 :الحل
 :من كل حساب -أ

 
 :يلي ما برقق إذا مستقلة الحوادث تكون -ب

  
 أو الإجابة من متأكد وضعيتتُ في الطالب يكون الخيارات، متعدد اختبار في سؤال عن الإجابة في 6:التمرين

 الطالب يكون أن لاحتمال p-1و الإجابة، من متأكد الطالب يكون أن لاحتمال p نفتً  .متأكد غتَ
  قدره باحتمال صحيحا سيكون الإجابة في يفكر الذي الطالب أن أيضا نفتً  .الإجابة من متأكد غتَ

 
 

 سؤال عن الإجابة من متأكد الطالب يكون أن احتمال ىو ما .الدتاحة الاختيارات عدد ىو m أن حيث 
 صحيح؟ بشكل عليو أجاب أنو علما معتُ

 :الحل
 ىو صحيح بشكل عليو أجاب أنو علما معتُ سؤال عن الإجابة من متأكد الطالب يكون أن احتمال -

  على الإجابة من متأكد وأنو صحيح بشكل السؤال على الطالب إجابة احتمال عن يعبرانB و A أن نفتً 
 .التوالي
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  سؤال عن الإجابة من متأكد الطالب يكون أن احتمال فإن  m=5,p=0.5 كان إذا الدثال، سبيل على

 0.83 ىو صحيح بشكل عليو أجاب
 الدنزل إلى الرجوع وبعد .العلوم في 4 و الرياضيات في 2 و الإحصاء في كتب 3 طالب اشتًى 7: التمرين

 .رف في الكتب ىذه رتب
 الكتب؟ ىذه لتًتيب الدمكنة الطرق عدد ىي ما -أ

 بعضها؟ مع النوع نفس من الكتب ترتيب يجب بحيث الكتب ىذه ترتيب احتمال ىو ما -ب
 بعضها؟ مع فقط العلوم كتب ترتيب يجب بحيث الكتب ىذه ترتيب احتمال ىو ما -ج

 :الحل
 ىو الكتب ىذه لتًتيب الدمكنة الطرق عدد -أ

Pn = 9! = 9 × 8 × 7 × 5 × 4 × 3 × 2 × 1 = 362880 
 ىو بعضها مع النوع نفس من الكتب تكون بحيث الكتب ىذه ترتيب احتمال -ب

 362880 يساوي الدمكنة الحالات عدد لدينا
 !3 × !4 × !2 × !3= 1738  يساوي ةتشابهالد الحالات وعدد

  
      

      

    
     

 ىو بعضها مع فقط العلوم كتب تكون بحيث الكتب ىذه ترتيب احتمال -ج
  !4=24 تشابهةالد الحالات عدد بحساب نقوم

  
  

      

  
       

 الكلي موعلمجا من % 80 وأن .أجانب طالبات %3 و طلاب %7 أن وجد الأقسام إحدى في 8: التمرين
 .طالبات للطلبة

 أجنبي؟ يكون أن احتمال ىو ما عشوائية بطريقة طالب اختتَ -أ
 طالبة؟ تكون أن احتمال ىو ما أجنبي كان إذا -ب

 :الحل
 ىو أجنبي الدختار الطالب يكون أن احتمال -أ

 A ب أجنبي الطالب كون لاحتمال نرمز
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 الرامي ىذا يطلقها يجب التي الرميات عدد ىو ما  0.6 قدره باحتمال الذدف الرماة أحد يصيب  :9التمرين
 80 %.الأقل على الذدف إصابة احتمال يكون حتى

 :الحل
_0.4_) _  

      ىو مرة n الذدف الرامي يخطأ أن احتمال وبالتالي . 0.4 ىو الذدف الرامي يخطأ أن احتمال
 :يحقق الذي n صحيح عدد أصغر عن نبحث وعليو

 
 .الأقل على طلقتتُ إطلاق الرامي على يجب وبالتالي
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 تمارين .4
 سليمة؛ نسحب ثلاثة مصابيح في آن واحد. 10فاسدة و5: صندوق بو مصابيح، 1بسرين

 اوجد الاحتمالات التالية: 
 جميعها سليمة؟ .1
 واحد فقط فاسد؟ .2
 واحد على الاقل فاسد؟ .3
 اثنان على الاكثر فاسد؟ .4
 : القيت ثلاثة قطع نقدية، اوجد ما يلي:2بسرين 

 المجموعة الاساسية؟ .1
 القطعة الاولى صورة؟احتمال ان تكون  .2
 صورة؟ ةاحتمال ان تكون القطع الثلاث .3
 احتمال ان تكون القطعة الثانية صورة؟ .4
  ̅   : حادثان بحيث  Bو A: ليكن 3بسرين 

 

 
            

 

 
     

            
 اوجد احتمال الحوادث التالية:المطلوب: 

     ̅                        
 بالقذف على ىدف معتُ، وكل واحد منهم يقوم بالقذف مرة واحد. صيادان يقومان: 4تمرين 
 0.7يصيب الذدف ىو  Aاحتمال ان الصياد  -
 0.6يصيب الذدف ىو  Bاحتمال ان الصياد  -
 0.5يصيبان الذدف ىو  Bو Aاحتمال ان الصياد  -

 الدطلوب:
 فقط يصيب الذدف؟ Aما ىو احتمال ان الصياد  -
 يصيبان الذدف؟ Bأو  Aما ىو احتمال ان الصياد  -
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 يوضح توزيع لرموعة طلبة حسب الفوج والنتيجة.: الجدول الدوالي 5بسرين  
 2الفوج  1الفوج  

 21 20 ناجح
 09 05 راسب

 نعتبر التجربة العشوائية الدمثلة في اختيار طالب بطريقة عشوائية . احسب الاحتمالات التالية:
 ؟1الطالب الدختار ينتمي الى الفوج -1
 الطالب الدختار ناجح؟ -2
 الطالب الدختار راسب؟ -3
 ؟2الطالب الدختار ينتمي الى الفوج -4
 وراسب؟ 1الطالب الدختار ينتمي الى الفوج -5
 ؟1الطالب الدختار راسب علما أنو ينتمي الى الفوج -6
 ؟1الطالب الدختار ناجح علما أنو ينتمي الى الفوج -7
 ؟2الطالب الدختار ناجح علما أنو ينتمي الى الفوج -8
 ؟2الطالب الدختار راسب علما أنو ينتمي الى الفوج -9

 
 %52طلبة و %48: العدد الاجمالي لطلبة السنة الاولى جذع مشتًك علوم اقتصادية يتكون من 6بسرين 

 من الطالبات راسبات، تم اختيار فرد بطريقة عشوائية. %25من الطلبة راسبتُ و %5طالبات، 
 الدطلوب:

 ىو احتمال أن الفرد الدختار راسب؟ ما .1
 ما ىو احتمال أن الفرد الدختار ناجح؟ .2
 اذا علمت أن الفرد الدختار راسب، ما ىو احتمال ان يكون طالب؟ .3
 اذا علمت أن الفرد الدختار ناجح، ما ىو احتمال ان تكون طالبة؟ .4
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 الفصل الثالث: المتغيرات العشوائية
غتَ مضمونة النتائج مسبقا من بتُ قيم لشكنة  يدثل النتائج العددية لظاىرة عشوائيةىو متغتَ  الدتغتَ العشوائي

 يعرف الذي العشوائي بالدتغتَ تسمى العلاقة وىذه ،يجب أن يكون الدتغتَ العشوائي قابل للقياس لو، حيث
 .معينة باحتمالات مرتبط القيم ىذه برقق يكون عشوائية، لتجربة العددية القيم من لرموعة أنو على

رياضياتيا : نرفق بكل عنصر من فضاء العينة قيمة حقيقية فنكون بذلك عرفنا دالة على ىذا الفضاء، ان ىذه 
 الدالة تسمى بالدتغتَ العشوائي:

          
 
→     

 :وىناك نوعتُ من الدتغتَات العشوائية وىي 
مثلًا، عدد تكون قيمها صحيحة؛   العددية لظاىرة عشوائيةالنتائج : في حالة  الدتغتَات العشوائية الدنفصلة .1

. في الغالب يكون الدتغتَ العشوائي الدنفصل السيارات لكل اسرة، عدد الدباني، ... سر او عدد الأطفال في الا
 .معدود وليس دائماً 

 ل التجزئة )الفاصلة(؛تكون قيمها تقب النتائج العددية لظاىرة عشوائية: في حالة الدتغتَات العشوائية الدتصلة .2
 .طول اشخاص، أعمار فئة ما، وزن اشخاص، ... مثلًا، 

 

 المنفصل العشوائي المتغير .1
 صحيح )لا يقبل الفاصلة( عدد تكون في شكل الدمكنة وقيم الذي العشوائي الدتغتَ ىو

 الدمكنة القيمت بدلالة حتمالابتُ لنا كيفية توزيع الاي الذي العشوائي للمتغتَ الاحتمالي التوزيع قانوننسمي 
        . و الصحيح الواحد يساوي الاحتمالات لرموع يكون أن يجب حيث، العشوائي للمتغتَ

 القيم يأخذ فإنو ،الظاىرة (f) الصور عدد يدثل X عشوائي متغتَ ، نقدية قطع 3 رمي بذربة في 01:مثال
 .معتُ احتمال قيمة كلل حيث 3، 2، 1، 0: التالية

 Ω={                               }  الدمكنة عدد الحالات لدينا 
 حالات لشكنة وعليو: 8نلاحظ لدينا 

               
 ⁄  

                       
 ⁄  

                       
 ⁄  

               
 ⁄  

 :اليو الد الجدول خلال من ذلك توضيح ويدكن
∑ 3 2 1 0 xi 
1 1/8 3/8 3/8 1/8 pi 
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                              :          نلاحظ ان

∑  

 

   

   

 للمتغتَ الاحتمالي التوزيع بقانونالجدول  ىذا ويسمىما شرطان لازمان لكي تكون دالة الاحتمال. أنه حيث
 . العشوائي
 الدنفصل :  العشوائي للمتغتَ الاحتمالي التوزيع قانونتعريف 
قيمها الدمكنة مرتبة تصاعديا. ولتكن الدالة           منفصل ولتكن  عشوائيمتغتَ  Xليكن 

 الدعرفة كما يلي:
                            

 نسمي الدالة السابقة دالة احتمالات اذا حققت الشرطيتُ التاليتُ:
      

 ∑   
 
      

 
 :ليواالد الشكل في مبتُ أعلاه للمثال الدنفصل العشوائي للمتغتَ الاحتمالي التوزيع قانونالتمثيل البياني ل

 
 (التوزيع تابع . دالة التوزيع التراكمية )1.1

قيمها الدمكنة ومرتبة تصاعديا. ولتكن الدالة               منفصل ولتكن عشوائيمتغتَ  Xليكن 
 يلي:الدعرفة كما 

                           
 الدنفصلالعشوائي  للمتغتَ (التوزيع تابع التًاكمية ) التوزيع بدالة تسمى ىذه الدالة

 وىي تشبو التكرار التجميعي الصاعد في الاحصاء الوصفي
 الجدول الدوالي: خلال من 1 الدثال العشوائي في للمتغتَ التوزيع تابع حساب يدكن

∑ 3 2 1 0 xi 
1 1/8 3/8 3/8 1/8 pi 
- 1 7/8 1/2 1/8 F(x) 
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 ويدكن التعبتَ عنو ايضا ب
 
 

 

 :يلي كما التوزيع لتابع البياني التمثيل ويكون

 
 

 من مباشرة استنتاجو يدكن فإنو  x≥ 1.5او   x 1.5احتمال أو  x≤ 2 احتمال حساب أردنا إذا فمثلا
 :الجدول

                              
 

 
 
 

 
 

 

 
 

                     
 

 
 
 

 
 

 

 
 

                            
 

 
 
 

 
 
 

 
 

 

 
 

  

→   يدكن القول ان دالة التوزيع للمتغتَ العشوائي التطبيق   [   ]للأعداد الحقيقية من المجال     
  الدعرفة كما يلي:

                          
 

 :خصائص دالة التوزيع
 . دالة مستمرة على يدتُ كل نقطة من   دالة التوزيع  .1
 دالة متزايدة بساما.   .2
3.        →                            →            

 
 دالة التوزيع بسكن من حساب الاحتمالات الخاصة بالمجالات أي:
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 والتباين: يياتالرياض التوقع. 2.1
 )الامل( يياتالرياض التوقعأ. 

ىو احد مقاييس النزعة الدركزية، فمن اجل معرفة القيمة الدتوسطة التي تتمركز حولذا قيم الدتغتَ لضسب الامل 
  ولتكن              منفصل، ذو القانون الاحتمالي عشوائيمتغتَ  Xليكن الرياضياتي، 

 لذذا الدتغتَ يعرف كما يلي: ياتيالرياض التوقعقيمو الدمكنة ومرتبة تصاعديا. فان             

     ∑  

 

   

            
  

 يحسب كما يلي: ياتيالرياض التوقعالسابق  الدثال في
∑ 3 2 1 0 xi 
1 1/8 3/8 3/8 1/8 pi 

8/12=1.5 8/3 8/6 8/3 0 xi pi 
 وعليو فان: 

     ∑  

 

   

                

 يياتالرياض التوقعخصائص 
 فانمستقلتُ متغتَين عشوائيتُ  X,Yثابتتُ،  a,bاذا كان 

       
              
             
                 
            
                 
               

 
 كما يلي:  X منفصل عشوائيمتغتَ لل rيعرف العزم الدركزي من الدرجة 

 
 

            ...,2,1,0,  rXE
r

r  
  يحسب العزم الدركزي حسب طبيعة الدتغتَ متقطع أو مستمر كما يلي:

  
  
   ²)(

00)()(

11)1(

2

2

2

1

1

1

0

0

0













XVXE

EXEXE

EXE  0العزم من الدرجة 
 1العزم من الدرجة 
 2العزم من الدرجة 

 
 r  العزم من الدرجة
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 :التباينب. 
 عن يخبرنا لا أنوالا  العشوائي لدتغتَالقيم  الدرجح الدتوسط يعطينا أن  يدكنياتيالرياض التوقع أن من الرغم على
 :بواسطة العلاقة الدوالية التباين بسا، ما يدفعنا لحالقيم ىذه انتشار أو توزع

      (      )                
 

 . لتباينل التًبيعي درالج عن عبارة ىوالذي   الدعياري الالضرافكما يدكن حساب 
𝜎  √     

  

 العشوائي للمتغتَ التباين حساب يدكنالسابق  الدثال في
∑ 3 2 1 0 xi 
1 1/8 3/8 3/8 1/8 pi 

8/24=3 8/9 8/12 8/3 0 xi
2 pi 

 

                        
𝜎  ىو:     الدعياري الالضراف وبالتالي  √     √           

 :التباينخصائص 
 فانمستقلتُ متغتَين عشوائيتُ  X,Yثابتتُ،  a,bاذا كان 

       
            
              
                
                 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 dxxfx

r

r )(  )(xfx
r

i ir   
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 المتصل العشوائي المتغير. 2
 من الكثتَ وتوجد .في لرال لزدود القيم من منتهي غتَ عدد يأخذ الذي الدتغتَ الدتصل ىو العشوائي الدتغتَ

أعمار أشخاص، طول فئة  الأسر، دخل ،أشخاص لرموعة ناوز أ مثل، الدتصلة العشوائية الدتغتَات عن الأمثلة
 معينة من المجتمع، ...

 دالة الكثافة الاحتمالية:. 1.2
في الفضاء  لرموعة لأي حقيقي عدد كلعلى   معرفة  اذا كان لو دالة موجبة  مستمر عشوائي متغتَ Xنعتبر 

 بدا يلي:  عرف، تالحقيقية الأعداد من A الاحتمالي 
1.                  
 مستمرة على لرال أو لرالات   .2
3. ∫           

  

  
 

 

  . X الدتصل العشوائي متغتَللتسمى دالة الكثافة الاحتمالية   الدالة 
 تأخذ عددا لا متناىيا من القيم داخل أي لرال، فإن احتمال قيمة بعينها ىو احتمال  Xلاحظ أنو بدا أن 

لذلك فإن دالة الكثافة تستعمل لحساب احتمال لرال. ويكون ذلك   P(X=x) 0يؤول إلى الصفر.
 . بتُ حدود المجال f(x)بحساب الدساحة برت منحتٌ 

 
 

 

 

 

 

 
 

 .الدتقطعحالة الدتغتَ ع  لاحظ أن إشارة التكامل ىنا تقابل إشارة المجموع فين
 ىذه الخصائص تفيدنا في حساب احتمالات بعض المجالات من خلال احتمالات لرالات أخرى. 

أحســب احتمــال و  دالـة الكثافــة الاحتماليــة في الدالــة التاليــة مــن أجــل ان تكــون Cأوجـد قيمــة الثابــت  :20 مثــال
 . 2إلى  1تنتمي للمجال من  Xكون يأن 

 

 

 
  . C = 1/9دالة كثافة يجب أن يكون  xلكي تكون 
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 التمثيل البياني لدالة الكثافة لمتغير العشوائي المستمر: 06الشكل 
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x

duufxXPxF )()()(

)()()()()( aFbFaXPbXPbxaP 

 
 

 دالة التوزيع . 0.0

 تعرف دالة التوزيع للمتغتَ الدستمر كما يلي: 

 
لدالة التوزيع أهمية أكبر بالنسبة للمتغتَ ومنو فان مشتق دالة التوزيع يعطينا دالة الكثافة الاحتمالية، كما أن 

تَ الدستمر، باحتمال لرال وليس باحتمال نقطة، ولحساب الدستمر. السبب في ذلك أننا نهتم، في حالة الدتغ
احتمال لرال من الأيسر التعويض في دالة التوزيع بدلا من حساب التكامل في كل مرة. يتضح ذلك من 

تنتمي  X. لحساب احتمال أن تكون  b > a، بحيث Xنقطتان من لرال تعريف  a, bالقاعدة التالية: بفر  
 :   [a, b[إلى المجال 

 
 
 
 
 
 
 

 :مثال
   أوجد دالة التوزيع للمتغتَة الدذكورة في الدثال السابق. 

 .P(1< x <2)  :استخدم دالة التوزيع لحساب الاحتمال
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 اتي والتباينالرياضي التوقع .3.2
 اتيالرياضي التوقع . أ

ىــو تكامــل لجــداء الدتغــتَ في دالــة الكثافــة الاحتماليــة علــى لرــال  عشــوائي مســتمر لدتغــتَ اتييعــرف التوقــع الرياضــي
 :تعريفها، يحسب بالعبارة الدوالية

 
 .μxأو  μنرمز للتوقع أحيانا ب 

 :يلي العشوائي كما الاحتمالية للمتغتَ الكثافة دالة كانت إذا :04 مثال

 
 العشوائي؟ للمتغتَ الرياضي التوقع احسب

 :الحل

 
 التباين . ب

 القانون خلال من تباينو حساب يدكن فإننا f(x) احتمالية كثافة دالة لو متصل عشوائي متغتَ X كان إذا
 :التالي

  

      (      )                
 

 
 

     ∫          
  

  

∫        
  

  

 

 
 . لتباينل التًبيعي درالج عن عبارة ىوالذي  الدعياري الالضرافكما يدكن حساب 

𝜎  √     
 التوقع والتباين لذما نفس الخصائص في حالتي الدتغتَات الدنفصلة والدستمرة.ملاحظة: 

 
 
 





 dxxxfXE )()(

 



 dxxfxXV )(²)( 
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 السابق؟ الدثال في الدعياري والالضراف التباين احسب :06ل مثا

 
  :خلال من الدعياري الالضراف حساب ويدكن

 
 خلاصة 

تعريف التوزيع الاحتمالي )أو القـانون الاحتمـالي( لدتغـتَة عشـوائية مـن خـلال برديـد القـيم الدمكنـة للمتغـتَة و  يتم
جــــدول التوزيــــع الاحتمــــالي( أو دالــــة، تســــمى دالــــة كثافــــة  (الاحتمــــالات الدقابلــــة لذــــا، إمــــا مــــن خــــلال جــــدول 

 الاحتمالية.
نقــول عــن دالــة مــا أنهــا دالــة كثافــة احتماليــة يجــب أن تكــون موجبــة دومــا و أن يكــون لرمــوع الاحتمــالات  لكــي

 مساويا للواحد.
 الدالة التجميعية )أو دالة التوزيع( بسثل احتمال لرال من أصغر قيمة للمتغتَة إلى نقطة ما: 

ــــــــة م متقطعــــــــة و     ــــــــة م  في حال في حال

 مستمرة.
دالة التوزيع مسارا متزايـدا )أو ثابتـا علـى أجـزاء مـن المجـال(. تـبرز أهميـة الدالـة التجميعيـة أكثـر  نظرا لتعريفها تأخذ

عنـــدما تكـــون الدتغـــتَة مســـتمرة لأننـــا نهـــتم حينهـــا باحتمـــالات لرـــالات. يدكـــن اســـتنتاج دالـــة الكثافـــة مـــن خـــلال 
 اشتقاق دالة التوزيع.

 غتَات الدنفصلة والدستمرة.التوقع والتباين لذما نفس الخصائص قي حالتي الدت
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 





xu

ufxXPxF )()()( 


x

duufxXPxF )()()(



- 48 -   

 محلولة تمارين. 3
 و العلوي.الوج على يظهر الذي الرقم ضعف ىو X العشوائي الدتغتَ نعتبر  .نرد حجرة نرمي :1 التمرين

  ؟ابياني مثلوو العشوائي  للمتغتَ الاحتمالي التوزيع قانون حدد -أ
 البياني؟ االعشوائي وبسثيله الدتغتَ توزيعال دالة حدد -ب
 الدعياري؟ والالضراف التباين الرياضي، التوقع احسب -ج

 :الحل
 : العشوائي للمتغتَ الاحتمالي التوزيع قانون برديد -أ

  :ىو الدمكنة الحالات عدد
x={             }Ω_ 

  الدتغتَ احتمالات إيجاد يدكن فإنو _ :في
 

∑ 12 10 8 6 4 2 xi 
1 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 pi 

 

   :لزققتتُ شرطتُال أن نلاحظ الجدول خلال من
  

 :البياني التمثيل

 
 

 العشوائي الدتغتَ توزيعال دالة برديد . ت
∑ 12 10 8 6 4 2 xi 
1 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 pi 
- 1 6/5 6/4 6/3 6/2 1/6 xi 
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 :البياني التمثيل

 
 

 والتباين الرياضي التوقع حساب -ج
 الرياضي التوقع -

 
 التباين -

 
 الدعياري الالضراف -

 
 

 مبتُ في الجدول الدوالي:العشوائي  للمتغتَ الاحتمالي التوزيع قانون ليكن: 02 نالتمري
∑ 3 2 1 0 xi 
1 64/27 64/18 64/18 64/1 pi 

 وبيانيا؟ حسابيا العشوائي للمتغتَ التوزيع تابع حدد  -أ
 الدعياري؟ والالضراف التباين الرياضي، التوقع احسب  -ب
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 :الحل
 العشوائي للمتغتَ التوزيع تابع - أ

 
∑ 3 2 1 0 xi 
1 64/27 64/18 64/18 64/1 pi 
/ 1 64/37 64/19 64/1  

 

 
 يلي كما التوزيع لتابع البياني التمثيل يكون

 
 والتباين الرياضي التوقع حساب - ب

 الرياضي التوقع -

 
 التباين -

 
 الدعياري الالضراف -

 
 كان إذا .عشوائية بطريقة كرات 3 بسحب قمنا حمراء 4 و سوداء كرات 6 على صندوق يحتوي :3 التمرين

 .الدسحوبة الحمراء الكرات عدد يدثل عشوائي متغتَ
 العشوائي؟ للمتغتَ الاحتمالي التوزيع قانون حدد 1-
 العشوائي؟ للمتغتَ التوزيع تابع أوجد 2-
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 الدعياري؟ والالضراف التباين الرياضي، التوقع أحسب 3-
 :الحل
 :العشوائي للمتغتَ الاحتمالي التوزيع قانون 1-

  .0,1,2,3 :التالية القيم يأخذ أن يدكن فإنو الحمراء الكرات عدد يدثل العشوائي الدتغتَ أن بدا
   ىو الدمكنة الحالات عددحيث أن 

  
   

    
     

 :في قيمة لكل الدقابلة الاحتمالات حساب

 

 
 

 :يلي كما يكون الاحتمالي التوزيع قانون وبالتالي
∑ 3 2 1 0 xi 
1 1/30 9/30 15/30 5/30 pi 

 

 ىو العشوائي للمتغتَ التوزيع تابع 2-

 
 والتباين الرياضي التوقع حساب 3-

  الرياضي التوقع -

 
 التباين-

 
 الدعياري الالضراف-
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 التالي بالتابع معرف مستمر عشوائي كان متغتَ إذا .4 التمرين

 
 بيانيا؟ ومثلو احتمالية؟ كثافة تابع ىو الدعطى التابع أن تأكد 1-
  p(0X0,5)   الاحتمال احسب 2-
 بيانيا؟ ومثلو العشوائي؟ للمتغتَ التوزيع تابع حدد 3-
 الدعياري؟ والالضراف التباين الرياضي، التوقع احسب 4-
 :الحل
 :احتمالية كثافة تابع ىو الدعطى التابع أن التأكد 1-
 يكون حتى __< :أساسيتُ شرطتُ توفر يجب احتمالية كثافة تابع

 تعريفو لرال قيمة ضمن كانت مهما لزققة دوما الأولشرط البدا ان الدتغتَ موجب فان الدالة موجبة ومنو 
 .احتمالية كثافة تابع ىو الدعطى التابع أن نستنج ومنو لزقق أيضا الثاني شرطال

 
 :البياني التمثيل

 
 p(0X0,5)     الاحتمال حساب 2-

 
  العشوائي للمتغتَ التوزيع تابع برديد 3-

 
    :أن حيث 

  :يلي كما التوزيع تابع يكون وبالتالي
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 :التالي الشكل في ىذا مثالنا في التوزيع لتابع البياني التمثيل برديد ويدكن

 
 والتباين الرياضي التوقع حساب 3-

  الرياضي التوقع -

 
  التباين -

 
  الدعياري الالضراف -

 
 

 :التالي بالتابع معرف مستمر عشوائي أن متغتَ نفتً  :5 التمرين

 
  احتمالية؟ كثافة تابع ىو الدعطى التابع يكون حتى K الثابت قيمة أحسب1-
 p(x>1) الاحتمال احسب 2-
 العشوائي؟ للمتغتَ التًاكمية التوزيع دالة حدد 3-
 :الحل
 K :الثابت قيمة حساب  1-

  :فهو يحقق احتمالية كثافة تابع ىو الدعطى التابع أن بدا
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 p(x>1) الاحتمال احسب 2-

 
  العشوائي للمتغتَ التوزيع تابع حساب 3-

 
  :يلي كما التوزيع تابع يكون وبالتالي

 
 معطى احتمالية كثافة تابع لو مستمر عشوائي متغتَ أن نفتً  :6 التمرين

 
 ؟c الثابت قيمة أحسب 1-

 p(x>1.5) الاحتمال احسب 2-  
 العشوائي؟ للمتغتَ التوزيع تابع حدد 3-
 الدعياري؟ والالضراف التباين الرياضي، التوقع أحسب 4-
 :الحل
 الثابت قيمة حساب 1-

   :فإنو احتمالية كثافة تابع ىو الدعطى التابع أن بدا
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  الاحتمال حساب 2-

 
  العشوائي للمتغتَ التوزيع تابع حساب 3-

 
   :يلي كما التوزيع تابع يكون وبالتالي

 
 والتباين الرياضي التوقع حساب 4-

  :الرياضي التوقع -

 
  :التباين-

 
 :الدعياري الالضراف -

 
 التالي بالتابع معرف مستمر عشوائي متغتَ كان إذا :7 التمرين

 
 ؟ احتمالية كثافة تابع ىو الدعطى التابع أن أثبت 1-
 p(x>1/3) الاحتمال احسب 2-
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 :الحل
 :احتمالية كثافة تابع ىو الدعطى التابع أن إثبات 1-
  :شرطتُ توفر يجب احتمالية كثافة يكون تابع حتى

 
 تعريفو لرال قيمة ضمن كانت مهما لزققة دوما الأولى الخاصية
  :الثانية الخاصية

 
 .احتمالية كثافة تابع ىو الدعطى التابع ومنو لزققة أيضا الثانية الخاصية

 p(x>1/3)  الاحتمال حساب 2-

 
 التالي الاحتمالية الكثافة بتابع معرف مستمر عشوائي متغتَ كان إذا :6 التمرين

 
 ؟c الثابت قيمة أحسب 1-
     الاحتمال احسب 2-

 

 
      

 

 
      

  الدعياري؟ والالضراف التباين الرياضي، التوقع أحسب 3-
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 :الحل
  :فإنو احتمالية كثافة تابع ىو الدعطى التابع أن بداK    :الثابت قيمة حساب 1-

 
      الاحتمال حساب 2-

 

 
      

 

 
      

 
 والتباين الرياضي التوقع حساب 3-

  :الرياضي التوقع -

 
  :التباين

 
  :     الدعياري الالضراف -
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 تمارين.4 
 nيدثل الفرق بتُ عدد مرات ظهور الصورة والكتابة عند رمي قطعة نقدية متغتَ عشوائي  X: ليكن 1بسرين
 مرة. 

 ما ىي القيم الدمكنة للمتغتَ؟- 
 n =5من أجل 
 اعطي التوزيع الاحتمالي؟- 
 احسب اللامل الرياضياتي والتباين وكذا الالضراف الدعياري؟- 
 مثل بيانيا الدالة؟- 

متغتَ  Xدينار.  10قطع ذات  3دينار و 5تتُ من صندوق بو قطتتُ ذات : لطتار قطعتتُ نقدي2بسرين 
 عشوائي يدثل لرموع القيميتتُ المحصل عليهما .

 الدطلوب:
 اوجد التوزيع الاحتمالي؟- 
 احسب اللامل الرياضياتي ؟- 
 أحسب التباين والالضراف الدعياري؟- 
 مثل بيانيا الدالة الاحتمالية ؟- 
 مثل بيانيا دالة التوزيع التًاكمية؟- 

او انثى  Mاطفال ونسجل جنس الاطفال )ذكر  4عشوائيا عائلة ذات تار : في دراسة اجتماعية لط3بسرين 
F.حيث نبدأ الطفل الاكبر ) 

 الدطلوب:
 الاساسية اعطي المجموعة- 

T  البنات في العائلة الدختارة.متغتَ عشوائي يبتُ عدد 
 اوجد التوزيع الاحتمالي؟- 
 احسب اللامل الرياضياتي ؟- 
 أحسب التباين والالضراف الدعياري؟- 
 مثل بيانيا الدالة الاحتمالية ؟- 
 مثل بيانيا دالة التوزيع التًاكمية؟- 
𝑝   𝑡احسب الاحتمالات التالية: -       𝑝   𝑡      𝑝 𝑡      𝑝 𝑡     
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 يلي: لتكن دالة التوزيع التًاكمية للمتغتَ العشوائي الدنفصل معرفة كما 4بسرين

𝐹 𝑋  

{
 
 

 
 

                   𝑠𝑖 𝑥   
           𝑠𝑖   𝑥   
            𝑠𝑖   𝑥   
            𝑠𝑖   𝑥   
             𝑠𝑖   𝑥   
                    𝑠𝑖 𝑥   

 

 الدطلوب:
 اوجد جدول التوزيع الاحتمالي للمتغتَ؟- 
 احسب اللامل الرياضياتي ؟- 
 أحسب التباين والالضراف الدعياري؟- 
 مثل بيانيا الدالة الاحتمالية ؟- 
 انيا دالة التوزيع التًاكمية؟مثل بي- 

 متغتَ عشوائي لو التوزيع الاحتمالي التالي:  X: ليكن 5بسرين 
3 1 0 -1 X 

0.1 0.5 0.2 0.2 Px 
 الدطلوب:
 ؟E(XX) ; E(3X-1)احسب اللامل الرياضياتي - 
 أحسب التباين والالضراف الدعياري؟- 
 مثل بيانيا الدالة الاحتمالية ؟- 
 مثل بيانيا دالة التوزيع التًاكمية؟- 

 لتكن الدلة الدعرفةكما يلي:: 5بسرين 

𝐹 𝑋   
    𝑠𝑖 𝑥   
𝑥

𝑥   
     𝑠𝑖 𝑥    

 ىل ىذه الدالة ىي دالة توزيع تراكمية؟.1 
 أعطي دالة التوزيع الاحتمالية؟.2 
𝑝   𝑥أحسب الاحتمال .3      
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الاحتمالية  التوزيعات  :الرابع الفصل
 المتقطعة الاحتمالية التوزيعات. 1

عــدد مــن التوزيعــات الاحتماليــة ل تطــرقالعشــوائية والتوزيــع الاحتمــالي يدكننــا الآن أن ن اتمفهــوم الدتغــتَ  تبيــانبعــد 
تســتخدم ىــذه التوزيعــات في حــل العديــد مـن الدســائل في لرــال التســيتَ الصــناعي والتجــاري وفي الإدارة.  ،الشـهتَة

نهايــة يفــتً  أن يكــون الوتوزيــع بواســون. في  (الثنــائي) الحــدين ذيت شــيوعا: التوزيــع ومــن أكثــر ىــذه التوزيعــا
الطالــب قــادرا علــى اســتذكار القــوانتُ الددروســة وخصائصــها الأساســية، ومعرفــة مــتى وكيــف يدكــن اســتخدام كــل 

 قانون.
 التوزيع المنتظم المتقطع .1.1
يكـون عـددًا لزـدودًا مـن القـيم الدتباعـدة بالتسـاوي ويدكـن ملاحظتهـا بشـكل متسـاو   حيـث توزيع الاحتماالات ىو

وبدعـتٌ آخـر فـإن "التوزيـع الدنـتظم الدتقطـع"   n/1 .يكـون لذـا احتمـال متسـاو  مـع n تقريبًا؛ فكل قيمة من القـيم
 ."دوثسيكون "عددًا معرفاً من النتائج الدتباعدة بالتساوي والتي لذا نفس نسبة احتمال الح

اذا   [   ]أنـو يتبـع التوزيـع الدنـتظم في المجـال  Xعـدد طبيعـي موجـب، نقـول عـن الدتغـتَ العشـوائي  n لـيكن 
                مع الاحتمالات n، ... 2، 1كانت قيمو الدمكنة 

 

 
 

 وعليو يكون

∑
 

 
  

 

   

 

     
   

 
 

     
    

  
 

 .[   ]الظواىر ذات نتيجة عشوائية تأخذ قيم طبيعية لزصورة بتُ  ىذا القانون يسمح بنمذجة
 

 توزيع برنولي  . 0.1
نسمي  .’Aو Aإذا كانت برتمل نتيجتتُ )حدثتُ( متنافيتتُ  1برنولي تتبع توزيع نقول عن بذربة أنها 

A لصاح وA’ .فشل 
في الحالـة  1و Aعنـد برقـق الحـدث  1 القيمـةX تأخـذ ، عـدد مـرات النجـاحالـتي بسثـل  X شوائينعتبر الدتغتَ ع

 الدعاكسة.
   A"احتمال النجاح" لاحتمال برقق الحدث  pنرمز عادة ب 

                                                 
 . 17الذي درس ىذا التوزيع في أواخر القرن   Jacques Bernoulliبإسم   1

https://ar.wikipedia.org/w/index.php?title=%D8%AA%D9%88%D8%B2%D9%8A%D8%B9_%D8%A7%D8%AD%D8%AA%D9%85%D8%A7%D9%84%D8%A7%D8%AA_%D9%85%D8%AA%D9%82%D8%B7%D8%B9&action=edit&redlink=1
https://ar.wikipedia.org/w/index.php?title=%D8%AA%D9%88%D8%B2%D9%8A%D8%B9_%D8%A7%D8%AD%D8%AA%D9%85%D8%A7%D9%84%D8%A7%D8%AA_%D9%85%D8%AA%D9%82%D8%B7%D8%B9&action=edit&redlink=1
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 احتمال الحدث الدعاكس )الفشل(. يعتُ توزيع برنولي كما يلي : q = 1 - pو
 
                               

 X ~ B(1, p)ونكتب 

 خصائص توزيع برنولي 

= 1.p + 0.q = p   =>          E(X) = p.                  E(X) = Σxipi 

V(X) = E(X²) – E(X)² = (1².p + 0².q) – p² = p – p² = p(1- p) = pq =>      V(X) = qp.     
 

 الحد ثنائي توزيع. 3.1
 فقط نتيجتان ذات العشوائية للتجربة يكون التي الحالات في الاحتمالات لإيجاد التوزيع ىذا يستخدم :
         )عدد مرات النجاح( تأخذ القيم:  Xمرة فإن  nإذا كررنا بذربة برنولي ل(. حيث الفش أو النجاح)

X = 0, 1, 2, 3, . . . n 
 (:Fعدد مرات الحصول على صورة ) Xمن الدرات، و nرمي قطعة نقدية مكررة عدد لالتجربة في لنفتً  

    .n = 2      X = 0, 1, 2  حالة :  
P(X = 0) = q*q = q²,   P(X=1) = P(FP) + P(PF) =  p*q + q*p =  2p

1
q

1 

   .n = 3      X = 0, 1, 2, 3    حالة : 
P(X=3) = P(FFF) = p*p*p = p

3
, P(X=2) = P(FFP ou PFF ou FPF) = 3p

2
q

1
  

   .4n =     X = 0, 1, 2, 3, 4   حالة : 
P(X=3) = P(FFFP ou PFFF ou FPFF ou FFPF) = 4 p

3
q

1
  

 

ىـو عـدد الطـرق الدلائمـة للحصـول  4، والعـدد  n-xىـو  1، العدد  xىو  3في النتيجة الأختَة نلاحظ العدد 
 بذارب، ويدكن حسابو كما يلي:   (n=4)على ثلاث لصاحات من بتُ 

 
 :برنولية يحسب كما يليبذربة    nمن النجاحات من بتُ xوبالتالي فاحتمال عدد ما 

 

 
 

 )يبقى ثابت عند تكرار التجربة(،في التجربة الواحدة احتمال النجاح  pعدد مرات النجاح،  xحيث 
 q = 1-p احتمـال الفشـل وn "ويكتـب قـانون التوزيـع  عـدد التجـارب. و ىـو تعريـف " قـانون التوزيـع الثنـائي

 الاحتمالي أيضا كما يلي:
xnxx

n ppCxXP  )1()( 
 .X ~ B(n, p) ونكتب    

.1,0,)0(,)1(  XqXPpXP

)!(!

!

xnx

n
C x

n



 

....,3,2,1,,....,3,2,1,0,)(   nnxqpCxXP xnxx

n
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 شروط استخدام التوزيع الثنائي 
o بذربة برنولية مكررة عدد لزدد من الدرات 
o )احتمال النجاح في التجربة ثابت )التجارب مستقلة 
 احتمال الحصول على: ما ىو  ،مرات 4: أحسب عند رمي قطعة نقدية متوازنة 1مثال 

 مرات.  4مرات،  3ولا مرة صورة، مرة واحدة، مرتتُ،  
P(X = x) = C

x
n  p

x
 q

n-x
 => P(X = 0) = C

0
4  0.5

0
 0.5

4
 = 1/16 

   P(X = 1) = C
1
4  0.5

1
 0.5

3
     

P(X = 2) = C
2
4  0.5

2
 0.5

2
  

 حمراء.  3كريات منها   5كريات من صندوق يحتوي   3: نسحب بالإرجاع 0مثال 
  .حمراء أحسب احتمال الحصول على كريتتُ

 P(X=2) = C
2

3  (3/5)
2
 (2/5)

1
  

 خصائص التوزيع الثنائي 
 :التوقع والتباين

 ةلذـا نفـس الدعلمـ  X = X1 + X2 + … X i+ … + Xn لرمـوع متغـتَات مسـتقلة برنوليـة Xيدكـن اعتبـار  
p   وبالتالي نفس التوقع(E(Xi) = p)  .أيضا 

 إذا باستخدام خصائص التوقع والتباين لصد:
 E(X) = E(X1 + X2 + … Xi + … + Xn)  = ΣE(Xi) = Σpi = n p   => E(X) = np 

V(X) = V(X1 + X2 + … Xi + … + Xn),  

Xi مستقلة إذن: 
    V(X) = ΣV(Xi) = Σpq =>V(X) = npq 

 

 عدد كان وإذا ، 0.6 ىي الإحصاء مقياس في المحاضرة يحضرون الذين الطلبة لصاح نسبة كانت إذا :3 مثال
 الناجحتُ الطلبة يدثل عدد العشوائي الدتغتَ افتًضنا فإذاة. طلب 10 ىو بانتظام المحاضرة يحضرون الذين الطلبة
  .المحاضرة يحضرون الذين
 الدتغتَ الاحتمال لذذا دالة شكل حدد1 -
  :التالية الاحتمالات احسب 2-

 ؟ المحاضرة يحضرون الذين طلبة 3 لصاح احتمال ىو ما -أ
 الأقل؟ على واحد طالب لصاح احتمال ىو ما -ب
 ؟ المحاضرة يحضرون الذين من الأكثر على طالبتُ لصاح احتمال ىو ما -ج
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 .الناجحتُ الطلبة لعدد الدعياري والالضراف الحسابي، وسطتالد احسب 3-
 :الحل
 الدتغتَ الاحتمال لذذا دالة شكل1 -

 
 :الاحتمالات حساب 2-

  :المحاضرة يحضرون الذين طلبة 3 لصاح احتمال حساب -أ

 
  :الأقل على واحد مريض استجابة احتمال حساب -ب

 
  :المحاضرة يحضرون الذين من الأكثر على طالبتُ لصاح احتمال حساب -ج

 
 :الناجحتُ الطلبة لعدد الدعياري والالضراف الرياضي، التوقع حساب 3-

  الرياضي التوقع -

 
 التباين -

 
  الدعياري الالضراف -
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 بواسون توزيع .4.1
مدة زمنية أو في  في النجاحاتاو  الأحداث الوقائع او من معتُ عدد احتمال لتحديد التوزيع ىذا يستخدم 

)معدل  متوسطها ويبقى البعض بعضها عن مستقلة الأحداث تكون عندما وذلك ،منطقة مكانية لزددة
مكانية، عدد الاخطاء في منطقة  السيارات حوادث عدد مثلية او مكانية معينة، زمن لوحدة ثابتاوقوعها( 

 .الخ...  شهر ساعة او اسبوع او خلال الدكالدات عدد ،الكتابية في صفحة
مدة زمنية أو في منطقة  فيالتوزيع الاحتمالي لدتغتَ بواسون والذي يعبر عن عدد مرات النجاح التي بردث 

 مكانية لزددة ىو:

       
       

  
                     

 

         : ونكتب
 :أن حيث

 : kالنجاحات عدد.  
 النجاحات من k عدد احتمال       : _ .

 زمانية او مكانية.  وحدة في النجاحات عدد متوسط   :
. : eالطبيعي اللوغاريتم نظام أساس  

 بتساوي الامل الرياضياتي مع التباين يدتاز ىذا التوزيع
            

 

 حوادث خلال 5 بدتوسط البواسوني التوزيع يتبع معينة مدينة في السيارات حوادث عدد كان إذا:  4 مثال
  .أسبوع خلال السيارات حوادث عدد يدثل عشوائي متغتَ X أن افتًضنا إذا .الأسبوع

 الدتغتَ لذذا f(x) الاحتمال دالة شكل حدد 1-
 :التالية الاحتمالات أحسب 2-

 أسبوع؟ خلال حادثتُ حدوث احتمال ىو ما -أ
 أسبوع؟ خلال الأقل على واحد حادث حدوث احتمال ىو ما -ب
 أسبوع؟ خلال الأكثر على حوادث ثلاثة حدوث احتمال ىو ما -ج

 .الحوادث لعدد الدعياري والالضراف التباين الرياضي، التوقع احسب 3-
 .التوزيع شكل حدد 4-
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 :الحل
 :الاحتمال دالة شكل 1-

ىي توزيع بواسون كما  الاحتمال دالة تكون وبالتالي 5 ىو أسبوع خلال السيارات حوادث عدد متوسط أن بدا
 يلي:

       
       

  
                     

 

         : ونكتب
 :الاحتمالات حساب 2-

 ( = 2)من اجل ىو أسبوع خلال حادثتُ حدوث احتمال -أ

 
  ىو أسبوع خلال الأقل على واحد حادث حدوث احتمال -ب

                         
 

 
  ىو أسبوع خلال الأكثر على حوادث ثلاثة حدوث احتمال -ج

 
 :الحوادث لعدد الدعياري والالضراف الرياضي، التوقع حساب 3-

 
 :التوزيع شكل برديد 4-

 .الالتواء موجب دائما البواسوني التوزيع
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 قاط حول التوزيعات المتقطعة الشهيرة. الجدول الملحق يلخص أهم النخلاصة : 
 التوقع والتباين الاحتمال القيم الممكنة للمتغيرة متى يستخدم التوزيع

 برنــــــــــولي

X~B(1, p) 
بذربـــــــــــة واحـــــــــــدة )غـــــــــــتَ 

 X = {0, 1} مكررة( تقبل نتيجتتُ.
P(X = 1) = p,  

P(X = 0) = 1 - p = q 
μ = p,    σ²= pq 

 الثنائي
X~B(n, p) 

بذــــارب ثنائيــــة النتيجــــة، 
 p مكـــررة ومســـتقلة )

 ثابت(.

X = {0,1,2…,n} 

P(X = x) = C
x
n p

x 
q

n-x
 

 μ= np, σ² = 

npq 

باســــكال )الثنــــائي 
 السالب(

X  ىـــي عـــدد التجـــارب
اللازمـــة للحصـــول علــــى 

مـــن النجاحـــات  rعـــدد 
ــــــــــــــــــة  في بذــــــــــــــــــارب برنولي

 مكررة.

X = {r, r +1, r 

+2, …, +∞} P(X = x) = C
r-1

x-1 p
r
 q

x-r 
μ = r/p , 

 

σ² = rq/p² 

 الهندسي

X  ىـــي عـــدد التجـــارب
اللازمـــة للحصـــول علــــى 
النجــــــــــــــــــــــــــــــــــــاح الأول في 

 بذارب برنولية مكررة.

X = 

{1,2,…,+∞} 
P(X = x) = q

x-1
p 

μ = 1/p,  

 

σ² = q/p² 

 التوزيع المتعدد
ىـــــــــــو تعمـــــــــــيم للتوزيـــــــــــع 
ـــــــــــة  ـــــــــــائي علـــــــــــى بذرب الثن
 مكررة متعددة النتائج. 

 
 
 

E(Xk) = npk 

 

V(Xk) = npkqk 

بواســــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــون 
X~P(λ) 

λ > 0 
 

  X  عــدد النجاحــات
في عــــــــــــدد كبـــــــــــــتَ مـــــــــــــن 
التجارب البرنولية )عـدد 
الوحـــــــــــدات التالفـــــــــــة في 
شـــــحنة(. أو عـــــدد مـــــن 

 الأحداث في فتًة زمن.

X = 

{0,1,2,…,+∞} 

 
P(X = 0) = e

-λ 

 

P(X ≥ 1) = 1 - e
-λ

  

E(x) = V(x) = λ 
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 المتصلة الاحتمالية التوزيعات. 2

   التوزيع الأسي. 1.0
عادة ما يستخدم التوزيع الأسي في مسائل متعلقة بقياس الزمن. من ذلك مدة خدمة شباك البريد، مدة مكالدة 

انتظار زبون قبل الحصول على الخدمة...في العلوم تفريغ باخرة شحن، مدة تصليح آلة، مدة ىاتفية، مدة 
قبل أن  (atomes radioactives)ة الذرات الدشعة لتمثيل مدة حياالتوزيع الأسي الدقيقة يستخدم 

 تتفكك، حيث يعبر الوسيط عن اللحظة التي يبقى فيها نصف المجتمع الأصلي.
 متوسطلذا من الضروري فهم الآتي: كقاعدة عامة يستخدم التوزيع الأسي لتمثيل مدة حياة ظاىرة ما إذا كان 

أي أن مدة حياة الظاىرة بعد لحظة  (vieillissement) وكانت ىذه الظاىرة لا بزضع للتقادم   λ/1ثابت 
مثلا قد نستبعد استخدام التوزيع ؛ أي لا تتأثر بالددة التي دامتها الظاىرة من قبل. Tلا تتبع اللحظة  Tما 

الأسي لتمثيل مدة حياة آلة عاملة قبل تعطلها لأن احتمال تعطلها في لحظة ليس مستقلا عن الددة التي 
 ة من قبل، كذلك الأمر بالنسبة لددة حياة الإنسان.عملتها الآل

عمليا، نتحقق من دقة بسثيل التوزيع الأسي _أو أي توزيع آخر_ لظاىرة ما من خلال تقنيات اختبارات 
 الفرو ، وبالتحديد اختبار التجانس و التعديل.

، فإذا كان وقوع أحداث ما يتبع ىذا التوزيع، فإن الددة نشتَ أختَا إلى أن للتوزيع الأسي علاقة بالتوزيع بواسون
بتُ وقوع حدثتُ تتبع التوزيع الأسي؛ كمثال على ذلك، إذا كان وصول الزبائن إلى مركز خدمة ما يتبع التوزيع 

ستنتاج بواسون فإن الددة الزمنية بتُ وصول زبون "أ" والزبون الدوالي تتبع التوزيع الأسي. تتبتُ ىذه العلاقة عند ا
 صيغة القانون الأسي. 

 .دالة الكثافة والدالة التجميعية للتوزيع . أ

 . حادث يوميا λبينت دراسة أن عدد حوادث العمل في معمل معتُ تتبع توزيع بواسون بدعدل 
 يوم. tمدة أوجد احتمال أن يسجل حادث على الأقل )حادث أو أكثر( في 

   P(X ≥ 1) = 1-e
-λt

  P(X ≥ 1) =1- P(0) =1-[λ
0t

 * e
-λt

/0!]     => 
 = F(t)دالة الكثافة للزمن بتُ حادثتُ، و f(t) إذن سيكون لدينا  للزمن )باليوم( بتُ حادثتُ Tلنرمز ب 

P(T ≤ t)   دالة التوزيع لT .    
 :أو أقليوم يكون الزمن بتُ حادثتُ أن  Pاحتمال لنحسب 

 : إذن P = P(T ≤ t = 1)لدينا   
        (1 ............ )P = F(t = 1) 

 :ىو معادل لاحتمال أن يسجل على الأقل حادث في يوم معتُ Pن أمن ناحية أخرى لاحظ ن
(2..........) P = P(X ≥ 1) = 1-e

-λt  
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                                (3)............( نستنتج أن    2( و)1من )
  tλ-

e - 1 = )tF(  

f(t) = F(t)’ = (1 - e                     و منو    
-λt

)’ 

λ eإذن
-λt                                                                  f(t) = 

 :قاعدة: إذا كان حدث عشوائي ما يتكرر في الزمن وفق توزيع بواسون

 
 

 بتُ حادثتُ يتبع التوزيع التالي: tفإن الزمن 
 

     {
                
                    

 

 

ويسمى ىذا التوزيع التوزيع الأسي ويسمى أيضا التوزيع الأسي السالب لعلاقتو  عدد حقيقي موجب.  λحيث 
 بتوزيع بواسون.

 خصائص التوزيع الأسي . ب

     
 

 
       ;           

 

  
 

 

 ي يتبع التوزيع الاسي  ئ   متغتَ عشواليكن كما يدتاز التوزيع الاسي بخاصية تسمى غياب الذاكرة، 
       

 اذن:
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 التوزيع الطبيعي . 0.0
من أىم التوزيعات الاحتمالية شائعة الاستخدام لدا لو من  أو توزيع لابلاس قوس 1يعد التوزيع الطبيعي 

خصائص تنطبق على نسبة كبتَة من الظواىر الطبيعية والاجتماعية والاقتصادية. فلو اختًنا بالصدفة مئة أو 
ألفا من الدارين في شارع ما وقسنا أطوالذم لوجدنا نسبة كبتَة منها قريبة من متوسط ما، ونسبة قليلة من طوال 

 لقامة ونسبة مقاربة لذا من قصار القامة. ومثل ىذا بالنسبة للأوزان. ا
 دالة الكثافة . أ

لو مثلنا ىذه البيانات في معلم متعامد متجانس لكان الدنحتٌ الذي يدثل النسبة، أو ما يدكن أن نسميو 
 .(3و 1الاحتمال، ذا شكل جرسي متماثل حول الدتوسط وىي صفات التوزيع الطبيعي )الشكل

 ب دالة الكثافة لدنحتٌ للتوزيع الطبيعي كما يليتكت

     
 

 √  
    

  

 
(
   

 
)
 

}              

 هما على التوالي التوقع والالضراف الدعياري. 𝜎و µحيث   

  𝜎       ونكتب: 
 

 الدقابل 1البياني التقريبي في الشكل بسثيلها 

 

 

  
 

دالة التوزيع )الدالة التجميعية( للتوزيع  الطبيعي
 تكتب كما يلي:

 

 

لتكوين الجداول الإحصائية  Z = (X-µ)/σستخدم الدتغتَ الدعياري ي: المعياريالمتغير استخدام 
 للاحتمالات: 

                                                 
 Carl Freidrichالألداني و Pière Simon de Laplace   (1749-1827)العالدان الرياضيان الفيزيائيان و الفلكيان الفرنسي  باسم  1

Gauss  - َقانون. أما من أعطاه تسمية التوزيع الطبيعي فهو الذين كانا من أوائل من اكتشف ىذا ال(1855-1777) ، -الصورة لذذا الأخت
Pearson    (1997) أنظر. 1893في J. J. Droesbeke 329 ، ص.  

f(x) 

x 
μ 

 الشكل العام للتوزيع الطبيعي 1 :الشكل
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  P(0 ≤ Z ≤ z) أوF(z) = P(Z ≤ z)، 
  وذلك كما يلي: σ و µو xاىيل لر 3بدلا من  Zهول واحد بدلالة لر Fو fحيث تسمح بكتابة الدالة 

 

 
                 علم أن:أي التوزيع الطبيعي. ون Xتتبع نفس توزيع  Zفإن ، Zو  X بالنظر إلى العلاقة الخطية بتُ الدتغتَتتُ

                                

  التوزيع الطبيعي خصائص . ب
 34α = من خصائص التوزيع الطبيعي أنو يعتبر معتدلا لا مدببا ولا مفلطحا، حيث يعتبر معامل التفلطح 

 للتوزيع الطبيعي معيارا لاعتدال الدنحنيات.

متماثل حول من خصائص التوزيع الطبيعي أيضا أنو    القيمة الدتوقعة
، لشا يعتٍ أنو من أجل أي 1حول  Zيعتٍ بساثل لدنحتٌ ( 3حول الدتوسط )أنظر الشكل  X تماثل منحنى

 قيمة للمتغتَة الدعيارية
  z > 0 : 

P(0 ≤ Z ≤ z) = P(-z ≤ Z ≤ 0) = P(-z ≤ Z ≤ z) / 2 

 P(Z ≤ -z) =  1- P(Z ≤ z) = P(Z ≥ z) 
 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 حساب الاحتمالات )الدساحات( برت الدنحتٌ ومنها خاصة:   Zو لقد تم باستخدام الدتغتَة الدعيارية 

P(-σ ≤ X ≤ σ) =  P(-σ ≤ Z ≤ σ) = 0.6837,  

P(-2 σ ≤ X ≤  2 σ) =  P(-2 ≤ Z ≤ 2) = 0.9544,  
P(-3 σ ≤ X ≤  3 σ)  =  P(-3 ≤ Z ≤ 3) = 0.9973.  

  zzf e
z 2/²

2

1
)(



 




z u

duezZPzF 2

²

2

1
)()(



Z 

P(Z ≥ z) P(Z ≤ -z) 
P(-z ≤ Z ≤ z) 

-z         0         z 

           µ           X 

 اسخخذام حماثم انوزيع انطبيعي في حساب الاحخمالاث  :2انشكم 
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μ - 6σ μ - 5σ μ - 4σ μ - 3σ μ - 2σ μ -1σ μ μ +1σ μ + 2σ μ + 3σ μ + 4σ μ + 5σ μ + 6σ

2σ = 68.26%

4σ = 95.44%

6σ = 99.73%

8σ = 99.9937%

10σ = 99.999943%

12σ = 99.9999998%

ىذه القيم وغتَىا متوفرة في الجداول الإحصائية التي لصدىا في الكثـتَ مـن الدراجـع، كمـا يدكـن حسـابها باسـتخدام 
 الحاسوب.

 
 : باستعمال الجداول الاحصائية 1مثال

 z =1, 2, 3حيث  P(0 ≤ Z ≤ z)(  أحسب : 1
 .zمن أجل نفس القيم ل  P(-z ≤ Z ≤ z)  أحسب  ( 2

 الحل:
1) 1.3413   ،1.47725    ،1.49865 
2   )1.6827    ،1.9545    ،1.9973 

  
 وتباين10 يساوي حسابي بدتوسط الطبيعي التوزيع تتبع معتُ قسم في الطلبة علامات كانت إذا . 2 مثال

 4 يساوي
 الطلبة؟ لعلامات الاحتمالي التوزيع معالم حدد 1-
 الاحتمال؟ كثافة دالة شكل حدد 2-
 ؟12 و 8 بتُ الطلبة علامات تكون أن احتمال احسب 3-
 ؟6 يساوي أو أقل الطلبة علامات تكون أن احتمال ىو ما 4-

 
 

 منحنى انخوزيع انطبيعيانمساحاث الأساسيت ححج    2 رسم
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 :الحل
 (X)نرمز لذا بـــ  الطلبة لعلامات الاحتمالي التوزيع معالم برديد 1-

 :كالأتي تكون معالدو فإن الطبيعي التوزيع يتبع عشوائي متغتَ ىي الطلبة علامات أن بدا
 :وبالتالي =10 الحسابي الوسط =4 التباين

            𝜎    𝜎    
          

 :الاحتمال كثافة دالة شكل برديد 2-

 
 ىو 12 و 8 بتُ الطلبة علامات تكون أن احتمال 3-

                             
  (

  

 
   

 

 
)            

 دم جدول التوزيع الطبيعي الدعياري لحساب الاحتمالنستخ
 حيث لصد ان :     

                
 وعليو 

                           
 ىو 6 يساوي أو أقل الطلبة علامات تكون أن احتمال 4-

  
                    

  (  
  

 
)                         

   [            ]               
 دم جدول التوزيع الطبيعي الدعياري لحساب الاحتمالنستخ

                حيث لصد ان :     
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   dtet t

 العلاقة بين التوزيع الطبيعي والتوزيع الثنائي ج. 
يدكن اعتبار التوزيع الثنائي كتقريب جيد للتوزيع الطبيعي. ويعطي  1غتَ قريب من  pكبتَة و   nفي حالة

 كبتَة أكثر.  ونكتب:  nالتوزيعان نتائج أكثر تقاربا كلما كانت 

 
 

 .1.5قريب من  pويسرع تقارب التوزيع الثنائي من التوزيع الطبيعي كون 
 : قاعدة التقريب
  عموما نعتبر التقريب إلى التوزيع الثنائي ملائما عندماnp  وnq    5كلاهما أكبر من. 
 ُيعتمد قاعدة أخرى ىي أن يكون أحد الشرطتُ التاليتُ متوفرين: 1عدد من الاحصائيت 

 
 

 توزيع قاما  .2.0

يدثلان لرموعة واسعة من التوزيعات ذات معلمتتُ تتميز بدرونة وقدرة على توليد  توزيعي قاما و بيتا
، و F ،tتوزيعات متعددة حسب قيم الدعلمتتُ. ندرس ىذين التوزيعتُ أيضا لعلاقتهما بالتوزيعات 

 . 2. يستخدم توزيع قاما لتمثيل بعض الظواىر مثل توزيع الدخل والادخار برت شروط معينة2ك

 .القانونصيغة  . أ

 نقول عن متغتَة عشوائية أنها تتبع توزيع قاما إذا كانت دالة كثافتها كما يلي:

 
    : ىي الدالة قاما Γ(α)حيث 

 
 ~ Γ(α, β)  X ونكتب

  اصائص توزيع قامخ . ب
 µ = α β   ,   σ² = α β²,   M(t) = (1 - βt)

-α 
  

 

                                                 
1
 . 262. ص 1997دراوزبيك  أنظر  

2
ترجمو من الروسية إلى ، 1983، موسكو، Mathématiques ،Editions Mirأنظر: آيفازيان و آخرون، مبادئ النمذجة و الدعالجة الأولية للبيانات، سلسلة :   

 .158. ص1986الفرنسية جيلالي مبارك، 

npq

npx
zdzebzaP

b

a

z

n
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Pour α>1:  Γ(α) = (α-1)Γ(α-1)      et  si α  N : Γ(α) = (α-1) !  ,  Γ(1/2) = √π   
 من خصائص توزيع قاما علاقتو بالتوزيع الأسي كما سنرى في السلسلة.

 مثال. أحسب ما يلي: 

 

 
 الدعرفة كما يلي: Zو  Yو  Xأحسب الدتوسط والتباين للمتغتَات العشوائية . 2مثال

 

 توزيع بيتا . 2.0

يستخدم لحساب توزيع ( حيث 14تبعا لقيم معلمتيو )أنظر الرسم يتميز توزيع بيتا بدرونتو الكبتَة 
t² ،F1وتستخدم لتمثيل بعض الدتغتَات التي تتًاوح بتُ ، 1، التوزيع الثنائي، الثنائي السالب وغتَىا 

 ، مثل نسبة ما كنسبة التالف أو الدبيعات، إلخ. 1و 
  .صيغة القانون . أ

 بيتا إذا كانت دالة كثافتها كما يلي:نقول عن متغتَة عشوائية أنها تتبع توزيع 

 
 

        ىي الدالة بيتا: B(α, β)حيث   
 ~ B(α, β)   X و نكتب

 = 4,  = 2 

 خصائص توزيع بيتا . ب
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 :العلاقة بين الدالتين قاما وبيتاج. 

 
مثال. أحسب ما يلي: 

 

 

 
 

  . أحسب ما يلي:2مثال

 

 

 

وباستعمال العلاقة 
 

 أن دالة الكثافة للتوزيع بيتا تكتب أيضا:لصد 

 
التوزيع الأسي ىو أن  مثلا، من ذلك للتوزيعتُ قاما وبيتا علاقة بعدد من التوزيعات الدهمة كالتوزيع الأسي وتوزيع كاي تربيع

 .   α = 1 , β = 1/λحالة خاصة من توزيع قاما عندما 
 والتباين، إذا كانت نسبة الإنتاج التالف تتبع التوزيع التالي:. أحسب النسبة الدتوقعة للإنتاج التالف 3مثال

  
   من الدثال السابق لدينا: 

 ~ B(1, 6)   X على التوالي، لصد أن  6و  1يساويان  و    بوضع

 ومنو: 

 .  %35التوزيع التالي. أحسب النسبة الدتوقعة، واحتمال أن تبلغ النسبة أكثر من  . نسبة الإنتاج الدباع في مؤسسة تتبع4مثال
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   خلاصة
 الجدول التالي يلخص خصائص التوزيعات الاحتمالية الدستمرة الأكثر استخداما.

 خصائص التوزيع التوقع والتباين،  دالة الكثافة التوزيع

التوزيــع الطبيعــي 
 المعياري

X~N(0, 1)  

 

 

 

 
E(Z) = 0, V(Z) 

= 1   

P(Z ≤ -z) = 1- P(Z ≤ z) =  
P(Z ≥ z) 

P(-σ ≤ X ≤ σ) =  

 P(-1 ≤ Z ≤ 1) = 0.6837,  

P(-2 σ ≤ X ≤  2 σ) =  

 P(-2 ≤ Z ≤ 2) = 0.9544,  

P(-3 σ ≤ X ≤  3 σ)  =  

 P(-3 ≤ Z ≤ 3) = 0.9973. 

 التوزيع الأسي
 

 

 = 1/λ,  

σ² = 1/ λ² 

F(x) = 1- e
-λx

 

P(X ≤  ) = 0.63  

 توزيع قاما

 

X~Γ(α,β)   

 
 

µ = α β,  
σ² = α β² 

 

 توزيع بيتا 
B(α, β)   X~   
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 محلولة تمارين. 3
 متتالية، مرات 4 في كل مرة ولـــ  نسحب كرة مع الارجاع 6-1كرات مرقمة من   6بو  صندوق :1 التمرين
  .يظهر الذي الرقم مرة كل في ونسجل

 مرات؟ ثلاث 5 الرقم ظهور احتمال ىو ما 1-
 الأقل؟ على واحدة مرة 5 الرقم ظهور احتمال ىو ما 2-

 رميات الأربع في 5 الرقم ظهور مرات عدد يدثل حيث X العشوائي الدتغتَ لدينا كان إذا
 ؟العشوائي للمتغتَ الاحتمالي التوزيع قانون حدد 3-
 الدعياري؟ والالضراف التباين الرياضي، التوقع أحسب 4-
 :الحل

 ىو مرات ثلاث 5 الرقم ظهور احتمال -أ
  p=1/6ىو واحدة مرة نرد حجرة رمي عند 5 الرقم ظهور احتمال

 :أن حيث الحدين ذي توزيع تطبيق يدكن فإنو البعض بعضها عن مستقلة الرميات عدد أن وبدا

 
 ىو الأقل على واحدة مرة 5 الرقم ظهور احتمال 2-

 
 العشوائي للمتغتَ الاحتمالي التوزيع قانون برديد 3-

 القيم خلال من الدقابلة الاحتمالات حساب يدكننا فإنو الحدين ذي توزيع يتبع العشوائي الدتغتَ أن وبدا
0,1,2,3,4 :    
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 :الدعياري والالضراف التباين الرياضي، التوقع حساب 4-

  الرياضي التوقع -

 
  التباين -

 
 الدعياري الالضراف -

 
 قسم كل في الدراسة عن جدد طلاب 6 يتوقف الدتوسط في أنو السابقة للسنوات الإحصائيات تشتَ :2 التمرين

 .معينة كلية في سنة كل
 معينة؟ سنة في الدراسة عن طلاب 3 توقف احتمال ىو ما 1-
 معينة؟ سنة في الدراسة عن أقل أو طلاب 3 توقف احتمال ىو ما 2-
 الدعياري؟ والالضراف التباين الرياضي، التوقع أحسب 3-
 :الحل
 ىو معينة سنة في الدراسة عن طلاب 3 توقف احتمال 1-

 
 ىو معينة سنة في الدراسة عن أقل أو طلاب 3 توقف احتمال 2-
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 :الحوادث لعدد الدعياري والالضراف الرياضي، التوقع حساب 3-

 الرياضي التوقع -
         

 التباين -
         

 الدعياري الالضراف -
𝜎  √       

 عن الطالب ىذا يجيب أن احتمال كان فإذا .بسارين 4 الطالب وجد الإحصاء مقياس امتحان في :3 التمرين
 2/3ىو صحيحا بسرين  كل

 فقط؟ بسرينتُ عن صحيحا يجيب أن احتمال ىو ما 1-
 أكثر؟ أو واحد بسرين عن صحيحا يجيب أن احتمال ىو ما 2-
 التمارين؟ نصف من أكثر عن صحيحا يجيب أن احتمال ىو ما 3-
 :الحل
 ىو فقط بسرينتُ عن صحيحا يجيب أن احتمال 1-

  
 ىو أكثر أو واحد بسرين عن صحيحا يجيب أن احتمال 2-
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 ىو التمارين نصف من أكثر عن صحيحا يجيب أن احتمال 3-
 .بسارين 4 أو 3 على صحيحا أجاب إذا يعتٍ التمارين نصف من أكثر على الطالب ىذا يجيب

 
 فرضا .التقنية الدشاكل بعض فيها ما مصنع في الدنتجة السيارات من الدائة في 1 أن الإحصائيات تشتَ :4 التمرين

 باستخدام -:تقنية مشاكل فيها سيارة من أكثر وجود احتمال أحسب .سيارة 30 من متكونة عينة اختًنا أننا
 ؟-الحدين ذي لتوزيع كتقريب البواسوني التوزيع
 :الحل

 :الحدين ذي لتوزيع كتقريب البواسوني التوزيع باستخدام 
 ذي لتوزيع البواسوني التوزيع تقريب استخدام يدكننا فإنو                و  n=30بدا أن 
           أن حيث .الحدين
  .الجيدة غتَ السيارات عدد ىو X أن حيث                 حساب يدكننا

 :على لضصل البواسوني التوزيع قانون باستخدام
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 10 معياري والضراف 170 حسابي بدتوسط الطبيعي، التوزيع يتبع ما عمال في مصنع طول كان إذا :5 التمرين
 160 و 150 بتُ عشوائيا اختتَعامل  طول يكون أن احتمال ىو ما 1-
 175 يساوي أو أقل عشوائيا اختتَعامل  طول يكون أن احتمال ىو ما 2-
 185 يساوي أو أكثر عشوائيا اختتَعامل  طول يكون أن احتمال ىو ما 3-
 :الحل
 ىو 160 و 150 بتُ عشوائيا اختتَعامل  طول يكون أن احتمال 1-

                                       
  (

   

  
   

   

  
)                               

 نستخدم جدول التوزيع الطبيعي الدعياري لحساب الاحتمال
 حيث لصد ان :     

                
                

 وعليو 
                                  

 ىو 175 يساوي أو أقل عشوائيا اختتَعامل  طول يكون أن احتمال 2-

                          
  (  

 

  
)                            

                
 نستخدم جدول التوزيع الطبيعي الدعياري لحساب الاحتمال

                  حيث لصد ان :     
                           

 ىو 185 يساوي أو أكثر عشوائيا اختتَعامل  طول يكون أن احتمال 3-
  

                          
  (  

  

  
)                            

                
 نستخدم جدول التوزيع الطبيعي الدعياري لحساب الاحتمال

                  حيث لصد ان :     
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 على 12 و 74 ىو الدسابقات أحد في للعلامات الدعياري والالضراف الحسابي الوسط كان إذا :6 التمرين
 .التوالي
 ؟75، 60،93 ، 85على الحاصلتُ للمتسابقتُ اتهواحتمالا القياسية بالوحدات العلامات أحسب 1-
 ؟1-، 0.5، 2،1.5: القياسية للوحدات الدناظرة العلامات أحسب 2-
 :الحل
 :على الحاصلتُ للمتسابقتُ القياسية بالوحدات العلامات حساب 1-

 

 
   ىي 1 -، 0.5، 2،1.5: القياسية للوحدات الدناظرة العلامات 2-

 
 يتًاوح الدرات من عددا الصورة على لضصل أن احتمال أحسب .متماثلة نقدية قطعة 12 ألقينا إذا :7 التمرين

 :باستخدام وذلك ،7 و 4 بتُ
 الحدين؟ ذي توزيع 1-
 الحدين؟ ذي لتوزيع الطبيعي التقريب 2-
 :الحل
  :لدينا  :الحدين ذي توزيع باستخدام 1-
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 :الحدين ذي لتوزيع الطبيعي التقريب باستخدام 2-

 
          الاحتمال بحساب نقوم وبالتالي .الصورة ظهور عدد يدثل  X كان إذا 

 لضسب أن يجب الحالة ىذه في .الطبيعي التوزيع تقريب تطبيق أجل من متصل النتائج عدد افتًضنا إذا ولكن
              :الاحتمال

 :الدعيارية بالوحدات 7.5 و 3.5 بحساب نقوم

 
 .صفحة 500 من متكون كتاب صفحات على موزعة مطبعيا خطأ 300 ىناك أنو نفتً :  8 التمرين
 :على معينة صفحة برتوي أن احتمال أحسب

 بالضبط؟ خطأين 1-
 أكثر؟ أو خطأين 2-

  بالضبط؟ أخطاء3- 5
 :الحل
 : ىو بالضبط خطأين وجود احتمال 1-

 500/300 وفإن معدل الأخطاء لكل صفحة ى 500ات ىو الصفح وعدد 300ىو  الأخطاء عدد أن بدا
 :أن حيث بواسون وزيعت استخدام الأفضل من

 
 :على لضصل بواسون توزيع باستخدام
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 ىو أكثر أو خطأين احتمال 2-

 
 ىو بالضبط أخطاء 5 وجود احتمال 3-

   
 في 0.1 قدره باحتمال الوطن خارج من الدكالدات استقبال يتم الذاتفية، الدكالدات تلقي مركز في :9 التمرين
 في دولية مكالدات 3 من أكثر لصد أن احتمال ىو ما .معينة ساعة خلال مكالدة 100 بسحب قمنا .الساعة

 :باستخدام وذلك الدسحوبة العينة
 الحدين؟ ذي توزيع 1-
 البواسوني؟ التوزيع 2-
 الطبيعي؟ التوزيع 3-
 :الحل
 :الاحتمال لضسب أن يجب الحدين ذي توزيع باستخدام دولية مكالدات 3 من أكثر لصد أن احتمال 1-

       
 .الحدين ذي توزيع تطبيق يدكن وبالتالي دولية أو لزلية تكون أن يدكن الدكالدة :لدينا
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 :ىو بواسون توزيع باستخدام دولية مكالدات 3 من أكثر لصد أن احتمال 2-

                
 :على لضصل بواسون توزيع قانون باستخدام

  
 :ىو الطبيعي التوزيع باستخدام دولية مكالدات 3 من أكثر لصد أن احتمال 3-
 :الاحتمال بحساب نقوم

 
 الاحتمال بحساب نقوم وبالتالي .الدولية الدكالدات عدد يدثل X أن بافتًا 

                  
 أن يجب الحالة ىذه في .الطبيعي التوزيع تقريب تطبيق أجل من متصلة النتائج عدد افتًضنا إذا ولكن

               :الاحتمال لضسب
 :الدعيارية بالوحدات 0.5- و 3.5 بحساب نقوم
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 :العائلة ىذه في يكون أن احتمال ىو ما أطفال، 7 من عائلة تتكون :10 التمرين
  ؟ أولاد 4-1

 البنات؟ عدد من أقل الأولاد عدد 2-
  :الحل
 ىو أولاد 4 العائلة ىذه في يكون أن احتمال 1-

 0.5 ىو ولد الطفل يكون أن احتمال
 :لدينا

 
 ىو البنات عدد من أقل الأولاد عدد العائلة ىذه في يكون أن احتمال 2-
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 تمارين .4
  ]  [متغتَ عشوائي يتبع التوزيع الدنتظم في المجال  xليكن : 1بسرين 

  اوجد الاحتمالات:
        

 والتوقع والتباين.                   
 اثبت ان : φالاسي بالدعلمة متغتَ عشوائي يتبع التوزيع  X: 2بسرين 

                                                 s,t>0 
 . γ=0.1: بفر  ان مدة حياة سيارة من علامة معينة يتبع التوزيع الاسي بالدعلمة 3بسرين

 سنوات ؟ 10السيارة بذاوزت مدة حياتها سنوات علما ان ىذه  10اوجد احتمال بقائها اكثر من  -
 سنة؟ 12ما احتمال بقائها اكثر من  -
 سنة؟ 18ما احتمال بقائها اكثر من  -
 سنة؟ 22ما احتمال بقائها اكثر من  -

 . γ=0.1مدة حياة مصباح بالساعات تتبع التوزيع الاسي بالدعلمة : 4بسرين
 0.9ما ىو عدد الساعات لبقاء الدصباح صالحا باحتمال  -
 ساعة ؟ 100ساعات علما ان ىذه السيارة بذاوزت مدة حياتها  5اوجد احتمال بقائها اكثر من  -
 متغتَ عشوائي يتبع التوزيع الطبيعي الدعياري، احسب الاحتمالات: Z: ليكن 5بسرين 

1- P(1.98<Z<4.25) 
2- P(-1.85<Z<0) 
3- P(-1.5<Z<-0.74) 
4- P(-2.45<Z<0.87) 
5- P(1.15<Z<2.33) 
6- P(Z>-1.74) 
7- P(Z<-1.24) 
 . احسب الاحتمالات:16وتباين  3بتوقع  متغتَ عشوائي يتبع التوزيع الطبيعي ، X: ليكن 5بسرين 

1-   |   |     
2- P(1.3<x<2.85) 
3- P(x>3.22) 
4- P(2.15<x<3.93) 
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 p(X>9)=0.0228متغتَ عشوائي يتبع التوزيع الطبيعي ،حيث لدينا  X: ليكن 6بسرين 
 .  p(X 3)=0.8413و

 والتباين ؟احسب التوقع  
° 35: حسب مصلحة الارصاد الجوية فان درجة الحرارة اليومية خلال شهر جويلية تتوزع طبيعيا بدتوسط 7بسرين 

 ° .2والضراف معياري 
 ما ىو احتمال ان يكون ىناك يوم:

 ؟°37تفوق درجة حرارتو  -1
 ؟°40تفوق درجة حرارتو  -2
 ؟°35تقل درجة حرارتو عن  -3
 ؟°38و° 33 درجة حرارتو ما بتُ -4
 .0.95ما ىي درجة الحرارة حتى يكون احتمال ان تفوق الحرارة الدتوسط ىو  -5
مرات  7و  4مرة . أحسب احتمال الحصول على الصورة ما بتُ  120في بذربة القاء قطعة نقود : 8بسرين 

 باستخدام :
 التوزيع الثنائي؟ -1
 تقريب التوزيع الثنائي الى توزيع بواسون؟ -2
 نائي الى التوزيع الطبيعي؟تقريب التوزيع الث -3
6-  
و  50ما بتُ   7(. أحسب احتمال ان يظهر الرقم 9،،...0،1،2رقم  )لرموعة الارقام  625: لدينا 9بسرين 

 مرة باستخدام : 60
 التوزيع الثنائي؟ -4
 تقريب التوزيع الثنائي الى توزيع بواسون؟ -5
 تقريب التوزيع الثنائي الى التوزيع الطبيعي؟ -6
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 الخامس: المتغيرات الثنائية الفصل

 . قانون الثنائية لمتغير منفصل )متقطع(1

 والحدية . دالة الكثافة الاحتمالية1.1
ذلــك، معــدل الطالــب يتوقــف علــى نقطــة  ن اثنتــتُ. مثــاليتتوقــف علــى قيمــة متغــتَ ات الثنائيــة ىــي متغــتَ  اتالدتغــتَ 

الرقابة الدستمرة و نقطة التطبيق أو نقطة السداسي الأول ونقطة السداسي الثاني. كذلك نتيجة السنة الدالية تتوقـف 
 على متغتَتي التكاليف و الإيرادات، وىكذا. التعريف الدقيق للمتغتَة الثنائية يتأتى باستخدام التًميز كما يلي:

  Xلدتغتَ عشوائي ذو بعدين )ة الاحتمالية كثافالنسمي دالة ، Yو  X تُ متقطعتتُعشوائي ينمتغتَ  لدينا كنيل
 : f(x,y)ب  P(X = x,Y = y) ( الدالة الدعرفة بالاحتمال كما يلي: Yو

f(x,y) = P(X = x,Y = y) 
 حيث برقق الشرطتُ:

f(x,y) ≥ 0 

∑x∑y f(x,y) = 1 

ة الاحتمالية لذا ونقول أيضا دالة الكثافة الدشتًكة كثافالدالة  f(x,y)متغتَ ذات بعدين و (X,Y)تسمى الثنائية 
 عن طريق جدول للاحتمالات الدشتًكة )جدول التوزيع الدشتًك(.ها يدكن التعبتَ عنو  Yو  Xللمتغتَتتُ 

f1(x) ym . . . y2 y1 
      Y     

   X         

f1(x1) f(x1,ym) . . . f(x1,y2) f(x1,y1) x1 
f1(x2) f(x2,ym) . . . f(x2,y2) f(x2,y1) x2 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 

f1(xn) f(xn,ym) . . . f(xn,y2) f(xn,y1) xn 
1 f2(yn) . . . f2(y2) f2(y1) f2(y) 

 

∑ = P (X = x) = f1(x) يحسب ويكتب  كما يلي  X = xاحتمال  
k=1

m
  f(x,yk)                         

∑ = P (Y = y) = f2(y) يحسب و يكتب  كما يلي  Y = yاحتمال  
i=1

n
  f(xi,y)                          
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  f2(y) =1 ∑و  f1(x) = 1 ∑ ن( حيث :ان )الحديتان الذامشيتاتسميان الدالت f2(y)و  f1(x)الدالتتُ

على  Yو Xكريات في آن واحد . نسمي 3سوداء، نسحب 4بيضاء و3كريات حمراء و  2: صندوق بو 1مثال 

 .التوالي عدد الكرات الحمراء والبيضاء الدسحوبة

 (X ،Yحدد قانون الثنائية )

 {          }     نقوم بتحديد 

i={0,1,2} ;     j={0,1,2,3}  

 لدينا عدد الحالات الدمكنة ىو : 

  
  

  

    
 

   

 
    

            
  
 

  
 

 

  
       

           
  
   

 

  
 

  

  
       

           
  
   

 

  
 

 

  
       

           
  
   

 

  
 

  

  
       

           
  
   

 

  
 

  

  
       

           
  
 

  
 

 

  
       

           
  
   

   
 

  
 

  

  
       

           
  
   

   
 

  
 

 

  
       

           
  
   

   
 

  
 

 

  
       

                                   

 .Yو  Xدالة الكثافة الدشتًكة للمتغتَتتُ ثم نقوم بوضع النتائج في جدول متقاطع وىو يدثل 
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       3 2 1 0 Y 
X 

0,417 
 

0,012 0,143 0,214 0,048 0 
0,499 

 

0 0,071 0,285 0,143 1 
0,084 

 

0 0 0,036 0,048 2 
1 0,012 0,214 0,535 0,239        

 

 من لرموع الاسطر X          نستطيع استخراج القانون الحدي لــــــ

 من لرموع الاعمدة.  Y          والقانون الحدي لــــــ
 

 وزيع التراكميةالتالدالة . 0.1

 ما يلي:تكتب ك (X,Y)الثنائية للمتغتَة  الدالة التجميعية
F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y) = ∑ 

u≤x

 
∑ 

v≤y
f (u, v) 

للرقم الذي يظهر من مكعب  Yلعدد مرات ظهور الصورة، و Xبنرمي قطعة نقدية وحجر نرد، نرمز  :مثال
 النرد.
o ُأكتب التوزيع الاحتمالي الدشتًك للمتغتَتت، 
o :الحصول على الصورة، الحصول 6الحصول على صورة مع الرقم  أحسب احتمالات الأحداث التالية ،

 . 6على الرقم 
o  أحسب الاحتمالP(X ≤ 1, Y ≤ 3)  ،P(X ≤ 2, Y ≤ 6).  

f1(x) 6 5 4 3 2 1 X\Y 
/2 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1 
1/2 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1 
1 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 f2(y) 

  P (X = 1 et Y = 6) = f(1, 6) = 1/12:  6الحصول على صورة مع الرقم احتمال 

 احتمال الحصول على الصورة

= 1/12 + 1/12 + . . . = 1/2   P (X = 1) = f1(1) = ∑
k=1

n
  f(1, yk) 
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 6 احتمال الحصول على الرقم

  1/12 + 1/12 = 1/6                =P (Y = 6) = f2(6) = ∑
i=1

m
  f(xi,6) 

P(X ≤ 1, Y ≤ 3) = F(1, 3) = ∑ 
u≤1

 
∑ 

v≤3
 f(u,v) = 6(1/12)  

= 1/2 , P(X ≤ 2, Y ≤ 6) = 1 

 الامل الرياضياتي 
دالة كثافتهما الدشتًكة ، فإن الامل الرياضياتي  لذذه الدالة ىو  f(x,y)عشوائي منفصل و ثنائيX ،  Yليكن 

 : قيم الدتغتَين مضروب في الاحتمال الدشتًك بينهما لكل قيمة من قيمهما جداءات عبارة لرموع
 [      ]  ∑∑    

 

 (         )        

 

 

 

   التوزيع الشرطي  .2.1

 امتكتب ك (X/Y = y) متغتَتان عشوائيتان متقطعتان، فإن دالة الكثافة الاحتمالية الشرطية لX ،  Yفي حالة
 وبرسب كما يلي:  f(x/y) يلي

)(

),(

)(

),(
)/(

1 xXP

yYxXP

xf

yxf
yxf




 

حتمالات الشرطية: و ىذا استنادا إلى القانون التقليدي للا
)(

)(
)/(

AP

BAP
ABP


 

الدقابلة  f(x/y) والاحتمالات Yعند تثبيت  Xىو لرموعة قيم الدتغتَة  y  Y =حيث Xلتوزيع الاحتمالي ل ا
 لذا.

 الثنائية الدشتًك معطى في الجدول الدوالي: ليكن لدينا قانون :1مثال 
 2 0 -2 X 

Y 
0.4 0.1 0.2 0.1 -1 
0.6 0.2 0.2 0.2 2 
1 0.3 0.4 0.3  

 Y=-1مع العلم ان  Xاوجد القانون الشرطي ل
 2 0 -2 x 

1 0.1/0.4 0.2/0.4 0.1/0.4 P(X/Y=-1) 
0.25 0.5 0.25 
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الفرق بالقيمة الدطلقة بتُ عدد  Yعند رمي قطعة نقدية مرتتُ وعدد مرات الحصول على صورة  Xلتكن . 0مثال
 مرات الصورة وعدد مرات الكتابة. 

 .X/Y = 2و X/Y = 0ن ل ان الاحتمالياأكتب التوزيع، Y/X = 1أكتب التوزيع الاحتمالي ل
 

 
 

∫ = P(c ≤ Y ≤ d / x ≤ X ≤ x + dx)متغتَتان ع متصلتان نكتب: Yو  Xفي حالة
c

d
f(y/x) dy 

 

 

 خلاصة
 احتمال ثنائية عشوائية و يحسب كما يلي:

f(x,y) = P(X = x,Y = y) 

 
 و تسمى دالة الكثافة الذامشية.   P (X = x) = f1(x)للتعبتَ عن احتمال قيمة ما لإحدى الدتغتَتتُ نكتب:  

 الاحتمال التجميعي لدتغتَتتُ فيعبر عنو من خلال دالة التوزيع الدشتًكة: 
F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y) 

 تنطبق ىذه التعاريف على كل من الدتغتَات الدتقطعة و الدستمرة.
 ب:، مثلا( فنكت1للتعبتَ عن التوزيع الاحتمالي لإحدى الدتغتَتتُ بشرط أن تأخذ الدتغتَة الثانية قيمة ما )

P(X/Y = 0) 
 تستخدم القاعدة: Xلحساب الاحتمالات الشرطية ل 

)(

),(

)(

),(
)/(

1 xXP

yYxXP

xf

yxf
yYXP




 

  

 

 
 
 

X 1 1 2  Y 1 1 
P(X/Y=0) 1 1 1  P(y/x=1) 1 1 
P(X/Y=2) 1/2 1 1/2     
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 التوزيعات المشتركة. 2

 التوزيعات المشتركة المتصلة  . 1.0
 كما يلي: ، نعرف دالة الكثافة الاحتمالية الدشتًكة لذماتُمتصل شوائيتُن عيمتغتَ Yو  Xكن لدينا يل

P(X = x, Y = y) = f(x, y)=∬           
  

  
 

 :ط لان تكون دالة كثافة احتماليةو وىي برقق الشر 

 على لرال او لرالات ةالاستمراري 

 f(x, y) ≥ 0 

 ∫
-∞

+∞
∫
-∞

+∞
f(x, y) dx dy  = 1 

 . (X,Y)دالة الكثافة الاحتمالية للثنائية 

 وزيع التراكميةدالة الت. 0.0
 التجميعية( كما يلي:  نكتب دالة التوزيع )الدالة

F(x, y) = P(X ≤ x, Y ≤ y) = ∫
 u=-∞

x
∫
 v=-∞

y
f(u, v) du dv   

      f(x, y) = ∂²F / (∂x ∂y)و يدكن استنتاج دالة الكثافة الدشتًكة من الدالة التًاكمية بالاشتقاق كما يلي: 

∫  من جهة أخرى
u=-∞

x
∫
v=-∞

∞
f(u, v) du dv                    F1(x) = P(X ≤ x) =  

∫
u=-∞

∞
∫
v=-∞

y
f(u, v) du dv                    F2(y) = P(Y ≤ y) =  

 ن(.ان )الحديتان( الذامشيتان )التجميعيتان التًاكميتاالدالت F2(y)و F1(x)ن اونسمي الدالت

 ن في لرالتُ ما نكتب: الزصورت Yو Xولتحديد احتمال 

P(a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d) = ∫
x=a

b
∫
y=c

d
f(x, y) dx  dy 

 كما يلي: ، نعرف دالة الكثافة الاحتمالية الدشتًكة لذماتُمتصل شوائيتُن عيمتغتَ Yو  Xكن لدينا يل: 2مثال 

       {
                                 

ارجخ  المجالتُ                                                   
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 الدطلوب:

 ؟ c اوجد قيمة الثابت -1

 اوجد دالة التوزيع؟ -2

           احسب  -3

 الحل:

   c قيمة الثابت -1

 

∬            

 

 ∫∫           

 

 

 

 

 ∫[           ] 
   

 

 

 ∫             [         ] 
              

 

 

 

⇒   
 

  
 

  دالة التوزيع -2

       ∫ ∫           
 

  
∫∫           

 

  
    

 

  
   

 

 

 

 

 

  

 

  

 

 

       {

                                                         
 

  
    

 

  
                      

                                                          

 

 

3-            
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 ∫ ∫           
 

 

 

 

 ∫ ∫
 

  
          

 

 

 

 

 ∫
 

  
[         ] 

  ∫
 

  
         

 

  
[    ] 

 
 

 

 

 

      

 او الحدية الدوال الهامشية. 2.0
 فيعبر عنها كما يلي:  (X, Y)الدالتان الذامشيتان )الحديتان( للكثافة الاحتمالية للثنائية 

f1(x) = ∫
v=-∞

+∞
f(x, v) dv ,          f2(y) = ∫

u=-∞

+∞
f(u, y) du 

 التوزيع الشرطي . 2.0
 امتكتب ك (X/Y = y) متغتَتان عشوائيتان متقطعتان، فإن دالة الكثافة الاحتمالية الشرطية لX ،  Yحالةفي 

 وبرسب كما يلي:  f(x/y) يلي
)(

),(

)(

),(
)/(

1 xXP

yYxXP

xf

yxf
yxf




 

حتمالات الشرطية: و ىذا استنادا إلى القانون التقليدي للا
)(

)(
)/(

AP

BAP
ABP


 

الدقابلة  f(x/y) والاحتمالات Yعند تثبيت  Xىو لرموعة قيم الدتغتَة  y  Y =حيث Xلتوزيع الاحتمالي ل ا
 لذا.
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 تمارين محلولة. 3
 (X : x  1,2 ,3 )أطفال  3طفل وبتُ في الأسر ما طفال لأعدد التمال الدشتًكة لاحإذا كانت دالة ا: 1 تمرين

 الشكل الدواليتأخذ (  ( Y : y  0 ,1,2 أسبوعتُ الجاف من نوع معتُ كل  وعدد الوحدات الدستهلكة من حليب 

       
        

  
                              

 الدشتًك بتُ الدتغتَين  الاحتماليدول التوزيع ج اوجد .1
 من الحليب وحدة واحدة سبوعيالاكها لا ، واسته 3احتمال أن أسرة عدد أطفالذا  أحسب .2
  احسب الدتوسط والتباين لكل منهاثملمتغتَين، لدوال التوزيع الذامشية  شكل .3
 وعدد الوحدات الدستهلكة، وما ىو مدلولو فالطالأبتُ عدد  تباطر الامعامل  أحسب .4
. وما ىو متوسط الأطفالالشرطي لعدد الوحدات الدستهلكة عند معلومية عدد  الاحتماليالتوزيع أوجد  .5

 نسرة طفالالأفي ا الأطفالكة إذا علم أن عدد عدد الوحدات الدستهل
 مصفوفة التباين والتغاير للمتغتَين أحسب .6
 الحل:

 بالتعويض في معادلة االحتمال الدشتًك : 
       

        

  
                              

 
           ، عدد الوحدات الدستهلكة x=1 ,2 ,3 الأطفالعدد  حيث

 ت التالية:حتمالاالاى لضصل عل
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 الصورة التاليةى حتمالي الدشتًك علالادول التوزيع اجكتب ن ثمومن 

 
 

 من الحليب وحدة واحدة سبوعيالأكها ، واستهلا  3احتمال أن أسرة عدد أطفالذا . 2

           
          

  
 

 

 
      

  احسب الدتوسط والتباين لكل منهاثملمتغتَين، لدوال التوزيع الذامشية . 3
 برسب بتطبيق الدعادلة التالية: x، أي للمتغتَ الأطفالالذامشية لعدد  الاحتمالدالة 

       ∑ (         )  ∑
         

  

 

    

 

 
      

  
                  ; x=0,1,2,3    ….(1) 

 

 التالية:الدعادلة  برسب  بتطبيق  y  مشية  لعدد  الوحدات  الدستهلكةالذا  الاحتمالدالة  

       ∑ (         )  ∑
         

  

 

    

 
 

      

  
                        ; y=0,1,2     ….(2) 

 
ويتم تطبيق   2و1 الدتوسط والتباين للمتغتَين تستخدم دوال التوزيع الذامشية الدوضحة بالدعادلتتُ بولحسا

 التالية الدعادلات
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الدشتًك ، وتطبيق معادلتي الدتوسط  الاحتماليل التوزيع االتوزيعتُ الذامشتُ من دو كما يدكن أيضا اشتقاق 
 :والتباين كما يلي

 
 

 وبتطبيق معادلتي الدتوسط والتباين:

 
 

د جبينما و  .0.638طفل، بتباين  1.83التي بها الث أطفال تقريبا  الأسرةفي  الأطفالأي أن متوسط عدد 
 .0.555علبة، بتباين  1.33 للأسرةعدد الوحدات الدستهلكة  أن متوسط

 

 وعدد الوحدات الدستهلكة، وما ىو مدلولو الأطفالبتُ عدد  تباطر الامعامل  .4
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. وما ىو متوسط عدد الأطفالالشرطي لعدد الوحدات الدستهلكة عند معلومية عدد  الاحتماليالتوزيع  .5

  نسرة طفالالأفي ا الأطفالالوحدات الدستهلكة إذا علم أن عدد 
التوزيع  ب، ولحساالآخرألحد الدتغتَين عند معلومية الدتغتَ  الاحتمالييعرف التوزيع الشرطي للمتغتَ، بأنو التوزيع 

 تطبق الدعادلة التالية x رةسالآفي  فالطالأإذا علم عدد  yالشرطي لعدد الوحدات الدستهلكة 
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 مصفوفة التباين والتغاير للمتغتَين .6

بسثل  الأخرىالرئيسي بسثل التباينات وعناصرىا  اتعرف مصفوفة التباين والتغاير بأنها مصفوفة مربعة عناصر قطرى
 ويعبر عنها كالتالي 2 × 2) )ة جون ىذه من الدر ط تكالتغايرات، وحيث أن لدينا متغتَين فق

 
 

 :2تمرين 
الدتغتَين العشوائيتُ ذوالقانون الاحتمالي الدشتًك الدبتُ في ليكن 

 الجدول الدقابل .
 الدطلوب:

 حدد القوانتُ الحدية للمتغتَين؟ .1

 أحسب قيمة التباين الدشتًك؟ وماذا تستنتج؟ .2

 Y=2مع العلم ان  Xحدد القانون الشرطي ل  .3

 X=3مع العلم ان  Yحدد القانون الشرطي ل  .4
 :حل 

 القانون الحدي )الذامشي( ىو لراميع الاسطر او الاعمدة -1
 1 2 3 4 Pi. 
1 0,08 0,04 0,16 0,12 0,4 
2 0,04 0,02 0,08 0,06 0,2 
3 0,08 0,04 0,16 0,12 0,4 
P.j 0,2 0,1 0,4 0,3 1 

y 
x 

1 2 3 4 

1 0,08 0,04 0,16 0,12 
2 0,04 0,02 0,08 0,06 
3 0,08 0,04 0,16 0,12 
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 xوعليو يكون القانون الذامشي لــ 
x 1 2 3   

p(x) 0,4 0,2 0,4 1 
 yالقانون الذامشي لــ 

y 1 2 3 4   
p(y) 0,2 0,1 0,4 0,3 1 

 التباين الدشتًك  -2
Cov(x,y)=E(x.y)-E(x)*E(y)=∑                      

x 1 2 3   
p(x) 0,4 0,2 0,4 1 

x*p(x) 0,4 0,4 1,2 2 
E(x)=2 

y 1 2 3 4   
p(y) 0,2 0,1 0,4 0,3 1 

y*p(y) 0,2 0,2 1,2 1,2 2,8 
E(y)=2,8 

 = E(x.y)    جداءx*yالاحتمال الدشتًك بينهما* 
X*y*pij= 0,08 0,08 0,48 0,48 

  
 

0,08 0,08 0,48 0,48 
  

 
0,24 0,24 1,44 1,44 = 5,6 

E(x.y)=5,6 
Cov(x.y)=5,6-(2)*(2,8)=5,6-5,6=0 

  نستنتج ان الارتباط بينهما معدوم لان معامل الاتباط  
       

           
 

 القانون الشرطي -3
x 

x p(x/y=2) 

1 0,04/0,1= 0,4 

2 0,02/0,1= 0,2 

3 0,04/0,1= 0,4 

  1 1 
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x 1 2 3   

p(x/y=2) 

0,04/0,1= 0,02/0,1= 0,04/0,1= 1 

0,4 0,2 0,4 1 
 

Y 

y 1 2 3 4   

p(y/x=3) 

0,08/0,4= 0,04/0,4= 0,16/0,4= 0,12/0,4= 1 

0,2 0,1 0,4 0,3 1 
 

 
 لتكن دالة الكثافة الاحتمالية التالية  :22تمرين 

     ,   
                         
                                       

 
 المطموب:

 اوجد قيمة الثابت ؟ .1
 التراكميةاوجد دالة التوزيع  .2
 احسب الامل الرياضي والتباين .3
                                               احسب الاحتمالات:  .4
 
 حل 

   ,               لدينا دالة الكثافة الاحتمالية التالية
                         
                                       

 
   ايجاد قيمة  -1

 شروط  3من اجل ان تكون دالة كثافة احتمالية تحقق 
               
      مستمرة عمى مجال او مجالات 
  ∫         

  

  
      

 نعتمد عمى الشرط الاخير لحساب المجهول

∫         
  

  

 ∫    
 

  

 ∫           
 

 

 ∫    
  

 

 

                  ∫             ∫          
 

 

 

 

   [
 

 
   

 

 
  ]

 

 

 

  [(
 

 
 
 

 
)   ]  

 

  
  ⇒      

 F(x)دالة التوزيع التراكمية  -2
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            ∫       
 

  

 

 Pour     

            ∫       
 

  

 ∫      
 

  

 

 
 Pour        

            ∫       
 

  
 ∫       ∫              

 

 

 

  

  ∫             
 

 
  *

 

 
   

 

 
  +

 

 
   *(

 

 
   

 

 
  )   + = 
4       

 Pour     

            ∫       
 

  

 ∫     
 

  

 ∫                ∫    
 

 

    ∫            
 

 

 

 

 

 وعميه نكتب دالة التوزيع التراكمية كما يمي:

     {
                                  
                  
                                  

 

 الامل الرياضي والتباين -3

     ∫        
  

  

 ∫    
 

  

 ∫                ∫     
  

 

 
 

 

   ∫              [
 

 
   

 

 
  ]

 

  

 

   [(
 

  
)   ]  

 

 
  

 التباين
                   

      ∫            ∫          
 

 

  

  

   [
 

 
   

 

 
  ]
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 (

 

 
)
 

 
 

  
 

 
 حساب الاحتمالات. 4

         ∫       
   

  

                        
 

  
 

                    
  

  
 

         ∫       
   

   

   

                                       
  

  
 

 الدعرفة كما يلي:  Yو Xلدينا دالة الكثافة الاحتمالية الدشتًكة للمتغتَتتُ  :5تمرين 

 

 ين ب دالة التوزيع الذامشية للمتغتَ أكت -1
 ؟ x < 2 > 0أحسب احتمال  -2
 ؟y < 3 > 1أحسب احتمال   -3
 الحل:

 ين دالة التوزيع الذامشية للمتغتَ  -1
 

F1(x) = P(X ≤ x) =  ∫
u=-∞

x
∫
v=-∞

∞
f(u, v) du dv 

* x < 0 : F1(x) = 0,  

*  0 ≤ x  < 4 :  

F1(x) = ∫
u=-∞

x
∫
v=-∞

∞ 
uv/96 du dv = 0 + ∫

u=0

x
∫
v=1

5
uv/96 du dv  

         =1/96 ∫
u=0

x
[ ∫

v=1

5
uv dv] du = 1/96∫

u=0

x
[12u] du = x²/2  (12/96) = x²/16.  

*  x ≥ 4: F1(x) = 1 

 

F2(y) = P(Y ≤ y) =  ∫
u=-∞

∞
∫
v=-∞

y
f(u, v) du dv 












sinon0
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yx
xy
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Pour  y < 1 : F2(y) = 0,  

* 1 ≤  y  < 5 :  

F2(y) = 0 + ∫
u=0

4
∫
v=1

y
 uv/96 dudv = 1/96 ∫

u=0

4
[ ∫

v=1

y
uv dv] du  = 1/96 ∫

u=0

4
[u (y² - 1) 

/ 2] du  

= (1/2 * 1/96) (y² - 1) (u²/2)0
4
 = (1/(2*96)) (y² - 1) (16/2) = (y² - 1) / 24 

*  y ≥ 5 : F2(y)  = 1 

 
   x < 2 > 0احتمال  -2

P(0 < x < 2) = F1(2) – F1(0) = 4/16 = ¼ ,  
 y < 3 > 1احتمال  -3

  P(1 < y  < 3) = 8 / 24 = 1/3 
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 تمارين. 2
 الدعرفة كما يلي: Yو Xلدينا دالة الكثافة الاحتمالية الدشتًكة للمتغتَتتُ : 11

        
                            

  خارج   المجال                                   

 حدد الكثافة الحدية للمتغتَين ؟ -1
 

القانون الاحتمالي الدشتًك الدبتُ  الدتغتَين العشوائيتُ ذوليكن . 12
 في الجدول الدقابل .

 الدطلوب:
1. C حدد قيمة 

 حدد القوانتُ الحدية للمتغتَين؟ .2

 أحسب قيمة التباين الدشتًك؟ .3

 Y=1مع العلم ان  Xحدد القانون الشرطي ل  .4

 X 1مع العلم ان  Yحدد القانون الشرطي ل  .5
 

 

 

 

y 
x 

0 1 2 3 

0 c 2c 0 3c 
1 0 3c 4c 0 
2 0 4c 2c c 
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