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 __________________________________________ملخص  الدرس 
 العددية المتتاليات

 المتتالية العددية تعريف .1
n,...,1,2حمم كت مملت عةممتتم  فممتتت الأممتتماممبتعيممم ع تعة     ممتتعي  تتpنسمم متتااية ممتتتةاب ممتت ممم pكت إذعت ينمم ت

 الأتتمابت لتعيم ع تعة     تكتنقولتمنتعلمااية تتعلمالأقتت أنهيتغيرتتةاب ت.هذهتعة عةتتت 
نساخ متعةاتزت  *nnu

N
1ةا ث لتعلمااية تت)غيرتعلمةاب ت(تت 2, , , ,nu u uأ تتت nu.ت

nuتق  تتعلح تتنتعةات ت:n.ت

 ةرتيب اتمتتالي .2
  nu1تازعف ةتت, nnn u u  ت
  nu1تازعف ةتتميتيتت, nnn u u   
  nu1ثي اتتت, nnn u u   
  nuرت  تتت nu تاةيقصتتأ تتازعف ة.ت 

 متتاليات حسابية وهندسية 1.2
متتالية حسابية:  nu1تااية تتحسي  تتإذعتتحققتت, nnn u u r   N.ت

0nuعلح تعة يم:ت  u r n   
)0تتتمج وعتعلح   تعي  :  1)

2
n

nu u
S n


   

متتالية هندسية:  nu1تااية تتهة س تتإذعتتحققتت, n nn u q u   Nت
0علح تعة يم:ت 

n
nu u q  

0qإذعت ينت  كتلأإنnu0 ذةكتتنتأجلتتتفكونتت   تي؛تربميتة ستn .ت
1qإذعت ينت  ت..تتكونت لتعلح   تتاسي فتت
0 وعتعلح   تعي  :تمج 

11

1
n

nq
S u

q


 


ت.ت

 الحواد .3
تمح   ةتتنتعيماب(كتإذعتتحققتA)تAأنهتحي تتنتعيمابتةمتMنقولتمنت.جزءتتنتتAةاكن

,x A x M  ت
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تمح   ةتتنتعي نى(كتإذعتتحققتA)تAأنهتحي تتنتعي نىتةمتm نقولتمن
,x A x m  ت

Aبح ثتAحي تتنتعيمابتةمتM إذعت ين MلأإنتMفُس بتعة ةصاتعيمظ متةمتA. 
 ناتزتةهت يةاتزت max Aت

Aبح ثتAحي تتنتعي نىتةمتm إذعت ين mلأإنتmفُس بتعة ةصاتعيصغايتةمتA. 
 ناتزتةهت يةاتزت min Aت

 عة ةصاتعيمظ مت)أ تعيصغاي(تإنتُ ج تلأبوت ح  .:  ملاحظة    
تثلاتعلمج ومتت   1, 2 3A  تمح   ة.ت

 الحد الأعلى والحد الأدنى 1.3
ت.جزءتتنتتAةاكن 
)supكت نكابتAأنهتح تأمابتةمتنقولتمن  )A تكتإذعتتحقق

, , 0 , ,x A x a A a           ت
 يةشممكلتتكاممو تتممم  تحق قمممتأصممغاتتميتمميتتممنتتتممنتأجمملت مملكت تAهمموتحممي تتممنتعيماممبتةمممتبم ممأتأنت

 0كتتعت ةنتفكونتحي عتتنتعيمابتةمتA.ت
ت.ت اففتتشي هتةاح تعي نى 
 خواص 

إذعتُ ج ت max Aكتلأإنت sup( ) maxA Aت
)supنتإذعت ي )A Aكتلأإنت max Aتوجو ت ت sup( ) maxA Aت

تتق لتح عتأماب.ت لتمج ومتتمح   ةت غيرتخية تتتن:  قضية 

 محدودة اتمتتالي ..2
ا ااية تتةحاد من الأعلى  تMفكونتعة   تتتت nuكتمة تيتفاحققتnu Mتنتأجلت لتتuتكت فس ب

ةا ااية ت.ت مة ئذتنقولتمنتعلمااية تتبالحد الأعلى علحوع تعة ا يتأصغر تت nuت أنهيتمح   ةتتنتعيماب.ت
ت)علح تعيماب(كتلأإنتهذهتعةق  تتهمتذر ةتعلمااية ت.تaتسي يتتnuق  تتةمتأ برتت إذعت ج تتتت

تيخصتعلمح   فتتتنتعي نى.تتشي هت اففت
تكونتعلمااية تت   ةملاحظ nu  ،نى.تأيتإذعت ج تم  إذعت ين تمح   ةتتنتعيمابت تنتعي محدودةCح ثت 

, nn u C ت
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)*علمااية تتفيتتتتمثلا ) 2nn u n  Nكتةكةبيتة س تمح   ةتتنتعي نى.1:تح هيتعيمابت 

 متتالية نهاية .4
نهيفتتةا ااية تتتفكونتعة   تتتتت nuكت نكابتlim nu أ تت

nuت؛تمة تيتفكونكتتنتأجلت ل
0م  ت كتفوج تnكتبح ثتفكونتة فةيتع ا عءتتنتهذهتعلمات ت:تnu    .ت

0أخاىتإذعت ينتتنتأجلت لتم  تتأ ت   يرةتتتت كتتكونت لتح   تعلمااية تت nuت يساثةيءتم  تتةاهتتةبيت
nuتحققتعلمترعجحاينتتت    كتأ تتحققتnu  .ت
 تبخلافتذةك.متباعدة كت تكونتمتقاربةمة تيتتق لتتااية تتنهيفتتنقولتمةبيت أنهيت

تفيتعلمااية تمثلا
*

1
0

nn 

 
  

  N

ةا ات تتعي  تعي برتتنتتnكتإذعترتزنيت مت
2

1


كتلأإنهتفكونتة فةيتع ا عءتتنت

21هذهتعلمات تتت

n
يةايليتت  nu    ت علمااية تتتاقير تتنحوتعةصفا.ت

 متقاربة تمتتاليا 1.4
 .ت لتتااية تتتق لتنهيفتت عح ةتمابتعي ثا
 .لتتااية تتتازعف ةت مح   ةتتنتعيمابتتكونتتاقير ت  
 إذعت ين ت nuت  nvتاقير اينكت  ينتتn nv uتنتأجلت لتتnكتلأإنتlim limn nv u. 
 إذعت ين ت nuت  nvتاقير اينكتلأإنتت lim lim lim 0n n n nu v u v    
 ت. لتتااية تتتاقير تتتكونتمح   ة
 مح   ةتتنتعيمابتتكونتتا يم ةتنحوت لتتااية تتتازعف ةت غيرت.ت
 إذعت ين تتااية تت nuمح   ةت ت nvكتلأإنتعلمااية ت0تاقير تتنحوتت n nu vت0تكونتتاقير تتنحوتت 
  تااية تتتإذعتحقق nu0تت:عةشاطتعلآتيتت, , p qh k p k q k u u h         ت

تتكونتتاقير ت.تتتتتتتت
 تااية اينإذعتلمتتة  مت nuت  nvلأإنه يتتكونينتتاكيلأئاينتإذعتنحققتكتlim 1n

n

v

u
كت مة ئذتفكونتله يتت 

تنفستعةةبيفت.تت

 يات على المتتاليات المتقاربةعمل 2.4
إذعتتقير  تتااية اينت nuتت  nu تنحوتت تفكونتة فةي:تلأإنهتكمابتعةات بت

( 0)   ,     .     ,    n
n n n n

n

u
u v u v

v
       


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تؤ لتعلمااية تتتتملاحظة nuنحوتعةةبيفتتت0إذعتتحقق:تت , , nh k n k u h       

 متتاليات مستخرجة .5
1ن ابرتعلمااية تت 2, , , ,nu u uتةةساخاجتعلح ت.

1
nu1ذيتعةات متتتnينيكتثمتعلحم تعةثم

2
nu1عةمذيتتات امهتت 2n nكت

ت هكذعتتعت ق تتعلح   ؛ت  ذةكتنحصلتمابتعلمااية تتعلمساخاجتت)غيرتعلمةاب ت(:

1 2
1 2, ,..., ,...n n n nv u v u v u   

تتت...,1,2,3تساخاجتتتنتعلمااية تتت...,1,3,5علمااية تتمثلا: 
 .فيت لتتااية تتمح   ةكتيمكنتعساخاعجتتااية تتجزئ تتتاقير ت 
 .تفيت لتتااية تتم  فتكتتوج تتااية تتتساخاجتتتكونتإتيتتازعف ةكت إتيتتاةيقصتكت إتيتثي ات
 .إذعتآة تتااية تتإ تنهيفتتت اوتتكتلأإنتأفتتتااية تتتساخاجتتتةبيتساؤ لتإ تنفستعةةبيفت 

1اية يتتتؤ لتعلمامثلا: 

n

 
 
 

1 تت

2n

 
 
 

1 تت

3n

 
 
 

تإ تنفستعةةبيفتكت همتعةصفا.ت

 متتاليات متجاورة .6
تكونتعلمااية اينت nuتت  nvتتاجي رتينتإذعتتحققتتيتفام:ت

  nuتازعف ةت تت nvتتاةيقصت؛تأ ت ية كسكت
 1 1n n n nn nn u v u u v v      ك 
  lim 0n nu v . 

 مة ئذتتاقير تعلمااية اينتتتتتتتتتتتتتتتت nuت  nvتنحوتنفستعةةبيفت.ت

 تدريجية اتيمتتال .7
fعةتتم  فتكتنسا  عتت اففتعلمااية تتت  nu0 إم يءتح هيتعي لتu1 ملاقتتعةا رفجتت( )n nu f u ت
 إذعت ين ت nuكتلأإنتعلمااية تتتاقير تت تق لتعةةبيفتتت nf uتكونتتاقير تت تق لتعةةبيفتتت fكتت

)همتحلتةا  ي ةتتتنهيفابيتت تكونت عةتتم  فتتتسا اة.تfح ث )f x x. 
)تة م هذعتتيتف لأعت  ين يتةلاسا ينتتبمةحت )y f xت y x.ت
 ةاكنfعةتتتق لتعلاشاقيقكتإذعت ينتت ( ) 1f x   مابتمجيلتتIتحلتةا  ي ةتتتا زهتت:

 f 1كتلأإنهتتوج تتااية تتت ريج تت( )n nu f u تاقير تنحوتت. 
ويتمي عتح   تعلمااية تتعةذيتيحتIعلمجيلت نح  كتfتغيرعتتس رتنة رعستتهذعتعةة طتتنتعلمااية يتكت nu.ت
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 إذعت ين تعة عةتfتازعف ةتمابتمجيلتIكتلأإنتعلمااية تت nuتقيرنتت ينتق  تيتعلح فنتعي ةينتتتكونترت  ت.ت
 تعلمااية تتتةبيتت ةةيتمابتتةيقصتأ تتزعف nu. 

 يةف لكتإذعتتيتعمابرنيت ;I a b0كت  ين ت 1u u0كتلأإن 1( ) ( )f u f uت يةترعجعتيمكنتإث يتت.
أن nuعلمح   ةتتنتعيمابت متbت.تلأبمتإذنتتاقير ت.تكونتتازعف ةكت

0 ين ت  ذةكتإذعتت 1u u0كتلأإن 1( ) ( )f u f uت نث  تأفضيت يةترعجعتإث يتتأن. nuعلمح   ةتتنتت
تكتتكونتتاةيقصت.تإذنتلأبمتتاقير ت.aعي نىت م

همتنهيفتتتإذعت ين  nuكت ةكونfمابتةسا اتتتIكتلأإنت  nf uسااقير تنحوت f.ت
)1قتكت تنتعة لاnuإذنتة فةي )n nu f u ت علما رتمابتعةةبيفتكتنحصلتمابتعلمسي عةت f .ت

 إذعت ين تعة عةتأتيتfتاةيقصتتمابتIكتلأإنتعلمااية اينتعلمساخاجاينت 2nuت  2 1nu تكونينترت  اينكتت
  بجباينتتا ي ساين.

fكتلأإنتاةيقصتتf ين  يةف لكتإذعتت fتتكونتتازعف ة.ت تةهتفكونتة فةي:ت
, : ( ) ( ) ( ) ( )x y I x y f x f y f f x f f y      ت

f ا   قتعةةظافتتعةسي قتتمابتعة عةت fكونتعلمااية تكتت 0 2 0 4 2; ( ); ( );u u f f u u f f u ت
رت  تت تاقير تكت  ذةكتعلمااية تت 51 3 1 3; ( ); ( );u u f f u u f f u .تكتتكونترت  تت تاقير ت

ت

 سل العدديةالسلا
 عدديةالسلسلة مفهوم ال .8

ةاكنت  *nnu
N

تااية ت.تنالأقت متت  *nnu
N

تتتعلح تعة يم:كتعلمااية تتذع

0 1
0

...
n

n n r
r

S u u u u


     

تتتruناتزتلهذهتعةساساتت يةاتز
nSتعلمج وعتعلجزئمتتنتعةات تت:nةاساستتذعتتعلح تعة يمتتnu.ت

1  يتتس بتعةك  تت 2n nu u  يقمتعةساستتتنتعةات تتت  n.ت
 .تمج ومتتعةسلاسلت   ا تتعلج عت عةضا ت    تحق قمتنؤةفتلأضيءتش يم ي

 تقارب سلسلة .9
ت  بيتعلجزئ تت(كتيجبتأنتتاقير تمجيnu)ذعتتعلح تعة يمتتruحتىتنقولتأنتعةساست nS.ت
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 

0

lim

n r

n r
r

S u

S u




  

  




 

تبخلافتذةك.متباعدة  مة ئذتنقولتأنتعةساساتت أنهيتتاقير ت.ت تكونتعةساساتت
ملاحظة هامة                     0r nu u   

1nuعلح :ت مابتعة  ومكتعة كستغيرتصح ح.تتثلتتيتناعهتفيتعةساستتذعتت n n  .ت

 سلاسل متقاربة 1.9
تRتنتتb تa عتيتعلح   تعلموج تت.ت ة كنذتnv تnuةاكنتعةساسااين

   إذعتتقيرnuنحوتUكت إذعت ينتتنتأجلت لnت:n nv uكتلأإنتnvنحوتVكتبح ثتV Uت
  إذعتآةnuنحوتتكت إذعت ينت, n nn v u  Nكتلأإنnvتؤ لتنحوتت.ت
 إذعت ين, n n nn a u v b u   Nكتلأإنتعةساسااينnuت nvتفستعة    تت.تنتنت

aUكتلأإنه يتتحققينتتV تUلأإذعتتقير ايتنحوتمج ومب ي V b U .ت
 مثال

1فيتعةساساتتذعتتعلح   تعلموج تت
nu

n
تتتت

1ة فةيتتنتأجلت لتفكونت nتت:n n1 تةهتت.ت 1

nn
1كتأي

1 nn u
n

  تت

1ةكنتن امت أنتعةساساتتذعتتعلح تعة يمت

n
ت.تتكونتأفضيتتا يم ةتnuتا يم ة.ت تةهتنساةاجتأنتت

 لاختبارات تقارب السلاس .11
 Riemannاختبار  1.11

1تكونتعةساساتتذعتتعلح تعة يمت

n
1تاقير تتإذعت ينتت تكت تكونتت يم ةتبخلافتذةك.ت

تممثلاتفيتعةساسمماتتذعتتعلحمم تعة مميمت
2

3

4
n

n
u

n


كتةمم فةيتبجمموعر كتت

n
u2تكمميلأ تت 1 3 5 3

5 3

1
n n

n




 كت

تلأبمتحسبتهذعتعلاخا يرتتا يم ة.

 : D'Alembertاختبار  2.11

ذعتتح   تتوج تت أنتتnu فاضتأنتعةساسات 1 0,n

n

u

u

   كتمة تيتn :تكتتفكونتة فةي

تتكونتتاقير ت.تnuلأإنتعةساساتتذعتتعلح تعة يمت1إذعت ينت
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تتكونتتا يم ة.تnuلأإنتعةساساتتذعتتعلح تعة يمت1إذعت ينت
ت.nuشأنتتقير تأ تت يم لاتيمكنتعساةايجتشمءت ت1إذعت ينت

فيتعةساساتتت1مثل
2

ln

3

n

n 
كتة فةي

2

2

ln ( 1)

( 1) 3
lim 2

ln

3

n

n

n

n

n





 




ت عةساساتتتا يم ة

3فيتعةساساتت تت2مثل 2

4

n

n

n 
كتة فةي

1

1

3( 1) 2
14lim

3 2 2

4

n

n

n

n

n

n

n







 




ت تةهتعةساساتتتاقير ت.

2عةساساتتت.مثل
ln 1

( 3)n
u

n n

 
  

 
بجوعرت تكيلأ تتت

2

2

n
تكتلأبمتإذنتتاقير ت.

نلاحظتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت
2 ( 1) ( 2)

ln 1 ln
( 3) ( 3)

    ln ( 1) ln ( 2) ln ln ( 3)

n

n n
u

n n n n

n n n n

   
   

  

      

ت

1 تةهتعلمج وعتعلجزئمتتتتتتتتت
ln 3 ln

3n

n
S

n


 


ln3Sفةابمتإ تت ت

 Cauchyاختبار  3.11
ذعتتح   تتوج تت أنتتnu فاضتأنتعةساسات 0,n

n
u   مة تيتتn :تكتفكونتة فةي

تقير ت.تكونتتاتnuلأإنتعةساساتتذعتتعلح تعة يمت1إذعت ينت
تتكونتتا يم ة.تnuلأإنتعةساساتتذعتتعلح تعة يمت1إذعت ينت
ت.nuلاتيمكنتعساةايجتشمءت شأنتتقير تأ تت يم ت1إذعت ينت

1فيتعةساساتتتمثلا

ln

n

n

 
 
 

1كتنحصلتمابتعةةبيفتت
lim 0

ln

n

n

n n

 
 

 
ت عةساساتتتاقير ت.

n فيتعةساساتت n

n
u n eكتنج تتlim lim

nnn

n n

n
n e

e



 
  تة يم  عةساساتتتا

 ملاحظة  
تس ج بتأفضيتمنتعةاقير ت.تتتCauchy منتتقير تساساتتكتلأإنتعخا يرتتD'Alembert إذعتأجي تعخا يرت

 : Raabe-Duhamelاختبار  4.11

ذعتتح   تتوج تت أنتتnu فاضتأنتعةساسات
1

1n

n

u
n

u


 
  

 
 

nكتمة تيت :تكتتفكون

تاقير ت.تكونتتتnuلأإنتعةساساتتذعتتعلح تعة يمت1إذعت ينت
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تتكونتتا يم ة.تnuلأإنتعةساساتتذعتتعلح تعة يمت1إذعت ينت

فيتعةساساتتتمثلا
2

1

2 2n n

 
 

  
كتنحصلتمابتعةةبيفتت

2

2

1

2 2
lim 1 2

1

( 1) 2( 1) 2

n

n n
n

n n



 
  
   
 
     

ت

ت عةساساتتتا يم ة.

 Cauchyاختبار  5.11
ت ريتةاقير تساساتت هوتشاطت يفيت ضات

تاقير تتتruتتكونتعةساسات 
1

0
p

q
r p

q

rp q u



 

  تت

عةساستتذعتتعلح تعة يمت 1لامث * 1
n

n
تة س تتاقير تكتينهيتة س تةكوشم.ت

تتتتة فةيو
1

2 1 1 1 1 1 1 1
... ...

1 2 2 2 2 2i n

n

i n n n n n 

       
 

 

1 تت فيتعةساساتتذعتتعلح   تعلموج 2لامث
nu

n
تتت

1ة فةيتتنتأجلت لتفكونت nتت:n n1كت تةهت 1

nn
1كتأي

1 nn u
n

  تتت

1ةكنتن امت أنتعةساساتتذعتتعلح تعة يمت

n
تتكونتأفضيتتا يم ة.تnu تةهتنساةاجتأنتكونتتا يم ة.تت

1فيتعةساستت .لامث

5
nnu

n



10ة فةيتت ln ( ) ln ( 5)nn

u nn
   تك تةه

ت 0 1 nn
u


 عةساسات  يةايليتتكونتتnuتتا يم ة.ت

 التقارب المطلق .11
تتاقير ت.تruتاقير تتت اقيكتإذعت ين تعةساساتتتruةساستتكونتع
nعةساساتتذعتتعلح تعة يمتمثلا: 

nu x1تكونتتاقير تكتإذعت ينتتx كت ة فةيت
0

1

1

n

r

x
x






.ت

 تقير تتت اقيكتتكونتتاقير ت. لتساستتتا
 .حتىتتاقير تساستتذعتتح   تتوج تكتفكفمتأنتتكونتمح   ةتتنتعيماب 
 ةاكنruت rvتساسااينتذ عتيتح   تتوج ت.تة فةيت: 
ت ت.؛تتكونتتاقيرتru لتساساتتتساخاجتتتنتساستتتاقير ت -
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nكت إذعت ينتنحوتتruإذعتتقير   - nv uتنتأجلت لتتn؛تلأإنتعةساستrvسااقير تنحوتتت
ح ثت . 

1تتاعةساستمثلا

!n
ت.eتاقير تكت لهيتعلمج وعت

 سلاسل هندسية .12
nذعتتعلح تعة يمتتruعةساستتعلهة س تتهمتعةساست

nu aq0ح ثتتa تت
 ملاحظة  

0a ينتتتإذع كتتكونتعةساستruتتا يم ةكتت
1q إذعت ينت كتلأإنت 1nS n a تك
1q إذعت ينت كتلأإنتعةساستruتتكونتتا يم ةكت
1q إذعت ينت كتلأإنت

0 1

r

r

a
a q

q






كت عةساستruتتا يم ة.ت

 ونصف تقاربها السلسلة الصحيحة .13
ت:علآت تتم  تحق قمتتُ  ب.تتُس بتساساتتصح حتتبم يتلاتتحق ق تتعة  يرةتعلجبرفتتx:تتعريف

2

0 1 1
0

( ) n r
rn

r

S x a a x a x a x a x




      ت

 تكممونتعةساسممماتتعةصممح حت
0

r
r

r

a x




كتتاقير مممتتإذعتُ جمم تتق  مممت
0

xتممنتتRبح مممثتتكممونتعةساسممماتتعةصمممح حتتت

0
0

r
r

r

a x




تاقير ت.ت مة ئذتتكونتعةساسات
0

r
r

r

a x




تنتأجلت لتxبح ثتت
0

x xت

ساسمممماتتصممممح حتتنصففففف قطففففر تقففففاربنسمممم مت
0

r
r

r

a x




علموجممممبتعلحق قمممممعة مممم  تتRبح ممممثتتكممممونتعةساسمممماتتت

0

r
r

r

a x




:تاقير تتت اقيتتنتأجلت لتxبح ثتتR xتا يم ةتتنتأجلت لكت تxبح ثتتR xت

تكيتاتتح   تعةساساتتعةصح تت عخلتمجيلتتقيربهي.تيمكنتعشاقيقت تت 1 ملاحظة

1nفيتحيةتت جو تعةةبيفتت  2 ملاحظة

n

u

u

فكونتنصفتق اتعةاقير تةاساساتتعةصح حتتهوتRت:ح ثت

1 1
lim n

n
n

u

u R




 
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 _________________________________________تمارين  محلولة 

 1-1 تمرين

 بين أن كل متتالية متزايدة ومحدودة من الأعلى تكون متقاربة، وتتقارب نحو حدها الأعلى. 
 الحل

ةماكنت n
xتااية متتتازعفم ةت محمم   ةتتمنتعيمامب.تعلمج وممتتت  ,

n
E nx  همممتمج وممتتجزئ متتغميرتخية ممتت

 .كتلأبمتتق لتح عتأمابت تن

بح ثت 0nكتفوج تم  تصح حتEةنتفكونتحي عتةممم  يتيكتوجبتتم  تنتأجلت ل
0n

x   

 بميتأنتعلمااية تتتازعف ةتت
0

0 n n
n n x x     تةهت 

n
x   

 علمااية ت n
x تاقير تنحوت. 

 2-1 تمرين

، ومحفدودة مفن الأعلفى علفى المجفالموجبة ومتناقصة fبين بأنه إذا كانت الدالة  ,a  فإنهفا تقبفل ،
ت.تإلىتxينتهينهاية عندما 

 الحل

علمجممممميلتتمامممممب ,a عة عةمممممتكتf تاةيقصمممممتت توج مممممت( ( ) 0, )f x x a  تإذنت. ( , )f a  هممممممتمج وممممممتت
تةاح تعلا نىتلهذهتعلمج ومت.تmمح   ةتتنتعلا نى.تناتزت مم

0 لتنتأجلتت تفوج ت( )x تنتت ,a بح ثتفكونتت ( ( )m f x m   ت
تتتتإذن ( ), ( ) ( ( )x x m f x f x    ت

0  ذةكتتب يت ينت فوج تت( )x تنتت ,a بح ثت( )x x تساازمتت( )m f x m   .ت
lim  ةا جتت ( )

x
f x m


.ت

 .-1 تمرين

 بين أن كل متتالية من الأعداد  الصحيحة متقاربة تكون مستقرة.
 الحل

)ةاكن )na 1.تتخايرتتاقير تتنحوت تااية تتمةيصاتتنت
3

 0كتفوج تم  تصح حتn تبح ثت
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0
1
3nn n a    .1 بميتأنتعلمجيلت 1

,
3 3

  
  

لاتيمكةهتأنتفش لتإلاتم  عتصح حيكتلأ كونتت
ة فةيت يةضا رةت

0
0 n nn n a a   علمااية تت  ( )na تساقاةت.تإذنتنهيفتتعلمااية تت( )na همت

0
na ف نيتم  ت

 صح ح:تإذعتتقير  تتااية تتأم ع تصح حتكتلأإنهيتتاقير تنحوتم  تصح ح.

 4-1 تمرين

)لتكن  )nx  1تت:بالشكلمتتالية معرفة

1n
n

n x
n


 


ت

ت.1أثبت، باستخدام التعريف التقارب، مع 
 الحل

1ة فةيت 2
1

1 1n
n

n x
n n


   

 
ت ة كنت.كتتنت*

 .2فكفمتأنتفكونت
1n


  حتىتفكونت

1nx   0 يمكنتأنتنأخذn 2هوتعلجزءتعةصح حتةمم


 . 

 5-1 تمرين

)2بين بأنه إذا تقاربت المتتاليان  )nx  2و 1( )nx   تفإن المتتاليةكتنحو نفس النهاية( )nx  تكون
 .متقاربة أبضا نحو

 الحل

0ةاكن . 1فوج تn 1بح ثتفكونت تنت 2nn n x    ت
2بح ثتفكونت تنت 2n ت 2 1nn n x    ت

كتأ تم  تصح حتلأا يتع برتتنتأ ت12nكتم  تصح حتز جمتع برتتنتع تفسي يتpتنتأجلت لتم  ت
22فسي يت 1n  .فكون px  . 

1  إذن 2max(2 , 2 1) pp n n x      

) تةهتعلمااية تت )px تاقير تتأ ضيتنحو. 

 6-1 تمرين

) نعرف المتتالية التدريجية )
n

u0   :       ، بالشكل

1 0

1

5 8 ,nn

u

u u n

 


  
 

nبحيث تكون المتتالية ذات الحد العام عين العدد الحقيقي   ..11 nv u  ،تواستنتج تnvتثمت

nuتبدلالةn 
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0       أعد نفس الطريقة من أجل المتتالية  ..22

1 0

2

3 1 ,n n

u

u u n




  
 

 الحل
1تة فةي  ..11 1; 5 8 5( ) 8 5 4( 2)n n nn nn v u u v v                  Nت

2إذنتتنتأجلت كتتكونتعلمااية تت( )
n

vت5تهة س تت عسيسبيت

05n
nn v v  N0 بميتأنت 0 3v u   3.تإذنت 5n

nn v   Nت
2n nn u v   N2 تةهتت 3 5n

nn u    Nت

22..   3هوتحلتعلم ي ةتتعلمالأقتت يلمااية ت.ت ة فةيت 1  1 تةهتت

2
 . 

*1إذنتت 3 1

3 1

n nu u
n

 

 
  

 
Nاحتطافتتنتطافتبج تت   

1ت
* 3( )n nn u u     N علمااية تتتذعتتعلح تعة يمت nu همتتااية تتهة س تت أسيستت

03ت.ت تةه3 ( )n
nn u u     Nت

1تتأي 5
3

2 2n
nn u    N1ت أخيرعتتتتتت

(5 3 1)
2n

nn u    Nت

 7-1 تمرين

1تتأحسب نهاية المتتالية

1
lnn

n
x

n
n




ت

 الحل

1ة فةيتتتتت 2
1 1

2 1 2 1
ln lnn

n
n x

n n
n n  

      
2.ت بميتأنت

1n 
تلأإن. 0تةابمتإ ت 

2 2
1

1 1
ln

n n
 
   

1 تةهت 
1n

n
x

n 
1lim  أخيرعتتتت  nn

x


 

 8-1 تمرين

)جد حصرا للمتتالية  )nS :المعرفة كما يلي *

2
1

n

n
k

n
n S

n k

 


  

 واستنتج تقاربها ثم احسب نهايتها.   
 الحل

2 تتة فةيتتتتتتتتت 2 2
3

1 2
n

n n n
n S

n n n n
     

  
ت
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)علمااية ت )nS بمج وعتn ح .تأ برتهذهتعلح   تهوت
2 1

n

n 
  أصغاهيتهو 

2
n

n n
 

*تتتإذن
2 2 1

n
n n

n n S n
n n n

  
 

ت

2 يميتأنت 2

2 2
1

1
lim

n

n n

n n n
 

 
)لأإنتعلمااية تتت )nS . تعلمحصورةت ينتتااية اينتتاقير اينتنحوتعةوعح

) تةهتعلمااية تت )nS 1تاقير تنحو. 

 9-1 تمرين

)أدرس المتتالية  )nu :المعرفة كما يلي *
2 1

1

2
2

n

n
k

k
n u

n





 
   

 
  

 الحل

تنت kنلاحظت أنتعلج عءعتتذعتتعي ةت 1, 2, ,n3تكونتأ برتتنتأ تتسي يتت
2

 تكونتعيخاىتأ برت 
 .1تنتأ تتسي يت

إذن:ت 3
2

n

nu  .بميتأنت  3
2

n

)لأإنتعلمااية تتتةابمتإ ت  )nu تةابمتأفضيتإ ت.ت

 11-1 تمرين

)وتصرف المتتالية  الأدنى المحتمل ، والحد الأعلى المحتمل والحدالتغيراتاتجاه عين  )
n

u  في الما
 لانهاية. في كل حالة من الحالات الآتية:      

 
2

2

3 1
1) , 2) , 3) ln 1 , 4)

1 1
n n n n

nn e
u u n n u u

n n n


     

 
 

 الحل

 1ة فةيت

2 2 2 2 23 ( 1) 3 2 2 3 3 4

( 1) 1 1 2 1 ( 1)( 2)nn

n n n n n n n
n u u

n n n n n n

       
        

      
Nت

0n يميتأنت n  N1لأإنتت 0nnn u u   N لأبمتمح   ةتتنتعيمابت يلح ت علمااية تتتاةيقصت.ت

0 3u  ت.
2

lim limn n
x x

n
u u

n   


  

ت غيرتمح   ةتتنتعلا نى 3بــ مح   ةتتنتعلامابت،  علمااية تتتاةيقصتت تا يم ةتنحوت
 1ة فةيت ( 1) 1 ( ) 1 1nnn u u n n n n n n

             
 

Nت
1نضا ت نقسمتفيت 1n n  : 
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1

(1 1)(1 1) 2

1 1 1 1
nn

n n n n n
u u

n n n n


     
  

     
ت

1  لتعلح   تتوج تت تةهت 0nnn u u   N0 علمااية تتتازعف ةتلأبمتمح   ةتتنتعلا نىت م 0u ت
) ة فةيت 1)nn u n n   Nتةهتت lim n

x
u

 
  

ت غيرتمح   ةتتنتعيماب. 0بــ مح   ةتتنتعي نىت،  علمااية تتتازعف ةت تا يم ةتنحوت

 علمااية تتت الأتتماب*Nتت* 0 1n n n    N1 تةهتت 1

1n n



1 تةهت 1

1 1
1n n

  


 

ت تةه 1 1
ln 1 ln 1

1n n

 
    

1إذنت
*

nnn u u  N ةيقصتكتلأبمتمح   ةتتنتعيمابت علمااية تتتا

1 مم ln2u 1كت ة فةيت
lim lim ln 1 0n

x x
u

n   

 
   

 
 

ت غيرتمح   ةتتنتعيماب. 0بــ مح   ةتتنتعي نىت، 0 علمااية تتتاةيقصتت تاقير تتنحوت

 1تة فةيت

2
1

2 2 2 2

( 1) 2 ( 1)

1 ( 1) 1 1 ( 1) (1 )
nn

n
n n e e n n ee e

n u u
n n n n



     
 

     
      
 

N 

)2.تن رستإشيرةتعة  يرةتتتneعلمقيمتتوجبت  ذةكتت ) ( 1) 2 ( 1)P n e x x e    تنلاحظت أنتمح  ت.
24هذهتعة  يرةتهوت 12 4e e   هوتسيةبكت تةهتإشيرةتت ( )P nتنتإشيرةت( 1)e لأبمتإذنتتوج ت.تت 

1 تةهت 0nnn u u   N0تتتازعف ةكتلأبمتمح   ةتتنتعي نىت مم علمااية ت

1

2
u ت ة فةيتك

2
*

2 21
n

ne n
n u

n n
   


N2كتت

lim
n

ne

n 
2 تت

2
lim 1

1n

n

n 



lim تةهت

n
nu


 

بــت مح   ةتتنتعي نى،  علمااية تتتازعف ةت تا يم ةتنحوت
1

2
ت غيرتمح   ةتتنتعيماب. 

ت11-1 تمرين
 )( nu و( )

n
v بحديهما الأولين   على تانمعرف متتاليتان

0
uتوت

0
v  مع

0 0
0 v u   

1nومن أجل كل        : 
 

1 1

1 1

1
2

n n

n n n

n
u v

u u v

v  

 
  





 

)(تبين أن     nu و( )
n

v .متقاربتان، ولهما نفس النهاية 
 الحل

)( علمااية اينتتتت nu  ( )
n

v تين.تاجي رت
 تة فةي   

2

1 1 0 00 0 0 0

1 1
0

2 2
u v u vu v u v       
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1 فاضت 1 0n nu v  كتإذنت 
2

1 1

1
0

2
n n n n

u v u v
 

   0كت  ذةكتتنتأجلت لتn  ،

n nu vت
 نث  تأنتعلمااية اين )( nu  ( )

n
v 0تنتأجلت لتت تنتجباينتتا ي ساينرت  اينتn :كتة فةي 

   1

1 1
0

2 2n n n n n n n
u u u v u u v


       ت

 1
0

n n n n n n n n
v v u v v u u v


     ت

)(إذنتعلمااية تت nu تاةيقصتتتميتيكت علمااية تت( )
n

v .تتازعف ةتتميتي
 ة كنk تصح حتتوجبت  فمكتة فةي:م   

     
2

1 1 1 1 1 1

1 1
0

2 2k k k k k k k k
u v u v u v u v

     
       

 نح تتنتعيمابتعةك  تتتت 1 1k k
u v

 
يلح تت  1 1k k

u v
 

تكتلأةحصلتماب:ت

 1 1

1
0

2k k k k
u v u v

 
   ت

تلأةحصلتمابتعلمترعجحيت: k، ...،1كتمابتعةترت بتعةق متkن  متةممتتتت

 

 

 

1 1

2 2

0 0

1 1

1 1

1
0

2

1
0

2

               

1
0

2
n n n n

u v

u v

u v

u v

u v

u v
 


   


    



    


ت

ثمتنجايتج عءتطافتإ تطافتلهذهتعلمترعجحيتكتلأةحصلتمابتتتتت 0 0

1
0

2
n n nu v u v   تت

1كتلأإنتn مة تيتفةابمتتتتت

2nتةهت  تةابمتإ تعةصفا.ت lim ( ) 0
n

n nu v


 .ت
)(  علمااية اين nu  ( )

n
v .تتاجي رتينكت تاقير ينتنحوتنفستعةةبيفت

 12-1 تمرين

2أحسب النهايتين : 

2
sin!2

1) , 2)
cos

lim lim
n

n n

n n nn
e

n n 




ت

 الحل
2ة فةيت (1 ( !)n o n2كت تةهتت ! !n n nثلت.ت  يلمcos 1n  2 تlim( )n  . 

 إذن
2cos ( )n o n   2 2cosn n n .2  تةه 2

2

cos

! !n n n

n n n




2 بميتأنت  ( !)n o nت
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 لأإن
2

0
!

lim
n

n
n

   2
!lim

n

n

n
2    أخيرع

!2

cos
lim

n

n

n

n n





 

2ة فةيت (2 2sinn n n n n  ،2إذنتبميتأنتعة عةتتعلاس تتتازعف ةتلأإنتت 2sinn n n n n
e e

 
 

2 ة فةيتعفضيت ( 1)n n n n   إذن  
2( )lim

n
n n


    2

lim
n

n n
e




ت

2 أخيرعتنساةاجتتتتتتتتتتتتت sinlim
n

n n n
e




 

 .1-1 تمرين

نعتبر المتتالية    *nnu
N

    حيث: 
1

1

1

2
, 2

1

n
n

n

u

u
u n

u





  

 

3nنضع  ( أ
n

n

u
v

u


. 

بين أن   nv  د أساسها واكتب حدها العام.جمتتالية هندسية؛ 
lim، ثم احسب nبدلالة  nuأكتب  

x
nu


 

1في الحالتين  nuادرس  ( ب 0u  ،1 1u  . 
 الحل
 1nv لاةتتت  nv:ت

1
1

1 1

3 3 3 1 3 1 3 1
1 1 1

2 2 2 2 2

1

n
nn

n n nn n

n

u
v v

uu u u u

u




 

  
             

 


 

 علمااية تتت nv1هة س ت؛تأسيسبيتت

2
1 ح هيتعي لتت

1
1

3
2

u
v

u


  .ت

ت:n  لاةتتتnvم يرةتتتتت
1

1
( 2)

2

n

nv


 

    
 

 

3تتتت:nu تةهتم يرةتتتتتتتتت 3

1

n
n n

n n

u
v u

u v


  


 

 

 

3 3

1 1 4 1 2

3
lim lim 3

1 4 1 2

n

n

n

n

nn n

u
v

u
 

 
  

 
 

ت
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 1علحيةتت 0u :ت
علمااية تت nvة ستلهيتت أ.تةكنتت nuثي اتكت تسي فتتةاصفاتت, 0nn u  N. 

 1علحيةتت 1u  ت: 
علمااية تتتتتت nv1 أسيسبيتت4هة س تكتح هيتعي لتت

2
؛ت ح هيتعة يم:تت 

تت:nتب يتفكونتتتتتتتتت
1

1 1
4 8

2 2

n n

nv


   

        
   

 تةهتكتتتتت
 

3

1 8 1 2
nnu 

 
 

 فيتهذهتعلحيةتتتكونتأفضيتتتتت nuت(.3تاقير تت)نحوتت

 14-1 تمرين

    المتتالية: أدرس 
0

1
*

0

1
,

1
n

n

u

u n
u







   
N

 

 الحل
توج تت تةا متإ تعلمجيلتتnu لتح   نلاحظت أنتت 0,1:ت

مابتعلمجيلتتfةةةظاتفيتتغيرعتتعة عةتتعلمسا اة 0,1:تت 0,1 , ( ) 0x f x  ت
 fتاةيقصتتمابتعلمجيلتت 0,1ساخاجاينتتااية اينتكتإذنتتوج تت 2nuت  2 1nu رت  اينت فيتعتجيهتت

تت ي س:

0نلاحظت أنت 0u 1كتت 1u 2كت

1

2
u كت تةهت 2nuتازعف ةت تت 2 1nu تتاةيقصت.ت

 ةكممممممونت nuنهيفابمممممميكتلأممممممإنتتتاقير ممممممتت ةمممممماكنتت 2nuت  2 1nu تتاقير اممممممينتأفضمممممميتنحمممممموتنفممممممستعةةبيفممممممتتت:
  f fينتت(  22( 1) nn

u f f u


تت f fتتسا اة(.تت

1ة فةيتإذنت

2





1عةتيتت  متعةق  تتت 5

0.618
2


 .ت

 15-1 تمرين

) نعرف المتتالية التدريجية )
n

u:بالشكل ،       
0

1

2
1

0
2

,
n

n

u

u
u n







 

 


R

 

)ما هي النهايات الممكنة لفف   ..11 )nu ؟ 
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)( بين أن المتتالية  ..22 nu متزايدة مهما كان nN. 
 من أجل  ..33  00 , 1 u  أثبت أنه من أجل كل ،nN0 يكون لدينا 1nu . 

)واستنتج أن المتتالية     )
n

u متقاربة. ما هي نهايتها في هذه الحالة ؟ 
01 من أجل  ..44 u أثبت أنه من أجل كل ،nN1يكون لدينا nu استنتج أن ،lim nn

u


   . 
تتتالحل

1تالمتتالية التدريجية  ( أ     

2
1

2

n

n

u
u 


0تتمعتu Rت: 

)النهايات الممكنة لف  ..33 )
n

uت: 

)إذعتتقير  تعلمااية تت )
n

uيحقق:تتكتلأإنتتنحوت
2

1

2


2كت تةهت

2 1 0  .ت
)  يةايليتإذعتتقير  ت )

n
u1تنهيفابيتساكونتهم:تتلأإنتت.ت

ت

)(تتزايد المتتالية  ..44 nuت: 

ت:نضعت
n

xu كتتتت
1

( )
n

f xu


كتلأ كونتتتتتتتتتتتت
2

1

2
( )

x
f x


.ت

تتتتتتتتتتةيتة ف 
2

21

2

1
( ) 1

2

x
f x x x x


    تتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت

)تتتتتتتتتتتتتتإذن ) 0f x x ت
)علمااية تتت )

n
u1تتتحققت:ت; 0nnn u u   Nت تةهت( )

n
uتتب يت ينتتازعف ةتnN.ت

 

تمن أجل  ..55  00 , 1 u تنثبت بالتراجع أنه من أجل كل كnN0تيكون لدينا 1nu ت: 
 

عة عةتتت
2

1

2
( )

x
f x


تسا اةت تق لتعلاشاقيقتمابتتت الأتت Rح ث:تتك( )f x x  

)تتإذن ) 0 , 0f x x    
ت

,0تت:ة فةيت 1

1
inf

2
f

  
0 تتتتتتتتت, 1

sup 1f
  

ت
ت

تتتتت تةهت    1
2

0 0, 1 , 1 , 1f        
ت

;تتتتتتتتتت أخيرعت 0 1nn u   Nت.   
):تبميتأنتنتيجة  )

n
uت.تنتعيمابكتلأبمتتاقير تتة مح   تازعف ةتت( )

n
u1تاقير تنحوتعةةبيفتتت.ت

ت
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01تمن أجل  ..66 uتنثبت من أجل كلكتnN1يكون كت nuت: 
 

  وضع:ت
n

xu تت 
1

( )
n

f xu


أنتت بميكتت( )f x01كتلأإنهتإذعت ينتتتازعف ة u:تكتفكون
; 1nn u  Nتك

)علمااية تتتكون تت )
n

uكتةكةبيتةنتتكونتتاقير تتفيتهذهتعلحيةتكتينةيتةوتلأاضةيتأنتتازعف ةتأفضيت( )
n

uتمح   ةكت
)لأساص حتت )

n
uتتاقير تتنحوتت. 1:0تتتكت مة ئذت; nn u u  Nت

01.تةكنت0uكتفكونت:تn يلما رتمابتعةةبيفتتلميتت u1كتت تةهت .ت
) هذعتفةيقضتعةفاض.تإذنتعلمااية تتعلمازعف ةتت )

n
uتةهتتلأبمتة س تتاقير ت.ت lim nn

u


  ت

 16-1 تمرين

لتكن المتتالية ذات الحد العام تتتتت
1

1 1 1

1 2 k

n

n n n n k
u



   
 

كتتت( 1)n  

)بين أن المتتالية ذات الحد العام  )
n

u متزايدة ومحدودة من الأعلى، فهي إذن متقاربة 
 الحل

 تتة فةي
1

1 1 1 1
0

1 2 1 2 2 (2 1)(2 2)n n n n n n n
u u


      

    
 

) علمااية تت )
n

u .تتازعف ةتتميتي
1k تنتأجلت 1كتفكونت 1

n k n



1 لأةحصلتمابتعلمح   فت

n
u ت

) بميتأنتعلمااية تت )
n

u تتازعف ةت مح   ةتتنتعيمابكتلأبمتتاقير ت

 17-1 تمرين

)( لتكن nu و( )
n

v و( )
n

w لي :كما ي  معرفة على متتاليات ثلاثة 

 
0

1

2

1
2

3n n n

u

u u v






 


 ،
 

0

1

1

1
3

4n n n

v

v u v






 


  ،
n n n

w u v  

 بين أن .1 nw ثم أحسب .متتالية هندسية، يطُلب تحديد أساسها وحدها الأول lim n
n

w


. 
)(تبين أن .2 nu و( )

n
v (.في هذا السؤال  لا يطُلب حساب)  متجاورتان، ولهما نفس النهاية 

) نعتبر المتتالية .3 )
n

C : المعرفة بالشكل , 3 8
n n n

n C u v    

) أثبت أن )
n

C تة، واستنتج النهايةمتتالية ثاب . 
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 الحل

)تأن نبين  ..11 )nwهندسيةت 
   

 

1 1 1

1 1
2 3

3 4

1 1 1 1
                                        =

12 12 12 12

n n n n n n n

n n n n n

w u v u v u v

u v u v w

  
     

   

ت

) تةهت )nw1همتتااية تتهة ستتأسيسبيتت
12

كت ح هيتعي لت
0 0 0

2 1 1w u v    تك
1هوتتح هيتعة يم

12nn
w 1 ة فةيتعةةبيفتتتت

lim lim ( ) lim 0
12

nn n n nn n
w u v

  
   ت

)تبين أن  ..22 )nuت ( )nvمتجاورتانت 
   1

1 2 2 2 2
2 0

3 3 3 3 3n n n n n n n n n n
u u u v u u v u v w


            ت

   1

1 1 1 1 1
3 0

4 4 4 4 4n n n n n n n n n n
v v u v v u v u v w


         ت

1تت ة فةيتأفضي 1n n n nn nn u v v v u u       ت
)إذنت )nuت ( )nvت.تاجي رتينكتلأس كونتله يتنفستعةةبيفتتت

)تنبين أن المتتالية  ..33 )
n

cثابتةت 
1 1 1

1 1

3 8 3 8

2 1
                    = 3 ( ) 8 ( ) 3 ( ) 8 ( ) 0

3 4

n n n n n n

n n n n n n

c c u v u v

u u v v w w

  

 

    

      

ت

) تةهتتتتتتتتتت )
n

cتثي ات.ت

0تتتتتإذنتتتتتتتتتتتت

0 0

,

                     =3 8 3(2) 8(1) 14

n
n c c

u v

  

   
ت

) بميتأنت )nuت ( )nvت:تله يتنفستعةةبيفتتت

lim 3 lim 8 lim 3 8

      14 11

n n n
c u v   


14 تةهتتتتتتتتتتتت

11
 

 18-1 تمرين

  أدرس المتتالية ذات الحد العام 
1

2

1

p

n

n
n

n p
u






ت

 الحل

1تنتأجلتت p n 2كتفكونتة فةيت 2 2
1 1 1

1n n n p n
 

  
1pبج عتعلح   تتنت. و   إ p nتك
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2 3

2

3

0 1

1

x

y

u 0 u 1 u 2

A
0

A
1

A
2
L

نحصلتمابتتتتتتتتت
2 2

2 2 1
n

n n
u

n n n
 

 
 

لأإنتتnإذعتتيتعناب ت
2

2
n

n n
 تت

2

2 1

n

n 
lim.ت تةهت1سااقير ينتنحوتنفستعةةبيفتت   1

n
nu


. 

 19-1 تمرين

)يرمز )4تلمنحنى الدالةت 1
( )

1

x
f x

x





,O) ومتجانس متعامد معلممستوي منسوب إلى في   , )i j

 

 

   ( )nu علىتالمتتالية المعرفة :      
0

1

1

4 1
, 0

1

n
n

n

u

u
u n

u





  

 

)والنهايات الممكنة لففففففف .حساب الحدود )nu 

0:ة فةي   1u  1 ك 2.5u  2 ك 3.14u ك  

3 3.28u 

    إذعتتقير( )nu 4كتلأإنهيتتحقق:ت نحو 1
1





 ك

2 أي   3 1 0   تةه  
13 3

2


. 
)ساخ متعلمةحأن ) علمساق م  ( ) ت ي ةاه عةذيy x 

,O) امعلمفيت , )i j
 0كتلإنشيءتعةةقطA  1A  2A  3A 

)ماب ) 0عةفوعصلت ذعتu  1u  2u  3u 

 (.2.1 )عةشكلت
  نثبت بالتراجع أنه من أجل كل n 1 يكون من ( 13 3) 2nu   

1   ءتعةترعجعتمُحقق.ت فاضتأن         ( 13 3) 2nu   بميتأن f تازعف ة:ت
(1) ( ) ( 13 3) 2( )nf f u f    

5   يةايلي       4 ( ) ( 13 3) 2nf u   11  تةهتأفضي ( 13 3) 2nu    ت هوتعلم او .ت
1   إذن         ( 13 3) 2nu    علمااية ت  ( )nu .)تمح   ةت)تنتعيمابت عيسفل

  تزايد المتتالية ( )nu .وتقاربها. وتعيين نهايتها 
1: إشيرة 1

2
(4 1) ( 1) ( 3 1) ( 1)n n nn nn n n n nu u u uu u u uuu          تكتتوج تتماب

)علمجيل 21; 13 3)I  
  ش لتمي عتح   عةذيتف ( )nuيةايلي ك   ( )nu تازعف ةتتنتأجلت ل n 

 .تن

( )Δ  

( )Γ  

 

2.1شكل   
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) بميتأن )nu مح   ةتتنتعيمابكتلأبمتإذنتتاقير ت.ت تاقير تنحو ( 13 3) 2 3.30 . 

 20-1 تمرين

3نعتبر الدالة                 أ (
3

1
)( 2  xxxf 

 

، واستنتج أنه إذا كان xf)(أدرس تغيرات.ت1  x3;0  فإن  )(3;0 xf. 

xxfأن  xR بين أنه من أجل كل.ت2 )(. 

نعرف المتتالية التدريجية   (ب  nu:بالشكل ، 
















0,3
3

1 2

1

0

nnnn uuu

u R
 

(، استنتج أن المتتالية 22-باستخدام السؤال )أ.ت1 nu .متزايدة 
من أجل .ت2  03;0 u (، أثبت من أجل كل11-وباستخدام السؤال )أ nN 30أن  nu. 

واستنتج أن  nu متقاربة، ما هي نهايتها في هذه الحالة ؟ 
03من أجل .ت. uأثبت من أجل كل ، nN أنnu3ثم استنتج أن . 


n

n
ulim. 

 الحل  
21عة عةتتت.1تتت (تأ

( ) 3
3

f x x x  ت الأتت تسا اةت تق لتعلاشاقيقتمابتتRتح ث:تتك
2

( ) 1
3

f x x   
)ج  لتتغيرعتت )f x:ت

ت

2تتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت تxتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت3
              0             ت

( )f xت
تتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت

 

9 ت4
( )f xت

ت
ت

ت علاساازعمكتxf)(تغيرعت  x3;0تتت  )(3;0 xf. 

( )Γ  
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تت:ة فةي
 0,3

inf (3 2) 9 4f f تتتتتتتتت  0, 3
sup (0) (3) 3f f f  ت

تتتتتت تةه      0 0, 3 9 4, 3 , 3f    ت
xxfتفكونتxRتأنهتتنتأجلت لن ينت.ت2 )(. 

)تنضعت ) ( )g x f x x 2لأ كون:تتتت 21 1
( ) 3 ( 3)

3 3
g x x x x x     ت

)تتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت تةهتعلم او  ) 0x g x   
ت (

0

2

1

1
3  ;   0

3
n n n

u

u u u n





   


ت

جتأنتيت(كتعساةا22-أ)تتن.ت1 nuتازعف ة.ت 
تنحصلتماب:تnuةاق  تتتx  أخذت(2-)أتنت

2

1
( )

1
              ( 3) 0

3

n n n n

n

u u f u u

u


  

  
ت

) تةهت )nuتتازعف ة.ت
ت رعستتتقير تعلمااية ت.ت2 nu 

تنتأجلت  03;0 uوضعتت  
n

x u:تكتفكونتة فةيت
   1
0 , 3 0 , 3

n n
u u


  ت

تأ تعساخ عمت اهينتعةترعجع.
)علمااية تت )nuت(تلأبمتتاقير ت.3 ةتتنتعيمابت) متتازعف ةت مح  تت

تعةذيتيحقق:تتت همتتاقير تنحوتعة   تعلحق قمت 0,3  ( )f ت
21ة فةيتتتتت

( 3) 0     ( )
3

f   ت تةهتت.lim 3nu


 ,ت
03تنتأجلت.ت. uتث  تتنتأجلت لنكتnNأنتnu3تعةةبيفتتجيتعساةا ت.تlim n

n
u


. 

03تنتأجلت u؛تنحسبتنهيفتت( )nuمابتت 3,وضعتت nx uت
2

2

1

1
( ) 3

3

1
( ) 3

3

2
( ) 1 0  ,  3

3

n n n n
u f u u u

f x x x

f x x x


   

  

     

ت
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03تنتأجلتإذنت u3فكونتتتnn u  ت
ت(تنساةاجتأنتعلمااية تتفيتهذهتعلحيةتتتازعف ة.2- تنتعةسؤعلت)أ

) ةةفاضتأنت )nuنهيفابمي.تعةمتيتتمح   ة.تلأاص حتعلمااية تتفيتهذهتعلحيةتتتازعفم ةت محم   ةتلأبممتإذنتتاقير متكتةماكنت
تتحققتت

2

3 3
3

    ت
)ةكنت )nuتإذنتازعف ةتت:

0
0  

n
n u u  ت

ت0u يلما رتمابتعةةبيفتتنج :ت
0ةكنتن امت أنت 3u 3إذنتت.ت

) هذعتفةيقضتعةفاضت أن:ت )nuتمح   ة.ت
) بميتأنت )nuكتلأبذعتفؤ يتإ تأنتتازعف ةت( )nuتؤ لتإ تت.تأيتتتتتتlim n

n

u


 ت

 21-1 تمرين

لية ذات الحد العام:   نعتبر المتتا
!

1
n

vn        )( nN. 

أحسب   ..11
n

n

v

v 1   المتتاليةوأثبت أن)( nv متناقصة مهما كان nN. 

يكون n1أثبت أنه من أجل كل   ..22
2

11 

n

n

v

v . 

1أن استنتج   ..33

2

1









n

nv   ، n1ماذا نقول عن المتتالية .)( nv والسلسلة  nv ؟ 
 الحل

1تتة فةيت:تح  ..11 1
1

1

n

n

v
n

v n

   


Nوج تتعلح   تعلم تةهتعلمااية تتذعتت.تت( )nvت.كتتاةيقصتت 

1تتة فةيت: 1
1

1

n

n

v
n

v n

   


Nوج تتعلح   تعلم تةهتعلمااية تتذعتت.تت( )nvت.كتتاةيقصتت

2لأإنتn1إذعت ينت  ..22 1n 1كت بميتأنت 1

1

n

n
n

v

v
 


كتلأإنت

2

11 

n

n

v

vينتتتتب يت n1. 

  :تnPصحتتعلخيص تت يةترعجعتةةث    ..33
1

1
0

2

n

n
v


 

   
 

 ت.n1تنتأجلت لتت

كتلأس كونتة فةيتn1صح حت.تإذعتعناقاةيتإ تعةق  تتت1Pة فةيتت 1
10
2

n

n
v


 ك 

ت.n1تب يت ينتnPأيتأنتتتتتتتتتتتتت
limكتنساةاجتأنتn يلما رتمابتعةةبيفتتلميت ت 0

n
n

v


.ت
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 22-1 تمرين

 المعرفة على المجال fنعتبر الدالة  أ ( 0 ,  :2   بالشكل
( ) 3

1
f x

x
 


 

على المجال fأدرس تغيرات  ..11 0 , .  
0إذا كانبرهن بأنه   ..22 ; 1 2 x  

 
0 فإن  ; 1 2 ( )f x  

 .  
)( نعتبر المتتالية العددية  ( ب            nu بالشكلالمعرفة على ، : 

0

1

1

2
3 , 0

1n

n

n

u

u
u





  
 

 

)لـ ما هي النهايات الممكنة. 3u و 2u و 1u أحسب  ..11 )
n

u ؟  
) مثل بيانيا المنحيـَيْن اللذيْن معادلتيهما  ..22 )y f x وy x في معلم متعامد ومتجانس 

( ; , )O i j
  ،  0ثم استخدمهما لإنشاء النقطA 1 وA 2 وA 0 ذات الفواصلu 1 وu 2 وu .

 .سم( 4 الوحدة) على الترتيب.
10 يكونnN أنه من أجل كلأثبت باستخدام البرهان بالتراجع   ..33 1 2n nu u    . 

 تستنتج ؟ ماذا
) عتبر المتتاليةن  ( جـ      )

n
v 0 المعرفة بحدها الأول 3v  والعلاقة n 1

n

2
v 3

v 1
مهما    

 nN كان

)، أن المتتالية nN من أجل كلأثبت،   ..11 )
n

v .متناقصة 
 ، أنnN من أجل كلبين   ..22 1

4
2

n

n nv u  .  واستنتج بأن)( nu و( )
n

v .متجاورتان 
limهي ما nn

v


 ؟
 الحل

2الدالة. 1  ( أ  
( ) 3

1
f x

x
 


 حيث  Rمستمرة وتقبل الاشتقاق على  

2

2
( )

( 1)
f x

x
 


 

) ومنه     )f x: على المجال متزايدة 0 , . 

0ليكن. 2                       , 1 2 x  
  0. بما أن 1 2x   وf  متزايدة  على 0 , فإن ، 

(0) ( ) (1 2 )f f x f   
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1أيضا  ومنه ( ) 1 2f x    : وأخيرا نحصل على  0 0,1 2 1,1 2 ,1 2f          
     

 

)النهايات الممكنة لـ، و 3uو  2uو  1uالحدود. 1  ( ب )
n

u 
 1سا  جدد: بالح 2u    ،2

7

3
2.33u      ،3

12

5
2.4u   

       ذات الحدود الموجبة إذا تقاربت المتتالية ( )
n

u 2ق:: تح هذه النهاية، فإن  النهاية نحو
3

1
 


، 

2 أي:
2 1 0  .  وبالتالي إذا تقاربت( )

n
u 1 نهايتها ستكون هي:  فإن 2 2.41  . 

 يكونnNمن أجل كل أثبات باستخدام البرهان بالتراجع :   ..33

10 1 2n nu u    ... * 
0أن: بما  1u    1و 0( ) 2u f u  فإن المتراجحات ، *  0تتحق: من أجلn . 

0 أجلمن  n 10، نفرض أن 1 2n nu u     . 
متزايدة  على  fبما أن 0 ,  (0)1، يكون ( ) ( ) (1 2 )n nf f u f u f    

1أي  21 1 2n nu u      : 1، ومنه 20 1 2n nu u     

,1  إذن :  0 1 2n nn u u       
)(إذن  nu 1متزايدة ومحدودة من الأعلى بـ 2  1قار  نحو  فهي متقاربة. تت 2 1.41  . 
    . 

A
0

A
1

A
2

0 0,5

0,5

:

u
0

u
1

u
2 

.21 شكل  

x 

y 

( )y f x  

y x  

O 
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)، أن المتتالية nNمن أجل كل ، . نثبت1  ( جـ )
n

v متناقصة 
      نثبت بالتراجع أن: **  ...1, nnn v v   

( )
n

v 0وجبة. لدينا  ذات حدود م 3v    1و 0( ) 2.5v f u  ومنه المتراجحة ، ** متحققة من أجل 
0n  0.  ومن أجل n 1، نفرض أن nnv v بما أن الدالة ،f  متزايدة  على 0 ,  يكون لدينا ،

)1أيضا  ) ( )nnf v f v   2، أي 1n nv v  

,1وحسب مبدأ التراجع نحصل على :              nnn v v   

 أنnNمن أجل كل نثبت أنه . 2 1

4
, 2

n

n nn v u    . 
 عدد طبيعي.  nليكن
   : لدينا 1 1

3 1 3 1 2

1 1 ( 1)( 1)
n n

n n n n
n n n n

v u
v u v u

v u u v 

 
    

   
 

)وبما أن الجداء  1)( 1)
n n

u v   1موجب تماما، فإن إشارة 1n n
v u

 
  هي من نفس إشارةn n

v u ،
0التي هي من إشارة  0

3 1 2v u    1)الموجبة تماما(. ومن جهة أخرى، ولكون nu 3و nv فإن ،
2 1nu  4و 1nv   8، ينتج من ذلك أن ( 1)( 1)

n n
u v    1. وبالتالي

8

1

( 1)( 1)
n n

u v


 
. 

      يكونوبالتالي  1 1

1

4
,

n n n n
n v u v u

 
     

بالتراجع لإثبات الخاصية    البرهانلنستخدم الآن  1

4
, 2

n

n nn v u     

0لدينا  0
2v u   و 

0
1

4
2 2   ومنه 

0

0 0
1

4
2v u  0. ومنه المتراجحة متحققة من أجلn . 

0ومن أجل  n وبفرض ، 1

4
2

n

n nv u    ،: يكون لدينا 

 
1

1 1

1 1 1 1

4 4 4 4
2 2

n n

n n n n
v u v u



 

   
        

   
 

    وأخير نحصل على      1

4
, 2

n

n nn v u     

يكون لدينا  ،nأجل كل عدد طبيعيإذن، من   1

4
0 2

n

n nv u    
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lim، جدد nحة عندما بأخذ نهاية أطراف هذه المتراج ( ) 0n nn
v v


  . وهذا يدل على أن المتتاليتين

)( nu و( )
n

v .لهما نفس النهاية، أي       متجاورتانlim lim 1 2n nn n
v u

 
   . 

 23-1 تمرين

)يرمز    ) لمنحنى الدالة ( ) 0.5 1f x x   متعامد ومتجانس معلممستوي منسوب إلى في (O, , )i j
 

 

( )nu 0     :بالشكل ،على متتالية معرفة

1

0.5

0.5 1 , 0nn

u

u u n




  
 

)عين نقطة تقاطع  ..11 )  المستقيممع( ) الذي معادلتهy x 

)، ما هي النهايات الممكنة لــ  4uو   3uو   2uو   1uأحسب الحدود   ..22 )nu ؟ 
)بين أن  ..33 )nu متقاربة . ما هي نهايتها ؟ 

* ليكن  ..44  R    :12، برهن أن 2 2 2; n nn u u             N 
lim واستنتج أن    2nn

u


 
   الحل

)يرمز ) 0.5 للمستقيم الذي معادلته 1y x   علممستوي منسو  إلى المفي (O, , )i j
 . 

)نعين نقطة تقاطع  ..11 ) مع المستقيم( ) الذي معادلتهy x . 

)فاصلة نقطة تقاطع    ) و( ) ::0.5 تحق 1x x ، 2 أيx . (2;2)هما وإحداثيات النقطة المشتركة 

) والنهايات الممكنة للمتتالية . 3uو 2uو 1u حسا  الحدود  ..22 )nu  

  :0   بالحسا ، نحصل على 0.5u     ،  1 1.25u    ، 2 1.625u    ،   3 1.8125u    . 

  إذا تقاربت( )nu 0.5، فإنها تحق::  نحو 1  0.5، أي 1  2 ومنه. 
)استخدام المنحنى )  والمستقيم( ) الذي معادلتهy x  علمالمفي(O, , )i j

 0، لإنشاء النقطA 1وA 
)على 3Aو 2Aو ) 0 ذات الفواصلu 1وu 2وu 3وu  (.1.على الترتيب    )الشكل 

)تقار  )nu .ونهايتها 
)تقار   ..33 )nu .ونهايتها 

  نثبت بالتراجع أنه من أجل كل n 0 يكون من 2nu  
ق:. نفرض أن 0 بدء التراجع محح 2nu . 0 ومنه يكون 0.5 0.5 2nu   0 اليوبالت 0.5 1 1 1nu    

10   أي 2nu    . وهو المطلو 
,   إذن 0 2nn u     و( )nu والأسفل(. محدودة )من الأعلى 
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  1إشارة المقدار (0.5 1) 0.5 1n n n nnu u u u u        المجال ، موجبة تماما على 0 ; 2 

)يشمل جميع حدود المتتالية الذي )nuوكذلك ،( )nu ،محدودة من الأعلى 
) فهي متقاربة. )nu 2 تتقار  نحو 

* من أجل  ..44  R ،:12  نبرهن 2 2 2; n nn u u             N 
0ليكن      ،2    أن: نفرض 2nu     
1      فيكون 0.5 0.5 1 0.5nu     
2    وأيضا 0.5 1 0.5 2 0.5nu     

0وبما أن              0.5فإن   0.5و    
12   فإنه يكون لدينا  2nu     

0وهذا يعني من أجل   ،  0ولو وضعناNn  :يمكن في ضوء ما سب: أن نصوغ التعريف ، 
*

0 0 2, N , N ; nn u        R N 
lim  وهو يعني أيضا : 2nn

u


 
)المتتالية  وهذا تمثيل بياني لحدود )nu:   ( 31الشكل..) 

 

 

A
1

A
0

A
3

A
2

2

2

0 1

1

x

y

u 0 u 1 u 2 u 3 
               

 24-1 تمرين

المعرفة على fنعتبر الدالة  أ ( 0 ;  كما يلي :  
23

( )
3

x
f x

x



 

 

( )Γ  

3.1شكل   

( )Δ  
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) أحسب المشتقة       )f x واستنتج بأن ،f دة علىمتزاي 0 ; . 

) نعتبر المتتالية العددية  ( ب )nu بالشكل المعرفة على ،:       
0

2

1

1

3
, 0

3
n

n
n

u

u
u n

u





  

 

    0أحسب الحدودu، 1u، 2u، 3u . ما هي النهايات الممكنة للمتتالية ( )nu ؟ 
   في معلم متعامد ومتجانس مثل بيانيا المنحيـَيْن اللذيْن معادلتيهما( ; , )O i j

 

) هما  )y f x 

yو x0تخدمهما لتعيين النقط، ثم اسA، 1A، 2A، 3A من منحنى ( )y f x 0 وذات الفواصلu، 1u، 
2u، 3u  .على الترتيب  

   عدد طبيعي أنه من أجل كلبرهن ب n0 يكون لدينا 1nu . 
   بين أن المتتالية ( )nu استنتج بأنها متقاربة . ما هي نهايتها ؟ناقصةتم ، 

 الحل

تقبل الاشتقاق على fلدالةا    أ ( 0 ; :  
2

2 2

6 ( 3) 3 3 ( 6)
( )

( 3) ( 3)

x x x x x
f x

x x

    
  

 
 

0 ومنه    ( )f x 0 مهما كان xالدالة. وf متزايدة على 0 ;  

)والنهايات الممكنة لـ 0u ،1u، 2u، 3u دودالح  ( ب )nu 

  :0 بالحسا ، نحصل على 1u    ،   1
3

4
0.75u      ،2

9

20
0.45u     ،   

3
81

460
0.18u     

  إذا تقاربت المتتالية ( )
n

u تحق:: ، فإن  نحو 
2

3

3



2ومنه ، 2

3 3 (2 3) 0      

) توبالتالي إذا تقارب     )
n

u 0  فإن نهايتها ستكون هي إما 3 وإما

2
 .3

2
 

 4.1البيان في الشكل 
 

 

 



 المتتاليات والسلاسل                                                                                          الفصل الأول 

 

 

- 32 -  

0 1

1

x

y

u 0u 1u 2u 3

A
0

A
1

A
2

A
3

 
 

 

  عدد طبيعي أنه من أجل كلنبرهن، ب n0 يكون 1nu .  

 لدينا:
0 ; 1

3
inf

4
f

 
 

  0  و ; 1
sup 1f

 
 

  ومنه ،

    3
0 0

4
, 1 , 1 , 1f

 
      

 

;     وأخيرا 0 1nn u   N . أي ان المتتالية ( )nu محدودة. 

  نبين أن المتتالية ( )nu ناقصة ونستنتج تقاربها:مت 
  بوضع:

n
xu ، 

1
( )

n
f xu


      فيكون ،

2

1

3 (2 3)
( )

3 3n n

x x x
f x x x

x x
u u



 
     

 
 

) إذن      ) 0f x x     مهما كان  0;1 x .وبالتالي ( )
n

u :تحق :  

1; 0nnn u u   N 

) والمتتالية    )
n

u متناقصة تماما مهما كان nN. 

) : بما أننتيجة     )
n

u ،متناقصة ومحدود من الأدنى، فهي متقاربة ( )
n

u  0تتقار  نحو النهاية. 

 25-1 تمرين

1         نعتبر الدالة  أ (
( )

1 2
f x

x



 

 من xواستنتج أنه إذا كان ،Rعلى xf)(أدرس تغيرات 0,1 فإن ( )f x سيكون من  0,1. 

( )y f x

y x
A3 2

3 2

4.1شكل   
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f أحسب  ..11 f علىR. 

)( نعرف المتتالية التدريجية  ب ( nu0 :    ، بالشكل

1

1

1
;

1 2n
n

n

u

u
u





 
 


 

0ا ، يكون لدين من n أنه من أجل كل ،بالتراجع ،أثبت  ..11 1nu . 
 أحسب  ..22

1u و 
2u و 

3u 4 وu .2 واستنتج رتابة كل من المتتاليتين المستخرجتين( )nu2 و 1( )nu  

)أن أستنتج  ..33 )u n .متقاربة، ثم أحسب نهايتها 
) مثل بيانيا المنحيـَيْن اللذيْن معادلتيهما  ..44 )y f x وy x في معلم متعامد ومتجانس ( ; , )O i j

 ،   ثم
 استخدمهما لإنشاء النقط

0A و
1A 2وA و 

3A و 
4A 0 ذات الفواصلu و

1u و 
2u و 

3u 4 وu 

 سم( 8 ةالوحد) على الترتيب.
 الحل

 :  Rعلى وتقبل الاشتقاق مستمرة fالدالة   .1  ( أ
2

2
( )

(2 1)
f x

x

 


 .Rعلى متناقصة f. ومنه 

              ليكنx من  0,1 0. بما أن 1x   وf على  متناقصة 0,1فإن ، 

            (1) ( ) (0)f f x f    : ومنه أيضا 
1

( ) 1
3

f x  0 وبالتالي ( ) 1f x  

             وأخيرا نحصل على :        
1

0,1 ,1 0,1
3

f
 

  
 

 

f حسا  .2           f 

:    Rمن x من أجل كل
1

11 2

1 2

1 1 2
( ) ( ) ( )

3 2
1 2

( ) ( )
( )x

x

x
f f x f f x f

x




 




  

, :    تاثبإ .1  ( ب 0 1nn u   N. 

 بالتدريج : بدء التدريج 0n   لدينا  :
0

1u  1 ومنه 1 ققة  .محح

N  :0 من n إذا افترضنا أنه من أجل       1nu  0، فسيكون 2 2nu  1  وأيضا 1 2 3nu   

 تاليوبال  
1 1

1
3 1 2 nu
 


10 أي :  1nu   دودالح وهو المطلو . أي جميعnu تنتمي إلى المجال  0,1. 
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0 1

1

x

y

u 0u 1 u 2u 3 u 4

x 

y 

 

y x  

 

A0 

A1 

A2 

A3 
A4 

( )y f x  

2.   :1  بالحسا  جدد

1
0.33

3
u  ، 2

3
0.6

5
u  ، 

3

5
0.45

11
u  ، 4

11
0.52

21
u  . 

       (1-حسب السؤال )أ،f متناقصة  على 0,1 ،

)2المستخرجتين  فإن المتتاليتين وبالتالي، )nu 2و 1( )nu  

 رتيبتان وفي اتجاه معاكس:
2 ة بين الحدين الأولين لكل منهما، جدد:مقارن 0u u  و 

3 1u u، 2 وبالتالي المتتالية( )nu 2المتتاليةو  متناقصة 1( )nu  

 متزايدة، وهما أيضا متقاربتان.

) المتتالية .2 )u n  ،إذن  .نهايتهاهي   تكنلمتقاربة
)2 المتتاليتان )nu 2و 1( )nu  نفس النهاية  ستتقاربان نحو :

  f f  لأن(  22( 1)
( )nn

u f f u


  وf f .)مستمرة 
 لدينا إذنو 

1 2

3 2





2أي    

2 1 0     

1الموجبة  لتي تعطي القيمةا      

2
.  (5.1)الشكل 

 26-1 تمرين

نعتبر المتتالية التدريجية   nu 0   يلي:، المعرفة كما

1
*

2

2 ,n n

u

u u n

 


   
N

 

)بين باستخدام بيان الدالة  - ) 2y f x x    1بأن ( )nnu f u   
 . وبين أنها متزايدة، واستنتج تقاربها.2برهن بأن هذه المتتالية محدودة من الأعلى بـ  -

 الحل
)إن قيمة  - )f x  من أجلnx u 1، هي( ) 2n n nf u u u   
( )f x  متزايدة على المجال 2, . 

بيانيـــــــــــــــا، تقـــــــــــــــتر  الـــــــــــــــنقط  0 0, ( )M x f x ، 1 1, ( )M x f x ،... ، , ( )n nM x f x  مـــــــــــــــن النقطـــــــــــــــة
  ,L fنقطة تقاطع منحنى :f  مع المستقيمy x. 

2 تحق: وبالتالي 0    2ومنه. 

5.1شكل   
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0nبالتراجع، من أجل  -  ،0 2 2u  . 
2nuبفرض أن  2   ، يكون 2 2 2 4 2 4 2n n nu u u          
ومنه المتتالية  nu  2محدودة من الأعلى بـ. 

و - nu  متزايدة لأن 
  2

1

1 22
, 2 0

2 2

n nn n
n n nn

n n n n

u uu u
n u u u u

u u u u


  
        

   
 

إذن  nu  نهايتها. ؛ فهي متقاربة. لتكن 2متزايدة ومحدودة من الأعلى بـ 
بما أن  nu  و 1nu   2تحق:  ، فإن لهما نفس النهاية   2ومنه. 

 27-1 تمرين

لتكن  nu :المتتالية المعرفة بالشكل 

0

1

1

2

1

2

n
n

u

u
u 












 

. ما هي النهايات الممكنة للمتتالية 2uو  1uأحسب   ..11 nu ؟ 
10يكون لدينا:  ،  nأثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي   ..22 1  nn uu. 

واستنتج أن المتتالية  nu .تكون متقاربة 
1، يكون لدينا:  nNأثبت أنه من أجل كل   ..33

2

1
11  nn uu. 

، يكون لدينا: nN كلواستنتج من أجل  
1

1

2
1

n

nu


 

   
 

. 
 الحل
، وتقار  المتتالية  2uو  1uان الحد  ..11 nu . 

1الدالة 
( )

2

x
x f x


  مستمرة ومتزايدة على  ، ولدينا 1,  1,f


  R 

0     لدينا   
1 0

1 1 1 2 3
( ) 0.866

2 2 2

u
u f u

 
      

1
2 1

1 1 3 2 1
( ) 2 (1 3) 0.966

2 2 4

u
u f u

 
      
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النهايات الممكنة للمتتالية   nu : 

)المتتالية  )
n

u  ذات حدود موجبة، إذا تقاربت( )
n

u 1يحق::  إن ، ف نحو

2


 ،هو الحل  أي

2 الوحيد للمعادلة
2 1 0   :1 . وهذه النهاية هي . 

,1إثبات   ..22 0 1n nn u u     N. 
بالتدريج : بدء التدريج  0n   لدينا  :

0
0.5u  و

1
0.866u   ومنه ,

0 1
0 1u u   . 

N  :10من  nنفرض من أجل  1n nu u   بما أن الدالة ،f على  متزايدة 0,1 ( لأنها متزايدة

 على  (0)1(، يكون لدينا : 1, ( ) ( ) (1)n nf f u f u f    1، أي

2
( ) ( ) 1

2
n nf u f u    . 

1ومنه صحة المتراجحات :  20 1n nu u   . 
,1وأخيرا   0 1n nn u u     N   . 

إذن المتتالية     nu  فهي متقاربة .( 1محدودة من الأعلى بـ)متزايدة و ، 
nN  :1إثبات من أجل كل   ..33

2

1
11  nn uu. 

1  : لدينا

1
11 1121 1

2 21 1
1 1

2 2

n

n n

n
n n

u
u u

u
u u




 

    
 

 

 

1     وبملاحظة      1
1 1 0

2 2

n nu u 
     1، ينتج

1
1

1
2

nu





 

1  كون   ي وبالتالي       

1
1 1

2
nnu u    

  استنتاج
1

1

2
, 1

n

nn u


 

     
 

N 

: لدينا بالتدريج 
0 1

0

1

2
1u


 

   
 

صحيحة . ) 
0

0.5u . ) 

أن nNنفرض من أجل 
1

1

2
1

n

nu


 

   
 

1. وقد برهنا أن :  
2

1
11  nn uu. 

 إذن
1

1

1

2

1 1
1 1 1

2 2

n

n nnu u u





 
     

 
 

 ومنه
1

1

1

2
1 1

n

nnu u





 
   

 
 صحيحة . 
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   إذن
1

1

2
, 1

n

nn u


 

     
 

N 

1وبما أن 

2
lim 0

n

n

 
 

 
lim، يكون  1 0n

n
u


  ،   أيlim 1n

n
u


 

 28-1 تمرين

3   نعتبر المجموع: 6 3

5 8 3 2
2 ...

3 3 3 nn

n
S


      

 أحسب المجموع
3

1

3
n nS S واستنتج ،nS بدلالةn.  واستنتج قيمة النهايةlim

x
nS


. 

 الحل
لنحسب 

3

1

3
n nS S 

 3 3 6 3 3 6 3 3 1

1 5 8 3 2 2 5 3 1 3 2
2 ... ...

3 3 3 3 3 3 3 3
n n nn n

n n n
S S



    
             

   
 

   
 

 

 

3 3 6 3 3 1

2 5 3 1 3 1

2 3 1 3 1

3 2 3 11 5 2 8 5 3 2
2 ...

3 3 3 3 3

1 1 1 3 2
                 2 ...

3 3 3 3

1 1 1 3 2
                 2 1 ...

2 3 3 3

n n

n n

n n

n n

n n n
S S

n

n



 

 

     
       

 

 
      

 

 
     

 

 

2 3 1

1 1
1 ...

3 3 n
   هو مجموع : 1n   حد الأولى من متتالية هندسية أساسها

3

1

3
، 

     يكون إذن:
 

3

3 2 3 1

3

1
1

1 1 3 23
2

13 3 31
3

n

nn n

n
S S



 
        



 

 3 3 1

26 3 1 3 2
2 1

27 26 3 3
n nn

n
S



 
    

 
 

 ومنه 

 

 

2 3 3 1

33 1 1

27 3 27 1 27 3 2
2 1

26 26 263 3

1486 1 1 1 3 2
. .

676 676 26 33

1486
lim 2,1967

676n

n n

nn

n

n

n
S

n

S




 

  
      

 


  

 
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 29-1 تمرين

*  نعتبر
1( 1)1 1

1 ( )
2 3

n

n
n

n
S


      

 بين أن
2p

S 
 
 

و 
2 1p

S


 
 
 

 هما متتاليتان متجاورتين. 
 الحل

نضع 
2p p

v S ،
2

1

1( 1)
p

k

k

pv
k




 

         
2 1 2

1 2 2 2

( 1) ( 1)

2 2 2 1

p p

pp p pv v S S
p p



 

 
    

 
 

1 1 1
0

2 1 2 2 (2 2)(2 1)p p p p
   

   
  

والمتتالية  pv  متزايدة 
2 لتكن  1

1

1

2 1

( 1)
p

k

k

p p
w

k
S










   

2 2 2 1

1 2 3 2 1

( 1) ( 1)

2 3 2 2

p p

pp p pw w S S
p p

 

  

 
    

 
 

1 1 1
0

2 3 2 2 (2 2)(2 3)p p p p


   

   
 

والمتتالية  pw  متناقصة 

وأخيرا، 
2

2 1 2

( 1) 1

2 1 2 1

p

p p p pw v S S
p p


    

 
 

)limإذن   ) 0p pw v   والمتتاليتان
2p

S 
 
 

و 
2 1p

S


 
 
 

متجاورتين. فهما تتقاربان نحو نفس 
النهاية. ومنه المتتالية  n

S متقاربة. 

 30-1 تمرين

ادرس المتتالية         n
S  :المعرفة كما يلي*

1
2

n

k
n

n
n

n k
S



 


   هايتهاأنها متقاربة عين نواستنتج. 
 الحل

2 2 2
3

1 2n

n n n
n

n n n n
S    

  
 

n
S هي مجموع n حد، أكبر هذه الحدود هو 

2 1

n

n 
 وأصغرها هو

2
n

n n
 

*   إذن

2 2 1n

n n
n n n

n n n
S  

 
 
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  ولدينا
2 2

lim lim 1
1

n n
n

n n n
 

 
 

المتتالية محصورة بين متتاليتين متقاربتين وتنتهيان نحو الواحد، إذن  n
S .متقاربة وتتقار  نحو الواحد 

 31-1 تمرين

0 بالشكل:المعرفة  المتتالية نعتبر 0u   1و ln(2 )nnn u u   N . 

) المعرفة بالشكل  fادرس تغيرات الدالة .1 ) ln(2 )f x x .  وبين  1
0, 2 ( )

2
x f x   

0معرفة تماما وتحقق nuأن المتتالية nبرهن من أجل كل عدد طبيعي .2 2nu .  
 .واستنتج تقاربها أدرس اتجاه المتتالية،  .3
1نهايتها. أثبت أن  لتكن  .4

1
2 nnn u u    N 

استنتج بأن  .5
1

1

2
n n

n u


   N 

 الحل
2xمركبة من الدالتين  fالدالة .1 x  وlnا متزايدة. ومنه. وكلاهمf متزايدة على 2, .  

 
1

2, ( )
2

x f x
x

    


وبما أن . 2, ( ) 2 2 4x f x x       . 

إذن  
1 1

2, ( )
4 2

x f x      ومنه . 
1

2, ( )
2

x f x     
 البرهان بالتراجع  .2

0n من أجل ، 0 0u  00موجود و 2u . والخاصية متحققة 
0موجودة:  nuعدد طبيعي بحيث nليكن 2nu .  2إذن 0nu   1ومنه تكون ln(2 )nnu u   

متزايدة على  fمعرفة. وزيادة 2,  (0)، إذن ( ) (2)nf f u f  0، ونلاحظ بأن (0)f 

(2)و 2f  0. ومنه يكون ( ) 2nf u  
0 لمتتالية معرفة تماما  وخلاصة: كل حدود ا 2nu                     

1nنبرهن أيضا بالتراجع لإثبات  .3 nn u u    
0n من أجل ، 0 0u  1و ln2u .  0والخاصية ln2 متحققة 
1nعدد طبيعي بحيث  nليكن nu u . إذن بما أنf   1مستمرة( ) ( )n nf u f u ،  1ومنه 2n nu u   

1nخلاصة:   nn u u      والمتتالية( )
n

u فهي متقاربة.2متزايدة. وكذلك المتتالية محدودة بــ ، 
0تحق:  نهايتا  .4 2  و ( )f  لأن مستمرةf على 0, تقبل الاشتقاق على fو. 2 0, 2: 
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 
1

0, 2 ( )
2

x f x    وحسب متراجحة التزايدات المنتهية، من أجل كلa وb  من 0, 2 : 
1

( ) ( )
2

f b f a b a   ينتمي إلى  . وكحالة خاصة 0, و  2 0, 2nn u   
1إذن 

( ) ( )
2n nn f u f u    N 

1 أخيرا 
1
2 nnn u u    N 

 الخاصية تبرهن أيضا بالتراجع .5
0n من أجل ، 0 0u  0و 2 . 0  إذن 2u    0ومنه 0 1

1

2
u


  محققة 

عدد طبيعي بحيث  nليكن
1

1

2
n n

u


 .  1إذن 1
1 1 1
2 2 2

nn n
u u 

      

1ومنه  1 1
1

2
n n

u   
   وأخيرا

1
1

2
n n

n u


   N. 

 32-1 تمرين

المتتالية  أدرس  nu   2المعرفة بعلاقة التدريج
1

*    0,25nnn u u   N   0مع 0,4u  

 الحل
1يتعل: الأمر بدراسة متتالية من النمط  ( )nnu f u  ،2( ) 0,5f x x  

على المجال  fموجبة يكفي دراسة تغيرات الدالة nuبما أن كل الحدود 0, . 
 0, , ( ) 2x f x x    

متزايدة على المجال  fالدالة 0,  وبالتالي، حسب النظرية، المتتالية ، nu .رتيبة 
1لدينا  0,66u  0، وبالتالي 1u u والمتتالية ، nu .متزايدة 

 على سبيل المثال، فإنها متقاربة. 0,5وبما أنها محدودة من الأعلى بـ 
تحق: المعادلة  مستمرة فإن  fنهايتها، بما أن الدالة لتكن f 2، التي تكافئ 0,25 0  . 
 .0,5ومنه 

 33-1 تمرين

)(نعرف المتتالية التدريجية nu        : 0     ، حيث

2

1

1
2

3
; 1

16nn
n

u

u u


 


   


 

1 برهن أن : .1 3
,

4 4n
n u    
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)( بين أن .2 nu يطُلب تعيينه.  متناقصة تماما، واستنتج أنها متقاربة نحو عدد حقيقي 
 الحل
1 نثبت بالتراجع .1 3

,
4 4n

n u    
بدء التدريج متحق:        

0

1 3
4 4

u . 

1أن :   من nنفرض من أجل        3
4 4n

u    2فيكون

2 2
21 3

4 4
nu  ومنه 

2

2 2
21 3 3 3 3

16 16 164 4
nu           أي

1

1 3
4 4n

u


  . وهو المطلو 
)والمتتالية  )nu .)محدودة )من الأعلى والأسفل 

) أن نبي .2 )nu متناقصة تماما 

     

2

2

1

3
16

1 1 1
                   3 4 1 4 3

16 16 16
16

n

n

n n n

n n n

u u u u

u u u u


   

     

 

1

1 3
, , 0

4 4n n n
u u u


    
  

 
)المتتالية         )nu  محدودة من الأسفل ومتناقصة، فهي متقاربة. لتكن نهايتها هي . 

2تحق::    هذه النهاية     3
16

    التي تكافئ     21 1 1
3 4 1 4 3 0

16 16 16
16       

1منه و     
lim

4nn
u


  

 34-1 تمرين

) أدرس المتتالية التدريجية )nu 0   :، بالشكل المعرفة على

1

4
3

4 3 , 1n n

u

u u n

 


  


 

 الحل

    1نلاحظ من أجل n 0، يكون nu 

0أجل من  4u  1، يكون 4u  4. وإذا اقترضنا بأنnu  1 يكون 4 12 4nu     والمتتالية مستقرة 
0ومن أجل  4u والدالة ،f 4المعرفة من أجل

3
x   بالشكل( ) 4 3f x x  .والدالةf  تكون

)المتتالية  متزايدة ومنه )nu .تكون رتيبة 

  من جهة أخرى لدينا  2
0 00

1 0 0 0
0 0 0 0

1 44 3
4 3

4 3 4 3

n u uu u
u u u u

u u u u

  
     

   
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0من أجل  - 4u  ،1 0u u تكون المتتالية ،( )nu  0متزايدة. الشرط 4u   1يستلزم 4u  وإذا اقترضنا .
4nu  )يتم البرهان بالتراجع( 

1نحصل على  - 4 12 4nu     . ومنه كذلك المتتالية( )nu  المتناقصة تكون محدودة من الأدنى. فهي
 إذن متقاربة

)المتتالية نهاية  هو  ليكن - )nu بـالمرور علـى النهايـة في علاقـة التـدريج عنـدما يـؤولn، علـى  نحصـل
4 النهاية. 3  2هو الجذر الموجب للمعادلة  . نتيجة لذلك يكون

3 4 0   4 ومنه. 

 35-1 تمرين

)لتكن المتتالية التدريجية  )nu  حيث 0 0,u  و 
1 sin nnu u  0 من أجل n 

)ادرس نقارب المتتالية  (1 )nu. 

1nبين أن  (2

n

u

u

 1 أحسب النهاية. 1 تنتهي إلىn n

n

u u

u

 

بين أن  (3
3

1n n

n

u u

u

 1 تنتهي إلى

6
. 

  الحل

sinxلدالة ا (1 x  مستمرة على 0,  وتأخذ قيمها في 0 , 1 .ومنه  0 , 1nu   مهما كان 

1 n .ومن جهة أخرى الدالة sin  متزايدة على المجال   0 , 2 0 , 1   مما يعني أن المتتالية ،
1( )n nu 

sinرتيبة، وبما أن  x x .فإن هذه المتتالية تكون متناقصة 
sinوبما أنها محدودة من الادنى بــالصفر، فهي متقاربة نحو الحل الوحيد للمعادلة x x على  0, 

)لمتتالية ومنه ا )nu .متقاربة نحو الصفر 

0nuحينما يكون  (2   نحصل على التكافؤsin n nu u 1، ومنه 1nnu u 1 وأيضا
1lim

n

n n

u

u




. 

1وبالتالي يكون   
2lim

n n

n n

u u

u






. 

0nuبما أن  (3 يجوز حسا  النشر المحدود لــ ،sin nu  عندما ينتهيn  إلى: 

 لدينا
3

3
1 sin ( )

6

n
n n nn

u
u u u o u       ومنه

3

1 1
(1)

6

n n

n

u u
o

u


   3واخيرا

1 1
6

lim
n n

n
n

u u

u






 
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 36-1 تمرين

)2 لحد العامذات ا المتتالية نعتبر ln )nu n n  

 دالة عددية معرفة على fلتكن .1 0,  2 بالشكل( ) ( ln )f x x x .  
)بين أن إشارة مشتقتها من إشارة  ) 2lng x x x  

 .واستنتج إشارتها gأدرس تغيرات الدالة  .2
)ثم اتجاه تغيرات المتتالية  fأدرس تغيرات .3 )nu. 
 في الما لانهاية. fأدرس سلوك .4

 الحل
على  قابلتان للاشتقاق gو fالدالتان .1 0, .  

   
1 1

0, ( ) 1 2 ln 2lnx f x x x x
x x

       .وبما أنx  يبقى موجب على 0, ، 
)فإن إشارة  )f x  من نفس إشارة( )g x كل من أجلx  ينتمي إلى 0, .      

2.  
2 2

0, ( ) 1
x

x g x
x x


      . على 0,  وإشارة ،( )g x  من إشارة( 2)x  

)إذن  ) 0g x  على  0, )و   2 ) 0g x  على  2, . 

 متناقصة على gومنه 0,  متزايدة علىgو 2 2, . إذنg  2تقبل نهاية حدية عند 

(2) 2(1 ln2) 0.61g     ومنه 0, ( ) 0x g x    

إذن  .3 0, ( ) 0x f x    ومنهf متزايدة تماما على  0,  ومنه يكون 

( 1) ( ) 0n f n f n    N  1إذن 0nnn u u   N 

1 ( 1) ( )nnn u u f n f n     N .والمتتالية متزايدة 
  nبـــ nuلنحلل عبارة. توجد حالة عدم تعببن في  .4

22
* (ln ) ln

1 1n

n n
n u n n

n n

    
              

N وبما أن .ln
lim 0

n

n

n 
 فإنlim n

n
u


  

 .متباعدة نحو  والمتتالية

 37-1 تمرين

 أحسب المجاميع الآتية: .4عدد طبيعي أكبر من أو يساوي  nلكن 

1

2

2
n

k

k




  ،1

2

( 3)
n

k

k




  ،
0

( 1)
n

k

k k


 
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 الحل

1 لدينا 1
1 0

2 1 0

1 2
2 2 2 2 1

1 2

n n nn
k j j

k j j

 


  


    

   1، معj k  1  إذن

2

2 2 2
n

k n

k





  

1  لدينا 3 3 3

2 0 0 0

( 3)( 2)
( 3) ( 5) 5 5( 2)

2

n n n n

k j j j

n n
k j j n

   

   

 
           2، معj k   

1  إذن

2

( 2) ( 7)
( 3)

2

n

k

n n
k





 
  

2  لدينا

0 0 0

( 1)(2 1) ( 1) ( 1)(2 4)
( 1)

6 2 6

n n n

k k k

n n n n n n n n
k k k k

  

    
        

   إذن
0

( 1)(2 4)
( 1)

6

n

k

n n n
k k



 
 . 

 38-1 تمرين

1لحد العام نعتبر السلسلة ذات ا
( 1)nu

n n



 . 

:  n: من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  bو  aعين العددين الحقيقيين  .1
1n

a b
u

n n
 


 

استنتج حساب  .2
1

n

k
k

u

  بدلالةn .ثم تقارب السلسلة ومجموعها ، 

 الحل
) لدينا .1 )

1 ( 1)

a b n aa b

n n n n

 
 

 
:  n، إذن حتى يكون من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 

1n
a b

u
n n

 


يكفي أن يكون  
0

1

a b

a

 



1a، أي يكفي أن يكون    1وb   

2. 
* 1 1

1nn u
n n

   


N إذن
1 1 1

1 1
1

n n n

k
k k k

u
k k

  

 
   وبما أن .

1

1 2 1

1 1 1 1
1

1 1

n nn

k j j
k j j n



  

   
    ومنه .

1

1
1

1

n

k
k

u
n



 
 ،1

lim 0
1x n



 

و  nuإذن المتتالية ذات الحد العام 
1

1k
k

u




. 
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 39-1 تمرين

)  nuفي كل حالة من الحالات الآتية، أدرس التقارب للسلسلة ذات الحد العام  )n  وإذا .
 كانت متقاربة أحسب مجموعها. 

2
2

n
nu


  ،

1

1

2

3

n

n n
u




  ،( 1)

3
n n

n n
u


 

 الحل
 4 لدينا 2

n
nu  2، السلسلة الهندسية ذات الحد العام

n 1 متباعدة لأن 2 
4إذن السلسلة الهندسية ذات الحد العام 2

n
nu   متباعدة 

  لدينا 2
6

3

n

nu  السلسلة الهندسية ذات الحد العام ، 2

3

n 2 متقاربة لأن
1 1

3
   و 

0

2
3

3

n

n





 

1إذن السلسلة الهندسية ذات الحد العام 

1

2

3

n

n n
u




  1تتقار ، و

1
0

2
18

3

n

n
n

 




 

  لدينا 
2

1 1
( 1)

9 3

n

nu n n


  السلسلة الهندسية ذات الحد العام ، 
2

1
( 1)

3

n

n n


  هي السلسلة

1 المشتقة الثانية للسلسلة الهندسية وهي متقاربة لأن
1 1

3
   و 

2

0

1 27
( 1)

3 4

n

n

n n
 



  

)إذن السلسلة الهندسية ذات الحد العام  1)

3
n n

n n
u


  متقاربة، و

0

( 1) 3

43n
n

n n




. 

 40-1 تمرين

)لتكن   )nx  والمتتالية متتالية أعداد حقيقية( )ny : المعرفة بالشكل 
1n nny x x  

بين أن السلسلة 
n

n

y  والمتتالية( )nx .من نفس الطبيعة 

)نعرف المتتالية  )nu بالشكل 
!

nn

n

n e n
u

n



 .1ذات الحد العام  ما هي طبيعة السلسلة
ln

n
n

n

u
v

u

 
  

 

 ؟ 

  الحل

لدينا المجموع الجزئي   
1 1 2 2 1 1( ) ( ) ( ) ( )

N

n N NN N N
n

y x x x x x x x x           

Nوبالتالي تكون متتالية المجموع الجزئي 

n
n

y
 
 
 
  متقاربة إذا وفقط كانت المتتالية( )Nx .متقاربة 
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 لدينا
           

11( 1) 1 ( 1) 1
ln ln

( 1) (

ln ( 1) 1 ln ( ln ( 1) ln 1 l ln 1

!

n (

!
nn n

n nn n

n n n n

n n e n n n
v

n n e n n e n

n n n e n n n n n

 



      
    

   

          

 

1 1 1 1 1 1 1
ln( 1) ln ln( 1) ln 1 ln( ) ln ( ) ( ) ln (1 ) 1

2 2 2 2
n

n n
v n n n n n n n n

n n n

 
             

ولدينا النشر المحدود للدالة اللوغاريتمية حتى المرتبة الثالثة:       2 3 31 1
ln 1

2 3
x x x x o x     

2  ومنه  3

3

1 1 1 1 1 1 1 1 1
( ) ln 1 1 ( ) 1

2 2 2 3
nv n n o

n n n n n

        
                 

         

 

 وأخيرا جدد 
2 2

1 1

12
nv o

n n

 
   

 
 متقاربة. nv ومنه السلسلة ذات الحد العام. 

 

 

 

 ________________________________________ يةإضافتمارين  
 

 المتتالية أثبت أن  . تمرين nu  بـ :  *على بحدها العامالمعرفة 
2

9
n

n n
n

u  
 .محدودة من الأسفل 

 المتتالية أثبت أن   2 تمرين nu بـ :   بحدها العام علىلمعرفة ا
2

2

2 1

4n

n

n
u


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
 .2 محدودة من الأعلى بالعدد 

لتكن المتتالية       3 تمرين nu  بحدها العام المعرفة على     
   

1

2 1 . 2 3
nu

n n

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بين أن  nu .متناقصة وتنتهي إلى الصفر 
   بحيث  bو aعين العددين 

2 1 2 3
n

a b
n u

n n
   

 
  

0جد المجموع  1 ... nnS u u u     بدلالةn  واستنتج نهايةnS. 

  تقبل كلها نهايات يحطلب حسابها:،  n1من أجل المعرفة  المتتالياتبين أن كل من       4 تمرين

12 



n

n

n
u      ،

1
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2 



n
n

u     ،
1


n
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n
u       ،

n
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n
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1
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، عندما تتقار ، نهاية المتتالية حسبأ      5 تمرين
n

u في الحالات الآتية:  

  
n

n

3

12   ،10132 nnn   ،22 nn   ،3 31 nn    ،nnn  2 

1الآتية   المتتاليةأدرس       6 تمرين nn 1
u u    مع

0
3u . 
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الآتية   المتتاليةأدرس       7 تمرين 
1

1ln



n

uu
n

0مع    
0
u  .  أحسب نهاية

n
u. 

  لها نهايات يحطلب حسابها:تقبل ك،  n1من أجل المعرفة  المتتالياتبين أن كل من       8 تمرين

12 
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u     ،
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u       ،
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1
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نعتبر المتتالية العددية       9 تمرين 
nnu


 المعرفة بالتدريج كما يلي: 
0

1

1

1
4 ,   1

5
n n

u

u u n





  


 

أثبت أن المتتالية ( أ nu بين أن .5محدودة من الأعلى بـ nu متزايدة تماما، ماذا تستنتج؟ 
5n: من  nنضع من أجل كل  (   nv u   
أثبت أن     nv  متتالية هندسية. أكتبnu  بدلالةn ثم احسب ،lim

x
nu


. 

نعتبر المتتالية       1. تمرين nu  2حيث 6
 ,  

3

n

nn u


   

0أحسب    1 2 3, , ,u u u u  وادرس اتجاه تغير المتتالية nu.ثم أحسب نهايتها . 

)(التدريجية المتتاليةنعرف       .. تمرين nu:حيث ، 
0

3
2

u    و 
1

2
1

3n
n

n u
u

 




 

)(ما هي النهايات الممكنة لـ  ..33 nu ؟ 
21، يكون لدينا nNبالتراجع أنه من أجل كل  أثبت  ..44 

n
u. 

)(بين أن   ..55 nu متناقصة، واستنتج أنها متقاربة . 

 المعرفة على المجال fنعتبر الدالة  أ (     2. تمرين 0 ,  1   :بالشكل
( ) 3

2
f x x  

)  المعادلة ،R في حل  ..11 )f x x. 
إذا كانبرهن بأنه   ..22 0 ; 6 x فإن 0 ; 6 ( )f x. 

)( نعتبر المتتالية العددية  ( ب               nu بالشكلالمعرفة على ، :
0

1

1

1
3 , 0

2n n n

u

u u





  

 

)ما هي النهايات الممكنة لـ. 4u و 3u و 2u و 1u أحسب  ..11 )
n

u ؟ 
)امد ومتجانسفي معلم متعمثل بيانيا المنحيـَينن اللذينن معادلتيهما   ..22 ; , )O i j

 

) هما  )y f x 

yو x 0. ثم استخدمهما لإنشاء النقطA 1 وA 2 وA 3 وA 4 وA  من منحنى
( )y f x 0 الفواصل ذاتu 1 وu  2 وu 3 وu  4وu .سم( 2 الوحدة) على الترتيب. 
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10 : يكونnN أنه من أجل كلأثبت باستخدام البرهان بالتراجع   ..33 6n nu u   .  

 ماذا تستنتج ؟

)(نعرف المتتالية التدريجية   أ (     3. تمرين nu:حيث ، 

0
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4 7
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3 3
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u
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u





 
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u و u1الحدين أحسب  ..11 )ما هي النهايات الممكنة لـ.  2 )u n ؟  

0، يكون لدينا nN أثبت بالتراجع أنه من أجل كل  ..22 2
n

u . 
) بين أن المتتالية  ..33 )u n مهما كان رتيبة nN. 
)أستنتج أن  ..44 )u n .إن أمكن عين متقاربة، ثم أحسب نهايتها Sup( )nu وInf ( )nu 
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 __________________________________________الدرس ملخص  
 عموميات حول الدوال العددية .1

 مراجعةتمهيد و  1.1
 ومجموعة وصولها هي العددية )الحقيقية( لمتغير حقيقي: هي الدالة التي مجموعة بدئها  الدالة ،. 

)حيث  نكتب و  )x f x 
 هي مجموعة القيممجموعة التعريف دالة :x  التي تجعل( )f x .معرفة 
  تحقق: الدالة الزوجية( ) ( )f fx D x D f x f x       
  تحقق: الدالة الفردية( ) ( )f fx D x D f x f x        
 تكون الدالةf  إذا وجد عدد حقيقي غير معدوم  دوريةT :   fx D f x T f x    
  الدالةبيان  f   هو منحنى المعادلة( ) 0f x  .في معلم كيفي للمستوى 
  تكون من الشكل:  فيالمجالات المفتوحة       , , , , , ,a b b a   

aمع  من bو a حيث b. 
  المتزايدةالدالة :( ) ( )

,    0
f b f a

a b b a
b a


   


 

 :الدالة المتزايدة تماما ( ) ( )
,    0

f b f a
a b b a

b a


   


 

 تعريف مشابه للدالة المتناقصة.
  هي الدالة التي تكون إما متزايدة وإما متناقصة.الدالة الرتيبة 
  هي الدالة التي يكون اقتصارها على هذا المجال رتيبة.دالة رتيبة على مجال 

 لق بدالة مستمرةغصورة مجال م 1.1
Sup M، تكون محدودة من الأعلى بحدها الأعلىIعلى مجال مغلق رةمستم fكل دالة f ومحدودة 

Infmمن الأدنى بحدها الأدنى   f  يوضح( 1.1)الشكل  ( ) ,f I m M. 
 
 
 
 
 

O x2 

I 

m 

f (I) 

M 

y 

x 
x1 

1.1شكل   
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 نظرية القيم المتوسطة 1.1
f   دالة معرفة ومستمرة على ,a b 

)محصورة بين  yقيمة  كلمن أجل   )f a  و( )f bتوجد قيمة ،c  محصورة بينa وb  بحيث( )y f c 
)يوضح ( 1.1)الشكل    )f c  بين( )f a  و( )f b . 

 نتيجة
معرفتتتتتتة ومستتتتتتتمرة علتتتتتتى مجتتتتتتال مغلتتتتتتق  fكانتتتتتت إذا  

ومحتدود  ,a bيتتث يكتون ، بح( )f a و( )f b  متتن
تنعتتتتتدم علتتتتتى الأقتتتتتل عنتتتتتد  fإشتتتتتارتين ينتلفتتتتتتين، فتتتتت ن

من  cقيمة ,a b. 

 النهاية .1
 مفهوم النهاية 1.1

من 0xليكن  ,a b وf  دالة عددية معرفة على ,a bلا تشترط أن تكون ،f  0معرفة عندx تعت  العبتارة .
)، تددد ول 0xإلدددى  x"عنددددما يددد ول )f x  0أنتتته ب ع تتتا  "  إلدددى  0، يمكتتتن إ تتتاد  يتتترتبـ بتتتت بحيتتتث ،

0x x   الذي يضمن ،( )f x  . 
ونكتب 

0

lim ( )
x x

f x


مع ،x  0قد يختلف عنx. 
0xمتتن أجتتل  xالتتتي تستتاوي fالدالتتةمدد: :    0ل متتن أجتت 1وx   0غتتير معرفتتة متتن أجتتلx  ولا تقبتتل ،
0xنهاية عند   ،

0 0
lim ( ) lim ( )

x x
f x f x

  
. 

 تعريف 1.1
fDليكن c مجموعة تعريف دالة. نقول أنf يمين عن تقبلc  ونكتب، النهاية : lim ( )

x c

f x


  إذاا 

 0, 0, , ( )fx D c c f x             
 ولدينا أيضا : 

   lim ( )    , 0, , , ( )f
x c

f x M x D c c f x M 


                
     lim ( )    0, 0,   ( )fx

f x x D x f x   


           

 lim ( )   ssi , 0,    ( )fx
f x M P x D x f x M


            

O a c b 

f (a) 

f (c) 

f (b) 

y 

x 

1.1شكل   
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): ةفتتت ن التتتدوال ا تيتتت cعنتتتدنهتتتايتين  gو f  التتتدالتانقبلتتتإذا و     0) , ,
f

g g f f g
g

   أيضتتتا  تقبلستتت  

 .cعندنهايات مأخوذة 
) عندنهاية  hإضافة إلى ذلك، إذا قبل  دالة )f c ف ن ،h f  عندستقبل نهايةc. 

 نتائج 1.1
 ليكنfD c .f  عند  نهايةالدالة تقبلc إذا قبل  الدالة .g نهايةال  عندc : ف نه يكون ، 

fإذا كان   g على مجال مفتوحI  منf gD D ، ف ن 
fإذا كان   g على مجال مفتوحI  منf gD D ف ن ، 

 فتترأ أن الدالتتتةبf  عنتتتد تقبتتتل النهايتتتةc والدالتتتة ،g  عنتتتد تقبتتل نفتتته النهايتتتةc .   ف نتتته إذا متتتا تحققتتت
fالمتراجحة المزدوجة  h g  على مجال مفتوح يشملc  فستقبل الدالة ،h  عند النهايةc . 

 بفرأ أن ,f gD D a I   . 
fإذا كان    g علىI وlim ( )

x
f x


  ف ن ،lim ( )

x
g x


 . 

 لتتتتيكنc الدالتتتتة ،( )f x  عنتتتتد تقبتتتتل النهايتتتتةc  إذا وإذا فقتتتتـ متتتتن أجتتتتل كتتتتل متتاليتتتتة n n
x

N  متتتتن
، تكون المتتالية cمتقاربة نحو fDعناصر ( )n n

f x
N متقاربة نحو. 

 الاستمرار .1
 مفهوم الاستمرار 1.1

)إذا افترضنا أن الدالتة  )f x  المعرفتة علتى المجتال ,a b  0تقبتل، عنتدماx x التتي قتد لتلتف عتن  ، النهايتة(
0( )f x في حالة العكه .

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x


 نقول أنf  0مستمرة عندx. 

   إذا تحقق: 0xمستمرة عند  fةتكون الدال
0 0

0 0  lim ( ) lim ( ) ( )f
x x x x

x D f x f x f x
  

   
 ندرس استمرارية الدالة:م:  

 
1

sin , 0

    0      , 0

x x
f x x

x




 
 

 

f  معرفة علىfD الدالة *. علىf .مستمرة 
:     0الاستمرار عن  0 0f   و

0
lim ( ) 0
x

f x


 ومنه    .f  0مستمرة عند. 

  دالة  إذا كان( )f x مستمرة عند كل نق ة من مجالI  نقول أن، منf المجال  على مستمرةI. 
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 الاستمرار والمتتالية ..1
)الدالتتة  ،متتن  cلتتيكن )f x مستتتمرة عنتتدc  إذا وإذا فقتتـ متتن أجتتل كتتل متتاليتتة n n

x
N متتن عناصتتر

fD 
، تكون المتتالية cمتقاربة نحو ( )n n

f x
N متقاربة نحو( )f c . 

 التمديد بالاستمرار ..1
مع  0xغير معرفة عند fإذا كان  الدالة

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
  

ف نه يمكن تمديد ،f كمتا يلتي   بالاستتمرار
: 

 
0

0

0

( )          ,

lim ( )  ,
x x

f x x x

g x f x x x





  


 

  ضيةق ..4
0ليكن kإذا حقق  دالة ،f على مجالI منfD :   , , ( ) ( )x y I f x f y k x y     
 . Iتكون مستمرة على اف نه

 الاشتقاق .4
 وتعريف نظرية 1.4

)نفترأ أن  )f x  0مستتمرة عنتدx 0. إذا افترضتنا أن الدالتة

0

( ) ( )f x f x

x x




0xغتير المعرفتة عنتد   x  تقبتل نهايتة

)، نقول أن الدالة 0xإلى  xعندما يؤول )f x  0تقبل الاشتقاق عند النق ةx. 
 .0x العدد المشتق عندتسمى هذه النهاية 

f  0تقبل الاشتقاق عنx  وجدت النهاية
0

0

0

( ) ( )
lim

x x

f x f x

x x




 

ذا وفقـ إذا وجد العدد المشتق أي إ 0f x. 

 متكافئين : ا تيانالشرطان 
 الدالةf عند الاشتقاققبل تa . 
  بوجدAR  وتوجد دالة على  معرفة I a  بحيث يكون من أجل كلhR : يحقق 

0

( ) ( ) ( )

lim ( ) 0
h

f a h f a h A h h

h






   
 


 

)إذن  لدينايكون      )f a  



 الدوال العددية                                                                                                  ينالفصل الثا 

 

 

- 54 -  

 التفسير الهندسي ..1
 ي.في معلم كيفxf)(للدالة  الممثل نحنىالم )( ليكن ; ( )A a f a و ; ( )M x f x  من)(. 

xإذا كان  a  ف نA Mويكون معامل توجيه المستقيم ،A M هو ( ) ( )f x f a

x a




 . 

 (.1.1)الشكل 
 

0 1

1

A

M

 
 

Aفتت ن aنق تتةالتقبتتل لتشتتتقاق عنتتد  fالدالتتة إذا كانتت  M  ينتهتتي إلى الممتتاس( ) لتتت)(  عنتتدa   التتذي
) : معادلته ) ( ) ( )y f a x a f a   (.1.1)الشكل  وغير الموازي لمحور التراتيب 

 ق عن اليمينالاشتقا ..1
f دالة معرفة علىD .0D x. 

f  0تقبل الاشتقاق عن يمينx  وجدت النهاية
0

0

0

( ) ( )
lim

x x

f x f x

x x




 

العدد المشتق عن اليمين أي إذا وجد    0 0 0f x f x   
مماس غير عمودي عند  نصفيقبل  fمنحنى 0 0, ( )M x f x 
0تعُ ى بالعتقة :  0xفي هذه الحالة، معادلة المماس عتد   0 0( ) ( )( )y f x f x x x   

 (:0xن يمينعية موجودة )العدد المشتق تإذا كان  النهاية ا  0xعن يمين  لتشتقاقتقبل  fنقول إن

0

0 0
0

( ) ( )
( ) limd

h

f x h f x
f x

h

 
  

)(  

( )  

1.1شكل   

a x 

f (a) 

y = f (x) 
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 (:0xيسارن عية موجودة )العدد المشتق تإذا كان  النهاية ا  0xعن يمين لتشتقاقتقبل  fنقول إن

0

0 0
0

( ) ( )
( ) limg

h

f x h f x
f x

h

 
  

 استمرار دالة مشتقة 4.4
 .aعندف نها مستمرة  ،aنق ةالعند  قلتشتقاتقبل  fالدالة إذا كان 

)    لدينا ) ( )
( ) ( ) ( )

f x f a
f x f a x a

x a

 
    

 
 

 : aإلى xعندما يؤول ال رفينبأخذ نهاية 
( ) ( )

lim ( ) ( ) lim ( )

( ) ( )
                        lim lim( ) ( ) 0 0

x a x a

x a x a

f x f a
f x f a x a

x a

f x f a
x a f a

x a

 

 

 
    

 

 
      

 

 

limوبالتالي  ( ) ( )
x a

f x f a


 أن يع ، مماf  عندمستمرةa. 
 .عكه هذه النظرية غير صحيح م حظة

 الدوال القابلة ل شتقاق .5
قابلة لتشتقاق على مجال من الشكل  fإذا كان  دالة ;a a   : ف ن الشرطان ا تيان متكافئين 

 f عند الاشتقاققبل تa . 
 f يمين النق ةعن  الاشتقاققبل تa  يسار النق ةعن وa و( ) ( ) ( )d gf a f a f a    

 تعريف الدالة المشتقة ..1
f  حقيقي لمتغيردالة عدديةx منD. 

f  تقبل الاشتقاق علىf D  0تقبل الاشتقاق عند أية قيمةx  منD 

 ل القابلة ل شتقاقعمليات على الدوا ..1
 ، ف نIلى مجالع الاشتقاق تقبتندالتين  gو fإذا كان 

 f g لى مجالعتقاق تقبل الاشI ،   : ولدينا( ) ( ) ( ) ( )x I f g x f x g x       
 f g   لى مجالعتقبل الاشتقاقI،   : ولدينا( ) ( ) ( ) ( ) ( ). ( )x I f g x f x g x f x g x        
   كلمن أجل  منR،f  لى مجالعتقبل الاشتقاقI،   : ولدينا( ) ( ) ( )x I f x f x     
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 إذا كان( )g x لا ينعدم علىI  ف نf

g
 ولدينا : ،Iاللى مجعتقبل الاشتقاق  

2

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

f f x g x f x g x
x I x

g g x

      
   

 
 

lnالدالة    م: 
( )

1 ln

x
f x

x x


 
تقبل الاشتقاق على 

 
2

*1 ln
( ) :

1 ln

x x x
f x

x x x


  
 

 
 

 الاشتقاق والرتابة ..1
 f  دالة تقبل الاشتقاق على المجالI. 

0من xإذا كان من أجل كل ( )f x Iف ن ،f  تكون متزايدة علىI. 
0من xإذا كان من أجل كل ( )f x Iف ن ،f  تكون متزايدة تماما علىI. 
0من xكلإذا كان من أجل   ( )f x Iف ن ،f  تكون ثابتة علىI. 

 إذا كان  الدالةf  0تقبل الاشتقاق عندx0، وتبلغ أحد حديها عندx  ف ن 0 0f x . 
)0إذا افترضنا أن           ) inf ( )

x I
f x f x


  فسيكون لدينا   0   0x I f x f x    

0، وبفرأ 0xتقبل الاشتقاق عند  fوبما أن 0x x   ف ن
0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim 0

x x

f x f x
f x

x x


  


.  

0أما إذا كان      0x x   ف ن 0 0f x   وينتج في الأخير 0 0f x . 
  إذا كان 0 0f x  وf   0تغير إشارتها على جانبيxف ن ،f 0تقبل قيمة حدية عند النق ةx. 
  إذا كان 0 0f x  وf   0تغير إشارتها على جانبيxف ن ،f 0يقبل نق ة انع اف عند النق ةx. 

 مشتق تركيب دالتين ..4
f:: من  Jو Iدالتين عدديتين معرفتين على المجالين المفتوحين  gو fإذا كان   I R   
g:و  J R:بحيث ، 

( )f I J 
a I  وf  تقبل الاشتقاق عندa . 

g  تقبل الاشتقاق عند( )b f a . 
gف ن الدالة      f  تقبل الاشتقاق عندa و  ( ) ( ) ( ) ( )g f a g f a f a    

 نتيجة
)تقبتتل الاشتتتقاق عنتتد كتتل نقتتـ المجتتال  gو Iتقبتتل الاشتتتقاق عنتتد كتتل نقتتـ المجتتال fإذا كانتت  )f I فتت نg f 

   . ولدينا: Iتقبل الاشتقاق عند كل نقـ المجال ( ) ( ) ( ) ( )x I g f x g f x f x      
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 أم:لة    
 مشتق الدالة نحسب sin cos( )

2
x x


 بوضع .( ) cosg x x و( )

2
f x x


    

       : يكون لدينا ( ) cos( ) sin
2

g f x x x


   

   ومنه   ( ) ( ) ( ) sin( ) 1 sin( ) cos
2 2

g f x g f x f x x x x
             

sin)   ومنه العتقة ) cosx x x  R 

  الحد وحيددالة مشتق ( ) nf x x 1هو( ) nf x n x   وهذا من أجل كل عدد صحيح n  . 

 دالةال مشتق ( )f x x   0من أجل x :     1     : 0
( )

1    : 0

x
f x

x


  

 
 

0aعند النق ة   (0)لأن  لا تقبل الاشتقاق دالةال (0)d gf f  . 

 دالةال مشتق ( ) cosf x x: لدينا . 
2sin .sin

cos cos 2 2
lim lim

sin
2

                         limsin lim sin 1 sin
2

2

x a x a

x a x a

x a x a

x a

x a x a

x a

x a
a a

x a

 

 

    
        

 

 
             

 

cos)   ومنه العتقة      ) sinx x x   R. 

 الدالة مشتق( ) xf x e.   لدينا : 

0

1 1
lim lim .lim 1

x a x a t
a a a a

x a x a t

e e e e
e e e e

x a x a t



  

  
     

 
). ومنه   )x xx e e  R 

 العكسيةالدالة  .6
 شرط وجود الدالة العكسية 1.6

 ف ن: Iومستمرة على  Iرتيبة تماما على المجال  fالدالة العددية كان إذا 
-  f I .هو مجال 
 تقابل. Iعلى  fواقتصار -

1دالة عكسية ، تقبل fالدالة
f
بنفه تغير( وهي أيضا رتيبة ،f   علىI)  ومستمرة على ،I . 
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 م حظة 1.6
  إذا أع يf  1بتمثيلها البياني في معلم متجانه، ف نه تمثيل

f
  ( يكون بالتناظر الذي )في نفه المعلم

yمحوره المستقيم  x. 
  وإذا قبلf  الاشتقاق علىI  1، وكان  هذه المشتقة غير معدومة، ف ن

f
  تقبل أيضا الاشتقاق على

 f I:ولدينا ، 

   

1

1 1

, ( )

,   ( ) ( ) 1

x I f f x x

x I f f x f x



 

  


   

 

   هومن   
 

1

1

1
( )    0

( )
f x f

f f x






 


 

 تطبيقات المشتقات .7
 نظرية رول 1.7

 fإذا كان  الدالة






 
مستمرة على  ,a b ، 

قابلة لتشتقاق على  ,a b ، 
)بحيث  ) ( )f a f b . 

من  cالأقل قيمة علىف نه توجد  ,a b  بحيث( ) 0f c  
 cيتتتدل التمثيتتتل الهندستتتي علتتتى وجتتتود نق تتتة واحتتتدة

( بحيتث  Bلتلتف عتن A) ABعلتى الأقتل متن القتوس 
، وقتتتد لا تكتتتون هتتتذه Oxيتتتوازي عنتتتدهايكتتتون الممتتتاس 
 (.4.1)الشكل  . النق ة وحيدة

شدددددروط نظريدددددة رول تتحقدددددق علدددددى الدالدددددة مثتتتتتال  
( ) ( 2) ( 2)f x x x x     

2( 2) (0) (2) ,    ( ) 3 4f f f f x x     
) إذن )f x 0نتتتتتتتتتتد ستتتتتتتتتتينعدم عx  متتتتتتتتتتن 2, 0 

متتتتن  1xوينعتتتتدم أيضتتتتا عنتتتتد  0, وهتتتتذا متتتتا تحققتتتتته  2
 المعادلة
  2( ) 3 4f x x    على المجالين 2, 0   و 0, 0، حيث نجد 2

2

3
x   ،1

2

3
x . 

O a c b 

A 
f (b) 

y 

x 

B 

C 

4.1شكل   
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 الحساب على المشتقات 1.7
 معرفتين ومستمرتين على دالتين gو fلتكن :قضية ,a b  وقابلتين لتشتقاق على ,a b . 

لا تنعدم على  g'فرأ أن الدالة المشتقة ب ,a b ،  يوجد عدد عندئذ  من المجال ,a b بحيث : 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

f b f a f

g b g a g









 

 البرهان
على  ,a b  الدالةتعتبرh : ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

f b f a
h x f x g x

g b g a


 


 . h . تحقق نظرية رول 

من  وجد ومنه ي   ,a b  0بحيث)(' h .ولدينا   ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

f b f a
h x f x g x

g b g a


   


 

)   ف ن ) ( )
( ) ( ) ( ) 0

( ) ( )

f b f a
h f g

g b g a
  


    


)، وبالتالي   ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

f b f a f

g b g a g









 

 L'Hôpital قاعدة 1.7

 لتتتكن : ,f a b  و   : ,g a b   دالتتتين قتتابلتين لتشتتتقاق علتتى مجتتال ,a b، ولتتيكن  متتن 
المجال  ,a b لنهاية ا . إذا كان( )

lim
( )x

f x

g x




)النهاية  ، ف ن  موجودة  ) ( )

lim
( ) ( )x

f x f

g x g








 بحيث :موجودة،  

( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( ) ( )x x

f x f f x

g x g g x 



 





 

)عندما يكون       م حظة ) ( ) 0f g   ، أن ف( ) ( )
lim lim

( ) ( )x x

f x f x

g x g x  





. 

 صيغة التزايدات المنتهية ..4
مستمرة على  fدالة ذا كان  إ ,a b  وتقبل الاشتقاق على ,a b على الأقل، ف نه توجد 

من  cقيمة ,a b  بحيث( ) ( ) ( ) ( )f b f a b a f c   . 
من  يوجد على الأقلأي   0 ، بحيث 1; ( ) ( ) ( ( ))f b f a b a f a b a        (2) 

bبوضع و  a h   ( الشكل: 2)العتقة  تأخذ( ) ( ) ( )f a h f a h f a h    
 أم:لة

)الدالة  :1م:ال ) lnf x x  لى ت بيق نظرية التزايدات المنتهية ع شروطتحقق 0 ; x ،0 x  ومنه 
 

1
; 1 ln( 1) ln( )c x x x x

c
      
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O a  b 

A 

y 

x 

B C 

5.1شكل   

        أو 
1

0 ;1 ln( 1) ln( )x x
x




    


 

)الدالة   :2م:ال ) xf x e على ، 0 ; x ،0 x ،تزايدات المنتهيةنظرية ال تحقق شروط . 
هي  fمجموعة التعريف 0 ;fD  و ،f  تقبل الاشتقاق على 0 ;D  ، 

(f  لأن  0لا تقبل الاشتقاق عند
0 0

1 1 1
lim lim
x x

x xe e

x x x 

 
     ) 

0من أجل  لدينا x  ( )
2

xe
f x

x
  

 (.5.1)الشكل  : التمثيل الهندسي
يتتتتدل التمثيتتتتل الهندستتتتي علتتتتى وجتتتتود نق تتتتة أو أكثتتتتر متتتتن 

. ABبحيث يكون المماس للمنحنى يوازي التوتر ABالقوس 
)هو  ABيه المستقيم )معامل توج ) ( )f b f a

b a




) 

 نحقق نظرية التزايدات المنتهية على الدالةل   :.م:ال

( ) 1 ln(1 )f x x    في المجال  0 ; 1 
 ( )f x مستمرة على المجال  0 ; )و 1 )f x تقبل الاشتقاق على  0 ;  حسب نظرية التزايدات المنتهية،  .1

 من  يوجد على الأقل 0 ; 1:  
(1) (0)

( )
1 0

f f
f 


 


إذن نحل في    . 0 ;  المعادلة: ،1

(1 ln 2) 1
( )

1 0
f x

 
 


 التي تكافئ 

1
ln 2

1 x


 


1. ومنه الحل 

1 0.44
ln 2

    

 نتيجة  ..5
 دالتتة معرفتتة ومستتتمرة علتتى المجتتال fلتتتكن ,a b  ،وقابلتتة لتشتتتقاق علتتى المفتتتوح  ba,  نفتترأ وجتتود ثتتابتين .
 بحيث يكون   M و m موجبين

.  Mxfmbax  )('     :, 
 عندئذ يكون :

.M
ab

afbf
m 






)()( 
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 الدوال اللوغاريتمية والأسية .8
 الدوال اللوغاريتمية 1.8

يتتة، الدالتتة الأصتتلية علتتى المجتتال نستتمي الدالتتة اللوغاريتميتتة النيبير  0,   1للدالتتة
x

x
والتتتي تنعتتدم متتن أجتتل  

 . logو أ ln. ورمزها كما هو معلوم  xللمتغير 1القيمة 
*ي همجموعة تعريفها 

  لدينا إذن بالتعريف:، و  
1

0 , ln
x dt

x x
t

    
 خواص

ln( ) ln ln

ln ln ln

0, ln lnn

u v u v

u
u v

v

x n x n x

  

 

  

 

 النهايات
   

 
00

ln 1ln
lim ln , lim ln , lim 0 , lim 1

x x xx

xx
x x

x x



  


      

 خواص
 على المجال 0,          : 1

( ) ln ( )f x a x f x
x

    حيث*a 

  إذا كان  الدالة( )u x تقبل الاشتقاق وتحافظ على إشارتها في مجالI ف ن الدالة ،: ln ( )f x u x 
)    ، ويكون :Iتقبل الاشتقاق على )

( )
( )

u x
f x

u x


  

 لدالتان إذا كان  ا( )u x و( )v x تقبتن الاشتقاق ولا تنعدمان على المجالI ف ن 
( ) ( ) ( )

, ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

f x u x v x
x I f x u x v x

f x u x v x

  
           

 ( ) ( ) ( ) ( )
, ( )

( ) ( ) ( ) ( )

u x f x u x v x
x I f x

v x f x u x v x

  
       

 ( ) ( )
, ( ) ( ) ( )

( ) ( )

n f x u x
x I f x u x n n

f x u x

 
        

  e  العدد 
1xلنيبيرية، تنعدم من أجل الدالة اللوغاريتمية ا وهي مستمرة ومتزايدة تماما على ،*

. 
lnتوجد قيمة لت 1 :x xوهي العدد ،e  قيمتة  ...2,718 ،  ، يحقق هذه المعادلتةالأساس النيبيريالذي نسميه

 . تقريبية له
ln، هي الدالة aالدالة اللوغاريتمية ذات الأساس    م حظة 

log
ln

a

x
x x

a
 
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 (.6.1وضح في )الشكل منحناهما مُ  )لها نفه تغيرات الدالة اللوغاريتمية النيبيرية(.  
lnxجدول تغيرات  x 

 

                e                    1                    0 x 
    +  0          +0      +  ln x  

 
                         1     

0                                   

  
ln x 

 الدالة الأسية النيبيرية 1.8
xx، التي نرمز لها بت eساس النيبيريالدالة الأسية ذات الأ     eهي الدالة العكسية للدالة ،ln، 

*فهي مستمرة ومتزايدة تماما من 
  ولدينا :      .في ln , 0xy e x x x    

 خواص 

 , ,
y

x
x y y x y x yx x

y

e
e e e e e e

e

  
   

0 0

1
lim , lim 0, lim , lim 1

x x
x x

x x x x

e e
e x e

x x   


       

  إذا كان  الدالة( )u x تقبل على مجالI ف ن الدالة ،( )u x
x e تقبل الاشتقاق علىI: 

 ( ) ( )
( )

u x u x
e u x e


  

 

0 1

1

x

y

 

x 

y 

 6.1 الشكل
شكل .888

888.111 

111 

lny x  

xy e  
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 _________________________________________تمارين  محلولة 

 1-2 تمرين

sin  : من yو xمن أجل كل تثبأ siny x y x   

 الحل
x يكون عندما y  الدالة ،sin  معرفة ومستمرة على المجال ,x y  وتقبل الاشتقاق على ,x y ،

من  cت المنتهية توجد على الأقل قيمةافحسب نظرية التزايد ,a b بحيث:   

sin sin ( ) cosy x y x c   
cosوبما أن  1t t  R نستنتج  ،sin siny x y x  . 

 2-2 تمرين

0من أجل كل تبأث x :  1 1ln ( 1) ln ( )
1

x x xx
   


 

 الحل
)نعتبر الدالة  ) ln ( )f x x  المعرفة على*

.  1لدينا( )f x x  
حسب نظرية التزايدات المنتهية      1, 1 , ( 1) ( ) ( 1 ) ( )c x x f x f x x x f c c         

0وبما أن  1x c x     1فإن 1 1
1 xcx
 


1أي   1ln ( 1) ln ( )

1
x x xx

   


 . 

 3-2 تمرين

)نعتبر الدالة   )f x والمستمرة على  المعرفة 0, 2 . 
 من أنه يوجدب بين 0, 2  :7 (0) 10 (2) 23 ( )f f f   
 الحل

)بما أن   )f x  مستمرة على 0,  :   لدينايكون و  Mوذروتها  mفإنها تدرك حضيضها 5
    0, 2 ,f m M 

7    إذن  (0) 10 (2)

23

f f
m M


  

من ومنه يوجد  0, 2   :  7 (0) 10 (2)
( )

23

f f
f 


 
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 4-2 تمرين

f وg  على مستمرتاندالتان  ,a b وتقبلان الاشتقاق  ,a b 
) بفرض أن  ) ( )f a g a ومن أجل كلx من ,a b :( ) ( )f x g x  
   ثبت أنأ  , , ( ) ( )x a b f x g x   

 الحل

           لدينا    

   

( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( ) 0

, , ( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( ) 0

f a g a f a g a f g a

x a b f x g x f x g x f g x

      

             
 

fأي أن الدالة   g  على المجال ,a b  متناقصة. ومنه 
 , , ( )( ) ( )( ) 0x a b x a f g x f g a        

 5-2 تمرين

 دالة مستمرة على fلتكن ,a b بحيث ( )a f a و( )f b b 
) بفرض أن ) ( )f a g a ومن أجل كلx من ,a b :( ) ( )f x g x  

 من cأنه يوجدب ثبتأ ,a b بحيث( )f c c 
 الحل

)نعتبر الدالة  ذلكمن أجل   ) ( )g x f x x   .g  مستمرة على ,a b: ولدينا ، 
( ) ( ) 0 ( ) 0

( ) ( ) 0 ( ) 0

a f a f a a g a

f b b f b b g b

     

     
 

من  cومنه يوجد        ,a b  بحيث( ) 0g c   أي( )f c c 

 6-2 تمرين

) نعتبر  الدالة  ) 1
x

f x e


 . 
) حقق نظرية التزايدات المنتهية على الدالة     ) 1

x
f x e


   في المجال  1; 1  

 الحل
 ( ) 1

x
f x e


  مستمرة على المجال  1; 1 و ،( )f x تقبل الاشتقاق على  1; 1 . 

 حسب نظرية التزايدات المنتهية، يوجد على الأقل        1; 1   : (1) ( 1)
( )

1 ( 1)

f f
f 

 
 

 
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إذن نحل في        1; 1 ، المعادلة 
1(1 ) (1 )

( )
2

e e
f x

  
   التي تكافئ  

1

2

x e e
e


 

 

    ومنه الحل الوحيد       
1

2
ln 0.16x

e e



   


 

 7-2 تمرين

    :حيث g ةالدال نعتبر      
2

1

, 0

0 , 0

x xg x

x

e



 

 

 

0عند  هاوقابلية اشتقاقدرس استمرار او ، gتعريف مجموعةين ع 
0
x. 

 الحل

على نصف المجال  xg)(تغيرات الدالة الزوجية  دراسةبالإمكان   ,0 .  

2 مستمرة عند الصفر لأن:    xg)(بأن  نلاحظ  2

1 1

0 0

0lim limx x

x x

e e
 

  

  

0 من المساواة: 
0

)()(

0
lim 





 x

xgxg

x
 الصفر. تقبل الاشتقاق عند xg)(نستنتج أن  

          ولدينا  
2

3

1

, 0

0 , 0

2 x

xg x
x

x

e



  




 

g ومشتقتهامستمرة  gوالدالة   ولدينا   موجودة 3 3

1 1

2 2

0 0

2 2
0 0lim lim

x x

x x

g
x x

e e
 

  

   

)'ومنه        )g x 0عند  مستمرة
0
x. 

 8-2 تمرين

) نعتبر الدالة      )f x كما يلي  على المعرفة: 
2 1sin , 0

( )
     0 ,          0

x xxf x
x

 
 



 

f(0)احسب        ، عينو ( )f x 0 من أجلx  ، استمراريةوكذلك ( )f x 0 عند
0
x . 

 الحل

 : التعريفلدينا باستخدام  
2

0 0 0

1sin( ) (0) 1(0) lim lim lim sin 0
0x x x

xf x f xf x x
x x  


    


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0تقبل الاشتقاق عند  fوالدالة
0
x. 

0xونلاحظ من أجل    ،الدالة ( )f x : تقبل الاشتقاق ، حيث 
1 1( ) 2 sin cosf x x x x   

وبما أن  
0

1lim sin
x

x x
و موجودة 

0

1lim cos
x x

غير موجودة فإن  
0

lim ( )
x

f x


 غير موجودة . 
fومشتقتهامستمرة  fوالدالة    0موجودة لكنها غير مستمرة عند

0
x. 

 9-2 تمرين

) ر الدالةنعتب  )f x كما يلي  على المعرفة:    
2sin ( )

, 3
3( )

0 , 3

x
x

xf x

x


  

 

 

 ، ثم فسر النتيجة هندسيا .3عند القيمة  fادرس قابلية اشتقاق الدالة   
 الحل

تقبل الاشتقاق على  fنلاحظ بأن الدالة       3R . )لكونها مركبة من دوال قابلة للاشتقاق( 
0عند  الاشتقاقندرس   3x يمكن ملاحظة أن الدالة ،f 0عند  مستمرة 3x . 
0ندرس الاشتقاق عن يمين   3x  3: بوضعx h   0حيث h  3، يكونh x  : وبالتالي ، 

2 2 2

2

0 0 0 0

(3 ) (3) sin ( (3 )) sin ( (3 )) sin ( )
lim lim lim lim

( 3 3)h h h h

f h f h h h

h h h h h h

   


   

     
    

    
 

0وكذلك في الاشتقاق عن يسار   3x :  3نضعx h  0حيث h ،3يكونفh x  :ونحصل على 
2 2 2

2

0 0 0 0

(3 ) (3) sin ( (3 )) sin ( ) sin ( )
lim lim lim lim

(3 3) ( )h h h h

f h f h h h

h h h h h h

   


   

     
    

    
 

0يقبل مماس عند  fمنحنى  3x   2معادلته( 3)y x  (3,0)، وهو متناظرا بالنسبة إلىM. 

 11-2 تمرين

,      :بالشكلمعرفة  دالة xg)(لتكن  0
1( )

1 , 0

x

x
x

eg x

x




 
 

 

00 مستمرة وتقبل الاشتقاق عند xg)( بـين أن  ..11 x .0(أحسب(g . 
 .يقبل خطا مقاربا مائلا )( مجموعة تعريفها، وأثبت أن منحناهاعلى  xg)( تغيرات ادرس  ..22
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00 عند النقطة التي فاصلتها g هـات معادلة المماس للمنحنى البياني الممثل للدالة  ..33 x. 
 الحل
00 عند xg)(لاستمرار والاشتقاق لـدراسة ا  ..11 x. 
 )(xg               :مستمرة عند الصفر لأن 

0 0

(0) ( ) ( ) 1lim lim
x x

g g x g x
  

    

 :ومن العلاقة      
0 0 0

1
( ) (0) 1 11(0)

0 0 ( 1) 2
lim lim lim

xx

x
x x x

x
g x g x eeg

x x x e  


       
  

 

 الصفر. تقبل الاشتقاق عند xg)(ومنه  

    )(xg2  :  على المجال شتقاقوتقبل الا مستمرة

1
'( ) 0

( 1)

x x

x

x e e
g x

e

  
 


  

) لدينا :       )lim
x

g x
  

، ( )lim 0
x

g x
 

 ، ( ) 0lim
x

g x x
 

  ، ( )
1lim

x

g x

x  
  

yه : يقبل خطا مقاربا مائلا معادلت (2.2)الشكل  )( المنحنىو  x    (.7.2)الشكل 
00 عند النقطة التي فاصلتها gمعادلة المماس للمنحنى البياني الممثل للدالة   ..22 x. 

 :xg)(بجوار الصفر للدالة  ولىمن النشر المحدود من الرتبة الأ
  1

2
( ) (0) (0) 1 ( )g g g x o x x o xx        

xgy)( معادلة المماس لمنحنى تنتج     : 1عند نقطة المبدأ
2

1y x  . 
 

0 1

1

x

y

 
 

 

 

x 

y 

7.2شكل   

)(  
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 11-2 تمرين

نعتبر الدالة العددية    2( 1) xf x x x e    
 وفروعها اللانهائية ؟ fأدرس تغيرات  ..11
بين أن   ..22 منحنى :f انعطاف، يطلب تعيين إحداثياتها. يقبل نقطتي  
ارسم المنحنى   ..33  في نفس المعلم.  ين المماسين عند نقطتي الانعطافوالمستقيم 
أثبت أن   ..44   0يقطع محور الفواصل في نقطة فاصلتهاx   :00,62تحقق 0,61x  
للحيز المحدد بالمنحنى  S, ثم احسب المساحة على  fجد دالة أصلية للدالة  ..55  

0yوالمستقيمات     1و
2

x      0وx  . 

 الحل
 fجدول تغيرات  ..11

                        1                    2                  x 
         0          0                  '( )f x 

                      e                                   0  
                          

                  0.68                               
( )f x 

 
)2الدالة المشتقة الأولى:   ..22 ) ( 2) xx f x x x e      
الفروع اللانهائية: في جوار     العمودييوجد فرع لانهائي باتجاه المحور. 

 الدالة المشتقة الثانية ونقاط الانعطاف:   ..33
)2   لدينا:  ) ( 3 1) xx f x x x e      

1 المشــتقة الثانيــة تنعــدم عنــد كــل مـــن 

3 13
0.303

2
x


     2 و

3 13
3.303

2
x


  ،

لمنحى إذن ل . وتغير إشارتها عندهما  1 نقطتي انعطاف فاصلتاهماx  2وx :1( ) 1.888f x  
)2و  ) 0.486f x    (.8.2)الشكل 

 :على fالدالة الأصلية لـ 
2( ) ( ) ( 3 2)

x
F x f x dx x x e c        حيثc ثابت اختياري 
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0  بالوحدات المربعة : المساحةوتكون    

0.5
( ) 0.763f x dx


 S   

تقاطع  (1   محور الفواصل :مع 
(0.61)  :لدينا 0.0097f    (0.62) و 0.0023f  . 

)الدالة  أنوبما      )x f x ة تماما على ناقصومت مستمرة 0.61, (0.61)حيث 0.62 (0.62) 0f f  
 من 0xحسب نظرية القيم المتوسطة، فإنه يوجد عدد حقيقي وحيد     0.61, )0بحيث  0.62 ) 0f x  . 

هندسيا: المنحنى            0 في النقطة ذات الفاصلة محور الفواصليقطع 0.6180x  . 
 

Intégrale = 0,970736

2 3 4 5 6 7-1-2-3-4

2

3

4

-1

0 1

1

x

y

 
 

 12-2 تمرين

 حيث:  fنعتبر الدالة
3 2ln ( ) , 0

( )
       0         ,    0

x x x
f x

x

  
 


 

 .fDعلى  f. ثم أدرس استمرار وقابلية اشتقاقfمجموعة تعريف fDعين .أ 
، وأنشئ منحناها fادرس تغيرات .ب   علم متعامد ومتجانس في م),,(



jiO. 
 .Oحدد وضعية المماس عند النقطة

بالاستعانة بالمنحنى  .ج   أنشئ في نفس المعلم ،),,(


jiO منحنى الدالةg  :حيث
 :g x f x 

 الحل

x 

y 

8.2شكل   

)(  

S  
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  مجموعة التعريفأ(  ,fD    
f 0، ومستمرة عند *مستمرة علىx   لأن     

0 0
lim lim 0 0
x x

f x f x f
  

   
: *تقبل الاشتقاق على fالدالة 2 2( ) 3ln 2f x x x   0، وكذلك تقبل الاشتقاق عندx   لأن

    2 2

0 0

0
lim lim ln 0

0x x

f x f
x x

x  


 


 

)    فردية  fنلاحظ أن fب( تغيرات ) ( )x f x f x    R والمنحنى ،  يكون متناظرا بالنسبة 
على  fندرس لنقطة المبدأ.        0, : 
limلدينا      ( )

x
f x


  ،( )

lim
x

f x

x
  و   محور التراتيب.يقبل فرعا لا نهائيا باتجاه 

إشارة          f x : f x  0ينعدم من أجلx   و
3

1
0,71x

e
   

 ولدينا       0 0f      ، 3 2 1
1 0,25

3
f e

e
       (.9.2)الشكل 

     fاتجدول تغير   
 

                           31 e                     0 x 
            0              

( )f x 
0                                           0 

                               
 31f e 

( )f x 

المنحـــى      وعنـــدها يكـــون الممـــاس محمـــولا علـــى محـــور (2.9)الشـــكل  يقبـــل نقطـــة انعطـــاف عنـــد نقطـــة المبـــدأ ،
 الفواصل.

 ج( نلاحظ بأن:

 
( ) , 0

( ) , 0

f x x
f x

f x x


 

 
 

ومنحنى  f x  على 0,   ينطبق على  وعلى ، , 0  يتناظر مع  .بالنسبة لمحور التراتيب 
أما منحنى  f x  فهو ينطبق على منحنى f x  في نصف المستوى العلوي، ويتناظر معه بالنسبة لمحور

 بالنسبة لنصف المستوى السفلي.التراتيب 
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0 1

1

x

y

 

 13-2 تمرين

)(xfمستمرة على دالة *
R : حيث 

2

2

( ln ) ln  , 1 0
( )

(ln )         ,         1

x x x
f x

x x

   
 
 

 

1الصور  عين  ..11

5
( )f ،1( )f

e
 ،1

2
( )f  ،(1)f  ،(2)f  ،( )f e  ،(5)f. 

0عند  fأدرس قابلية اشتقاق  ..22 1x  . 
*على  fتغيرات ادرس  ..33

Rاقتصار ، واستنتج بأنf  على 1,   عين تطبيق تقابليهو .
1التطبيق العكسي

f
 

1و fييْ الدالتينمنحن أنشئ  ..44
f
 في معلم متعامد ومتجانس( ; , )O i j

   .(2 سم على 
 .(المحورين

في المجال  xf)(تزايدات المنتهية على الدالة هل يمكن تطبيق نظرية ال       0.5 ;  ؟ 2
 الحل

1الصور حساب   ..11

5
( )f ،1( )f

e
 ،1

2
( )f  ،(1)f  ،(2)f  ،( )f e  ،(5)f. 

1

5
( ) 4.20f   ،1( ) 2f

e
  ،1

2
( ) 1.17f  ،(1) 0f  ، 

9.2شكل   

x 

y 

)(  
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(2) 0.48f   ،( ) 1f e   ،(5) 2.60f  

 fالدالة اشتقاق دراسة  ..22

 الدالةظ بأن نُلاحf تقبل الاشتقاق على * 1:  
2ln 1

, 1 0
( )

2ln
, 0

x
x

x
f x

x
x

x


 

  
 


    

  0دراسة الاشتقاق عند 1x  :بحساب النهايتين 

    2

11

1 (ln ) ln 1
lim lim 1

1 1xx

f x f x x

x x 

  
  

 
 

    2

11

1 (ln ) 1
lim lim 0

1 1xx

f x f x

x x 

 
 

 
 

0عند تقبل الاشتقاق لا  fينتج أن الدالة      1x  .ومنحنىf  0نصفي مماسين عند يقبل 1x . 

*على  fتغيرات  ..33
  

limلدينا  ( )
x

f x


  و ( )
lim 0

x

f x

x
  منحنىمنه وf  الفواصليقبل فرعا لا نهائيا باتجاه محور. 

    
0

lim ( )
x

f x


  .  منحنىمنه وf  (.2..2محور التراتيب كخط مقارب. )الشكل يقبل 

0xالتي فاصلتها نقطة الة انعطاف عند يقبل نقط fمنحنى نلاحظ بأن       e. 
f)لأن الدالة المشتقة الثانية       0عند تنعدمx e  .)وتغير إشارتها على جانبيها 

     fجدول تغيرات
                     e                         1                       0 x 
                                                 0        -1 ( )f x 
                                                   

                                1 
                           0   

( )f x 

 اقتصارf  على 1,   1 تعيينو
( )f x

 : 
ة تماما علىيداز ومت مستمرة xf)(الدالة  1, وتأخذ قيمها في ،  0,  .فهي تقابل 

1 دالة العكسيةتكون أيضا ال 
( )f x

 على المجال اتمامة يداز ومت مستمرة 0,   في 1, . 
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1و  fيامنحن    
f
  علم المفي يكونان( ; , )O i j

   بالنسبة للمستقيم متناظرينy x   (.9..2)الشكل 

 : 2  بوضع( ) (ln ) , 1y f x x x    نحصل على   , 0
y

x ye  
 

   ومنه          1
0          ( )

x
x f x e
  

1و fالدالتين ييامنحن  ..44
f
  متجانسالمتعامد و المعلم الفي( ; , )O i j

  (.9)الشكل  يوضحه 
 

0 1

1

0

 
 

في المجال  xf)(التزايدات المنتهية على الدالة  نظريةاختبار شروط   ..55 0 , 2 
 لىع مستمرة f الدالةصحيح إن  0 , تقبل الاشتقاق على لكنها لا ، 2 0 , الاشتقاق لأنها لا تقبل  .2

0عند 1x   التزايدات المنتهية في هذه الحالة. وبالتالي لا يمكن تطبيق نظرية 

 

O 

1
( )y f x


  

y x  

( )y f x  

x 

y 

2..2 شكل  
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 14-2 تمرين

    حيث : xf)( ةالمنحنى البياني للدال )( ليكن
1

, 0( )

0 , 0

x xf x

x

e

  
 

 

D عين  ..11 f مجموعة تعريفf وادرس استمرار الدالة .)(xf على D f . 
0 ن عندتقبل الاشتقاق مرتي xf)( بين أن  ..22 0x  عين الدالتين المشتقتين ،( )f x  و( )f x . 
),,(في معلم متعامد ومتجانس )( وأنشئ منحناها xf)(ادرس تغيرات  ..33



jiO (4 سم على 
 ( .المحورين

 هي تطبيق تقابلي من xf)( بين أن  ..44 , 0 في  0 , 1. 
1 عين دالتها العكسية   

f
ثم أنشئ منحناها ،)( في نفس المعلم السابق . 

) عين معادلة المستقيم المماس  ..55 ) لمنحنىل )( 0 عند 1x   . 
 الحل

 ودراسة الاستمرار : ،fمجموعة تعريف  ..11
)مجموعة تعريف      )f x  هي  ,fD .f  مستمرة على*Rوهـي مركبـة مـن دوال مسـتمرة،  ، لأنها 

أيضا مستمرة عند الصفر لأن 
0 0

(0) ( ) ( ) 0lim lim
x x

f f x f x
  

   . إذن الدالة( )f x  مستمرة علىfD R. 
) دراسة الاشتقاق للدالة  ..22 )f x :  

  على 0 ,  تكون الدالة ،( )f x :معدومة، ومنه    * , ( ) ( ) 0x f x f x
    R 

  على , 0  الدالة ،( )f x  ،حيث تقبل الاشتقاق مرتين: 

*

2 4

1 1

(2 1)
, ( ) ; ( )

x xx
x f x f x

x x

e e


    R 

 0 عند 0x  يكون لدينا ،   
0 0 0

1 1

( ) (0) 0
0

0 0
lim lim lim

x x x

x xf x f

x x x

e e
    

 
   

 
 

 

)ومنه          )f x  :تقبل الاشتقاق عند الصفر لأن
0 0

( ) ( ) (0) 0lim lim
x x

f x f x f
  

     

2    ولدينا   

1

, 0( )

0 , 0

x
xf x

x

x

e


  




 

  وكذلك( )f x  : تقبل الاشتقاق عند الصفر، لأن
0

( ) (0)
(0) 0

0
lim
x

f x f
f

x

   


، 
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)ومنه   )f x  .4      لدينا:و تقبل الاشتقاق مرتين عند الصفر

1

(2 1)
, 0( )

0 , 0

xx
xf x

x

x

e

  




 

),,( في المعلم المتعامد والمتجانس )(منحنى ال، وإنشاء xf)( دراسة تغيرات  ..33


jiO. 
 

على    0 ,  الدالة ،( )f x على و  معدومة، ولدينا , 0  يكون لدينا ،
2

1

( ) 0
x

f x
x

e      

1   ولدينا   متناقصة على هذا المجال. xf)(ومنه            

( )lim lim 1
x x

xf x e
     

  
 

المجال  منمتناقصة  xf)( إذن        , 0   في 1 , 0. 
 
 

 هي تطبيق تقابلي من xf)( نبين أن  ..44 , 0 في  0 , 1 : 
ومتناقصة تماما على  مستمرة xf)(الدالة        , 0 وتأخذ قيمها في المجال ، 0 , 1.فهي تقابل  ، 
1 لعكسيةدالة اال    

( )f x
 تكون مستمرة ومتناقصة تمام على المجال 0 , 1  في , 0. 

yبالنسبة للمستقيم  )(مناظرا لـ )(ويكون منحناها     x في المعلم ),,(


jiO  (.22.2)الشكل 
           

0 1

1

x

y

 
 
 1 تعيين

( )f x
 نضع   :          

1

( ) , 0xy f x xe   
1   لدينا        1 0 1

ln
ln , 0 ,x x

y x y x      
 

x 

y 

22.2شكل   

( )  

( )  
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1      ومنه        
0 1

ln
1 ,

( )

0 , 0

x
xf x

x


  

 
 

 

 يوازي المحور العمودي. )(لمنحنى ل Oالمماس عند نقطة المبدأ         
 

) معادلة المماس  ..55 ) للمنحنى )( 0 عند النقطة ذات الفاصلة 1x   : 
 

          لدينا           1 1 1 1
( 1) , ( 1) ; 1f f y x

e e e e
        

 

) فتكون معادلة المماس لمنحنى           )y f x  عند النقطة 11A , e    :1، هي
y x

e
  . 

 15-2 تمرين

)نعتبر الدالة العددية   )f x : حيث      
3 22
2

1
( ) 1

3

xx
f x e e

 
  

 
 

) تغيرات أدرس     )f x  (0,7)على مجموعة تعريفها، ثم أحسبf ،(1)f ،(1,5)f ،(1,7)f  
)الممثل للدالة  )(منحنى أنشئ الثم     )f x في معلم متعامد),,(



jiO . 
 الحل

           xf وتقبل الاشتقاق على  ومستمرةمعرفةR وهي زوجية. لدينا على ، 0,  : 
22 3

21
3

( )
(0) 0 , lim ( ) , lim , ( ) 2

x x

xxf x
f f x f x

x
e e

 

 
       

 
 

والمنحنى              فرع لا نهائي باتجاه محور التراتيب  يقبل . 
22 3

21
3

( ) 2
xx

f x e e
 

   
 

 

)جدول التغيرات                 )f x  على 0,  : 
 

 0                              x 

 ( )f x 
 

 
0 

 
( )f x 
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)الصور  حساب     )if x : 
    (0,7) 0.28f      ،(1) 0.70f   ، 
    (1,5) 3.05f      ،(1,7) 5.92f  

)الممثل للدالة  )(نحنى الم       )f x، 
 (.22.2)الشكل  يوضحه       

 
 
 
 
 
 

 16-2 ينتمر 

)(xf مستمرة على دالة R : حيث     
1

, 1
( )

1
   ,    1

1

1

x
x

f x
x

x

e

x e

 
 

 





 

)الصور  عين  ..11 2)f  ،( 1)f  ،(0)f  ،(1)f  ،1.5( )f  ،(2)f . 
0عند  fأدرس قابلية اشتقاق  ..22 1x  . 
على  fاقتصار ، واستنتج بأنRعلى  fتغيرات ادرس  ..33 1,   عين تطبيق تقابليهو .

1العكسي التطبيق
f
 

1و fييْ الدالتينمنحن أنشئ  ..44
f
 في معلم متعامد ومتجانس( ; , )O i j

   .(2 سم على 
 .(المحورين

في المجال  xf)(هل يمكن تطبيق نظرية التزايدات المنتهية على الدالة   ..55 0 ,  ؟ 2
2التكامل بالتجزئة لحساب استخدم  ..66

0
( )I f x dx  مساحة الحيز . لوٍّن بقلم الرصاص

0xبالمستقيمات: ي تمثل قيمة هذا التكامل )المحدد تمن المستوي ال  0وy   و
2x  نحنىوم ( )y f x.) 

 الحل

22.2شكل   

0.7 1.5 1.7-1

2

3

4

5

6

0 1

1

x

y
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)الصورحساب   ..11 2)f  ،( 1)f  ،(0)f  ،(1)f  ،1.5( )f  ،(2)f. 

بالحساب المباشر:           
3

2
( 2) 1 0.90f

e
     ،2

1
( 1) 1 0.86f

e
    ،(0) 1f ، 

            (1) 2f ،(1.5) 1 2.65f e   ،(2) 1 3.72f e  

 fالدالة اشتقاق دراسة  ..22
 الدالةf تقبل الاشتقاق على 1: 

        , 1
( )

 (  ,    1

1

1

 

1)

x
f x

x

x

x

e

x e

   
 





 

  0دراسة الاشتقاق عند 1x  :بحساب النهايتين 

   

11

11 1 2
lim lim 2

1 1xx

xf x f x

x x

e
 

  
 

 
 

   

11

11 1 2
lim lim 1

1 1xx

xf x f

x x

e
 

  
 

 
 

0عند تقبل الاشتقاق لا  fينتج أن الدالة      1x  .ومنحنىf  0نصفي مماسين عند يقبل 1x . 
33..   تغيراتf  علىR  

limلدينا       ( )
x

f x


  و ( )
lim

x

f x

x
  ومنحنىf  التراتيب.يقبل فرعا لا نهائيا باتجاه محور 

       lim ( ) 1
x

f x
 

 . ومنحنىf   1خط مقارب معادلته يقبلy .  (.2..2)الشكل 
     fجدول تغيرات     

                      1                  1                     x 
              1        2       0             ( )f x 

                                                     1 
                              2 

                         31 e     
( )f x 

2xالتي فاصلتها نقطة اليقبل نقطة انعطاف عند  fمنحنى نلاحظ بأن      . 

f)لأن الدالة المشتقة الثانية      0عند  تنعدم 1x  .)وتغير إشارتها على جانبيها 
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 اقتصارf  على 1,   1 تعيينو
( )f x

 : 
ة تماما علىيداز ومت مستمرة xf)(الدالة  1, وتأخذ قيمها في ،  1,  .تكون أيضا  فهي تقابل

1 دالة العكسيةال
( )f x

 على المجال اتمامة يداز ومت مستمرة 1,   في 1, . 
1و  fيامنحن

f
  علم المفي يكونان( ; , )O i j

   بالنسبة للمستقيم متناظرينy x. 
   1  وضع :ب( ) 1, 1xy f x xe      نحصل على   

ln( 1) 1, 2x y y    
 

   ومنه    1
2          ( ) ln( 1) 1x f x x


    

1و fالدالتين ييامنحن  ..44
f
  متجانسالمتعامد و المعلم الفي( ; , )O i j

  (.2..2)الشكل  هيوضح 
 

2 3 4 5-1-2-3

2

3

4

0 1

1

 
 
في المجال  xf)(التزايدات المنتهية على الدالة  نظريةاختبار شروط   ..55 0 , 2 

 على مستمرة f الدالةصحيح إن        0 , تقبل الاشتقاق على لكنها لا ، 2 0 ,  لأنها لا تقبل .2
0عند الاشتقاق      1x التزايدات المنتهية في هذه الحالة. . وبالتالي لا يمكن تطبيق نظرية 

2التكامل بالتجزئة لحساب استخدام  ..66

0
( )I f x dx  

2..2 شكل  
x 

y ( )y f x  

y x  

O 

    

1
( )y f x


  

    

    

2  

1  
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2   لدينا       1 2

0 0 1

1 1( ) ( 1)x x
I f x dx x e dx e dx 
     

 

J  :1x)بالتجزئة( التكامل لنحسب     
J x e dx
  

uنضع       x  يكونdu dx  1، وبوضعx
dv dxe 

  1يكونx
v e 
 

1   ومنه      1 1 1x x x x
J x e e dx x e e   
   

2   إذن     

0

1 2

0 1

1 1 1( ) x x x
I xf x dx x e e e         

       

1     بالوحدات المربعة : Iمنه قيمة و        1= ( 1) ( 1) 3.08I e e e e       

 17-2 تمرين

المعرفة على fنعتبر الدالة 0 ;  كما يلي :   ( ) 1 2lnf x x x   
)يرمز )  ومتجانس معلم متعامدمستوي منسوب إلى في لتمثيلها البياني(O, , )i j

 

 الشكل)كما هو مبين في . 
14.2): 

 
 

 
 
 
 
 

 
2..2 شكل  

 بين أن المنحنى( ) يقبل فرعا لانهائيا عند  .باتجاه مستقيم يطُلب تعيين معادلته 

 الدالة أدرس استمرارية F 0 عن يمين 0x . أحسب ثم 
0

( ) (0)
lim

x

F x F

x


. ماذا تستنتج ؟ 

  ليكن  من المجال  0 1أحسب  .1;
( ) ( )F f x dx


   ما هي النهاية .

0
( )lim F





 ؟

 الحل

2 3 4 5 6 7 8

2

0 1

1

x

y

( )

( )


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  لدينا   
1 ln

( ) ( 1 2ln ) (1 2 )lim lim lim
x x x

x
f x x x x

x x  
        

( ) 1 ln
(1 2 ) 1lim lim

x x

f x x

x x x 
      و

 ( ) ( 1 2ln )lim lim
x x

f x x x
 

     

) وبالتالي المنحنى      ) يقبل فرعا لانهائيا عند  باتجاه المستقيم ( ) الذي معادلته y x. 

             : بوضع     

21

2
2 ln , 0

( )

            0           ,   0

x x x x x
F x

x

   
 
 

 

  الدالة F مستمرة عن يمين  الصفر، لأن 
0

(0) ( ) 0lim
x

F F x


  

 لديناو    
0 0

1

2

( ) (0)
lim lim 1 2ln( )

x x

F x F
x x

x 
 


    . 

  لدينا 

21

2

3
2 ln

2
( )x      

1
1 1 21

2
( ) ( ) ( ) 2 lnS f x dx F x x x x x





 

      
 

  

  ولدينا كذلك   
3

2
 2

0 0

1

2

3
( ) 2 ln

2
lim lim ( )S x

 
   

  

 
     

 
 

 18-2 تمرين

)دالة معرفة كما يلي:  fلتكن )
1

x
f x

x



   

 في مجال يطُلب تحديده. عين التطبيق العكسي. هي تطبيق تقابلي من  fبين أن       
 الحل

 لأنها مركبة من دوال مستمرة. ،مستمرة على  fالدالة     
 فردية، فيكفي دراسة اتجاه تغيراتها على fنلاحظ بأن   

1ليكن      2( , )x x  2من
 ،1    لدينا 2 1 2

1 2
1 2 1 2

( ) ( )
1 1 (1 )(1 )

x x x x
f x f x

x x x x


   

   
 

1 إذن   2 1 2( ) ( )x x f x f x   
 .اما على وبما لأنها فردية، فهي تبقى متزايدة تم ،متزايدة تماما على fالدالة   
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)على المجال  ، فهي نقابل من مستمرة متزايدة تماما على  fإذن    ) , ( )lim lim
n n

f x f x
 

 
  

أي 
على المجال  1, 1  

من المجال  yليكن     1, 1  ،لنحل المعادلة( )f x y في. 
العلاقة   

1

x
y

x



 لهما نفس الإشارة. yو xستلزم بأنت 

0yكان إذا        فإن     
1 1

yx
y x

x y
  

 
 

0yوإذا كان      فإن     
1 1

yx
y x

x y
  

 
 

  ونستنتج       1, 1 ( )
1

y
x f x y x

y
      


 

1ومنه التطبيق التقابلي:   
( )

1

x
f x

x





المعرف من   1, 1  في. 

 19-2 تمرين

دالة متزايدة على المجال  fلتكن 0,1  في المجال 0,1 .نعتبر المجموعة  
  0,1 , ( )E x f x x   

 .bتقبل حدا أعلى  Eبين أن المجموعة  (1

)بين أن  (2 )f b b. 

 الحل
0)غير خالية  Eالمجموعة  (1 )E، إذن فهي تقبل حدا أعلى، 1ومحدودة بــــbينتمي إلى المجال  ، الذي

 0,1 

 البرهان بالخلف. (2

  فرض أن( )f b b ،وبما أن b هو أصغر الحواد من الاعلى لـE ،( )f b  ليس هو أصغر الحواد
) بحيث E من cامن الأعلى. إذن يوجد عنصر  )f b c b  ،وبما أنf  متزايدة يكون

( ) ( )f c f b وبالتالي ( )f c c الذي يناقض انتماء c إلى E. 

 نفرض أن ( )f b b ،وبما أنf  متزايدة يكون ( )f f b b  وبالتالي( )f b E ، وهذا
)مستحيل لأن  )f b أكبر تماما من الحد الاعلى لـE. 

):  نتيجة    )f b b 
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 21-2 تمرين

3أثبت باستخدام التعريف أن الدالة  1
( )

5

x
f x

x





مستمرة عند كل نقطة من   5 . 

  الحل

 من 0xليكن         5  . 0أجل منx  :يكون لدينا 
00

0
0 0

143 13 1
( ) ( )

5 5 5 5

x xxx
f x f x

x x x x


   

    
 

0من  0xمن أجل          0
0 0

5 5
,

2 2

x x
x x

  
  

  

0يكون   5
0 5

2

x
x


  .ومنه  

0 0
0 0 0 02

0

5 5 28
, , ( ) ( )

2 2 ( 5)

x x
x x x f x f x x x

x

  
       

  

 

0ليكن          بجعل . 
2

0 0
5 ( 5)

min ,
2 28

x x 


   
  

  

 ، يكون 
2

0
0 0 2

0

( 5)28
, ( ) ( )

28( 5)

x
x x f x f x

x






   


 . 

 مستمرة على fوهذا يعني أن الدالة         5 . 

 21-2 تمرين

    :على مجموعة تعريفها fاستمرار واشتقاق الدالة ادرس
2 3 pour 1

( ) pour 1 1

2 pour 1

x x

f x x x

x

  


   
 

 

 الحل
fDمجموعة التعريف:        . 

على  .1 * 1,0,1  تكون ،( )f x  :مستمرة )لأنها مركبة من دوال مستمرة على اتحاد المجالات الآتية
       , 1 1,0 0,1 1,       ) 

0الاستمرار عند  .2 1x    0و 0x   0و 1x  
  0عند 1x   نلاحظ بأن :

1 1

(2 3) ( ) ( 1) 1lim lim
x x

x x f
  

      ومنه ( )f x  مستمرة عند

0 1x   
  0عند 0x  نلاحظ بأن :

0 0

( ) ( ) (0) 0lim lim
x x

x x f
  

     ومنه ( )f x  0مستمرة عند 0x  
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  0عند 1x  نلاحظ بأن :
1

( ) (1) 1lim
x

x f


 لكن 
1

( 2) 2lim
x 

 ومنه ( )f x  غير مستمرة عند

0 1x  
)وكذلك ندرس اشتقاق الدالة               )f x  :على مرحلتين 
على  .1 * 1,0,1  تكون ،( )f x  للاشتقاق )لأنها مركبة من دوال تقبل الاشتقاق على اتحاد المجالات

الآتية:        , 1 1,0 0,1 1,      ) 
0الاشتقاق عند  .2 1x    0و 0x   0و 1x  
  0عند 1x   نلاحظ بأن :

1 1

( ) (2) 2lim lim
x x

f x
  

    لكن   

1 1

( ) ( 1) 1lim lim
x x

f x
  

      

) ومنه )f x  0غير قابلة للاشتقاق عند 1x   
  0عند 0x  نلاحظ بأن :

0 0

( ) ( 1) 1lim lim
x x

f x
  

        لكن    
0 0

( ) (1) 1lim lim
x x

f x
  

    

) ومنه )f x  0غير قابلة للاشتقاق عند 0x  
  0عند 1x  نلاحظ بأن :

1 1

( ) (1) 1lim lim
x x

f x
  

      لكن    
1 1

( ) (0) 0lim lim
x x

f x
  

    

) ومنه )f x  0غير قابلة للاشتقاق عند 1x  

 
  2..2 شكل

 

 



 الدوال العددية                                                                                                  الفصل الثاني 

 

 

- 85 -  

 22-2 تمرين

 في كل حالة من الحالات: fعين مجموعة التعريف الدالة 
1 ln 1 1

) ( ) , ) ( ) , ) ( )
ln 1 2

x

x

x x x e
a f x b f x c f x

x ex x

  
  

 
 

 الحل

 1 بالنسبة للدالة
( )

x
f x

x x





 والقسمة. إذن x، هناك مشكلتين: وجود 

0 0fx D x x x      0، ومنه إذا كان x  :2x x x x    
0إذا كان  وكذلك x  :( 1) 0x x x x    ومنه    0,1 1,fD    

 بالنسبة للدالة ln 1
( )

ln 1

x x
f x

x





ln، هناك مشكلتين: وجود x والقسمة. إذن 

0 ln 0fx D x x x      0، ومنه إذا كان x  :lnx e x x    
 ومنه   0, ,fD e e   

 1 بالنسبة للدالة
( )

2

x

x

e
f x

e





 .معرفة على  xe، هناك مشكلة القسمة فقط لأن

2إذن  0f

xx D e       ومنه  ln2fD   

 23-2 تمرين

 في كل حالة من الحالات الآتية: fللدلة  ادرس النهاية عند 
1 ln (1 3 )

) ( ) , 1    ) ( ) , 0
2

1 1
) ( ) , 0 ) ( ) , 0

ln ( 1) 1

x

x

x x
a f x b f x

xx x

e x
c f x d f x

x e

 

 

 
   



 
   

 
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 1 بالنسبة للحالة
( ) , 1

x
f x

x x



 


، لدينا 

1
lim( 1) 0
x

x


   و
1

lim( ) 0
x

x x


 ن توجد ، إذ

0حالة عدم تعيين

0
. لنحول الكسر على    0,1 1,fD    :

2

2

( ) 1 ( 1) ( 1) ( 1)
( )

( ) ( )( ) ( )

x x x x
f x

x x x x x x

   
  

 
 

ومنه   
1

( 1)
lim 2

( )x

x

x


 

 وبالنسبة للحالة ln (1 3 )
( ) , 0

2

x
f x

x



 هنا أيضا توجد حالة عدم تعببن عندما ،x 0يؤول إلى 

)نحاول إرجاع عبارة  )f x  إلى عبارة من الشكلln (1 )u

u

 3. نضعu x عندما  0، التي تنتهي إلى

3u. إذا كان 0إلى xيؤول x   فإن
3

u
x    3و ln (1 )

( )
2

u
f x

u


 . 

ومنه 
0

lim ( 3 ) 0
x

x


  و
0

3
lim ( )

2x
f x




  . 

1 وبالنسبة للحالة
( ) , 0

ln ( 1)

xe
f x

x



 


، لدينا 

0
lim ( 1) 0
x

xe


   و
0

lim ln( 1) 0
x

x


 . 

). لنحاول إرجاع عبارة 0إلى xيؤول أي توجد حالة عدم تعببن عندما )f x :باستخدام عبارات الدوال المألوفة 

   
1

1, 0 0, ( )
ln ( 1)

xe x
x f x

x x


      


. 

لدينا 
0

1
lim 1
x

xe

x


   و

0
lim 1

ln ( 1)x

x

x



. ومنه 

0
lim ( ) 1
x

f x


 

 1 وبالنسبة للحالة
( ) , 0

1
x

x
f x

e



 


، لدينا 

0
lim ( 1) 1
x

xe


   و
0

lim (1 ) 0
x

x
e




  ومنه .

( )f x .ينتهي إلى ما لانهاية 

 24-2 تمرين

2lnفي كل حالة من الحالات الآتية:    fللدلة  ادرس النهاية عند  1
) ( ) ,

ln 1

x
a f x

x



  


 

21
) ( ) , ; ) ( ) 1

1

x

x

e
b f x c f x x x x

e
 


        


 

 الحل
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 2 بالنسبة للحالةln 1
( ) ,

ln 1

x
f x

x



  


lim، لدينا  ln

x
x


  ولدينا حالة عدم التعيين ،


 

lnنحلل كل من البسط والمقام على حد ينتهي بسرعة إلى الما لانهاية. هنا هذا الحد هو x، 

)لتحلل  )f x  0من أجلx  يكون  (ln )(2 1 ln ) 2 1 ln
( )

(ln )(1 1 ln ) 1 1 ln

x x x
f x

x x x

 
 

 
. 

limوبما أن  ln
x

x


  فإنlim ( ) 2
x

f x


 

 1 بالنسبة للحالة
( ) ,

1

x

x

e
f x

e



  


lim، لدينا  0

x

xe


 ومنه ،lim ( ) 0
x

f x


 

lim، يكون وعند 
x

xe


  1فيكون 1
( )

(1 ) 1

x

x xx

e
f x

e e e
 


 

 
 

limوبما أن  lim 0
x x

x xe e
 


  فإنlim ( ) 1

x
f x


 

 2 بالنسبة للحالة( ) 1f x x x x       لدينا ،
2 2lim ( 1) lim

x x
x x x

 
     2، إذنlim 1 lim

x u
x x u

 
      نضرب .

)ونقسم في مرافق عبارة  )f x 0إذا كان x :
2 2 2 2

2 2 2

( 1 )( 1 ) 1 1
( )

1 1 1

x x x x x x x x x x
f x

x x x x x x x x x

         
  

        
 

ومنه أيضا     
2 2 2 2

(1 1 ) (1 1 ) 1 1
( )

(1 1 1 ) 1 1 1 1 1 1 1

x x x x x
f x

x x x x x x x x x x

  
  

        
 

1وبما أن        
lim 0

x x
 1فإن

lim ( )
2x

f x


 

 25-2 تمرين

 في كل حالة من الحالات الآتية:    fادرس النهايات على أطراف مجموعة التعريف للدلة

 
1

) ( ) ln , ) ( ) 1 ln , ) ( ) ln 1
1

xx
a f x b f x x c f x e

x

 
     

 
 

 الحل

  1من أجل
( ) ln

1

x
f x

x

 
  

 
1،   لدينا 

1 0
1

f

x
x D x

x


    


 ، ومنه 

   , 1 1,fD      
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1لدينا      
lim lim 1

1x x

x x

x x 


 


ومنه 

1

1
lim ln limln 0

1x u

x
u

x 

 
  

 
lim، إذن  ( ) 0

x
f x


 

( 1)

1
lim 0

1x

x

x 





إذن 

0( 1)

1
lim ln lim ln

1 ux

x
u

x  

 
   

 
ومنه 

( 1)

lim ( )
x

f x
 

  

1

lim 1 2
x

x


  ،
1

lim 1 0
x

x


  1وإذا كان x  0فإن 1x  إذن .
1

1
lim

1x

x

x


 


ومنه 

1

1
lim ln lim ln

1 x
x

x
u

x 


 
  

 
أي 

1

lim ( )
x

f x


  

1وأخيرا، 
lim lim 1

1x x

x x

x x 


 


إذن 

1

1
lim ln lim ln 0

1x u

x
u

x 

 
  

 
lim. إذن  ( ) 0

x
f x


 

  من أجل( ) 1 lnf x x   0، لدينا 1 ln 0fx D x x      ومنه   ، 0,fD e 

0

lim ln
x

x


  ومنه
0

lim (1 ln )
x

x


    إذن
0

lim 1 ln lim
u

x

x u
 



    

ومنه 
0

lim ( )
x

f x


  

)، الدالة eفي )f x  .مستمرةlim ( ) ( ) 0
ex
f x f e


  

  من أجل ( ) ln 1
x

f x e


    1،   لدينا 0 f

x
e x D


     1،  والتي تكافئ
x

e


 ثم  

0x  0 أيx  ومنه  0,fD   
 لدينا

0

lim (1 ) 0
x

x
e




  ومنه

0

lim (1 ) 0
x

x
e




  

 وبالتالي
0

0

lim ln(1 ) lim ln
u

x

x
e u

 



    ومنه

0

lim ( )
x

f x


  

lim lim 0
x u

x ue e
  


 إذن ،  

1
lim ln 1 lim 0

x u

x
e u

 


   إذن .lim ( ) 0

x
f x


 

 26-2 تمرين

 في الحالتين: fللدالة  أدرس الاستمرارية عند 
2

22

1 , 03 , 1
1) ( ) , 1 ; 2) ( ) , 0

ln 1 , 02 1 , 1

x
x e xx x x

f x f x
x x x xx x

 

      
    

     

 

 الحل
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     بالنسبة للدالة
2

2

3 , 1
( )

2 1 , 1

x x x
f x

x x

   
 

 

 ، 

لدينا          
1 1

2lim ( ) lim ( 3) (1)
x x

f x x x f
  

         و
1 1

2lim ( ) lim ( 2 1) (1)
x x

f x x f
  

   

 .1ة عند مستمر  fومنه     

             لديناو          

1 1 1

21 ( 3) 3
lim lim lim 1

1 1x x x

f x f x x
x

x x    

   
  

 
 

   

1 1 1 1

21 (2 1) 3 2( 1)( 1)
lim lim lim lim 2( 1) 4

1 1 1x x x x

f x f x x x
x

x x x      

    
    

  
 

لأن المشتقة عن اليمين ) 1 لكنها غير قابلة للانشقاق عند، 1تقبل الاشتقاق عن يمين وعن يسار  fالدالة   
 لا تساوي المشتقة عن اليسار(.

     بالنسبة للدالة
2

1 , 0
( )

ln 1 , 0

x
x e x

f x
x x x x

  
 

  

 ، 

(0)لدينا   1f   0، ومن أجلx   
0 0

lim ( ) lim ( 1 ) 1 (0)
x x

x
f x x e f

  


    لأن 

0
lim 1

x

x
e




 

  يناولد     
0 0

2lim ( ) lim ( ln 1) 1 (0)
x x

f x x x x f
  

     لأن 
0

2lim ln 0
x

x x


 

             المشتقة عن اليمين تساوي المشتقة عن اليسار(. ولدينا) 0 تقبل الاشتقاق عند fوالدالة
   

0 1 1 1

20 ( ln 1) 1 ( ln 1)
lim lim lim lim ( ln 1) 1

0x x x x

f x f x x x x x x
x x

x x x      

    
     


 

   

0 0 0

0 ( 1 ) 1
lim lim lim 1

0x x x

x
xf x f x e

e
x x    


  

   


 

(0)و  0 تقبل الاشتقاق عند fالنهايتان متساويتين ومنه  1f   . 

 27-2 تمرين

 .إلى  xوتقبل نهاية حقيقية عندما ينتهي، وتأخذ قيمها في  دالة مستمرة ودورية على fلتكن       
 دالة ثابتة. fبين أن     

  الحل

  عند fلنهاية . نرمز بــ fدور موجب تماما لــ Tليكن
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)عدد حقيقي.  لدينا  xليكن ) ( )n f x f x nT    وعندما ينتهيx إلى :نحصل على ، 
( )lim

n
f x nT


  . أيضاو ( )x f x   والدالة f .ثابتة 

 28-2 تمرين

11يكون ،  xبرهن من أجل كل عدد حقيقي موجب تماما 1
(1 ) (1 )

x x
e

x x


    
  الحل

0ليكن  x: لدينا . 
11 1 1 1

(1 ) (1 ) ln (1 ) 1 ( 1) ln (1 )

                                      ( ln ( 1) ln ) 1 ( 1)( ln ( 1) ln )

1 1
                                      ln ( 1) ln

1

x x
e x x

x x x x

x x x x x x

x x
x x


         

       

    


 

 29-2 مرينت

xالمعادلة أثبت بأن  
e x


  0تقبل حلا وحيداx  من المجال 0,1I . 
 الحل

)بوضع      )
x

f x x e


  :يكون لدينا ،f  مستمرة علىI  (0)و 1 0f    1و
0(1) 1 ef  . 

من المجال المفتوح  0xوحسب النتيجة السابقة، توحد قيمة      0,1  0بحيث( ) 0f x , 
0x  1وحيد. لأنه لو كان معهx  من 0,1  1بحيث( ) 0f x  0, لكـان 1( ) ( ) 0f x f x   الأمـر الـذي

0xيتطلب، حسب رول، وجود    من 0 1,x x  0بحيث( ) 0f x  . 0. وهذا مجال لأن( ) 0f x  . 

 31-2 تمرين

3 كثير الحدودأثبت بأن   

2 3

0 1 2 3
(0 )a a a x a x a x    ينعدم عند قيمة على الأقل من. 

 الحل
، فهي مستمرة على أي مجال دالة كثير الحدود مستمرة على       ,a b من. 
 تكون صورتيهما من إشارتين متعاكستين.بحيث  من bو aعددين  بالفعل نبيين بأنه يوجد      
2            لدينا       3

0 1 2 3
lim ( )

x
a a x a x a x


     الذي يعني بالتعريف 

, , : ( )x x f x            
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0بحيث  bبأنه يوجد عدد حقيقي نستنتجومنه     ( )f b 
2  عندما وكذلك  3

0 1 2 3
lim ( )

x
a a x a x a x


     الذي يعني : 

, , : ( )x x f x            
0بحيث  aعدد حقيقي يوجدومنه نستنتج بأنه           ( )f a 
)التزايدات المنتهية :  نظريةبتطبيق   )f a و( )f b تلفتين ، فالصفر يكون محصورا بينهما،من إشارتين مخ 
 . bو aوهو صورة لقيمة على الأقل محصورة ما بين        

 31-2 تمرين

) لتكن  )f x معرفة ومستمرة على دالة  0, (0) بحيث 2 (2)f f 

 من أنه يوجدب بين     0,1  :( ) ( 1)f f   . 

 الحل
نعرف الدالة        : 0,1g R  بحيث( ) ( 1) ( )g x f x f x    . 
(0)  نلاحظ بأن       (1) (0) ( (2) (1)) (1)g f f f f g        
 من نظرية القيم المتوسطة تضمن وجود       0,1 تحقق ،( ) 0g    أو( ) ( 1)f f   

 32-2 تمرين

 في الحالات الآتية: fبرر قابلية الاشتقاق وأحسب المشتقة للدالة 
1

2

1
) ( ) ,   ) ( ) ln , ) ( ) , ) ( )

1 2 1

x
x

x

x x x e
a f x x b f x c f x x e d f x

x x e




   
  

 

 الحل

  1بالنسية للدالة
( )

1

x
f x x

x





1، نلاحظ بأن الدالة الكسرية 

1

x
x

x




تقبل الاشتقاق على  

 1  

 ومتزايدة تماما على           , 1 1,    1. إذن الدالة

1

x
x

x




xوجدائها بالدالة   x 

 قابلة للاشتقاق علىتكون          , 1 1,   . 
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1بوضع      
( )

1

x
u x

x





يكون  

2 2

( 1) ( 1) 2
( )

( 1) ( 1)

x x
u x

x x

  
  

 
)و      )

2

u
u

u


 

1إذن إذا كان            
( )

1

x
v x

x





فإن  

2

1 1
( )

1( 1)

x
v x

xx


 


 

هو الجداء  fو           
2 2

1 1 1 1
( ) 1

1 1 1 1( 1) ( 1)

x x x x x x
f x

x x x xx x

    
      

     
  

 إذن                
2 1 1

, 1 1, ( )
1 1

x x x
x f x

x x

  
      

 
 

  بالنسية للدالة( ) ln
2

x
f x

x



 ، نلاحظ 

 0, 2 ( ) ln ln 2 ln ln 2x f x x x x x         
xالدالة             x  تقبل الاشتقاق وموجبة تماما على 0 كيب ، إذن الترlnx x  مع الدالةln 

هي أيضا دالة تقبل الاشتقاق على        0 إذن الدالة .ln 2x x   2المركبة منx x   

الاشتقاق على  تقبل lnو        2 واخيرا الدالة .f تقبل الاشتقاق على 0, 2. 

ln)لدينا          )
u

u
u


 ومنه ، 

1 1
( )

2
f x

x x
  


وأخيرا   

2
0, 2 ( )

(2 )
f x

x x
  


 

1للدالة بالنسية       
( ) xf x x e 1، نلاحظ بأن الدالة

x
x

 ، وكذلك الدالة الأسية.*تقبل الاشتقاق على 

1إذن التركيب        
xx e  1وأيضا دالة الجداء

xx x e لىتقبل الاشتقاق ع*. 

)نعلم بأن          )u ux e u e   1ومنه تكون مشتقة
xx e  1هي

2

1 xx e
x

 

1إذن         1

2

1
( ) x xf x e x e

x

 
    

 
11واخيرا  

( ) xx
f x e

x


  1. أي* 1

( ) xx
x f x e

x


   

  بالنسية للدالة
2

( )
1

x

x

x e
f x

e






x، نلاحظ بأن الدالتين 
x e

  2وx
x e  تركيب دالة كثير 

*اق علىقابلة للاشتق f. إذنالحدود مع الدالة الاسية، قابلتان للاشتقاق على
fD    كنسبة دالتين 

. إذن قابلتين للاشتقاق على
2 2

2 2

( ) ( 1) ( )(2 )
( )

( 1)

x x x x x

x

x e x e e x e e
f x

e

  
  

 


. 

*  ومنه           
2 2

(1 3 ) ( 1)
( )

( 1)

xx

x

x e x e
x f x

e


  

  

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 33-2 تمرين

0عند أدرس قابلية الاشتقاق x للدالة    
1

sin    ;  0
( )

0          ;  0

x x
f x x

x


 

 
 

 

 الحل

    لدينا :           
0 0

( ) (0) 1
lim limsin

0x x

f x f

x x 





 

1إذا اخترنا            
x

n
   * nN تكون النهاية ،: 

0

1
lim sin lim sin 0
x n

n
x


 

  

1إذا اخترنا أما            

(4 1)
2

x

n






   nN فيكون ،
0

1
lim sin lim sin(4 1) 1

2x n
n

x



 
  . 

 .علىلا تقبل الاشتقاق  fبالتاليو  .0لا يقبل الاشتقاق عند  fا أن النهايتين مختلفتين، فإنبم            

 34-2 تمرين

  لةنعتبر الدا
2 1
.sin     :  0,

( )

0              : 0.

x x
f x x

x




 
 

 

0x عند نقطة الاشتقاق fقبلتهل         ؟ 

 الحل
      لدينا :            

0 0

( ) (0) 1
lim lim sin 0 (0)

0n n

f x f
x f

x x 


  


 

.
0 0 0

1 1
0 lim sin lim 0    lim sin 0

n n n
x x x

x x  
     

)ومنه              )f x  0عند  الاشتقاقتقبلx . 

 35-2 تمرين

     : حيثدالة عددية  f لتكن
1 2 1

, 1
( ) 1

, 11

x
x

f x x

x

   
 

  
  

 
 

 .fDعلى  xf)(. وادرس استمرار الدالة fمجموعة تعريف fD عين  ..11
xf)(، ثم عين fDعلى  f   ادرس قابلية اشتقاق  ..22 . 



 الدوال العددية                                                                                                  الفصل الثاني 

 

 

- 94 -  

 في مجموعة قيمها. fDهي تطبيق تقابلي من  f، ثم بين أن fادرس تغيرات  ..33
0)1(الاشتقاق عند  1f ل تقبله  ..44 fy   في حالة نعم، أحسب  ؟ )1(1 ff . 
 الحل

 .xf)(واستمرارية  fD تعيين  ..11
f :مجموعة تعريف     1 2,fD  . 

 مستمرة على fالدالة             1 2, 1 1,fD     وعند
0

1x : لدينا ، 

1 1

1 2 1
lim ( ) lim (1) 1

1x x

x
f x f

x 

  
  


 

 . fDعلى  مستمرة fومنه          
01عند  f   قابلية اشتقاق  ..22 x, 

 تقبل الاشتقاق على fالدالة         1 2, 1 1,  : )مركبة من دوال قابلة لاشتقاق( 

2

2 1
( )

2 1( 1)

x x
f x

x x

 
 

 
 

عند الاشتقاق           
0

1x : لدينا ، 

2
1 1 1

1 2 1
1 1 2( ) (1) 1lim lim lim

1 1 ( 1)x x x

x
x xf x f x

x x x  

  
      

  
 

  
 

2

21 1

1 2 1 2 ( 1)
lim lim

1 2 ( 1)x x

x x x x x

x x x 

       


      21 2 ( 1)x x x   

1

2
  

عند تقبل الاشتقاق   fوالدالة      
0

1x   : 
عن يمين الاشتقاق          

0
1 2x  : (1)1، لدينا

2
f    

  
 

1 1 1
2 2 2

1 1
2 2

1
2

1 2 1
0 1 2 1( ) (1 2) 1lim lim lim 2

1 2 ( 1) (2 1)

1 2 1 1 2 1 2 (2 1)
lim lim

( 1) (2 1) 1 2 1

x x x

x x

x
xf x f x

x x xx

x x x

x x x

  

 

  

 

  
      

  

      


      1 2 1 ( 1) (2 1)x x x    
 

 

عن يمين شتقاق لا تقبل الا fوالدالة        
0

1 2x . 
تقبل الاشتقاق على fالدالة :  خلاصة       1 2,   على هذا المجال هي:: ومشتقتها 
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2

2 1
( )

2 1( 1)

x x
f x

x x

 
 

 
 

من  xلدينا من أجل كل  ..33 1 2,  :  
2

2 1 1
( )

2 1( 1) 2 1( 2 1 )

x x
f x

x x x x x

  
  

    
 

1)لدينا كذلك و            2) 2f    وlim ( ) 0
x

f x


( ،0y  ,)الدالةو  خط مقاربf  متناقصة علىfD . 
            ن الدالةنلاحظ بأf مستمرة ومتناقصة تماما علىfD. 
تطبيق تقابلي من fإذن             1 2,fD    في المجال 0, 1، والتطبيق العكسي2

f
  جود.مو 

1)كذلك            
f
 مستمرة ومتناقصة تماما على 0, 2.) 

1لدينا :         1 1
( (1)) (1) (1) 1 , (1) ( 0)

2
f f f f f
        

1
f
  0تقبل الاشتقاق عند (1)y f  1ولدينا 1 1

( ) (1) 2
(1) 1 2

f
f

     
 

 

 36-2 تمرين
(0)وتحقق ، وتأخذ قيمها في  دالة قابلة للاشتقاق على  fلتكن ( ) (0) 0f f a f     من أجل

 غير معدوم. aعدد ثابت 
 بحيث المماس عندها يمر بنقطة المبدأ. fمن المنحنى الممثل لــ Oعن أثبت أنه توجد نقطة تختلف     

  الحل

عدد حقيقي غير معدوم. معادلة المماس 0xليكن          
0

( )xT  لمنحنىf 0نقطة ذات الفاصلةعند الx :هي 
      

0 0 0( )( ) ( )y f x x x f x    .
0

( )xT    يمر بنقطة المبدأ   إذا وفقط إذا
0 0 0( ) ( ) 0x f x f x   

   عدد حقيقي. نضع  xمن أجل             
( )

, 0
( )

0 , 0

f x
x

xg x

x




 
 

 

 ،*تكون مستمرة وقابلة للاشتقاق على  g، فإنمستمرة وقابلة للاشتقاق على  fبما أن          
(0)بحيث  0تقبل الاشتقاق عند  fبما أن           (0) 0f f   فإنg  0ستكون مستمرة عند. 

مستمرة على  gأخيرا           0 , a :وتقبل الاشتقاق على  0 , a 0)وتحقق ) (0) ( )g g a . 

من  0xنظرية رول، فإنه يوجد   وحسب            0 , a بحيث 
0( ) 0g x 0، وبما أنx غير معدوم يكون 

0 0 0
0 2

0

( ) ( )
( )

x f x f x
g x

x

  . 

)0 المساواة            ) 0g x  تُكتب بالشكل 
0 0 0( ) ( ) 0x f x f x  لــ ، ومنه المماسf عند النقطة 

 يمر بنقطة المبدأ. 0xذات الفاصلة         
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 37-2 تمرين
)للدالة  0أدرس قابلة قابلية الاشتقاق عن يمين  ) cosf x x  

  الحل

بقيم أكبر، يكون:  0 إلى xعندما ينتهي          
2

cos( ) 1 cos( ) 11 1
2 2 ( ) 2

x x

x x

 
   

1و  0 تقبل الاشتقاق عن يمين fومنه          
(0)

2df   

 38-2 تمرين

المعرفة على  fنعتبر الدالة 0,  بالشكل :
ln (1 )

, 0
( )

     0        ,    1

x
x

f x x

x




 
 

 

 ؟ 0مستمرة عند  fهل الدالة .1

أثبت أن  .2 
2 2 3

0, ln (1 )
2 2 3

x x x
x x x x         

  0عند  fاشتقاق الدالة استنتج دراسة .3
مستمرة وتقبل الاشتقاق على  fبين أن الدالة .4 0, .أحسب مشتقتها ، 

المعرفة على  الدالة لتكن  .5 0,  بالشكل :( ) ln (1 )
1

x
x x

x
   


 

 واستنتج إشارتها.  تغيراتأدرس 
 حدد وضعية الفرع اللانهائي. عند  fعين نهاية .6

 الحل

يعني نهاية شهيرة  .1
0

ln (1 )
lim 1

x

x

x


 إذن ،   

0
lim 0
x

f x f


 ومنه ،f  0 عندمستمرة. 
 المعرفتين كما يلي: vو uلإثبات المتراجحتين، ندرس التغيرات، ثم إشارة الدالتين .2

 
2 2 3

0, ( ) ln (1 ) , ( ) ln (1 )
2 2 3

x x x
x u x x x v x x x            

    لدينا         
2 3

21 1
0, ( ) 1 , ( ) 1

1 1 1 1

x x
x u x x v x x x

x x x x


            

   
 

 على    0,  0 يكون 1 x   20و x  30و x إذن . 0, ( ) 0 , ( ) 0x u x v x      
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: متزايدة uالدالة       0, ( ) (0)x u x u     والدالةv  :متناقصة 0, ( ) (0)x v x v     

  إذن          
2 2 3

0, ln (1 )
2 2 3

x x x
x x x x         

   لدينا .3 
   

2

0 ln(1 )
0,

0

f x f x x
x

x x

  
   


   

 ( نجد:2xوالقسمة على xوحسب السؤال السابق )بطرح        

 
   01 1

0,
2 0 2 3

f x f x
x

x


       


 

وبما أن            
0

1 1
lim

2 3 2x

x



 
    
 

1:     0 تقبل الاشتقاق عند f. إذن
(0)

2
f    

ln(1الدالة  .4 )x x الة وكذلك الدx xمسـتمرتان وتقـبلان الاشـتقاق علـى 0,  إذن التركيـب ،
f تقبلان الاشتقاق على 0, . 

  2 2

1
ln (1 )

( )1
0, ( )

x x
xx

x f x
x x


 


     

 لدينا .5  2 2

(1 )
0, ( )

(1 ) (1 )

x x x
x x

x x


  
    

 
 ومنه  0, ( ) 0x x    

متناقصة على  والدالة   0,  .إذن  0, ( ) (0)x x     . (0)وبما أن 0  
إذن        0, ( ) 0x x    

هي أيضا دالة تقبل الاشتقاق على   0 إذن الدالة .ln 2x x   2المركبة منx x   
تقبل الاشتقاق على  lnو     2واخيرا الدالة .f تقبل الاشتقاق على 0, 2. 

2 ن بما أ .6 0x  فإن إشارة ( )f x من إشارة ( )x .الدالة  إذنf  متناقصة على 0, . 
  إذن   

ln (1 ) 1
0, ( )

1

x x
x f x

x x

 
    


. 

limومنه   ( ) 0
x

f x


  إذن .ln (1 ) ln
lim lim 0

1x x

x t

x t 


 


1 و

lim lim 1
x x

x x

x x 


  

0yخطا مقاربا معادلته  تقبل في fومنحنى           

 39-2 تمرين

f بالشكل معرفة دالة:       
1

( 1) , 0
( )

     0        ,    0

xx e x
f x

x

  
 



 

على  fأدرس تغيرات .1 , 0 وعلى  0, .  
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 .0مستمرة عن يمين  fبين بأن الدالة .2
limعين  .3 (1 )

u

u
u e




ج قابلية اشتقاق، واستنتf  0عند. 

 .0عند  fعين النهاية عن اليسار للدالة  .4
) للدالة  و أحسب النهايات عند  .5 )f x  و ( )f x

x
. 

)نضع  .6 ) (1 )
u

u u e 
  برهن باستخدام متراجحة التزايدات المنتهية بأنه 

0إذا كان x  ،
2

1 1
( ) ( ) (0) 0x

xx
       . 

0وإذا كان x  ،1

2

1 1
( ) ( ) (0) 0xx e

xx
  


     

 يقبل خط مقاربا يطُلب تعيين معادلته.  fالمنحنى الممثل لـ بأن  و استنتج عند   .7
 الحل

1الدالتين  .1
x

x
xxو   e  1وكذلك دالة التركيب

xx e
.قابلة للاشتقاق على مجموعة تعريفها ، 

1لــ fإذن الجداء
xx e


1xو   x  تقبل الاشتقاق على*. 

21 1 1*
2 2

1 1
( ) ( 1)x x xx x

x f x e x e e
x x

   
      

)كل حدود   *على          )f x  .موجبة* ( ) 0x f x   
متزايدة على  fومنه          , 0 وعلى  0, .  

بما أن  .2
0

1
lim

x x

 
  

 
  فإن 

0

1
lim lim 0

ux

uxe e
  


  و

0

lim ( 1) 1
x

x


  

   إذن  
0

lim ( ) 0 (0)
x

f x f


 والدالةf  0مستمرة عن يمين. 

vتضع  .3 u   فيكون ،lim (1 ) lim ( ) 0
u v

u v vu e e v e
   

      
    1 1* 0 1 1

1
0

x x
f x f x

x e e
x x x

    
     

  
 

وبما أن             
0

1
lim

x x

 
  

 
 ،   

0

0
lim lim ( 1) 0

0 ux

uf x f
u e

x  


  


 

0)و  0تقبل الاشتقاق عن يمين  fوالدالة             ) 0f   

لدينا  .4
0

1
lim

x x

 
   
 

، إذن  
0

1
lim lim

u
x

uxe e
 






   و 

0

lim 1 1
x

x


  
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ومنه           
0

lim ( )
x

f x


  .عن اليسار، المنحنى يقبل خط مقارب عمودي. 0 عند 

1لدينا  .5
lim 0

x x 

 
  
 

، إذن  
0

1
lim lim 1

x u

uxe e
  


   و lim 1

x
x

 
   

limومنه            ( )
x

f x
 

  .عند   البرهان مطابقlim ( )
x

f x
 

 . 

  لدينا     
1( ) 1 xf x x

e
x x


    ومنه 

1
lim lim 1

x x

x x

x x   


  إذن .( ) ( )

lim lim 1
x x

f x f x

x x   
  

قابلة للاشتقاق على  الدالة  .6 0,  ، 0, ( ) (1 )
u u u

u u e u e u e
          

   0ليكن x 1، نستخدم متراجحات التزايدات المنتهية على المجال
0,

x

 
  

 لدينا . 

 
1 1 1

0, 0 , 0u u u
x x x

 
         

إذن 
1

1
uXe e




   1ومنه
0

u
u e

x


  

 إذن             
1 1

0, ( ) 0u u
x x


 

      
  ومنه 

1 1 1
0 ( ) (0) 0

x x x
 

 
     

 
 

0أخيرا ، إذا كان              x ،فسيكون  
2

1 1
( ) ( ) (0) 0x

xx
      . 

   0ليكن x1خدم متراجحات التزايدات المنتهية على المجال ، نست
,0

x

 
  

 لدينا . 

 
1 1 1

,0 0 , 0u u u
x x x

 
         

إذن 
1

1
u Xe e




   

 إذن           

1
1 1

,0 0 ( ) Xu u e
x x


 

      
  ومنه 

1
1 1 1

0 (0) ( ) 0 Xe
x x x

 
 

      
 

 

0إذا كان  أخيراو              x  ،1

2

1 1
( ) ( ) (0) 0xx e

xx
  


     

قابلة للاشتقاق على  الدالة  .2 0,  ، 0, ( ) (1 )
u u u

u u e u e u e
          

  النهاية( )
lim

x

f x

x 
1، نستخدم متراجحات التزايدات المنتهية على المجال 

0,
x

 
  

 لدينا . 

1
1* 1 1

( ) ( 1) 1 1 ( ) (0)x Xx f x x x e x x e x
x x

 



 
                      

  
0إذن إذا كان           x  ،1

( ) 0f x x
x

    1. وبما أن
lim 0

x x 


، 

limفإن            ( ( ) ) 0
x

f x x
 

 بقيم سالبة . 
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0إذا كانو     x  ،11
0 ( ) xf x x e

x


    1. وبما أن

lim 0
x x 

   1و
lim 1

x

xe
 


  فإن

11
lim 0

x

xe
x 


 وأخيرا lim ( ( ) ) 0

x
f x x

 
 .بقيم موجبة 

yيقبل خط مقارب مائل معادلته المنحنى  و في            x يكون من الأعلى عند ،، 
 .ويكون من الأسفل عند         

 

 

 _________________________________________ إضافيةتمارين 
 

 أحسب إن أمكن:      2 تمرين

1

1
l

2

im




 x

x

x
    ،)1( 2lim xxx

x



 ،

xx

xe
x 



 23

1
l

2

0
im 
















 x

x
x

x

3

0
iml       ،)11( 22lim 


xx

x
      ،

4

2

22
lim






x

x

x
  

3

9
l

2

3
im





 x

x

x
          ،
















1

11
l

20
im

xxx
        ،












 321 1

3

1

2
lim

xxx
   

 

)حيث:  fعين مجموعة تعريف      2 تمرين ) 2 1 2 1f x x x x x      

ثم احسب   
2

( )f x  :واستنتج عبارة بسيطة لـ( )f x. 

احسب  
2

( ) 2
lim

2x

f x

x




 .f، وأنشئ منحنى

 المقاربة لمنحنى كل من الدوال الآتية: الخطوط عين      . تمرين

2)2(

1
)(




x
xf    ،

1

11
)(




xx
xxg    ،

1
2)(

2

2




x

x
xxh. 

)نعتبر الدالة       . تمرين )f x  المعرفة على 0,   حيث 2 
 

   , 0,1
( )

2 , 1, 2

x x
f x

x x

 
 

 

 

مستمرة على المجال  fبرهن أن  0, 2 
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)0استخدام التعريف لحساب   )f x  0عندما 1x  . 

)(13   العددية الدالةنعتبر       . تمرين 2  xxxf 
20عند  fاحسب مشتقة       x  20و x. 
10 عندالاشتقاق  f هل تقبل      x في حالة العكس، هل تقبل ؟f ؟ الاشتقاق عن يمين ويسار هذه القيمة 
 دالتين الآتيتين على مجالي تعريفيهما:ادرس استمرار ال      6 تمرين














0si0

0si
1)(

x

x
x

x

xg        ،














0si0

0si)(
2

1

x

xxf xe. 

1المعرفة كما يلي:  xنعتبر الدالة العددية ذات المتغير الحقيقي      7 تمرين 1
( )

1 1

x x
f x

x x

  


  
 

 .fعة تعريفمجمو  fDعين 

    برهن أن: 
21 1

 , ( )f

x
x D f x

x

 
   

 .fأدرس استمرارية 
أحسب  

1

( ) (1)
lim

1x

f x f

x




 ، ماذا تستنتج ؟

fالتها المشتقةعين د  ؟  fDالاشتقاق على  fهل تقبل  . 

 ادرس استمرار الدوال الآتية عند القيم الرفقة بها:      8 تمرين

1en1)( 0

2  xxxg          ،4en4)( 0  xxxf، 

1et  1en ,

1si0

1si)( 00

2 1

1












  xx

x

xxh xe 

RRإمكانية تمديد الدوال  ادرس      9 تمرين :f ة أدناه إلى الدوال المعرفf المعرفة والمستمرة علىR: 
 

x

x
xxf  2)(     ،

xx

xx
xf






2

2

)(     ،















xx
xxf

2

1

2

1
sin)(. 

 احسب مشتقات الدوال الآتية:      .2 تمرين
43 xxxx   ، xxxx  223 log2  ،1

3


x
e  ،xe

1

، 
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x

x 1
log

3      ،2

1

xe     ،x
e     ،xee      ،

 1log x

x
e. 

  نعتبر      22 تمرين

   
 

2 2( 1)
, 1

( 1) ( 1)( )

1
      , 1

2

x x
x

x xf x

x

 
  
   


 


R
 

00عند  xf)(استمرار واشتقاق ادرس  x  10 و x. 

 نعتبر  الدالة      22 تمرين
2

1
( )

ln

x
F x dt

t t
 . 

 بين أن الدالة ( )F xمستمرة وتقبل الاشتقاق على 2 ; قتها ، عين مشت( )f x. 
 1 حقق نظرية التزايدات المنتهية على الدالة

( )
ln

f x
x x

   في المجال 2 ; 4. 

   عين القيمة المتوسطةc 1لـ
( )

ln
f x

x x
 على  2 ; 4. 

 للدوال: الثانيةالمشتقات  احسب      .2 رينتم
23 )1()(  xxxf     ،4)( 2  xxf     ،2

3
)14()(  xxf. 

)الدالة علىطبق نظرية التزايدات المنتهية     .2 تمرين ) xf x e على ، 0 ; x ،0 xها، بعد التحقق من شروط 

على الدالة رولهل يمكن تطبيق نظرية       .2 تمرين
2 4

( )
2

x x
f x

x





 في المجال  0 ;   ؟ 2

)23هل يمكن تطبيق نظرية رول على الدالة       26 تمرين ) 1 ( 1)f x x   في المجال  0,   ؟ 2

المجال نفس السؤال في    1, 1  بالنسبة للدالتين : x  3و x  ؟ 

)()()(')(حيث:     cأدرس وجود ووحدانية       27 تمرين cfabafbf      
)()2()1(1,2     في الحالات:    baxxxf  

( ) 0 ,xf x e a b e   
         2,02sin)(  baxxxf 

                   1,1)( 3  baxxf 
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    المعرف كما يلي: fليكن التطبيق       28 تمرين 
 3 24 ln , 0
3

                0       ,  0

( )x x x
f x

x

  
 
 

 

 ؟الاشتقاق على  fهل يقبل  .مستمر على  fاثبت أن
، وأنشئ منحناها fادرس تغيرات الدالة  .في معلم متعامد ومتجانس 

بين أن   .يقبل نقطة انعطاف، يطلب تعيين إحداثييها 

بيانيا الدالة.  ومثّلأدرس       29 تمرين 
1 1

ln
1 1

f x
x x

 
 

. 
عين نقطة تقاطع المنحنى مع     Ox.حدد وضعية المماس عندها ، 

أحسب  f xأوجد ،x  حيث  0f x . 

   حيث ،R على fالدالة تغيراتأدرس       .2 تمرين  2( 1)f x x x . 
3xباعتبار أن     x 3 هي دالة عكسية للدالةx x على R، استنتج من الدراسة السابقة تغيرات 
g على R، حيث     23 ( 1)g x x x . 

 حيث:  fالبياني للدالة   المنحنى )( ليكن      22 تمرين
xexxf  )1()( 

f بين أن  ..11 xf)( أحسب ،R تقبل الاشتقاق مرتين على   و )(xf . 
 .وعند  عند   f  ونهايتي f)1( أحسب ،xf)(تغيرات أدرس  ..22
),,(ومتجانس متعامد معلم في )( المنحنى أنشئ  ..33



jiO.    سم( 1,5)وحدة القياس 
)(1 المعادلة تقبل لماذا برِّر  ..44 xf 0 حلاxR وحيد ؟ الحل هذا . هل 
 المجال على Rمن تقابلي هي تطبيق f الدالة أن بين  ..55 1;0العكسية .ما هي مجموعة تعريف دالتها 

1f المنحنى أنشئ ؟)( 1 للدالة الممثلf المعلم السابق. في نفس 
 

ey عند الاشتقاق تقبل 1f أن بين  ..66 2 . 2( أحسب()(
1

ef . 
 في معلم متعامد ومتجانس. fأنشئ التمثيل البياني لتغيرات الدالة 

 :في كل حالة من الحالات د ومتجانس تمثيلها البياني في معلم متعام وأنشئ xf)( الدالةادرس       22 تمرين
2 1 2 1

( ) 2 , ( ) , ( )
1 1

x

x

x e
f x x x x f x f x

x e

 
    

 

 3 3
1 1ln

( ) 3 2 , ( ) , ( ) ,
1 ln 2

x
xx

f x x x f x f x e f x
x x x


     

  
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 __________________________________________ملخص  الدرس 
 الدوال الدائرية العكسية

 arcsinلدالة ا .1
على المجال  sinالدالة 

2 2
,   

 
 مستمرة ومتزايدة تماما، فهي تقابل.  

 .arcsinنرمز لتطبيقها العكسي بـ  
  2 2

arcsin  , 1, 1 sin  , ,y x x x y y           
 

 
 فردية. arcsinالدالة -
مستمرة ومتزايدة تماما على  arcsinلدالة - 1, 1   وتأخذ قيمتها في

2 2
,   

 
. 

تقبل الاشتقاق على  arcsinالدالة - 1, 1 : 

 
 

2 2

1 1 1 1
arcsin

cos 1 sin 1sin
x

y y xy

    
  

 

     arcsinتغيراتجدول 
 

1                                  1 x 

 (arcsin )x  

2
 

2
  arcsin x 

 

0 1

1

x

y

 
1 باحس   1مثال  

arcsin
2

 : 

1     من العلاقة 1
arcsin sin ,   

2 2 2 2
y y

  
     

 
1  ينتج    

arcsin
2 6

y


  

y 

x 

1.3شكل   

arcsiny x  

)(  
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   ف الدالةتعيين مجموعة التعري  2مثال   2arcsin 1f x x  

        لدينا 2 1 1, 1 2 , 2fx D x x          
 

 
f  إذا كان  الاشتقاقتقبل 2 1 1, 1x     :2 أي , 2x   

 
 

2)باستخدام علاقة مشتق تركيب الدالتين المشتقولدينا عبارة  1x x  وarcsinx x : ) 

2 4

2
( )

2

x
f x

x x
 


 

 arccosالدالة  .2
على المجال  cosالدالة العكسية لـ  0,  موجودة، وهي الدالة التي نرمز لها بـarccos. 

   arccos  , 1, 1 cos  , 0,y x x x y y         
 زوجية. arccosالدالة  -
مستمرة ومتناقصة تماما على  arccosالدالة  - 1, 1   وتأخذ قيمتها في 0, . 
تقبل الاشتقاق على  arccosالدالة  - 1, 1 : 

 
2 2

1 1 1
arccos

cos 1 sin 1
x

y y x

     
 

 

 : arccosx جدول التغيرات
1                                  1 x 

 (arccos )x  

 
0  

arccosx 

 

0 1

1

x

y

 
 

y 

x 

2.3شكل   

arccosy x  
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3 باحس  1مثال
arccos

2
 

        لدينا    
3 3

arccos cos       0,
2 2 6

y y y y


        

3  ومنه  
a arccos

2 6
y


  

arccos   بنفس الطريقة نجد :و    cos
2 2

   
  

  
 

arcsin            :علاقةإثبات ال   2مثال arccos
2

x x


  

)                نعتبر الدالة   ) arcsin arccosf x x x  
مجموعة التعريف :     1, 1

f
D   : ولدينا ، 

 

   

1, 1 , ( ) 0

1, 1 , ( )

x f x

x f x c c

    

     R
 

2
arcsin 0 arccos0c    

نتحقق من      
2

( 1) ( 1)f f      
ومنه   2

1, 1 , arcsin arccosx x x       
صحة المتطابقتين الآتيتين على إثبات    3مثال 1;1 

   sin arcsin , cos arccosx x x x   ، 
arcsin:   بالتعريفلدينا      , 1 1 sin ,

2 2
y x x x y y

 
         

ومنه      1, 1 , sin arcsinx x x     
arccos :وكذلك      , 1 1 cos , 0y x x x y y         

ومنه      1, 1 , cos arccosx x x     

 arctanالدالة  .3
مستمرة ومتزايدة تماما على المجال  tanالدالة الدورية 

2 2
,   

 
 .arctan. نرمز لدالتها العكسية بـ 

  2 2
arctan  , , tan  , ,y x x x y y           

 
 

 فردية arctanالدالة  -
 

 
2 2

1 1 1
arctan

1 tan 1tan

x x
y xy

    
 

R 
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arctanجدول التغيرات x     
 

                                  x 

 (arctan )x  

2
 

2
  arctan x 

 

0 1

1

x

y

 
 
arctanتعيين مشتقة الدالة مثال  (ln )x 

لدينا  
2 2

1 1
arctan (ln ) arctan (ln ) (ln )

1 ln (1 n )

xd
x x x

dx x x x
    

 
 

 
 

 الدوال القطعية الزائدية وعكسها
 ل القطعية الزائديةالدوا .4

sinhتسمى الدالة 
2

xxe e
x x




 بدالة الجيب القطعي الزائدي، ونرمز لها بـsinh. 

coshوتسمى الدالة 
2

xxe e
x x




 بدالة جيب التمام القطعي الزائدي، ونرمز لها بـcosh. 

sinhلة كما تسمى الدا
tanh

cosh

x
x x

x
  بدالة الظل القطعي الزائدي، ونرمز لها بـtanh. 

 

y 

x 

arctany x  

3.3شكل   
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 علاقات شهيرة 1.4
 cosh sinh 1xe x x  

x  
 cosh sinh 2

x
e x x


  
2    ( نجد:2( بـ )1بضرب ) 2cosh sinh 1

x x
e x x


   

   ونجمل فيما يلي أهم العلاقات الزائدية:    cosh cosh cosh sinh sinhx y x y x y     

                              
 

 

sinh sinh cosh sinh cosh

tanh tanh
tanh

1 tanh tanh

x y x y y x

x y
x y

x y

    


 

 

 

sinhدراسة تغيرات  2.4 x و cosh x 
 .مستمرتان وتقبلان الاشتقاق على مجموعة تعريفيهما coshو sinhالدالتان 

(cosh ) sinh , (sinh ) coshx x x x   
  وبملاحظة 0, , cosh 0 , sinh 0x x x     

على المجال  coshو sinhونستنتج جدولي تغيرات      0, . 
coshx جدول تغيرات    x 

 

                                 0 x 

 (cosh )x  

 

1  
cosh x 

 

0 1

1

x

y

 

y 

x 

4.3ل شك  

coshy x  
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sinhxجدول تغيرات x 
 

                                  0 x 

 (sinh )x  

 

0  
sinh x 

 
 

0 1

1

x

y

 
 

 tanhتغيرات  3.4 

 مستمرة وتقبل الاشتقاق على مجموعة تعريفهما.tanhالدالة
2

2

1
(tanh ) 1 tanh

cosh
x x

x
    

tanh0نلاحظ  0  و 0, , tanh 0x x    
على المجال  tanhومنه جدول تغيرات  0, . 

tanhxجدول تغيرات       x 
 

                          0 x 

 (tanh )x  

 

1  
tanh x 

 

y 

x 

sinhy x  

5.3شكل   
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0 1

1

x

y

 
 

 الدوال القطعية الزائدية العكسية .5
 argcoshةالدال 1.5

coshxالدالــة  x  مســتمرة ومتزايــدة تمامــا علــى المجــال 0,   فهــي إذن، تقبــل دالــة عكســية. تســمى هــذ .
argcoshالدالة العكسية بدالة قوس جيب تمام الزائدي، ونرمز لها بالرمز  x. 

argcosh   لدينا  cosh ,   0y x x y y    

  الاشتقاق :
2

1 1 1
( )

( ) sinh cosh 1
y x

x y y y
   

 
 

             ومنه    
2

1
(argcosh )

1
x

x
 


     

argcoshxجدول تغيرات      x 
 

                                  0 x 

 (argcosh )x  

 

1  
argcosh x 

argcoshومنحنى الدالة x .يقبل خط مقارب يوازي محور الفواصل 
 

0 1

1

x

y

 

y 

x 

6.3شكل   

coshy x  

y 

x 

7.3شكل   

argcoshy x  
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 ملاحظة
1من أجل  xالدالة ،argcoshx x  تساوي الدالة 2ln 1x x x . 

 argsinhالدالة  2.5
argsinhxنعلم الدالة x  مستمرة ومتزايدة تماما على ,  وتأخذ قيمتها في , . 

 تعريف
argsinhتسمى دالتها العكسية بدالة قوس الجيب الزائدي. ونرمز لها بـ  x ولدينا . 

argsinh sinhy x x y   
argsinh .دالة فردية 

  الاشتقاق :
2

1 1 1
( )

( ) cosh sinh 1
y x

x y y y
   

 
 

    ومنه  
2

1
argsinh

1
x

x

 


 

argsinhxجدول تغيرات x 
 

                                   x 

 (argsinh )x  

 
  

argsinh x 

 

0 1

1

x

y

 
 
 

 

y 

x 

8.3شكل   

argsinhy x  
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argالدالة 3.5 tanh 
tanhxالدالــة  x  مســتمرة ومتزايــدة تمامــا علــى المجــال ,   وتأخــذ قيامهــا في المجــال 1, 1   فهــي

argن، تقبل دالة عكسية. تسمى هذ  الدالة العكسية بدالة قوس الظل الزائدي، ونرمز لها بـ إذ tanh x. 
argالدالة  tanh .فردية 

2  الاشتقاق :
2

1 1
( ) cosh

( ) 1 tanh
y x x

x y x
   

 
 

   ومنه        
2

1
(arg tanh )

1
x

x
 


 

  جدول تغيرات
 

                                   x 

 (arg tanh )x  

1 
1  

arg tanh x 

 

0 1

1

x

y

 
 

 ملاحظة
argالدالة tanhx x  المعرفة على 1, 1  11، تساوي الدالة ln

2 1

x
x

x




. 

 

y 

x 

9.3شكل   

arg tanhy x  
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 _________________________________________تمارين  محلولة 

 1-3 تمرين

tan عبر عن العبارة  (2arcsin )x بدلالةx . 

 الحل

tan نلاحظ أن: (2arcsin )x   معرفة  إذاا
2 2

arcsin x     2  إذاا 2
2 2

x   

      لدينا
2

sin (2arcsin ) 2sin (arcsin ) cos(arcsin )
tan (2arcsin )

cos(2arccos ) 1 2sin (arcsin )

x x x
x

x x


 


 

sinوبما أن     (arcsin )x x 2وcos(arcsin ) 1x x  

فإن                      
2

2

2 1
tan (2arcsin )

1 2

x x
x

x





 

 2-3 تمرين

1          صحة العلاقةأثبت  
1,      arctan arctan

1 4

x
x x

x

 
    

 
 

 الحل

نعتبر الدالة  : ,1f   :1المعرفة كما يلي
( ) arctan arctan

1

x
f x x

x

 
  

 
 

arctanبما أن الدالتين  x 1و

1

x
x

x




تقبلان الاشتقاق على   ,1 : ولدينا . 

2 2

2 2 2

1 2 1
( )  ,   1

(1 ) 11
1

1

1 1
         0 ,    1

1 1

f x x
x xx

x

x
x x

     
  

  
 

    
 

 

على  ثابتة fوكنتيجة الدالة ,1  ولدينا بالخصوص ، ( ) (0)     1f x f x    

)أي  ) arctan (1) arctan0f x       وأخيرا( )   ,    1
4

f x x


   

 3-3 تمرين

 عين مجموعة تعريف الدالة :    arccos 2 5f x x  
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 الحل

   2 5 1, 1 3, 2fx D x x          
f  :تقبل الاشتقاق إذا كان 2 5 1, 1x      أي إذا كان 3, 2x    

 
 

2

2

1 2 5

f x

x

 

 

 

الحساب نبين أن  f x  غير قابلة للاشتقاق عند 3  و 2. 

 4-3 تمرين

   المتراجحة أثبت صحة   21, 1 , arccos 1x x x      
 الحل

)2نضع  ) arccos 1g x x x    ،g  تقبل الاشتقاق على 1, 1 : 

2 2 2

1 1 1
( )

1 1 1

x x
g x

x x x

  
   

  
 

، ومنه 1متناقصة تماما وتنعدم عند  gوينتج أن 1, 1 , ( ) 0x g x     

 5-3 تمرين

 أثبت صحة المتطابقتين الآتيتين، 1;1x   
  2cos sin 1Arc x x   ،  2sin cos 1Arc x x  

 الحل

 لدينا    sin sin ,
2 2

y Arc x y x y
 

      
0ومنه  cos y      وأخيرا   2cos sin 1Arc x x     1;1x   

  لدينا  cos cos , 0y Arc x y x x     . 
0 ومنه sin y ،ومنه أخيرا المتراجحة   2sin cos 1Arc x x    1;1x   

 6-3 تمرين

1            اشتقاق الدالة أدرس 
( ) arctan

1
f x

x



 

 الحل
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f     :مجوعة تعريف   ,1 1,
f

D     
f تقبل الاشتقاق على

f
D : ولدينا ، 

            

 

2

2 2

1

1 1
( )

1 1 1
1

1

x
f x

x

x




   
  

  
 

 

1xالاشتقاق عند    : 

1

1

1 1
lim      lim arctan

1 1 2

1 1
lim     lim arctan

1 1 2

xx

xx

x x

x x





  

  

   
 

    
 

 

 7-3 تمرين

 حيث :  fللدالةدراسة الاشتقاق  
4

arctan         , 1

( ) 1
, 1

2

x x

f x x x
x

x



 


  
 



 

 الحل

على  الاشتقاقتقبل  fالدالة     , 1 1,1 1,     : 

2

1
2

1
 ,   1

1( )

      ,    1

x
xf x

x


   

 


 

1xالاشتقاق عند   

1 1

1

2 1
2

1
2

arctan( ) (1)
lim lim

1 1

( ) (1)
lim

1

x x

x

xf x f

x x

f x f

x



 



 




 

 






 

1xعند  الاشتقاق   

1 1

1

2 1
2

arctan( ) ( 1)
lim lim

1 1

( ) ( 1)
lim

1

x x

x

xf x f

x x

f x f

x



 



 



 
 

 

 
 



 

1xعند  الاشتقاقلا تقبل  fومنه الدالة   ،: ولدينا 
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2

1
2

1
 ,   1 1

1( )

      ,     1

x
xf x

x


     

 


 

 8-3 تمرين

 المعادلتين الآتيتين: حل في     
3 5

sin sin sin
5 13

Arc Arc Arc x    ،
1

2 tan tan
2

Arc Arc x 

  3لنحسب 5
sin sin sin

5 13
A Arc Arc

 
  

 
 

3 5 3 5
sin sin cos sin cos sin sin sin

5 13 5 13
A Arc Arc Arc Arc

       
        

       
 

3 25 5 9 3 12 5 4 56
1 1

5 169 11 25 5 13 13 5 65
A          

  لديناو 
3 2

0
5 2

   3ومنه
0 sin

5 4
Arc


  ،وكذلك  

5 2
0

13 2
   5ومنه

0 sin
13 4

Arc


  

 إذن
3 5

0 sin sin
5 13 2

Arc Arc


   

3 5
sin sin

5 13
Arc Arc 56 و

sin
65

Arc لهما نفسsin و 0 ومحصورين ما بين 
2

 فهما متساويين. لنعين

x بحيث 
56

sin sin
65

Arc Arc x .بما أن الدالة sinArc هي تقابل لـــ 1,1 على ,
2 2
  

  
فإنه يكون  

56

65
x   56ومنه مجموعة الحلول المطلوبة هي

65
S

 
  
 

. 

 لدينا
2

1
2 tan tan

1 42
tan 2 tan

12 3
1 2 tan tan

2

Arc

Arc

Arc

 
 

     
     
 

1 و 
2 tan

2
Arc  4و

tan
3

Arc لهما نفس tan. 

  ناولدي
1

0 1
2

   1ومنه
0 tan

2 4
Arc


  ، وبما أن كلا 

1
2 tan

2
Arc  4و

tan
3

Arc محصورين ما بين 

 و 0
2


 فهما إذن متساويين. إذن ، 

 إذن
4

3
x   4ومنه مجموعة الحلول المطلوبة هي

3
S

 
  
 

. 

 9-3 تمرين

 عين الدوال الأصلية لكل من الدوال الآتية:       
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1

lnx x
 ، arcsin x ، arctan x   ،argsh x ، argch x ، 2ln (1 )x   ، 

2(1 )

xx e

x
 

  الحل

1
ln

ln
dx x c

x x
   

2

2
arcsin arcsin arcsin 1

1

x
x dx x x dx x x x c

x
     


   

2
2

1
arctan arctan arctan ln (1 )

21

x
x dx x x dx x x x c

x
     

   

2

2
arg arg arg 1

1

x
sh x dx x sh x dx x sh x x c

x
     


   

2

2
arg arg arg 1

1

x
ch x dx x ch x dx x ch x x c

x
     


   

2
2 2 2

2

1 1
ln (1 ) (1 ) 2 (1 ) 2 2arctan

(1 )

x
x dx x x dx x x x x c

x

 
        

   

     لدينا
2 2

1 1

1 1(1 ) (1 )

x x x xx x
e e e e

x xx x

 
   

    
ومنه       

2 1(1 )

x
xx e

e c
xx

 
 

 11-3 تمرين

   أحسب التكاملين الآتيين: 
1

0

21I t dt  1 و

0
2

2

1

x

x

e
J dx

e



 

 الحل

 في التكاملI نلاحظ بأن مشتقة الدالةsinx x  0هي دالة مستمرة على المجال,
2
 

  
 . 

sintإذن بوضع  x حيثx 0 من المجال,
2
 

  
cosdt يكون  x dx 

   ومنه
2 2 2

0 0 0

2 2 1 cos2
1 sin cos cos

2 4

x
I x dt x dt dt

  


       

  في التكاملJ نلاحظ بأن مشتقة الدالةxx e  هي دالة مستمرة على المجال 0,1. 
xtبوضع  e حيثx من المجال  0,1 يكون xdt e dx 

  ومنه 
1

2 1

2
tan tan

21

e
e

J dt Arc t Arc e
t


   

   
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 11-3 تمرين

 أحسب التكاملات الآتية:
3

31
2 2 2

2 22 2
0 0 1 0

1 sin 1 sin
, , ,

1 1 cos1 1

Arc x x
dx dx dx

x xx x



   
    

 الحل

  
1
2

1
2

02
0

1
sin sin sin

61
dx Arc x Arc x Arc x

x


   


 

 

3
2

2
0

sin

1

Arc x

x
نلاحظ بان 

2

sin

1

Arc x

x
uمن الشكل   u ومنه  

3
3 2

22
22

2
00

sin 1 1 3
( sin ) sin

2 2 2 181

Arc x
Arc x Arc

x

  
       

 

  
3

3

2 1
1

1 7
tan tan 3 tan( 1)

121
dx Arc x Arc Arc

x






    
 

 
2

2
0

sin

1 cos

x
dx

x



 . نلاحظ أن
2

sin

1 cos

x

x
 من الشكل 

21

u

u




 ومنه

 
2

2
2 0

0

sin
tan (cos ) tan0 tan1

41 cos

x
dx Arc x Arc Arc

x





    


 

 12-3 تمرين

 أحسب التكاملات الآتية:
2 2 1

2 2 2
0 1 0

1 1
, ,

2 2 ( 1)( 4) 2 6 5

t
dt dt dt

t t t t t t        

 الحل

 في التكامل 
2

2
0

1

2 2
dt

t t   2نلاحظ بأن 22 2 ( 1) 1t t t     . 1وبوضعu t   الذي يتغير

duو  2 إلى 0من  tعندما يتغير  1 إلى 1من  dt. 

إذن 
2 1

2 2
0 1

1 1
tan1 tan( 1) ( )

4 4 22 2 1
dt du Arc Arc

t t u

  



       
    
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  في التكامل
2

2
1 ( 1)( 4)

t
dt

t t   نلاحظ بأن
2 2 2

1 1 1 4 1

5 1 5 5( 1)( 4) 4 4

t t

tt t t t
  

   
. 

1uنضع  t   1الذي يتغير من عندما يتغير  1 إلىt  كون وي 2 إلى 0منdu dt. 
2 2 2

1 1 1

2

2 2 2
1

1 1 1 4 1

5 1 5 5( 1)( 4) 4 4

t t
dt dt dt dt

tt t t t
  

       

 في التكامل الأخير، نضع
1

2
u t 2 ومنهdt u   وu  1سيتغير من

2
 ا:ويكون لدين. 1 إلى 

 
2 1

2

0
10

2

2
2

2 2
1

1 1 1 1 2
ln ( 1) ln ( 4)

5 5 2 5( 1)( 4) 1

t
dt t t du

t t u

 
         

  

 
1
1

2

2

2
1

1 1 1
ln3 ln8 2 tan

5 10 5( 1)( 4)

t
dt Arc u

t t
     

  

2

2
1

1 1 1 1 1 32 2 1
ln3 ln8 2 tan ln tan

5 10 5 4 2 10 45 10 5 2( 1)( 4)

t
dt Arc Arc

t t

  
          

   
 

  في التكامل
1

2
0

1

2 6 5
dt

t t  2، لدينا 21
2 6 5 (2 3) 1

2
t t t     

 
 

2نضع  3u t   عندما يتغير  5 إلى 3الذي يتغير منt  1ويكون  1 إلى 0من

2
dt du ومنه . 

1 5

2 2
0 3

1 1 1
tan5 tan3 tan

82 6 5 1
dt du Arc Arc Arc

t t u
   

    

 13-3 تمرين

 أحسب التكاملات غير المحددة الآتية: 
2

3 2(1 )

x
dx

x ،
2

tan

1

Arc x
dx

x ،
41

x
dx

x
 

 الحل

 2في التكامل

3 2(1 )

x
dx

x مشتقة الدالة 
3

1

1 x
 ،1x    2هي

3 2

3

(1 )

x

x



 

  ومنه ينتج                   
2

3 2 3

1

(1 ) 3(1 )

x
dx c

x x
  

  

  في التكامل
2

tan

1

Arc x
dx

x 2 مشتقة الدالة( tan )Arc x  ، هي
2

2 tan

1

Arc x

x
 

2  ومنه ينتج                   
2

tan 1
( tan )

21

Arc x
dx Arc x c

x
 

 

  في التكامل
41

x
dx

x
2tanArc مشتقة الدالة  x   هي

4

2

1

x

x
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2  ومنه ينتج              
4

1
tan

21

x
dx Arc x c

x
 


 

 14-3 تمرين

2 أحسب التكامل غير المحدد الآتي:  sinx Arc x dx 

 الحل

 نستخدم التجزئة:
3 3

2

2

1
sin sin

3 3 1

x x
x Arc x dx Arc x dx

x
 


  

 ثم نستخدم التكامل بالتجزئة من جديد لحساب التكامل:
3

2 2 2 2

2 2
1 2 1

1 1

x x
dx x dx x x x x dx

x x
     

 
   

3
2 2 2 2 2

2 2

1
1 1

31 1

x x
dx x dx x x x x C

x x
      

 
  

 15-3 تمرين

المعرفة كما يلي:  fأدرس الدالة
2

3 2

1
( ) (arctan )

1

x x
f x x

x x


 


   

 الحل
Cمن الصنف fنلاحظ بأن الدالة    على*

زوجية لندرسها على f و نلاحظ بأن ، 0, . 
 :لدينا النشر المحدود بجوار الصفر 

3 5 51 1
arctan ( )

3 5
x x x x o x   2و 4 4 3 5 5

2
1

(1 ( )) ( )
1

x x x x o x x x x o x
x

       


  

   ومنه      

2
3 5 3 5 5

3

2 4 4 2 2

1 1 1
( ) ( ( ))

3 5

2 2 4 2 2
       ( ) ( )

3 15 5 3 15

x
f x x x x x x x o x

x

x x o x x o x


      

      

 

دد الدالة     حيث 0بالاستمرار عند  fوبالتالي تمم
2

(0)
3

f وبما .f  1من الرتبة 0تقبل نشرا محدود عند  ،
(0)و  0يقبل الاشتقاق عند  fفإن التمديد ونرمز له أيضا 0f  . حنىوالمن C لـــf موازي لمحور  يقبل مماس

2الفواصل معادلته 
3

y  2. وأخيرا بما أن
( )

3
f x   22من إشارة  0بجوار

15
xفإن المنحنى  C  يقع محليا

 تحت المماس.
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  بجوار  يكون ( )
2

f x
x
 ومنه ( ) 0lim

n
f x


. 

 الاشتقاق والتغيرات 

0من أجل x  :
2 2 2

4 2 3 2 2

3 1 2
( ) (arctan )

1 (1 )

x x xx
f x x

x x x x

     
 

 
                    

2 4

4 2 2 2

2 2 2 2 2

4 2 2 4 2 4

3 2
       ( arctan )

1 3 (1 )

3 (3 ) 2 3 3 3
       ( arctan ) ( arctan ) ( )

(1 )(3 ) 3

x x x
x

x x x x x

x x x x x x x
x x g x

x x x x x x


    

  

    
      

  

 

2 حيث الدالة 

3
 ( ) arctan

3

x
g x x

x
 


 .على  تقبل الاشتقاق

x  :2ومن أجل كل عدد حقيقي 4

2 2 4 2 2 2 2
3 1

( ) 6
3 1 6 9 (3 ) (1 )

x x
g x

x x x x x x
    

     
 

 .متناقصة تماما على gوالدالة 

 (3.10الشكل ) مثيل البيانيالت 

C

2 3 4-1-2-3-4 0 1

1

x

y

2/
3

 
01.3شكل   

 16-3 تمرين

 المعرفة كما يلي:  fأدرس الدالة 
2

2
( ) arcsin

1

x
f x

x



   

 الحل
 لدينا :

2

21 2 0 ,

2
      1 ,

1

x x x

x
x

x

    

  


 

معرفة على  arcsinمن جهة أخرى الدالة 1, 1 ومنه ،f معرفة على. 
تقبل الاشتقاق على  arcsinنعلم أن الدالة 1, 1 الدالة ، ومنهf تقبل الاشتقاق عند كلx : 
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2

2
1

1

x

x



1xالتي تكافئ    

تقبل الاشتقاق على fنستنتج أن     1, 1D    : 

22

2

2

2 2 2

1 2
( )  ,    

12
1

1

2(1 )
         ,     

(1 ) (1 )

x
f x x D

xx

x

x
x D

x x

 
     

  
  

 


  

 

 

 لا تقبل الاشتقاق عند fو    
0

1x   ( يوضح ذلك .00.3الشكل ) التمثيل البياني للدالة في 

 

 

0 1

1

x

y

 
 17-3 تمرين

         أدرس الدالة 
2

( ) arctan
1

f x
x




    
 الحل

 1fD    ولدينا
1 12 2

lim ( ) , lim ( ) , lim ( ) 0
xx x

f x f x f x 
   

    

 
2 2

2
1

1 2
( ) 0

2 51
x

f x
x x



   
 

 fويلخص الجدول الآتي جدول التغيرات  

 

                     1                    x 

  '( )f x 

0 

  

2
 

2
 

  

0 

( )f x 

y 

x 

00.3شكل   

   
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 )01.3الشكل (، موضح في fتمثيل
 

0 1

1

x

y

 
 

 18-3 تمرين

2      الدالة  أدرس 
( ) arcsin

1

x
f x

x



    

 الحل
 مجموعة التعريف

    لدينا  
22

1 1 2 1 1 0
1

x
x x x

x
        


 

ومنه       
2

0   1, 1 0,
1f

x
x D x x

x
         


 

إذن      0,
f

D   
 

)الدالة  )f x  2تقبل الاشتقاق على مخال اشتقاق

1

x

x
وهو   0,   2وعندما يكون

1
1

x

x



. 

تقبل الاشتقاق على  fإذن   0,1 1,D   : ولدينا ، 
1

 ,    0 1
(1 )

( )
1

 ,      1
(1 )

x
x x

f x

x
x x


 


  

  
 

 

ولدينا أيضا :    (0) 0 , 1 , lim ( ) 0
2 x

f f f x



   

x 

y 

01.3شكل   

   
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)جدول تغيرات   )f x 
 

                          1                            0 x 

  ( )f x 

2


 

  

0                                                            0 

( )f x 

 (.3.13الشكل ، موضح في )fتمثيل 
 

0 1

1

x

y

 

 19-3 تمرين

11المعرفة كما يلي:  fأدرس الدالة
( ) ln( )

xe
f x

x x


   

 الحل
0إذا كان x  0فإن 1xe .  0إذن من أجل x ،الدالةf معرفة على*

0 ومن أجل.  x :يكون ، 
1 11 1 1

( ) ln( ) ln( ) ln( ) 1 ( )
x x

xe e
f x e f x

x x x x x

 
 

     
 

 

0 إذن من أجل كل x ،( ) ( ) 1f x f x   1والنقطة
(0, )

2
A هي نقطة تناظر للمنحنىC. 

 :النشر المحدود بجوار الصفر 
2 2

2 2 21 1 1 1
( ) ln(1 ( ) ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 6 2 6 2 2 2 24
x x x x x x

f x o x o x o x
x x

           

 حيث 0بالاستمرار عند  fوبالتالي تممدد الدالة
1

(0)
2

f وبما .f  فإن  1من الرتبة 0تقبل نشرا محدود عند ،
1و  0يقبل الاشتقاق عند  fله أيضا التمديد ونرمز

(0)
24

f  . والمنحنى C لـــf عند النقطة التي  يقبل مماس
1معادلته  0فاصلتها  1

24 2
y x  هي نقطة انعطاف. النقطةهذه . وأخيرا بالتناظر فأن 

 

y 

x 

03.3شكل   

   
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  بجوار  

ln(1 )1 ln
( ) ( ln( ) ln(1 ) ( ln ) 1 1 (1)

x
xx ex

f x e e x o
x x x


 

         

) ومنه   ) 1lim
x

f x


.   وكذلك   ( ) (1 ( )) 1 1 0lim lim
x x

f x f x
 

      

 الاشتقاق والتغيرات 
*الاشتقاق علىتقبل  fالدالة

 :x ونحصل بالاشتقاق من أجل كل عدد حقيقي ،
0ومن أجل x     :

2 2

1 11 1 1 1
( ) ln( ) ( ) ( ln 1)

1 1

x x xx

x x

e e x ee
f x

x x x xe ex x

         
 

 

f إشارة      على*
1من إشارة  

( ) ln 1
1

x x

x

e x e
g x

x e


  


                     

*تقبل الاشتقاق على gالدالةو     
 :x ونحصل بالاشتقاق من أجل كل عدد حقيقي غير معدوم ،

2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

( ) ( 1) ( 1)1
( )

1 ( 1) ( 1)

(( 2sh ) ) ( 2sh ) (sh ( ) ) sh )
2 2 2 2 2

/ /

x x x x x x xx

x x x

e x e e x e e e x ee
g x

xe e x e

x x x x x
x x x

         
  

   

 

sh>0نلاحظ بأن المتراجحة x 0تكون صحيحة من أجل x ومنه . g  موجبة تماما على*
  إذن .

*متزايدة تماما على gالدالة
 .  0)وعلى اعتبار ) 0g   كونت g متزايدة تماما على . ومنه تكون الدالة 

f متزايدة تماما على . تكون0وعلى اعتبار التناظر والاستمرار عندf متزايدة تماما على . 
 (.3.01الشكل ) التمثيل البياني 

C

2 3 4 5 6-1-2-3-4-5-6 0 1

1

x

y

1/
2

 
01.3شكل   
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 ________________________________________ إضافيةتمارين  .
 : تينالآتي أثبت صحة العلاقتين      0 تمرين

2argch ( ) ln 1 , 1x x x x     
2argsh ( ) ln 1 ,x x x x    R 

,2أثبت أن:       1 تمرين 2 1x x x    

واستنتج مجموعة تعريف الدالة:       
2

2
( ) arcsin

1

x
f x

x



 ، ثم ادرس تغيراتها.

عين       3 تمرين
f

D  :2مجموعة تعريف الدالة
( ) arctan

1
f x

x



 

          هلf  مستمرة علىfD؟  ادرس تغيراتf.وأنشئ منحناها ، 

حيث:  fنعتبر الدالة      1 تمرين
2

2

1
( ) arcsin

1

x
f x

x

 
  

 
 

       عين
f

D مجموعة تعريفf. 
       من أجل أي القيم للمتغيرx تكون هذه الدالة قابلة للاشتقاق ؟  أحسب ، f x. 

اثبت صحة العلاقتين الآتيتين:       5 تمرين 
2

1, 1  ,  arcsin ( ) arctan
1

x
x x

x
    


 

            
2

1, 1  ,  arctan ( ) arcsin
1

x
x x

x
    


 

   المعرفة كما يلي: xذات المتغير الحقيقي fنعتبر الدالة      6 تمرين
arctan         , 1

( ) 1
, 1

2

x x

f x x x
x

x

 


  
 



 

        عينfD مجموعة تعريفf. 
        احسب

1

( ) (1)
lim

1x

f x f

x




 ، ماذا تستنتج؟

       هل تقبلf الاشتقاق علىfD ؟ عين دالتها المشتقةf . 

 عين الخطوط المقاربة للمنحنيات المحددة بالدالتين:      7 تمرين
 2

11 1( ) 1 arcsin , ( ) 2 3 xf x x g x x ex x      

2 المعرفة كما يلي: xذات المتغير الحقيقي fالدالةرس تغيرات اد      8 تمرين 3
( ) arcsin

1

x

x

e
f x

e

 
  

 
 



 

 الفصل الرابع
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 مفاهيم عامة حول التكامل 
 بعض طرق حساب التكامل 
 توسيع مفهوم التكامل 
 محلولة تمارين 
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 __________________________________________ملخص  الدرس 
 تكاملمفاهيم عامة حول ال .1

 مفهوم التكامل 1.1
ومحمممملف الللا مممم   f، الحيممممبر المممم ا للسممممحى المممممدـ  مممم      ا   مممم  لممممم fللدالمممم  bإل  aممممم   التكامللللل نسمممم  

xوا ستقي ين :  a  وx b نرمبر له   لرمبر .( )
b

a
f x dx 

 تكامل دالة مستمرة ..2
f ـال  مست رة عل  مج لI و  م ،F ـال  أ لي  لمf   علI .a وb   مI. 

، هل العدـ: fللدال  bإلى aالتك م  م   ( ) ( ) ( ) ( )
b b

aa
f x dx F x F b F a   

الدوال ا ست رة عل  مج ل م  الشك   ,a b . تقب  ا ك مل 
 نتيجة

 .Iتقب  ـال  أ لي  عل   f، فإن Iعل   مست رة fإذا ك نت
 ، فإن هذه الدال  الأ لي  تكلن وحيدة. Iلل تغير م    0xم  أج  القي   0yالقي   fلم أ لي إذا أخذت ـال  

 الهندسي للتكامل المحدود الإيحاء ..3
) ا س ح  المدـة مع  نى ا ع ـل  Aستلا مرروـ مععل  . نس   ا  )y f x 

xومحلف الللا   وا ستقي ين  aوx b: ونميبر ح لين . 
) ع دم  تكلن )f x ل  ملجب  ع ,a b يكلن ،( )

b

a
f x dx  A 

) وع دم  تكلن )f x   س لب  عل ,a b يكلن ،( )
b

a
f x dx   A 

)ا س ح  المدـة مع  نى  )y f x  ومحلف الللا   وا ستقي ينx a وx b 

)ترعح    لعلاق    )
b

a
f x dx S   (.1.4)الشك 

 المساحة
xنعت  الحيبر م  ا ستلا المدـ    ستقي ين  a وx b وم   ي  ا ع ـلتين( )y f x و( )y g x 

م   xإذا ك ن م  أج  ك  ,a b :( ) ( )g x f x   ومس ح  هذا المج ل ترعح    لعلاق 

 ( ) ( )
b

a
f x g x dx S        (4.2)الشك 
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( )y f x  

S  

 

Intégrale = 1,76874

0 1

1

x

y

 
 
 

 

Intégrale = 0,678446

0 1

1

x

y

 
 نظرية المتوسط ..4

f  ـال  مست رة عل  المج ل ,a b  : فه  تبلغ حضيضه  وذفوته  عل  هذا المج لm وM . 
)فيكلن :  )m f x M  ،  وم ه   ( )

b

a
m b a f x dx M b a    . 

1     :و  لت لي
( )

b

ab a
m f x dx M


  

م  المج ل  cوحسب نظري  القي  ا تلسح ، فإنه تلجد نقح   ,a b :بحيث 
1

( ) ( )
b

ab a
f c f t dt


  

ل  ع fلم بالقيمة المتوسطة cتس   ,a b. 

1.4شكل   

x 

y 

b a 
 

 

2.4شكل   

x 

y 

 b a 

 

( )y f x  

S  
( )y g x  
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 مشتق تكامل ..5
)ـال  مست رة و fإذا ك نت ) ( )

x

a
F x f t dt   فإنه يكلن لدي ، 

( ) ( ) 1
( )

x

x

F x F x
f t dt

x x x x




    

xو xيكلن محصلفا  ين  cحسب نظري  ا تلسط، فأنه يلجد : 
( ) ( )

( )
F x F x

f c
x x





 

x   روف عل  ال ه ي  ع دم  و  x  :ي تج '
( ) ( ')

x

x
f t dt f x


 

 نتيجة     ( ) ( )
x

a
f t dt f x


 

    أمثلة 2 2

0
( 1) 1

x
t dt x


     ، 1

ln ln
x

t dt x

    ، 2 2

0

x t x
e dt e


 

 الدوال القابلة للمكاملة خواص ..6
 ( ) ( ) ( ) ( )

b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx      

( ) ( )
b b

a a
f x dx f x dx    

( )m f x M  عل         ( ) ,
b

a
m b a f x dx M b a a b      

( ) ( )
b b

a a
f g f x dx g x dx     

( ) ( )
b b

a a
a b f x dx f x dx    

2

( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx            

         

 بعض طرق حساب التكامل .2
 )إذا عرل ت(الدالة الأصلية،  1.2

 : بحيث Iل  تقب  الاشتق ق ع F. ك  ـال  م   Iا عرف  عل  المج ل  fنس   ـال  أ لي  للدال 
 ( ) ( )x I F x f x   

F، فإن ك  الدوال م  الشك  fأ لي  لم Fإذا ك نت   ه  أيض  ـوال أ لي  لمf  : . ث  ت حقيق 
) ولدي        ) ( ) ( ) ( )

dF
f x dx F x dF f x dx f x

dx
       
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  ليكc عدـ كيل  م  المج ل  ,a b   الدال  . نعت( ) ( )
x

c
F x f t dt  

F  تقب  الاشتق ق عل  المج ل ,a bفه  إذن الدال  الأ لي  لم ،f   التي ت عدم م  أجx c. 

نرمبر لم     ( )F x f x dx  لإحدى ـوالf  غير المحدود. بالتكاملالأ لي  ونس يه 

 بتبديل المتغير ..2

)في حس ب التك م     المتغير بتبديل )

b

a

x dxإذا ك نت ،g : فتيب  وتقب  للاشتق ق، واعت ن  الت لي 

( )x g t فسيكلن ،( )  ,  ( )g b g     وم ه ( ) ( ) . ( )

b

a

t dt f g t g t dt



  

التك م في حس ب   1مثال
2 2

2

(1 )

x
dx

x
  .  لدي: 

2, ( ) (1 ) ( ) 2x u x x u x x      
    يكلن وم ه 

2 2 2

2 ( )

(1 ) ( )

x u x
dx dx

x u x





  

نعل   أن
2

u

u

  1ه  الدال  الأ لي  للدال

u
. 

وأخيرا                         
22 2

2 1

1(1 )

x
dx c

xx
  


 

0في التك م و     2مثال

1
1x x dx


 1.  نستخدم الت ليu x  فيكلن ،du dx  

1xم  أج      2نجدu    0. و م  أجx   1يكلنu  

 
0 1 2

1 2 1
1 (1 ) ( ) ( )

4( 2 1)
                       

15

x x dx u u du u u u du


     

 


  
 

 التكامل بالتجزئة ..3
F وG  أ ليت ن لمf وg:( )f x 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F x g x dx F x G x f x G x dx      

 أمثلة  
  x x x x xx dx x dx x ce e e e e       

         ln 1 ln 1 ln 1 ln 1
1

x
x dx x x dx x x x x c

x
         

   
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  2 3 2 3 31 1 1 1
ln ln ln

3 3 3 9
x x dx x x x dx x x x c       

 تكاملات بعض الدوال المألوفة: ..4

)لتك   )F x   أ لي  لم ـال( )f x .  
( )f x ( )F x ( )f x ( )F x ( )f x ( )F x 

( 1)
n

nx  
1

1

nx

n




 

1

x
 ln x xe 

1
.

a x
e

a
 

sina x 
1

cosa x
a

 cosa x 
1

sina x
a

 
2

1

cos x
 tan x 

2

1

1 x
 

arcsin x 2

1

1 x




 

arccosx 2

1

1 x
 arctan x 

 توسيع مفهوم التكامل  .3
f وg   ـال  معرفت ن عل ,a   :حيث( ) ( )

x

a
g x f t dt  

limنضع  ( ) ( )
ax

g x f t dt



  

)، نقممملل أن التك مممم Iنه يممم  حقيقيممم   gإذا قبلمممت الدالممم   )
a

f t dt


   أنمممه متقممم فب. ويكممملن متب عمممدا في ح لممم 
 العكس.

)إذا ك ن التك م  )
a

f t dt


 متق ف  ، فإن( )
a

f t dt


 .  يكلن أيض  متق ف 

 نتائج 1.3
 إذا ك نf  : ملجب فإن( )

a
f t dt



 متق فب( ) ( )
a

g x f t dt


  .ة  محدوـ
مست رتين عل   vو uوإذا ك نت ,a   بحيث( ) ( ) 0t a v t u t    :  يكلن لدي ، 

 ( )
a

v t dt


 متق فب( )
a

u t dt


 .متق فب 

 ( )
a

u t dt


 متب عد( )
a

v t dt


 متب عد 

 f  ـال  مست رة عل: ( ) ( ) ( )
a

a
f t dt f t dt f t dt

 

 
    
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 _________________________________________تمارين محلولة 

 .-4 تمرين

 أحسب التكاملات الآتية: 

2

22 1
, , 3 1 2 ,

2 3 1 9

x x
dx dx x x dx dx

x x x




      

 الحل

 
3 3

1 1 3 1 1 3 32 2 (1 ) ln ( )
3 32 3 2 2 2 2 4 2

2 2

x
x

dx dx dx x x c
x

x x

 

      


 
    

 
2 1 1 1

(1 ) ln( 1)
1 1 1

x x
dx dx dx x x c

x x x

  
      

      

      
1 2 3 2

2 2 23 1
3 1 2 1 2 4 1 2

4 2
x x dx x x dx x c           

 
  

 2

1 1 1 1 1 1
( ) ln ( 3) ln ( 3)

9 3 3 6 3 3 6
dx dx dx x x c

x x x x x
       

        

 .-4 تمرين

)2 أحسب المشتقة الثانية للدالة  )
1

x dtF x
t


. 

 الحل
)نلاحظ أن الدال    )F x   معرف  تم م  لأن الدال

2
1( )

1
f x

x



 ، عل  معرف  ومست رة 

)م  جه  أخرى   ) ( )F x f x  مه   ك نx   م، 
)و  لت لي الدال    )F x  ولدي    تكلن متبرايدة تم م  عل . 

2
1, ( ) ( )

1
x F x f x

x
   


 

:       Fوا شتق  ال  ني  لم 
2 2

2
, ( ) ( )

(1 )

x
x F x f x

x


    


 

 3-4 تمرين

 أحسب التكامل
3

x dx

x 
 . 

 الحل
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 نستخدم الت لي  :

2

2 2

2

2 2

3 3 3 , ( 0)

3 2

( 3)
2 2 ( 3) 2 ( 3 )

3 33

t x t x x t t

x t dx t dt

x t t
dx t dt t t dt t c

x

        

   


     


  

 

 :xنع  ع  ال تيج   دلال      
3 3( 3)

2( 3 ) 2 3
3 33

( )
x t x

dx t k x c
x


      


 

 في العب فة             
x x

dx

e e   ،  نضعxt e  فيكلنlnx t    1وم ه
lnx t dx dt

t
   

ف  ص  عل            
1 2

1
arctan arctan

1x x

xdx dt dt
t c e c

e e t t t t 
     

     

 4-4 تمرين

 أدرس تقارب التكاملين الآتيين : 

0

1

4
dx

x



     و
31

sin

4

x
dx

x



 

 الحل
لدي     

1 1
4,

4 2
x

x x
   


وم ه التك م    

4

1

2
dx

x



 .متب عد 

إذن
0

1

4
dx

x



 متب عد 

ولدي     3 3 3

sin 1 1
1,

4 4

x
x

x x x
    

 
ومع  أن التك م   

31

1
dx

x



 .متق فب 

فإن          
31

sin

4

x
dx

x



 .يكلن أيض  متق ف   محلق ، و  لت لي فهل متق فب 

 5-4 تمرين

) لللدالة  عين القيمة المتوسطة ) 1 ln(1 )f x x   على  0 ; 1 

 الحل
) الدال  ) 1 ln(1 )f x x    مست رة عل  المج ل 0 ; ، فه  تقب  ا ك مل  عل  1 0 ; 1. 

م  المج ل  حسب نظري  ا تلسط، فإنه تلجد نقح     0 ;  بحيث: 1
1

01 0

1
( ) ( )f f t dt


 . 
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   
1 1

00
( ) 1 ln (1 ) 2 (1 )ln (1 ) 2 2ln2f t dt x x x          

) بح  ا ع ـل  ) 2 2ln2f x   في المج ل 0 ; 1 : ، أا بح  ا ع ـل  1 ln(1 ) 2 2ln2x   ، 
)لم ة نجد القي   ا تلسط )f x عل  المج ل  0 ; 2ln2    حيث :  1 1 4

1 1 0.471
e

e


    

 6-4 تمرين

 أدرس الدالة 
0

2

( )
x t

F x e dt


 . 

 الحل
)نلاحظ أن الدال    )F x   2معرف  تم م  لأن الدال

( )
t

f x e


 عل  معرف  ومست رة ، 
)م  جه  أخرى     ) ( )F x f x   نمه   كx   م، 

)و  لت لي الدال        )F x  ولدي    تكلن متبرايدة تم م  عل . 
2

1
1, ( ) (1)

x t
x F x F e dt


     

2tومع  أن     t
e e
 

 1مه   ك ن t فإن . 

1
1, ( ) (1)

1                         (1)

x
tx F x F e dt

F e

   

 

 

ة م  الأعل ، فه  تقب  نه ي  )م تهي ( ع د Fإذن الدال  متبرايدة       ومحدوـ    

 7-4 تمرين

tanأحسب التكامل الآتي    

1 cos

x
dx

x
 

 الحل

ي       لد           
2

2 2
2 2

2 2

1 tan 2 tan
cos   ,   tan

1 tan 1 tan

x x

x x
x x


 

 
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وم ه                    

2 2

2

2
2

2

2

2 2

2 2

2

2
2

2
2

2

2 tan 2 tan

1 tan 1 tantan

1 cos 21 tan
1 1 tan

1 tan

tan
                    (1 tan )

1 tan

x x

x x

x

x
x

x
x

x

x
dx dx dx

x

dx

 
 

 
 



  


  



 

tanنجرا الت لي       
2

x
t   2الذا يك فئarctanx t و  لت لي  

2

2

1
dx dt

t



 

   ص  عل  ا حللبف   

2

2 2

2 2 2

2

2

2

2
2

2

2

tantan 2
(1 tan ) (1 )

1 cos 1 tan 1 1

2 2
                    ln 1

1 1

                    ln 1 tan

x
x

x

x

x t
dx dx t dt

x t t

t t
dt dt t c

t t

c

    
   


      

 

   

  

  

 8-4 تمرين

عين مجموعة تعريف الدالة:   


1
)( xe

dx
xF ثم احسب ، )(xF  واستنتج  

1 1xe

dx

. 

 الحل
 *ه  xF)(مج لع  تعريف  

1xt لضع      e  يكلن ln ( 1)x t  وم ه ،
1

dt
dx

t



 

    إذن          
1 ( 1)x

dx dt

e t t


   

1نكتب العب فة         

( 1)t t 
    لشك  

1

a b

t t



 

   لدي      
1 ( 1) ( )

( 1) 1 ( 1) ( 1)

a b a t dt a b t a

t t t t t t t t

   
   

   
 

 ومعح  ق  مع ملات الحدوـ نجد :     
0 1

1 1

a b b

a a

    
 

  
 

1وم ه            1
( ) ln ln 1 ln

( 1) 1 1

dt t
dt t t c c

t t t t t
       

    
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1و تعليض  قي ته  نجد :   
( ) ln

x

x

e
F x c

e


  

            لدي     لتعريفو  
1 1

lim
1 1

t

t
x xe e

dx dx




   

      ل  سب التك م  المدوـ    
1

1

1 1 1
ln ln ln

1

t
t

t

tx

x x

e e

e e

e

e e

dx    
   

  
 

وم ه               
1 1

1 1
lim lim ln ln

1 1

t
t

t
t t

x x

e e

e ee e

dx dx

 

  
   

   
  

           وأخيرا    
1

1 1
lim ln (1 ln 1 ln ( 1)

1 t
t

x

e
e

e ee

dx



 
      

  
 

 9-4 تمرين

كامل بطريقتين مختلفتين ما يلي: 
2

0

sin

1 cos

x x
dx

x




 . 

 الحل
 :   حريق  التجبرئ .  لدي  

2 2

sin sin
( ) ( ) arctan(cos )

1 cos 1 cos

( ) ( ) 1

x x
f x f x dx x

x x

g x x g x

    
 

  

 

  تحبيق  يغ  التك م    لتجبرئ  :          
 2 00 0

0

sin
arctan (cos ) arctan(cos )

1 cos

arctan (cos ) 0.arctan (cos0) arctan(cos )

x s
dx x x x dx

x

x dx

 



 

   


   

 


 

0 0

2

0

arctan ( 1) arctan (cos ) arctan (cos )
4

                                                         arctan (cos )
4

x dx x dx

x dx

 




 



       

 

 



 

   حريق  تبدي  ا تغير.  نضع cost x : فيكلن ، 

2

cos arccos

1
(arccos )

1

t x x t

dx t dt dt
t

  

  


 

, 0  ونحسب الحدي  الديدي  :  cos0 1 ;    ,  cos 1x t x t        
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فيأخذ التك م       
2 2

2 2 2
1 1

1 1

1 arctan
arctan

4 4 41 1

t
t dt dt

t t

  




     

 
  

 1.-4 تمرين

f علىمعرفة  دالة 2, . 3: بالشكل 4
( )

2

x
f x

x





 

بحيث يكون  bو aبين بأنه يوجد عددين حقيقيين      2, ( )
2

b
x F x a

x
     


 

 .1عند  fواستنتج الدالة الأصلية للللل   

 الحل

عدـي  حقيقيين.  bو  aليك      
(2 )

2,
2 2

a x a bb
x a

x x

 
     

 
 

بحيث يكلن  bو  a ب ث ع د العدـي  الحقيقين ل     2, 3 4 (2 )x x a x a b        

3a    ح  ق  نجد     2وb  . 

 إذن         2
2, ( ) 3

2
x f x

x
     


مست رة عل  f، الدال  2,  . 

)، ولتك  هذه الدال  الأ لي  ه  1لي  وحيدة ت عدم ع د نعل   أنه تلجد ـال  أ     )F x ، 

بحيث:  kإذن يلجد عدـ حقيق     2, ( ) 3 2ln( 2)x F x x x k        
  للع     2, 2 0x x      (1). إذن 3 2ln3F x k    (1)و 0F  2، وم هln3 3k   

 وأخيرا          2, ( ) 3( 1) 2ln( 2) ln3x F x x x        . 

 ..-4 تمرين

ينتمي  tبين من أجل كل .. 0,1  :1 3
t

e   
استنتج  .. 0,1 1 1 3xx x e x     . 
واستنتج  .3  2 21 3

0,1 1 1
2 2

xx x x e x x       . 
واستنتج  .4  2 3 2 31 1 1 1

0,1 1 1
2 6 2 2

xx x x x e x x x         . 
 للدالة المعرفة بالشكل: 0واستنتج الاستمرارية والقابلية للاشتقاق عند  .5

1
( )

xe
f x

x


  إذا كان 0,1x  (0)و 1f . 
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 الحل
( 1، حسب الدال  الأسي  متبرايدة عل  .1  100,1 xx e e e   وم ه 0,1 1 3xx e   . 
 م  xليك  .2 0,1   لدي ،  100,1 xx e e e     0 أن ومع x   ا تلسط عل  نستخدم متراج 

 0, x :
0

3

x
tx e dt x  ومع  أن ،

0

1

x
t xe dt e  

إذن   0,1 1 1 3xx x e x      

 م  xليك  .3 0,1 2، حسب )
0 0 0

(1 ) (1 3 )

x x x
tt dt dt e dt t dt     . 

إذن
0 00

2 21 3
1

2 2

x xx
xt t e t t       

       ،  2 21 3
0,1 1 1

2 2
xx x x e x x       . 

 م  xإذا ك ن .4 0,1 ،  2 21 3
0, 1 1

2 2
tt x t t e t t       . 

 إذن
0 0 0

2 21 3
(1 ) (1 )

2 2

x x x
tt t dt e dt t t dt        

 وم ه
0 0

2 3 31 1 1 1
1

2 6 2 2

x x
xt t t e t t t         

      
 

وأخيرا   2 3 2 31 1 1 1
0,1 1 1

2 6 2 2
xx x x x e x x x          

5.   2 3 2 31 1 1 1
0,1 1 1

2 6 2 2
xx x x x e x x x          ، 

إذن   2 3 2 31 1 1 1
0,1 1 ( ) 1

2 6 2 2
x x x f x x x       . 

) 0 إلى xع دم  ي ته  0)x  وم ه. 1، ي ته  الحرف ن نحل 
0

lim ( ) 1 (0)
x

f x f



  

 .0مست رة ع  يمين  f ه وم

م   xم  أج  ك  0,1 :     0 1

0

f x f f x

x x

 



2و     3 2 31 1 1 1

( ) 1
2 6 2 2

x x f x x x     

إذن      
   01 1 1 1

0,1
2 6 2 2

f x f
x x x

x


     ع دم  ي ته ، وx 0 إلى ( 0)x ، 

1الحرف ن نحل ي ته     
2

 وم ه. 
   

0

0 1
lim

0 2x

f x f

x





1و  0تقب  الاشتق ق ع  يمين  fوم ه 

(0)
2

f . 
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 ..-4 تمرين

لتكن التكاملات
1

0

0 1I x dx  ومن أجل كلn من*  :
1

0

1n
nI x x dx  

 .0Iأحسب  ..

0كامل بالتجزئة، عبر من أجل .. x  عنnI  1  دلالnI . 
 .n بدلالة nIاستنتج عبارة عن  .3
)أدرس اتجاه تغيرات المتتالية  .4 )nI 
n  :1برهن من أجل كل عدد طبيعي .5

0
1nI

n
 


)واستنتج تقارب المتتالية   . )nI. 

 الحل
uا ك مل  م  الشك  الدال   .1 u  مع( ) 1u u x   

إذن 
1 1

0 0

3
0

2 2 2
(1 ) (1 ) (1 )

3 3 3
I x x x

   
          
   

 

1nI  دلال  nI التعبير ع  ..  .لضع  ( ) (1 )u x x   يكلن ، 
2

( ) (1 ) (1 )
3

u x x x    
) و لضع  ) nv x x يكلن ، 

1
( )

n
v x n x

  

 إذن 

1 1

0 0

12 2
(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

3 3

nn
n

n
I x x x x x x dx

 
        
 

 

1
1 1

0 0 0

1
1

2 2
(1 ) (1 ) ( )

3 3

n n
n nn

n n
I x x dx x x I I




 
      

 
   1وم ه

2

2 3
n n

n
I I

n



 

0دي   ل 

2

3
I  ،1 0

2 2 2

5 5 3
I I  ،2 1

4 4 2 2

7 7 5 3
I I  ،3 2

6 6 4 2 2

9 9 7 5 3
I I  

ي  م    2إلى  3نلاحظ  أن ا ق م مؤلف م  جداء الأعداـ اللرـ 3n والبسط مؤلف م  جداء ، 
2إلى  2في جداء الاعداـ البروجي  م   2     n. 
2   إذن لدي     4 6 2 (2 1) (2 2) (3 2) (2 ) 2 !nn n n               
       

1

1 2 3 4 (2 2)(2 3) (2 3)!
3 5 7 (2 3)

2 4 6 (2 2) 2 ( 1)!
n

n n n
n

n n


       
      

     
 

   وم ه 
1 2 2

2 2 ! 2 ( 1)! 2 !( 1)!

(2 3)! (2 3)!

n nn

n

n n n n
I

n n

 
  

 
 

 

0nم  أج  ن ه  العلاق    لتراجع.       يكلن  
0 1 20

0

2 2 ! 2 (0 1)! 2 2

(2 0 3)! 3! 3

n
I


 

  
 

 محقق . 
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بحيث  nليك  العدـ الحبيع       
2 2

2 !( 1)!

(2 3)!

n

n

n n
I

n







1وقد فأي    أن  ،

2( 1)

(2 1) 3
nn

n
I I

n





 
 

 إذن
2 2 2 3 2 4

1

2( 1)2 !( 1)! (2 4)2 ( 1)! ( 1)! 2 ( 1)! ( 2)!

(2 5)(2 3)! (2 5)! (2 5)!

n n n

n

n n n n n n n n
I

n n n n

  



      
  

   
 

 وم ه       
 

 

2( 1) 2

1

2 ( 1)! ( 1) 1 !

2( 1) 3 !

n

n

n n
I

n

 



  


 
 والخ  ي    ي  . 

 وأخيرا  
2 2

2 !( 1)!

(2 3)!

n

n

n n
n I

n




  


 

n :2م  أج  ك  عدـ طبيع   2 3n n   2وم ه
1

2 3

n

n



. 

10 م  جه  أخرى      nI  1م  أج  عدـ n 
* إذن       

1n nn I I       وا تت لي ( )nI . مت  قص 
 فه  متق ف  . ل ب ث ع  نه يته . 0إذن ا تت لي  مت  قص  ومحدوـ م  الأسل   مم 

م   xم  أج  ك        0,1: 0 1x  1، وم ه 0x    0 وأيض 1 1x   0و 1 1x  . 
 إذن          0,1 0 1n nx x x x     

0ومع  أن        1 يكلن
1

0

0 n
nI x dx   .ومع  أن 

1

0

1
1

0

1

1 1

n
n x

x dx
n n

 
  

  
 

1وم ه         
0

1
nn I

n
   


lim دنجو   روف عل  ال ه ي  .  0

n
nI


. 

 3.-4 تمرين

 عين كل الدوال الاصلية للدوال الآتية على مجموعات تعريفها 
2 2 3 2

2 2
2 1

( ) (2 3)( 3 4) , ( ) , ( ) 4 3 , ( )
( 1)

xx
f x x x x f x f x x f x e

x x


       

 
 

 الحل
  2في 2( ) (2 3)( 3 4)f x x x x      2 إذا وضممممممممع    ا عرفمممممممم  علمممممممم( ) 3 4u x x x    سمممممممميكلن ،

( ) 2 3u x x    2، إذنf u u    2وم ه الدال  الأ لي 31
( ) ( 3 4)

3
x F x x x k      

  في
2 2
2 1

( )
( 1)

x
f x

x x




 
2 ك ممير الحممدوـ،  1x x  ـه أقمم  ممم  الصمملر، وم مممه لمميس لممه جمممذوف لأن محممد

fD  . 1 يكلن  إذن عل
f u u

  2حيث( ) 1u x x x   الدال  الأ لي  وم ه 
2 3

1
( )

2( 1)
x F x k

x x
   

 
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   تكلن الدال( ) 4 3f x x    3عل   معرف
,

4fD   
  

1و  
4

f u u  حيمث( ) 4 3u x x  

3وم ه الدال  الأ لي   1 2
, ( ) (4 3) 4 3

4 4 3
x F x x x k        

  
 

   3مج لع  تعريف الدال 2( ) xf x e    1و  ه
3

uf u e  حيث( ) 3 2u x x    

3وم ه الدال  الأ لي    21
( )

3
x

x F x e k


   . 

 4.-4 تمرين

 أحسب التكاملات الآتية:
1 1 3

1 0 2

2 2( 1) , (4 2)( 2) , 3 7t t dt t t t dt t dt
 

        

 الحل

  التك م في 
1

1

2( 1)t t dt


   2، ـال  أ لي  للدال 1t t t   31 ه  الدال 1

3 2
t t t t  

وم ه       
11

11

2 31 1 1 1 1 1 8
( 1) 1 1

3 2 3 2 3 2 3
t t dt t t t



     
                

     
 

  التك م في 
1

0

2(4 2)( 2)t t t dt    2، نلاحظ  أن الدال  ا ك مل  م  الشكu u 

)2 مع       ) 2u t t t     وم ه  الدال 

 
1

1

0
1

22 2 2 2(4 2)( 2) ( 2) 0 2 4t t t dt t t


          
  

  في التك م 

3

2

3 7t dt


  1، الدال  ا ك مل  م  الشك
3

u u  مع( ) 3 7u t t  

إذن       
3 33

2 22

31 2 2 2
3 7 (3 7) (3 7) (3 7) (64 1) 14

3 3 9 9
t dt t t t

 

   
            

   
. 

 5.-4 تمرين

 أحسب التكاملات الآتية:
1 1

0 0 1 0

1
23 ln 1

, , ,
1

e
u u

u

u
e du u e du du du

u e




    
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 الحل

  التك م في 
1

0

3u
e du  1، الدال  ا ك مل  م  الشك

3
vv e  مع( ) 3v u u 

إذن      
11

00

3 3 31 1
( 1)

3 3

u u
e du e e

 
   
 

 

  التك م في 
1

0

2u
u e du


  1، الدال  ا ك مل  م  الشك

3
vv e  2مع( )v u u  

إذن       
11

1

00

2 21 1 1 1

2 2 2 2

u u e
u e du e e

e

      
        
   

 

  التك م في 
1

ln
e

u
du

u 1ا ك مل  م  الشك   ، الدال
2

v v  مع( ) lnv u u 

إذن        
1

2

1

ln 1 1
ln

2 2

ee
u

du u
u

 
  
 

 

   في التك م
0

1
1

1
u du

e


   1، لديu
ue

e


  1وم ه

1 1

u

u u

e

e e
 

 
 

 ذن     
1

1

0
0

2
ln ( 1) ln ( 1) ln 2

u uu e du e e
       . 

 6.-4 تمرين

lnأكتب  ..  على شكل تكامل. 2

بين أن المتتالية ذات الحد  ..
0

1
n

n
k

u
n k


 .تتقارب نحو قيمة متوسطة لدالة. أحسب نهايتها 

نفس السؤال السابق من أجل المتتالية ذات الحد العام  .3
0

1
n

n
k

v k
n n 

 . 

 الحل

lnxي  ال يبيري تتعرف الدال  الللغ فيت  .1 x   عل 1,    لشك  
1

ln

x
dt

x
t

  وم ه ،
2

1

ln 2
dt
t

  

لدي    .2 
0 0

1 1
n n

n
k k

k
u f

n k n n 

 
   حيث تتعرف الدالf   1  لشك

( )
1

f x
x




 

 إذن  
1

1

0
0

lim ( ) ln (1 )
x

nu f x dx x


    وم ه  lim ln 2
x

nu


. 

لدي    .3 
0 0

1 1
n n

n
k k

k
v k f

n nn n  

    حيث تتعرف الدالf   لشك  ( )f x x 



 التكامل وبعض طرق حسابه                                                                                   الفصل الرابع 

 

 

- 145 -  

 إذن 
1 11

3

0 00

2 2
lim ( )

3 3x
nv f x dx x x x



   
        
  2  وم ه

lim
3x

nv


. 

 7.-4 تمرين

)2 لمطابقة التكامل غير المحدد الآتي:أحسب با  1)xe x dx 

 الحل

)2نب ث ع  ـال  أ لي  م  الشك    )xe a x b x c  حيث تت دـ ا ع ملات ،a  وb و c 

2       ح  ق       2( 1) ( )x xe x dx e a x b x c C     

2  شتق ق طرفي هذه العلاق  نجد   2( 1) ( ) (2 )x x xe x e a x b x c e a x b      

2ونجد أيض    2(2 ) ( ) 1a x a b x b c x      

2b و 1aم  تس وا ك يرا الحدوـ ي تج     3وc .  وم ه 
2 2( 1) ( 2 3)x xe x dx e x x C     

 8.-4 تمرين

الدالة المعرفة على  fلتكن 1,   :بالشكل
1

ln (1 )
( )

x
t

f x dt
t


  

 .fبرر وجود التكامل ثم ادرس تغيرات ..

بملاحظة  .. 0, 1 2t t t t     عين حصرا للل .( )f x على  1,  واستنتج نهايتي ،
( )f x و ( )f x

x
 .عند  

وطبيعة الفرع  1بالنسبة للمماس عند النقطة التي فاصلتها fواستنتج وضعية منحنى الدالة .3
 اللانهائي.

 الحل
ln(1الدال   .1 )x x   مست رة عل 1,    تركيب ـالتين مست رتين( ، وم ه الدال(

ln (1 )
:

t
x

t


   مست رة عل 1, .   وم ه التك م  يكلن معرف  م  أج  ك x  م  1,  .
 تقب  الاشتق ق : f. وم ه1التي ت عدم ع د    اللحيد لمه  عب فة التك م fوالدال 
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 
ln (1 )

1, ( ) ( )
t

x f x x
t


     

 عل  1, ، 0 x 1 وم ه 1x  0. و ln(1 )t   
تقب  الاشتق ق عل   fوالدال   1,  0 ومع  أن ( )f x فإنf  متبرايدة عل  1, . 

 م  tم  أج  ك  .2 1,    1، لدي 2t t t   إذنln ln (1 ) ln (2 )t t t

t t t


   

0إذا ك ن  x يكلن وم  ك ،t  م  1, x  يكلن
1 1 1

ln ln (1 ) ln 2 ln
x x x

t t t
dx dx dx

t t t

 
     

0إذن إذا ك ن  x   ،2 2

1 1

1 1
( ln ) ( ) ( ln 2)( ln ) ( ln )

2 2

x x

t f x t t     
      

 

   وم ه  2 21 1
1, ( ln ) ( ) ( ln2)( ln ) ( ln )

2 2
x x f x x x      

limومع  أن  ln
x

x


  2يكلنlim ( ln )
x

x


   وم هlim ( )
x

f x


  

 ولدي     
2 2

ln ln ln( )1 1
1, ( ln 2)

2 2

x x xf x
x

x xx x

    
         

    
 

 ومع  أن
ln

lim 0
x

x

x
 وln

lim 0
x

x

x
فإن ( )

lim 0
x

f x

x
، 

 فرع  لانه ئي    تج ه الملف الأفق . يقب  في  fوم ه م  نى الدال 
)ترعح    لعلاق   1لل   نى ع د  ا   سومع ـل   .3 1)( ln2)y x . 

)وضعي  ا   نى   ل سب  لل   س ندفس إش فة ا قداف  ولدفاس  ) ( 1)( ln2)f x x : 

   
1 1

ln (1 )
1, ( ) ( 1)( ln 2) ln 2 ( ) (1)

x x
t

x f x x dt t dt
t

 
 

        
  
  

   ومع  أن  2
1

1, ( ) ln (1 )
1

t
t x t

tt
       

  
 

 فإن 1, ( ) 0t x    و  لت لي  . مت  قص  

0ن إذن إذا ك  x   ، 1, ( ) (1)t x t     وم ه التك م  
1

( ) (1)

x

t dt . س لب 

 عل     1,  0 يكلن ( ) ( 1)( ln2)f x x   .وم ه ا   نى ا     لممf  1يكلن تحت ا   س ع د. 

 9.-4 تمرين

 نعتبر  الدالة 
0

( ) (1 )
x t

F x dte


 . 
 بين أن الدالة ( )F xعين مشتقتها مستمرة وتقبل الاشتقاق على ،( )f x. 
 عين القيمة المتوسطةc لل( ) 1

x
f x e


  على  1; 1 . 
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 الحل
 ( )F x معرف  تم م ، لأن ( ) 1

x
f x e


  وعل  معرف  ومست رة ،( )F x  تقب  الاشتق ق عل: 

0
( ) (1 ) ' 1 ( )( )

x t x
F x dt f xe e

 
      

  الدال( ) 1
x

f x e


   مست رة عل  المج ل 1; 1   فه  تقب  ا ك مل  عل ، 1; 1 . 

المج ل م  cحسب نظري  القي  ا تلسح ، فإنه تلجد نقح        1, 1  :بحيث 
1

11 ( 1)

1
( ) ( )f c f t dt



 
  

11

1 1

1

2 2

1 1
( ) (1 ) 1 2 0.3504

x x
f c dt ee e e



 

           
  

1 بح  ا ع ـل      
( ) 2f x e e


   في المج ل 1, 1   1 : ، أا بح  ا ع ـل

1 2
x

ee e
 

   ، 
)لم c نجد القي   ا تلسح      )f x  عل  1; 1  1 حيث

ln ( 1) 0.3004c e e


     

 1.-4 تمرين

 أدرس تقارب التكاملات الأتية واحسبها إذا كانت متقاربة.
1

2 2 2 2 2
1 1 1

2 ln ln
, , ,

1 (1 ) (1 )

t dt dt t t t
dt dt dt

t t t t t

  

       

 الحل

   في التك م
1

21

t dt
dt

t  1، م  أج  ك x :
11

2 2
2

1 1
ln (1 ) ln (1 )

2 21 xx

t dt
dt t x

t

 
      

 

2lim لدي   (1 )
x

x


   2 وم هlim ln(1 )
x

x


   

التك م  وأخيرا 
1

21

t dt
dt

t .متب عد 

   في التك م
2

1 (1 )

dt

t t



 1، م  أج  ك x: 
2 2

2 2 2
1 1 1

(1 ) 1 1

(1 ) (1 ) 1

x x x
dt t t dt

dt
tt t t t t

  
   

   
   

2 2
2 2

11

1 1 1 1 1 1
ln ln (1 ) ln 2 ln ln (1 ) ln 2 ln (1 )

2 2 2 2 2(1 )

xx
dt

t t x t
t t x

 
            

 
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ومع  أن 
2

1
lim ln (1 ) 0

x x
 فإن 

2
1

1
ln 2

2(1 )

dt

t t




. 

   في التك م
2 2

1

2 ln

(1 )

t t
dt

t



 1، ليك x   نك م    لتجبرئ
2 2

1

2 ln

(1 )

x
t t

dt
t 

معك مل       
2 2

2
( )

(1 )

t
u t

t
 


 نحص  عل  

2

1
( )

1
u t

t



) و  شتق ق.  ) lnv t t  نحص  عل 

1
( )v t

t
    .إذن 

2 2 2 2 2 2
1 1 11

2 ln ln ln

(1 ) 1 (1 ) 1 (1 )

xx x x
t t t dt x dt

dt
t t t t x t t

 
     

     
   

 ومع  أن    
2

ln
lim 0

1x

x

x



 إذن. 

2 2 2
1 1

2 ln

(1 ) (1 )

t t dt
dt

t t t

 


  .وم ه التك م  متق فب 

إذن      
2 2

1

2 ln 1
ln 2

2(1 )

t t
dt

t




. 

   في التك م
2

1

lnt
dt

t



 1، ليك x  و
2

1

ln
( )

x
t

f x dt
t

 . نستخدم التجبرئ  للتك م . 

معك مل        
2

1
( )u t

t
   نحص  عل 

1
( )u t

t
 .و  شتق ق ( ) lnv t t   1نحص  عل

( )v t
t

   

      إذن          
2

1 11

ln ln 1 1 ln
( ) 1

x xx
t dt x x

f x
t x t x xt

   
               

  

1ومع  أن        
lim 0

x x
و ln

lim 0
x

x

x
 .إذن 

2 2
1 1

ln ln
1

t t
dt dt

t t

 

  .وم ه التك م  متق فب 

 ..-4 تمرين

   تية متقاربة وكل منها معدوما:بين أن التكاملات الآ 

1 2

sin

1

x
I dx

x






 2 و

2 4

ln (1 )

1

x x
I dx

x








 و 
0

3 2

ln

1

x x
I dx

x




 

  الحل

   في التك م
1I   لدي ،

2 2

sin 1

1 1

x

x x


 
، ومعق فنته مع التك م  ا تق فب

2

1

1
dx

x



  نحص  عل  تق فب ،
1I 

0 إذن يمك  كت      

0

1 2 2

sin sin

1 1

x x
I dx dx

x x





 
   

نلاحظ  أن الدال     
2

sin

1

x
x

x 
ي  وم ه   ه  ـال  فرـ

1 0I  

   في التك م
2I  2، نلاحظ  أن الدال

4

ln (1 )

1

x x
x

x




ي . ولدي     2ه  ـال  فرـ

4

ln (1 )
0

1
lim

x

x x

x





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2وم ه       

4 2

ln (1 ) 1

1

x x

x x





Aإذا ك ن   x . 

ومعق فنته مع التك م        
1

2

dx

x



 نحص  عل  تق فب ،
2I . وم ه

2 0I  

   في التك م
3I  0، في ح لx  يكلن لدي   التك فؤ

2

ln
ln

1

x
x

x
 ه  ـال  ق  ل  لل ك مل  بجلاف الصلر. 

ln)يمك  حس ب ـال  ا لي  لممم       x  معلاحظ 
0

ln 0lim
x

x x


1 وم ه
ln x

x
  

00 x x  ) 

xوفي ح ل            3 لدي 2
2

ln
0

1
lim

x

x
x

x



وأخيرا 

2 3 2

ln 1

1

x

x x



، وم ه 

3I متق فب. 

1يمك  كت          

0 1

3 2 2

ln ln

1 1

x x
I dx dx

x x



 
     1وإذا وضع   في التك م

x
t

  :  يكلن لدي 

      
0 1

1 1 0
2 2 2 2

ln ln 1 ln
( )

1 1 1 1

x x x
dx dt dt

x t t t



     
       وم ه

3 0I . 

 

 

 _________________________________________ إضافيةتمارين 
 

 بحيث تكلن  A ، B  ، Cعين ال لا ت    1 تمرين
 

3

2 2

1
1

11

x A B C

x xx x x


   


 

واست تج    
 

3

2

1

1

x
dx

x x




 

*م  xبحيث تكلن م  أج  ك  A ، B  ، Cعين الأعداـ الحقيقي     2 تمرين
 : 

2 2

1
( )

1 ( 1)

A B x C x
f x

x x x x

 
  

 
 

)عين ـال  أ لي  لم    )f x  1، والتي ت عدم م  أجx . 

 :احسب التك ملات الآتي       3 مرينت

dx
x

x
 sin

 ،    dxxex 32 ،  2ln xx

dx ،    3)1( 3

2

x

x dx ، 
 12)12( xx

dx، 
   

dxxx 

1

0

sin ،   xx ee

dx،  dxxxe sin2 ،  1x

x

e
e dx ،    dxxx 2ln، 

             :ـال  مست رة عل   f    4 تمرين 
0

 ,   ( ) 2 ( ) (0)
x

x f t dt f x f    
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 . تقب  الاشتق ق عل   f ين أن    

1أثبت تق فب التك م     5 تمرين

0

1
 

ln

t
I dt

t


  (0 1     xt t e  ) 

  أثبت   
2

0 0

1
0,1     

ln ln

x xt
t dt dt

t t
    

2و لضع      

0
( ) ln (sin )F x x dx


   است تج 

2

ln

x

x

dt
F x

t
  

   2أثبت تق فب ك  م

1 0
ln (sin )I x dx


   2و

2 0
ln (cos )I x dx


  

  1جد علاق   ينI 2وI  2واست تج قي   التك م

3 0
ln (tan )I x dx


  1، ثم قي تيI 2وI ؟ 

نعت        6 تمرين
20

:
1

x dt
f x

t   ين أن .ا عرف  عل f   ثم أحسب تقب  الاشتق ق عل ،( )f x. 

نعت  الدال        7 تمرين
2

1
( )

ln

x
F x dt

t t
  

  ين أن الدال  ( )F x مست رة وتقب  الاشتق ق عل 2 ;   عين مشتقته ،( )f x. 
  1 حقق نظري  التبرايدات ا  تهي  عل  الدال

( )
ln

f x
x x

  في المج ل  2 ; 4. 

  عين القي   ا تلسحc 1لم
( )

ln
f x

x x
  عل  2 ; 4. 

1uا تغير:   تبدي       8 تمرين t  أحسب ،
20

1

x dt

t
 . 0 x 

cosu تبدي  ا تغير:       9 تمرين t أحسب ، 
3

0

sin
0 2

cos

x t
x dt

t
   

واست تج قي تي التك ملين:      
20

sin

1 sin

x x
I dx

x




  و
20

sin

1 cos

x x
j dx

x




. 

ـال  مست رة عل  المج ل f      11 تمرين 0, 2  في. 
t ره ،  لضع         x  أن ،

0 0
(sin ) (sin )

2
x f x dx f x dx

 
  

)3 ملجبين تم م : mو  x    لتجبرئ ، أحسب، م  أج  ك   ستع  ل التك م      11 تمرين ) ln  
x

m
G x t t dt  

 احسب
0

lim ( )
m

G x


عل   f، واست تج ـال  أ لي  لم 0, . 

1الدال   تغيراتأـفس       12 تمرين ln  
( )

x

x
f x


 ثم أحسب ،

1
( )

x

e
f t dt .وم لّه 

1 ين أن       13 تمرين 1

2 211 1

x

x

dt dt

t t


    0حيث x. 
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 __________________________________________ملخص  الدرس 
 المشتقات المتتالية

 المشتقات المتتالية وتعميم نظرية التزايدات المنتهية .1
 المشتقات المتتالية: 1.1

f:مجال و I: ليكنتعريف I R . 
)الذي نرمز له بالرمز  fللدالة nالمشتقة من الرتبة  )nf : معرفة بالتراجع 

0nمن أجل     (0)f f   و ( ) ( 1)n nf f 
 

Iعندد  nقبل الاشتقاق حتى الرتبة ت fنقول أن الدالة a  إذا كاند( 1)nf   قابلدة الاشدتقاق عنددa  ونكتد . :
 ( 1) ( )( ) ( )n nf a f a 

 
. أي إذا كاندددد   Iمددددرى علدددد  nالاشددددتقاق  fإذا قبلدددد  Iعلدددد  nمددددن الرتبددددة  تقبددددل مشددددتقة fنقددددول أن الدالددددة

( ) ( )nf x  معرفة عند كلI x . 

 مشتقات من الرتب العليا 1.1
 لتكن : ,f a b  دالة قابلة للاشتقاق عل  المفتوح  ,a b. 

 إنهدددا تقبدددل الاشدددتقاق مدددرت  عندددد نق دددة fنقدددول عدددن 0 ,x a b إذا قبلددد  الدالدددة المشدددتقة 'f  الاشدددتقاق عندددد
النق ة 0 ,x a b: أي إذا كان  النهاية التالية موجودى ، 

.
0

0

0

'( ) '( )
lim
x x

f x f x

x x




 

عندددددد fتسددددده  لدددددذع النهايدددددة عندددددد وجودلدددددا المشدددددت  ال دددددا  لدددددد 0 ,x a b 0، ونرمدددددز لددددده بدددددد"( )f x إذا كانددددد . 
 : ,f a b  تقبل الاشتقاق مرت  عند كدل نق دة مدن  ba, أصدبت  الدالدة  ": ,f a b   معرفدة، ولدو

 ما يمكّننا من تعريف المشت  ال الث عند 0 ,x a b ية )إن وجدت( :بأنه يساوي النهاية التال 

.
0

0

0

"( ) "( )
lim
x x

f x f x

x x




 

n* نعرف المشت  من الرتبة   بالتراجع بوضع 

0

( ) ( )

( 1 0

0

0

( ) ( )
)( ) lim

n n

n

x x

f x f x
f x

x x









 

) حيث يرمز ) ( )nf x  لمشتf من الرتبة n عند النق ة ,a b x. 
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   بالحساب المباشر نجد مثلا 
1( )

1

( 1) !1
1 ( 1)

nn

n

n

x x








 
 

 Leibnizنظرية  1.1
، فدد ن الدالددة  Iمددرى علدد  nوتقددبلان الاشددتقاق  مددن  Iدالتدد  عدددديت  معددرفت  علدد  ا ددال gو fإذا كاندد 

f g  تقبل الاشتقاقn  مرى علI : ولدينا 
 

( ) ( ) ( )

0

!
, ( ) ( ) ( )

!( )!

n k n k
n

k

n
x I f g x f x g x

k n k





  


 

 أمثلة:

 
 

 
 

 
   

 
1

1
sin sin , cos cos , log 1 !

2 2

n

n

n n n
x x n x x n x n

x

 


   
        

   
 

 مفهوم الصنف .1
)) Iعلد  nCأنها من الصدنف fنقول عن .N*من nليكن  )n I fC إذا كاند ،)f تقبدل الاشدتقاقn  مدرى

) وكان  Iعل  )nf  مستهرى علI . 
 ملاحظة

 ( ) ( )n kn k n I I    C CN 
   0( )IC  : ل المستهرى عالدوال مجهوعةI . 

)إذا رمزنا بد )ID  هوعة الدوال القابلة للاشتقاق عل I : 1 ، يكون 0( ) ( ) ( )I I I C D C 
)، nإذا كان من أجل كل عدد طبيعي  )n I fC نقول أنf  الصنف ما لا نهايةمن. 

)وتكت   )f IC . 
)  ولدينا        ) ( )nn I I  C CN 

 .عل   Cالدالة الأسية، وكذلك دوال ك يرات الحدود من الصنف  : مثلا
                 الدالة ( )f x x x  من الصنف 1C 2 دالتها المشتقة :،  و   ;     0

( )
2  ;   0

x x
f x

x x


  

 
 

            مجال الاشتقاقD  العدد المشتق عند كل نقطةوx  منD  للدالة( ) ln lnf x x 
f : مجهوعة تعريف        0 ;1 1;fD   و ،f   تقبل الاشتقاق علfD D : 1

( )
ln

f x
x x

  

 نظرية تايلور .1
f :دالة تحق  الشروط التالية 
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 إذا حقق  الدالة الشروط :






 
f  تقبل الاشتقاقn   مرى عل ,a b، 
 n

f   مستهرى عل ,a b، 
 n

f  1تقبل الاشتقاقn    مرى عل ,a b. 
من  cف نه يوجد ,a b: 

 

 
 1

2 1( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )

2! ! 1 !

n
n n

nb a b a b a
f b f a b a f a f a f a f c

n n


  

       


 

في ا ال  تايلور دستورب تُسه  لذع العلاقة ,a b . 

 Mac-Laurainصيغة  1.1
خاصة في علاقة تايلور عل  ا ال حالات   ,a b : 

0nمن أجل   :( ) ( ) ( ) ( )f b f a b a f c   

1nمن أجل   :
2( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2!

b a
f b f a b a f a f c


     

إذا طبقنا دستور تايلور في ا ال  0,x :نجد 

 

 
 1

2 1

( ) (0) ( ) (0) ... (0) ( )
2! ! 1 !

n
n n

nx x x
f x f x f a f f f c

n n




      


 

 ها بالشكل:تباالتي يمكن كت
 

 
 1

2 1

( ) (0) (0) (0) ... (0) ( )
2! ! 1 !

n
n n

nx x x
f x f x f f f f x

n n





      


حيث      0,1  

 Mac-Laurainماك لوران تسه  لذع الأخيرى بنشر 
 ن من الرتبة الأولى، كها يلي:يع   دستور ماك لورا

2

( ) (0) (0) ( ) 0 1
2!

x
f x f x f f x       

)ماك لوران عل  الدالة دستورت بي  ب  1مثال ) xf x e، نجد   : 
2 1

1 ...
2! ! ( 1)!

x
n n

cx x x
e x e

n n



     


 من  cحيث  

1 الدالة  2مثال
( )

1
g x

x



 تع ي في ا ال  1,1 الشكل:بماك لوران  علاقة 

21
1 ... ( )

1

n

nx x x R x
x
     


 



 والنشر المحدودة يالمشتقات المتتال                                                                      الفصل الخامس 

 

- 155 - 

 

): بالشكل fشروط النظرية كتابة تيحت ملاحظة ) ( ) ( )n nf x p x R x  

)و nك ير حدود درجته   npحيث )nR x ما لو إلا 
 

 

1

1( )

1 !

n

nf c
x

n






 . في نشر ماك لوران 

 النشر المحدود بجوار الصفر
 دوال متكافئة بجوار قيمة .4

 اللامتناهي في الصغر 1.4
   مفتوح مجالدالة معرفة علI 0يشهلx وإذا كان ،f أيضا دالة معرفة عل  مجال مفتوحI 0يشهلx، 

)ونكتدد  ، 0xبجدوار في الصدد ر )أو مههلدة( بالنسددبة لددد متناليددة لا fتكدون ) f    0بجددوارx ،        إذا وإذا فقدد
0من أجل كل  0، يوجد   0   :يكون 0, , ( ) ( )x x x f x x          

)يمكن نبديل العبارى لا تنعدم  إذا كان   ) ( )f x x بد( )

( )

f x

x



 . 

 0xبجوار  أمام  ةمههل fونقول إن
1إذا كان    ،إذا كان  أي

0

lim ( ) 0
x x

f x


نقول إن ،f متنالي في الص ر عندما يؤول لاx  إلى
0

x. 
 أمثلة
3( )f x x  :( )f x  لك. وكذ0بجوارf لا ( متنالية في الكبر بجوار.) 

      
2

1
( )

1
g x

x



  :g  اللانهاية بجوارلا متنالي الص ر (  أو.) 

( ) ln( 1)g x x   :g بجوار  الكبرمتنالي  لامتنالي الص ر عندما يؤول ، ولو لاx  0إلى. 

 تكافؤ دالتين 1.4
 .0x عل  مجال مفتوح يشهل معرفت  دالت  gو fلتكن    
)إدا تحق   0x بجوار gتكافئأنها  fعن نقول )f g o x   0بجوارx  .  ونكت

oxf g 
0sinم ال  x x 

1إذا كان     1oxf g  2و 2oxf g   1ف ن 2 1 2oxf f g g  
إذا كان    

oxf g 1و
f
،1

g  0معرفتان بجوارx  1ف ن 1
ox gf

 
0يحق   0uمستهرى بجوار  hإذا كان     0( )h u x  وإذا كانf g وg f  0معرفتان بجوارx  ف ن 

oxf g  تستلزم
ouf g g f 
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 : بصورى عامة لا يمكن جمع المتكافئاتملاحظة   
sin للدالة الصفرعند باستخدام النشر  مثلا cosx x x 

   3 4 3 3

1 2
1 1( ) ( )
6 2

x x x p x x x x p x     
3 41 ( )

3
x x p x  

0 ومنه لدينا التكافؤ : 

31(sin cos )
3

x x x x 

  ونستنتج
0

3

sin cos 1
lim 3x

x x x

x


    

 تكافؤ بعض الدوال بجوار الصفر 1.4

0sin x x   ،0( 1)xe x     ،0ln ( 1)x x     ،0(1+x) 1n n x 

0tan x x   ،2

0

2

(1 cos )
2

x
x     ،0arcsin x x     ،0shx x 

 دوال متكافئة بجوار 4.4
 Aمجهوعة عل   معرفت  دالت  gو fلتكن

)إدا تحق   بجوار gتكافئأنها  fنقول عن )f g o x  بجوار  .  ونكتf g


 

 النشر المحدودتعريف  .5
    f  0دالة معرفة في جوارx    
 :nك ير حدود من درجة ، إذاا وجد  0بجوار  n الرتبةتقبل نشرا محدودا من  fنقول أن    

2

0 0 1( ) ( ) ( ) . ... ( )n n n

nf x p x x x a a x a x a x x x          
مع       

0
lim 0
x

x


 
)أي إذا وُحد ك ير حدود      )p x : بمعاملات حقيقية بحيث 

deg ( )p x n  و   ( ) nf x p x x  
) ير الحدود في نشرك   : ملاحظة )f x وحيد . 

xفي جوار  المحدود النشر 1.5 a  
)، نكت   aبجوار  nنشرا محدودا من الرتبة  fإذا قبل  دالة ) ( ) ( )n

nf x p x o x a   
( )np x  لو النشر المحدود من الرتبةn  بجوارa . 
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، وكددذلك في حسدداب fيسدداعدنا لددذا النشددر في تعيدد  معادلددة المهددا  عنددد النق ددة المبدددأ، ووضددعيته بالنسددبة لمنتددى
 طبيعة الفروع اللانهائية. )خ وط مقاربة أو فروع لا نهائية(. لتتديدعض النهايات ب

 في جوار الصفر. nالنشر المحدود من الرتبة 
1nالمرتبة تقبل مشتقات مستهرى حتى  fلدالة nمن الرتبة  المحدودإن النشر   لو:0، في جوار ، 

           
2

0 0 0 ... 0
2! !

n
n nx x

f x f xf f f x x
n

       
مع           

0
lim 0
x

x


 
   0 . 0y f x f  لو نشر محدود من الرتبة الأولى لد :f  0عند. 
0fDعند الصفر )في حالة  المها ولو أيضا معادلة  ) 

)المتوالية  المشتقاتنحس  عهليا  )

0( )if x 0عند النق ةx  حتى الرتبة الم لوبةn في العلاقة عبارتها، ثم نعوض 
( )

20 0 0
0 0 0 0 0

'( ) "( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) .

1! 2! !

n
n nf x f x f x

f x f x x x x x x x x x
n

          

 ملاحظة 1.5
 .nالرتبة  حتىدون أن تكون قابلة للاشتقاق  nمحدودا حتى الرتبة  نشرايمكن أن تقبل دالة  

  : الآتية الدالة في :مثلا 
3

2

1
sin , 0

( )

      0 , 0

x x
f x x

x




 
 

 

)2ند الصفر، ورغم ذلك فهي تكت  بالشكل لا تقبل مشتقا ثانيا ع التي ) 0 ( )f x x  
 الذي يم ل نشر الدالة المع اى من الرتبة ال انية بجوار الصفر.

لكل دالة  nالحصول عل  نشر محدود من الرتبة  طريقةبت بي  نظرية تايلور تقدم  : ,f a b    
عل   nCمن الصنف ,a b   إذا ما قبل( )nf   0كلالاشتقاق عندx من ,a b. 

 لدوال المألوفةبعض ابجوار الصفر ل n  النشر المحدود من الرتبة 1.5

 

     

 
 

2

2 3
1

2 4 2

1 ...
1! 2! !

ln 1 ... 1
2! 3! !

cos 1 ... 1
2! 4! 2 !

n
x

n
n n

p
P p

x x x
e x x

n

x x x
x x x x

n

x x x
x x x

p









     

       

      
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 
 

 
3 5 2 1

2 1sin ... 1
3! 5! 2 1 !

P
P Px x x

x x x x
P




      


 

 
 

 
 

3 5 2 1
2 1

2 4 2
2

sinh ...
3! 5! 2 1 !

cosh 1 ...
2! 4! 2 !

P
P

P
P

x x x
x x x x

n

x x x
x x x

n






     



     

 

   

 
     

 

2

2

1
1 ... 1

1

1 1 ... 1
1 1 ...

1! 2! !

n

n n

x x n x x
x

n
x x x x x x

n





    


       


   
      

 

 للدوال الآتية: 1 النشر المحدود بجوار الصفر من الرتبة مثال   1
, ln 1

1
x

x



 

x1
1  3321 xoxxx    

  x1ln  332

3
1

2
1 xoxxx   

:للدوال 2ويكون النشر المحدود بجوار الصفر من الرتبة       1
ln , ln 1 ln (1 )

1
x

x x
x


 


 

 











x
x

1
1ln  22 xox   

 )1(ln1ln xx   22 xox   

 وطرق حسابية نتائج 4.5
   أن نقددددولf مددددن الرتبددددة  نشددددرا يقبددددلn  0بجددددوار  :   ( ) nf x p x x ف ندددده مددددن أجددددل كددددل ،k  مددددن

 1, 2, , n،f يقبل نشرا محدودا من الرتبةk  إلا وحيددات  ل، لذا النشر لو ك دير الحددود الدذي لا يشده0بجوار
)في ك ير الحدود kالحد من درجة أقل من أو تساوي )p x. 

   عمليات: 
     إذا كان :     nf x P x x x    و     ng x Q x x x : 

 ف نه يكون :         nf x g x P x Q x x x    
         nf x g x P x Q x x x       مع حذف الحدود ذات الدرجة الأكبر منn 

في الجداء    P x Q x. 
            P P nf x P x x x    (بر من المحدود ذات الدرجة الأك بحذفn.) 
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 

 

 

 
 

     

     

1

1. .

n

n

n

f x P x
x x

g x Q x

f x P x x x

f x dx P x dx x x











 

  

  

 

   مثلا
 

2

2 1 1

2

1
1 ... ( )

1

11 1 2 3 ... ( )
1 (1 )

n n

n n

x x x x
x

x x n x x
x x



 

     



      

 

 

  إذا كان nNو ،f  دالة تقبل نشرا محدودا من الرتبةn  0بجوار  :   ( ) nf x p x x    
:  0بجوار  n الرتبةدالة قبل نشرا محدودا من  gو   ( ) ng x q x x (0)، وإذا كان 0f    

gف ن الدالة f  تقبل نشرا محدودا درجتهn  مأخوذا من ك ير الحدود ( )p q x  والذي لا يشهل إلا وحيدات
 . هاتساوي أو nالحد ذات الدرجة الأقل من

 دالة بالنسبة لخطوط منحنى يةوضع .6
 0xماس عند نقطةملنسبة للبا يةالوضع 1.6

0الشكل بتكت   0xعند المها أن معادلة بنعلم   0 0( ) '( )( )y f x f x x x   
 نفرض أن لدينا النشرل

( )

0
0 0 0 0 0

( )
( ) ( ) '( )( ) ( ) ( ) .

!

n
n nf x

f x f x f x x x x x o x x
n

        
 زوجي :  n نميز حالتين:   

)إذا كان - )

0( ) 0nf x   فوق المها ، ف ن المنتى سيقع. 
)إذا كان - )

0( ) 0nf x  تح  المها  ، ف ن المنتى سيقع. 
    n الآتيلنتو اعل   يتهكون وضعتو  المنتى المها  فردي : عندئذ يق ع : 

 الحالة
0x x 0x x 

( )

0( ) 0nf x   المنتى تح  المها  المنتى فوق المها 
( )

0( ) 0nf x   المنتى فوق المها  المنتى تح  المها 

 المنحنى بالنسبة لخط مقارب أفقي يةوضع 1.6

) أن فرضب     )f x 1 :النشر  يقبل
( ) n

n

n

a
f x a o

x x

 
    

 
     (a وna : )معاملان 

 زوجي :  n :نميز حالت      
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0naإذا كان  -  فوق خ  المقارب ، ف ن المنتى سيقعy a. 
0naإذا كان  -  تح  خ  المقارب ، ف ن المنتى سيقعy a. 
 

        n  كالتالي :  يةكون الوضعتفردي : عندئذ 

x الحالة  x  
0na  المنتى فوق الخ  المقاربy a المنتى تح  الخ  المقاربy a 
0na  المنتى تح  الخ  المقاربy a المنتى فوق الخ  المقاربy a 

 المنحنى بالنسبة لخط مقارب مائل يةوضع 1.6

1   نفرض أن لدينا النشر التالي  
( ) n

n

n

a
f x a x b o

x x

 
     

 
     (a وna : )معاملان 

 زوجي : n : لناك حالتان    
0naإذا كان  -  فوق خ  المقارب ن المنتى سيقع ، فy a x b . 
0naإذا كان  -  تح  خ  المقارب ، ف ن المنتى سيقعy ax b . 

        n  : الوضعية تكون كالآتيفردي : 
 

 
 
 

 النشر المحدود بجوار المالانهاية .7
 الدالةنعتبر  f x بحسداب النشدر المحددود للدالدة . g u  0بجدوارu  حيدث ،   1g u f x  نحصدل أيضدا

  النشر المحدود للدالة عل f x  1بجوار المالانهاية. )بتبديل المت ير
x

u
.) 

x الحالة  x  
0na  المنتى فوق الخ  المقاربy a x b  المنتى تح  الخ  المقاربy a x b  
0na  المنتى تح  الخ  المقاربy a x b   الخ  المقاربالمنتى فوقy a x b  
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 _________________________________________تمارين  محلولة 

 1-5 تمرين

    أثبت أن  
1 1

0 log 1 log
1

x x x
x x

     


 
 الحل

علممم ننCمممملندا ممم  ننlogنعممأن اندالداممم ن 0,ندلمجممم  ن،نوشمممنظننةناممم ندات داممملد ند  ت  ممم نعلممم  , 1x x ن
ملننcمتحقق ،نإذاناوجلن , 1x x نبح ثناكوا:ن

   
1 1

log 1 log 1 .x x x x
c c

      

ملننcاكلن , 1x x 1،نوب ات لين 1 1

1x c x
 


ن.

 2-5 رينتم

     أثبت أن نن 
2

0,1 arcsin
1

x
x x

x
  


  

 الحل
تقبمماندتشممتق ىنعلمم ندلمجمم  ند  تممو ننarcsinنعلممأن اندالدامم ن 1, 1 ن،نوشممنوظننةنامم ندات دامملد ند  ت  مم نمتحققمم ن

عل ندلمج  ن 0,xنإذاناوجلن،cملنن 0,x:ن
 

2 2

1
arcsin arcsin 0 0

1 1

x
x x

c c
   

 
 

،نفإنهناكوانx قانملنcوبم ن ا
2 2

1

1 1

x

c x


 
ن.ن.نوم هند طلوب

 3-5 تمرين

)للدالة  xDشتق عند كل نقطةوأحسب العدد الم Dعين مجال الاشتقاق  ) xf x e 
 الحل

هيننfمجموع نداتعنا  0 ;fD  نو،fتقباندتشتق ىنعل نن 0 ; D،ن

لأانن0تنتقباندتشتق ىنع لننf)ننن
0 0

1 1 1
lim lim

x x

x x

e e

x x x 

 
  ن(ن
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0والا  نملن جان xننننننن( )
2

xe
f x

x
 ن

 4-5 تمرين

) مشتقةسب الأح ) ( )nf x حيث ،
2

( )
(1 )

x
f x

x



 

 الحل
الا  ن

2

1 1
( )

1 (1 )
f x

x x
 

 
 وم هنننن

2 3

1 2
( )

( 1) ( 1)
f x

x x
   

 
ن،نن

 وكذاكنن
3 4

2 2 3
( )

( 1) ( 1)
f x

x x


   

 
،نواكوانن

4 5

3! 4!
( )

( 1) ( 1)
f x

x x
   

 
ن،ن..

)ف كواننن ن )

1 2

( 1) ! ( 1) ( 1)!
( )

( 1) ( 1)

n n
n

n n

n n
f x

x x 

  
  

 
)،ن ينن )

1

( 1) !
( ) ( )

( 1)

n
n

n

n
f x x n

x 


 


ن

 5-5 تمرين

ماك لوران من الرتبة الأولى للدالة  هات نشر   1f x x   على المجال 1, . 
 الحل

تقباندتشتق ىنب تستمندرنم نتننه ا نملند ند نعل ننfبم ن ا 1, .ن
عل نمثاندلمج  ننfفإنهنيمكلنكت ب ننشننم كناوردانملندانتب ندلأولىناللدا ننننن 0,x.ن

ننننالا  ننننن 
 

 
3

1 1

2 14 1
f x ،fx

xx

   


 

ننننوم هنننن
 

 
2

3

1
( ) 1 0,1

2 8 1

x
f x x

x




   



ن

 6-5 تمرين

    نعتبر الدالة العددية: 
1

2 1 2
( )

3 9

x
x xf x xe e e



   
 

)المشبببتقة  الدالبببةأحسبببب  .1 )f x،  بجبببوار ال،ببب ر،  الأولبببىالمحبببدود لمبببا مبببن الرتببببة ثبببد ابببد النشبببر
)واستنتج النشر المحدود للدالة  )f x  بجوار ال، ر. الثانيةمن الرتبة 

      

)أن  ببين .2 )f x  0عند  وتقبل الاشتقاقمستمرة 0x . 
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) للمعادلببة الممثببل معادلببة الممببام للمنحنببى اسببتنتج .3 )y f x مببن نقطببة المبببدأ مبب  معلببد   المببار
 .كي  

 الحل
ن

دالدا ننن..11
1
2

1 2
( ) .

3 9

x x x
f x xe e e


  نوالا  :.نوتقباندتشتق ىنبجودرندا  ننمستمنةن

3
2

1 1 1
'( ) . .

9 3 2

xx x x
f x xe e e e


  ن

 

)'دا شنندلمحلودنملندانتب نداث ن  نبجودرندا  نناللدا ننن..22 )f x: 

'(0) ''(0) ( )f f x o x   '( )f xن
7نننننننننننننننننننننننننننننننن 25

'( ) ( )
18 36

f x x o x    ن.ن
)ودا شنندلمحلودنملندانتب نداث ن  نبجودرندا  نناللدا ن )f x: 

2 27 7 25
( ) ( )

9 18 72
f x x x o x     ن

7تكوانمع دا ند م سند طلوب ،نهي:ننننننن..33 1
(1 )

9 2
y x  ن. 

(0)ونزوجينnالا  ننننن 0f  نوب ات لينم حنىندالدا ن،fن.د م سنهذدنفوىس قعنن

 7-5 تمرين

)نشر الدالة عين ال  ) 4f x x  ة بجوار ال، ر.ثانيالرتبة ال حتى   
 الحل

2هذدندا شنننننةنعب رن 2'(0) "(0)
( ) (0) ( )

1! 2!

f f
f x f x x x   ن

(0)الا  ن 2f 1،نن
( )

2 4
f x

x
 


1وم هنن

(0)
4

f  1،نوكذاكنن 1
( )

4 4 4
f x

x x x
  

  
ن

1وم هن
(0)

32
f   ,ن

2نننو خيردناكواننننن 21 1
( ) 2 ( )

4 64
f x x x x   ن
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 8-5 تمرين

انشر الدالة ن ( ) ln 1 sinf x x  الرتبة الرابعة بجوار ال، ر. حتى 
 الحل

ن:نندلآتيونعوضنق م  نفيندا شننن،داندبع نع لندا  نندانتب حتىننfنحسبنمشتق  ندالدا 

2ننننننن 2 2 4
(4)'(0) "(0) (0) (0)

( ) (0) ( )
1! 2! 3! 4!

f f f f
f x f x x x x x


      ن

ننننننننننننننننن:نالا  ننننننن

(4)

2

2 2

cos
    '( )

1 sin

1
    "( )

1 sin

cos
    '''( )

(1 sin )

2 sin
    ( ) 2

cos 4sin sin 3

x
f x

x

f x
x

x
f x

x

x
f x

x x x




 








  

ن

(0)   (4)نننننوم هننننننن 0 , '(0) 1,   "(0) 1,    '''(0) 1,    (0) 2f f f f f      ن
ندا شنند طلوبنهون:وننننننننن

4

4

2 3 4

2 3 4

1 1 1
( ) 0 1 ( )

2! 3! 12

1 1 1
( )

2 6 12

f x x x x x x

x x x x x





       

     

ن

نب اشكان0xبجودرنندا شننستط عنكت ب ننننننن
. 2

0 1 0 2 0 0 0( ) ( ) ( ) .... ( ) ( )n n

nf x a a x x a x x a x x x x         ن
ن:نف ا شنناكتبنتنه ا  م نبجودرننن

.0 1 2 2

1 1 1 1
( ) .... n n n

f x a a a a
x x x x

 
       

 
ن

 9-5 تمرين

نالدالةنشر أ 
1

( ) xf x x eن
 الحل

1بوضعنن
x

u
ننح انعل ن، 

1 ug u e
u

:ن
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نننن:ueبجودرندا  نناللدا نن2دا شنندلمحلودنملند نتب ننن 
2

21
2

u u
e u u u   ن

ننننوم هننن 
1

1
2

ue u
u u

u u
   ن

ننننننننننننننننننننننو خيردننننن 
1 1 1

1
2

f x x
x x x


 

     
 

ن

   1f x x x  نننمعننننننن 
1 1 1

2
x

x x x
 

 
   

 
 

1y x ننشننمحلودنملندانتب ندلأولىنامن: f xنوهون اض نمع دا ندلخطند ق ربن  حنىن،f.ن

 11-5 تمرين

 الدالةلتكن    2 1f x x x     المعرمة على , 0. 
 أدرم ال روع اللانمائية.     
 الحل

ننننننالا  ننننننننن   2

2

1 1
1 1 1

f x
x x

x x x

 
        

 
 

1خلدمنداتحواانب ست
x

x
،ناكواندا شنندلمحلودنامن f x

x
هونن2ملندانتب نن

2

1 1
1 . 1

2 x

 
   
 

ن

ننننننوم هنن 
2 2

1 1 1
2

f x

x x x x

 

     
 

نمعنننن 
1

lim 0 0
x x

 


 
  

 
ن

الا  ننوب ات لين 
1 1 1

2
2

f x x
x x x


 

     
 

2yنهين:ندلخطند ق ربع دا نم،نون x.ن

1نوبم ن اننننننن
0

2x
 فإانم حنىنfن.ناكوانفوىنهذدندلخطن

 11-5 تمرين

 نعتبر    
1

1 xf x x e  
 .fن معادلة الخط المقارب المائل لمنحنىالنشر المحدود من الرتبة الأولى للدالة الأسية، عي باستخدام

 الحل
نعلأنبأان 1 .ue u u u  معنن 

0
lim 0
x

u


 
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وب ات ليننننننننننننننننننن
1

1 1 1
1xe

x x x

 

     
 

1معنن
lim 0

x x




 
 

 
 

ننننإذاننننننن       
1

1 1 1
1 1 . 1 . 2xf x x e x x x

x x x
 

  
           

  
معننننن lim 0

x
x


 

2yاقبانخط نمق رب نم ئلانمع داتهننfنوم حنىنننن x .ن

 12-5 تمرين

2من أال كل عدد صحيح  نضع  1 1
arctan      0nu n n

n n

 
   

 
   

 .إلى  n عندما يؤول nuاد نماية     
 الحل   

arctanع لندا  نناللدا نن2دا شنندلمحلودنملندانتب ن      x هونx.ن
نملننxوب ات لينملن جانكاننننننن 2arctan x x x x معنن   

0
lim 0 0
x

x 


  

1داق م ننxنبإعط ءننن

n
،ناكوا:ن

2

1 1 1
arctan

n n n

 

  
 

 

2وم هننننننننن 2

2

1 1 1 1 1 1 1
arctann n

n n n n n n n
 

      
          

      
 

1فإاننإلىننnاؤو ننع لم نننن

n
ن:مستمنةنع لندا  نناكوانالا  نت ت ينإلىندا  ن.نوبم ن انن

1ننننننننن
lim 0

x n




 
 

 
2 ينننن. 1 1

lim arctan 0
x

n
n n

 
  

 
 

 :xg)(ا  نناللدا ندا شنندلمحلودنملندانتب نداث ن  نبجودرند  ..22

 2)0(
!2

1
)0()0( xoxgxgg )(xg 

                                 22

3

1

2

1
1)( xoxxxg  . 

xgy)( وم هنتكوانمع دا ند م سن  حنىنننننننن  ع لننقط ند بل ،نهي:نننxy 
2

1
 .ن1

 13-5 ينتمر 

*على  1Cدالة من ال،نف  fلتكن
  :بحث( ) 1lim

x
x f x



  بين أن .( )lim
x

f x


 
 الحل
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)بم ن اننننننن ) 1lim
x

x f x


 0،نفإنهناوجل A1بح ث:نن
0, ( ( ) )

2
x x A x f x    ن

،نالا  نAعلدنحق قينمثبتن كبرنملن وناس وي xا كلننننن  1
, , ( )

2
t A x f x

x
  ن

1وملنت دالنداتك ماننننننن
( )

2

x x

A A

f t dt dt
t

   : ننح انعل
1

, ( ) ( ) ( ln ln )
2

x A f x f A x A    ن
)داذينابيننننننننن )lim

x
f x


.ن

 14-5 تمرين

)  :xوتحقق من أال كل عدد حقيق  على  1Cدالة من ال،نف  fلتكن ) 3
2
x

f f x  . 
)بملاحظة         )

( 3) 3
2 2

f xx
f     بين أن الدالة ،f  ثابتة ثد عينf. 

 الحل
( )

, ( 3) ( ( )) ( ( ) ) 3
2 2

f xx
x f f f f x f f f x      ن

ن:x حق قيننح انب تشتق ىنملن جانكانعلدن،تقباندتشتق ىنعل ننfبم ن اندالدا نننننن
       

1 1
, ( 3) ( )

2 2 2
x

x f f x      .وم ه  , ( 3) ( )
2
x

x f f x    ن
0uد تت ا  ند عنف نبمنuعلدنحق قينمُعط نو xاكلنننننننن xمنوملن جانكانعلدنطب عيnن،ن

1
1

3
2 nnu u  .ن

, نسب ناكوانالا  ننننممنننننننننن ( ) ( )nn f x f u   ن
6limمتق رب ننحون uد تت ا  ننننن nn

u


 .ود تت ا  ن 
0

( )n n
f u



 ث بت ،نومس وا ناممممم( )f x. 

fدالدا نننننن نونست تج:نمستمنةنعل نن،, ( ) ( ) (6)lim limn nn n
x f u f u f

 

     ن
fمم نال نعل ن اندالدا ننننننن نوم هث بت نعل نن.f نتآا   .ن

)نضعنن xوب اعكسنملن جانعلدنحق قينننننننننننن )f x a x b  

)،ن xحاننننإذدنوفقطنإذدنك اننننملن جانكانحق قي  fتكوانننننن ) 3
2
x

a a x b b    نئداتينتك ف
          

2 1
, ( ) 3 0

2
x a x ab b       2و اض نتك فئ:ن 1

2
a  و ( 1) 3a b  

1وم هن)ننننننننن

2
a  2)3 و 2 )b   )1)  و

2
a 2)3 و 2 )b  ) 

نح ث: 2fو 1fن نحليننهم ندالداتينن ينوجلننننننننن
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1 2
1 1

, ( ) 3(2 2 ) & ( ) 3(2 2 )
2 2

x f x x f x x       ن

 15-5 تمرين

ن:  fللدالة nعين م  كل حالة من الحالات الآتية المشتقة من الرتبة
2

1 3
3

1
1) ( ) ln (1 ) , 2) ( ) , 3) ( ) ( 2 7)

( 1)

n xx
f x x x f x f x x x e

x

 
     


 

  الحل

1 جاملن (1 n نالا  نحسبنص غ ن،LEIBNIZ:ن
( )( ) ( )

( )( ) ( )

1 1

0

1
1 1

0

1
1

0

( ln (1 )) ( ) ( ln (1 ))

                              = ( ) ( ln (1 )) ( ( ) 0)

( 1)
                              = (

( 1

!

!)

n
n n n kn k

k

n
n n k nk n

k

n
n

k

n
x x x x

k

n
x x x

k

n n
x

n kk

  




  








 
   

 

 
  

 

  
    





 ( ) 1

1

( 1 )
) ( 1)

( )

!

1

k n kk
n k

n k

x

  

 

 




 

)لأانننننن ) 11
ln(1 )) ( )

1
n k n k

x
x

  
 


 

0xملن جان      نالا  :نن،( )1
( ln(1 )) (0) ( 1)! !

n nx x n n n


    0ملن جان، وx  :  نالا
( )( )

1
1

0

( 1)
( ln (1 )) ( ) ( )

( 1)

( 1) ( 1) ( 1) 1
                                

!

!
 ( (1 ) 1)   

( 1) (

!

1)

n
n n kn

k

n
n

n

nn x
x x x

x xk

n n xx
x x x x


 



 
     

   
   

 


 

نننالا   (2
2 2

3 3 2 3

1 2 1 2 2 2 1 2 2
1( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

x x x x

xx x x x

     
   

   
 

( )
2

3 1 2 2

2
3

2 2

3

1 ( 1) ! ( 1) ( 1)! ( 1) ( 2 )!
2

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( 1) !
                    ( ( 1) 2( 1) ( 1) ( 2 ) ( 1))

( 1)

( 1) !( 2 1)
                    

( 1)

n
n n n

n n n

n

n

n

n

x n n n

x x x x

n
x n x n n

x

n x n x n n

x

  





      
   

    


       



    




 

3ملن جاننننن n نالا  نحسبنص غ ن،LEIBNIZ:ن
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( ) ( )( ) ( ) ( )
3

3 3 3

0 0

3 2

(( 2 7) ) ( 2 7) ( ) ( 2 7) ( )

( 1) ( 1) ( 2)
                                 ( ( 2 7) (3 2) (6 ) 6)

2 6

                               

n k n k
n

k kx n x x

k k

x

n n
x x e x x e x x e

k k

n n n n n
x x n x x e

 

 

   
          

   

  
       

 

3 2 2 3 2  ( 3 (3 3 2) 3 4 7) xx n x n n x n n n e        

 

 16-5 تمرين

1أحسب نماية المتتالية 
ln

1n

n
n

n
x 




 

 الحل

 1 2
1 ln ln 1

2 1 2 1n

n n n
n

n n
x 

   
 

 

2   وبم ن اننن
1n 

،نفإان0ت ت ينإلىن  2 2
ln 1

1 1n n


 
 

2ونست تجنننن
1

1n n
x


1limومنه  

n
x  

 17-5 تمرين

)2لدالة المحدود لنشر النعين  ) 1 cosf x x x   بجوار ال، ر. الرابعةالرتبة  حتى 
 الحل

نالا  ندا شورنملندانتب نداندبع :نن
22 4 4

2 4 2 4cos 1 ( ) 1 ( )
2 24 3

x x x
x o x x o x

 
        
 

ن

ننننن 
2 3 4

41
2 6 24

x x x x
e x o x     ن

ننننن 
2 3 4

45
1 1

2 8 16 128

x x x x
x o x      ن

وم هننن
   

 

2 3 4 2 3 4
4 4

2 3 4
4

5
1 1 1

2 6 24 2 8 16 128

3 7 17 11
                =1

2 2 48 128

x x x x x x x x
e x x o x o x

x x x x
o x

   
              

   

    

ن

نو خيردناكوا:نن 
2 3 4

2 43 15 17 95
1 cos

2 8 48 384

x x x x x
e x x o x      ن
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ن18-5 تمرين

 ، عند ال، ر، هما كثري الحدود:4تقبلان النشرين المحدودين من الرتبة  gو fب رض أن  1تمرين  
3 31

: :
3 2 6

x x
f x g x   

gعين النشر المحدود من الرتبة الرابعة لب fيؤول  . واستنتج النماية، عندماn  للعبارة: 0إلى 
3

4

1
( )

2 6

x
g f x x

x

  

 

 عين النشر المحدود من الرتبة الرابعة م  اوار ال، ر للدوال الآتية:
2 2 2( ) ( ) , 2 ( ) ( ) , ( ) , ( )g x f x x g x f x f x f x   

 الحل
gنشنن fنا  ن:ملندانتب نداندبع نع لندن

نلاحظنبأان 0 0f ونfن.نوالا  :0مستمنةنع لنن

       
 

 

3

3

3

3

3 4

31
( ) ( ) 3 3

2 6

1 1
                                   

2 6

x x
g f x g f x g x x x x

x x x x



 


      

   

ن

معننننن   
0

lim 0 0
x

x 


 31.نودا شنند طلوب:ن 1

2 6
x x   

 حساب النماية:ننننننن
 

 
 

3

4

3 4 3

4

0

0 0

1 1
( )

2 6
lim

1 1 1 1

2 6 2 6
lim lim 0

x

x x

g f x x x

x

x x x x x x

x
x



  





 

 
   
  

   
        

     

 

    النشور: حسابنن 
 

 3

2 2 2 3 2 4
) )

3

2 3 3 4
)

1
( (

6

1 1 1 2
(

6 3 6 3

f x x x x x

f x x x x x x x x





   

   
         
   
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 

   

     

23 4
)

2 2 3 4
) )

3 2 2 3 4

1 1
2 ( 2 2

2 6

2
2 ( ( 1 2

3

1 1 1 1 1
. .

3 2 6 2 6

x g x x x x x x x

x g x f x x x x x

f x g x x x x x x x x x

  

 

   

 
      

 

     

   
           
   

 

ن19-5 تمرين

 للدوال التالية: 3 عين النشر المحدود بجوار ال، ر من الرتبة 
 

1ن       sin xن  ،ننننن cos sinx x 

 الحل
2 3

3 3 3 3

2 3

3 2 3 3

1 1 1 1 1 1 1
1 sin 1 1

6 2 6 8 6 16 6

1 1
,

6 6

x x x x x x x x x

x x x x x x

       
               

       

   
      

   

 

نوم هنننن
3 2 3

0

2 3

1 1 1 1
1 sin 1

2 6 8 16

1 1 1
1 sin : 1

2 8 48

x x x x x

x x x x

 
     

 

   

 

 

   

 

3 3

0 0

3 2

2

0

2

1 1 1
cos sin cos 2 1 2

6 2 6

1
2 4

6

1
cos sin 1 4

2

1
cos sin : 1

2

x x x x x x

x x x

x x x

x x x

   
      

   

 
  

 

 

  

 

ن21-5 تمرين
الدالة  6انشر حتى الرتبة  

2

1
( )

1
f x

x



 بجوار ال، ر. 

 الحل
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6nيمكلندستخلدمنداعلاق ندات ا  نمب شنةنب عتب رننننننن 1ون

2
  ودستبلد نx2بمنxن: 

2( 1) ( 1)...( 1)
(1 ) 1 ... ( ).

2! !

n nn
x x x x x

n

     


   
      ن

نوداتعواضنفينعب رةندا شننف ح انفينكلتيندلح اتيننعل :ن6حتىندانتب نن0ع لننfمشتق   ونحس بننننن
2 4 6

6

2

1 3 5
1 ( )

2 8 161

x x x
x

x
    


ن

 ملاحظة 
)6تعواضنداس ب يمكلنفيندا شنن )x7بمن( )xسم كوانن-امونودصمل  ندا شمن-لأاندالدا نزوج  نواذدنف لحلند مودلينن

ن.ن8 سند تغيرنف هن
ن21-5 تمرين

 للدوال التالية : 3 النشر المحدود بجوار ال، ر من الرتبة 

ln (1 )

1

x

x




   

 ln 1

1

x

x




ن   ،  نن ln 1x xe  1ن  ،ننننن

1 xe
 

 الحل
  

2 3

2

2 3

2 3

3

1 1
2 3

3 1
2 3

3 3
2 2

11
6

     

            

    

     
    

               

x x x

x x

x x

x x

x

  



 





 

1 x 
23 11

2 6
x x   

2 3 33 11
2 6

ln (1 )
( )

1

x
x x x o x

x


    


 

   2 3 2 3 2 3 331 1 1 1 4
2 6 2 3 2 3

ln(1 ) : 1 : ( )x x x x x x x x x x x o xe            

1

1 xe
 

¨

2 31 1 1
2 4 12

1 : 2 1

x

x x x xe
 
    
 
 

 

 2 31 1 1
2 4 12

1 1 1
:

1 2 1
x

x x xe


   
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 
2

2 3 2 31 1 1 1 1
2 4 12 4 4

x x x x x     

 
3

2 3 31 1 1 1
2 4 12 8

x x x x    

   3

3

2 3 2 3

3

1 1 1 1 1 1 1
2 2 4 12 4 4 8

1 1 1
2 4 48

1
: 1

1

1
( )

1

x

x

x x x x x x

x x o x

e

e

      
 

   


 

ن22-5 تمرين

tanالمحدود من الرتبة الخامسة عند ال، ر للدالة النشر عين  x 
 الحل

نهم نعل نداترت بن:نcosوننsinملندانتب ندلخ مس نع لندا  ننامننلوددادلمحدا شندان
3 5

6 120

x x
x  وننن

2 4

1
2 24

x x
 .ن

ن:ن5حتىندانتب نننcosعل ننشنننsin(نا شننxنجنينداقسم ن)وف نداقوىند ت دالةنام
2 4

1
2 24

x x
  

3 5

3 5

3 5

3 5

5

6 120

2 24

    ...
3 30

    ...
3 6

2
         ...

15

x x
x

x x
x

x x

x x

x

 

 

 

 



ن

3
52

3 15

x
x x ن

هوننننننند طلوبودا شننن
3

52
tan :

3 15

x
x x x ن

ن23-5 تمرين

 للدوال التالية : 3 ال، ر من الرتبة بجوارعين النشر المحدود  

xe1،نننننن xنننن، ln 1 x  
 

 للدوال التالية: 3 واستنتج النشر المحدود بجوار ال، ر من الرتبة    
 

    ln 1 1 x ن  ، نن 1 ln 1 x 1،ننننن ln (1 )x
e

 
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 الحلننن
 :3 دعتم ددنعل ندا شنندلمحلودنبجودرندا  ننملندانتب 

3nنح ث نيمكلندستخلدمنداعلاق ندات ا  1ونن

2
 ن: 

2( 1) ( 1)...( 1)
(1 ) 1 ... ( ).

2! !

n nn
x x x x x

n

     
 

   
      ن

نوداتعواضنفينعب رةندا شننف ح انعل :ن3حتىندانتب نن0ع لننfمشتق   ونحس بننننننن
2 3

31 1 ( ).
2 8 16

x x x
x x       

 
2 31 1

2 6
: 1xe x x x    

2 31 1
2 3

ln (1 ) :x x x x    

  نقومنب شنننننن ln 1 1 x 3 ملندانتب ندا  نبجودرنن: 

 

 2 31 1 1
4 16 32

1 1 : 2 1x x x x      

 
2

2 3 2 31 1 1 1 1
4 16 32 16 32

x x x x x     

 
3

2 3 31 1 1 1
4 16 32 64

x x x x    

       2 3 2 3 3

2 3

1 1 1 1 1 1 1 1
4 16 32 2 16 32 3 64

3 51
4 32 96

ln 1 1 : ln 2

                        : ln 2

x x x x x x x

x x x

       

  
 

1   فيننشننوكذاكننن ln (1 )x  

2 31 1
2 3

1 ln (1 ) : 1x x x x      

 
2

2 3 2 31 1
2 3

x x x x x     

 
3

2 3 31 1
2 3

x x x x    

   2 3 2 3 3

2 3

1 1 1 1 1
2 2 3 8 16

3 171
2 8 48

1 ln (1 ) : 1

                       : 1

x x x x x x x

x x x

       

  
  

 نشننننننن
1 ln(1 )x

e
 

 

2 33 17111 ln(1 ) 2 8 48:
x x x x

e e
   
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          

 

2 3 2 33 3 171 1 1 1 1 1
2 8 2 6 2 2 8 6 48

2 331 1
2 4 16

2 33 17111 ln(1 ) 2 8 48: :

1 1 1 :

                         1

x x x x

e x x x x x

e x x x

e e
   

       

  

 

 24-5 تمرين

) عين المشتقة     )f x 2لة لدال( ) ln(1 )f x x x    بجوار ال، رثد شكل النشر المحدود 
) الثالثة للمشتقةالرتبة من   )f x.   
)لدالة المحدود لنشر استنتج الو       )f x بجوار ال، ر الرابعةالرتبة  حتى 
 الحل

)2الا  نن ) ln(1 )f x x x   إذا، نف نوتقباندتشتق ىنعل مع 
2

1 2
( )

1

x
f x

x x


 

 
ن

1،ناممم3 نجنينداقسم نوف نقوىند ت دالة،نحتىند نتب ن 2x  21عل x x : ن،نف ح انعل
2 3 3( ) 1 2 ( )f x x x x o x      

) لودنملندانتب نداندبع نبجودرندا  نناللدا ونح انعل ندا شنندلمحنننن )f x بمك مل ننشن ( )f x ((0) لأا 0f ) 

نف كواندا شننملندانتب نداندبع :
2 3 4

2 42
( ) ln (1 ) ( )

2 3 4

x x x
f x x x x o x      ن

 25-5 تمرين

 حسبندا   ا  ندلآت  :نننن
0

sin
lim
x

x

x
،ننن

2 2

20

sin cos
lim

(1 cos )x

x x x

x x




،ننن

30

cos sin
lim
x

x x x

x

ن

 الحل

ندا   ا نفينحس بنن
0

sin
lim
x

x

x
ن

ندلج ب  حسبننشنندالدا نننكتباك ين انننننن

0 0 0

sin ( ) ( )
lim lim 1 lim 1
x x x

x x x x

x x x

 

  


   ن

ندا   ا  فينن
2 2

20

sin cos
lim

(1 cos )x

x x x

x x




ن.

ن شن(ن:نكتبن)ب ستخلدمنداننننن
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2

2

2

3
2

2 2

0 0 2 2

4

0 2 2

1
(1 )

3! 2sin cos
lim lim

1(1 cos )
( )
2

16lim
1 3

( )
2

x x

x

x
x x x

x x x

x x
x x

x

x x

 



 
   

  


 

ن

دا   ا ننحس بفيننن
30

cos sin
lim
x

x x x

x

ن

الا  نننننن 
2

2 2

1cos 1
2

x
x x x  معنن   1

0
lim 0 0
x

x 


  

 
3

3 3

2sin
6

x
x x x x  معنن   2

0
lim 0 0
x

x 


  

ننننننننوم هننننننننننننن
   

2 3
2 2 3 3

1 2

3 3

1
2 6cos sin

x x
x x x x x x

x x x

x x

 
   
       

    ن

    
 

3
3 2 3

1 2

3

13

3

x
x x x

x
x

 


  

   ن

نوب  نورنعل ندا   ا ننجلند طلوب.ننننننننننننن

 26-5 تمرين

نأحسب النمايتين الآتيتين: 
3

0

2 1 4lim
9 3x

x

x x

x


  

 
،ن

1

( 1)lim
1 lnx

x

x x

x x




 
 

 الحل

 نضممعن
32 1 4

( )
9 3

x x
f x

x

  


 
امم نت ممبلنحثممانح امم نعمملمندالدنندا مم نإلىننx،نع مملم نا ت ممين

0تع ينن

0
ن.

3نالا  ننننن  1 1 ( )
3

x
x o x   ن

4نن 2 1 2 1 ( ) 2 ( )
2 4 2

x x x
x o x o x

 
         

 
ن
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9نن 3 1 3 1 ( ) 3 ( )
3 18 6

x x x
x o x o x

 
         

 
ن

ننوم هن  
3 ( )

2 1 4 6

9 3 ( )
6

x
o x

x x

xx o x


  


  

ن

نو خيردن  
3

0

2 1 4lim 1
9 3x

x

x x

x


  


 
ن

 نضعن( 1)
( )

1 ln

x x
g x

x x




 
1x،ن ع لم نا ت ينx1إلىنن0دالدا نحثانح ا نعلمنتع يننن

0
ن.

1xب ستخلدمنداتحواان   u ناكوان،( 1) (1 )
( )

1 ln ln (1 )

x x u u
g x

x x u u

 
 

   
ن

نبجودرندا  نناعب رةند ق م: 2،ناكواندا شنندلمحلودنملندانتب ن0إلىننuوع لم نا ت ين  

نن
2 2

2 2ln (1 ) ( ) ( )
2 2

u u
u u u u o u o u       ن

2

2
22

1 2
( )

( )( )
22

u u u
g x

u uu o uo u

   
 

  

ن

نننوم ه  
1

( 1)lim
1 lnx

x

x x

x x



 

 
ن

 

 _________________________________________ إضافيةتمارين 
اكانملندالداتين:ننnتب ن حسبند شتق نملنداننن   1 تمرين

2

2

1

x

x
ن.نxeو 

)اللدا ننp حسبند شتق نملندانتب ننن ) nf x xملن جاننnNن

 اللود ندات ا  : 3 لودنبجودرندا  ننملندانتب عينندا شنندلمحن   2 تمرين

xe   ،  xcos     ، xsin     ،  x1ln     ، x1  
 

 اللود ندات ا  : 3 ودست تجندا شنندلمحلودنبجودرندا  ننملندانتب 
 

  11

1
2




x

xe   ،   xe 1      ،  xx sincos2ln     ،  xx 31ln1   
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    اللداتين: 4 عينندا شنندلمحلودنبجودرندا  ننملندانتب ن   3 تمرين
1

1
)(




x
xf  1 و

( ) log
1

x
g x

x





 

 اللداتين: 2 انتب دست تجندا شنندلمحلودنبجودرندا  ننملندوننننننن

  )()(3)(2 xgfxgxf    و   )()( xgxf . 

ناللود ندلآت  : 4 عينندا شنندلمحلودنبجودرندا  ننملندانتب ن   4تمرين 

1

1
)(




x
xf   ،

1
1)(



x
xxg   ،

21

cos
)(

x

x
xh


    ، 1cos)(  xexk  

 

 اللود ندات ا  :ن2شنندلمحلودنبجودرندا  ننملندانتب نودست تجندا 

  )()(3)(2 xgfxgxf   ،)()( xgxf     ،
)(

)(

xk

xh
 

نا  ننح ث:ملندانتب نداندبع نبجودرندنgوننf كتبندا شنندلمحلودناللداتيننننننن   5 تمرين

( ) sinf x xننن،( )
1

x
g x

x



 

ن:نثمندست تجندا شنندلمحلودنملندانتب نداندبع نبجودرندا  نناللدا نننننننن
       h x f g x g f x  

 ع لندا  نناللدا نnب ستعم  ندا شنند  تهنملندانتب نن   6 تمرين
x1

 ت تجندا شنندلمحلودنملندانتب دسن،1 1n 

 بجودرندا  نناللدا        
2)1(

1

x
دست تجندا شنندلمحلودنملندانتب ن ثم،ن 2n  بجودرندا  نناللدا

3.)1(

1

x
. 

1اللداتين:نن5 كتبندا شنندلمحلودنبجودرندا  ننالمنتب نن   7 تمرين

1 x
1ونن

1 x
. 

اللدا :نن5ثمندست تجندا شنندلمحلودنملندانتب ننننننننن
2

1

1 x
ن.

نعينندا شنندلمحلودنملندانتب نداس بع ناللود ندلآت  ن:ن   8 تمرين

2

2

1sin 1
, 1 , , (1 ) , (1 )

sin
1

6

1 ln (1 ) ln (1 )
ln (1 ) , , ,

(1 ) 1

x x
x x x

x
x

e e
e x x

x x x

e x x
e x

x x x


  




  


 

 

)(212    ح ث: xh)( ا نداعلدا دالدن   9 تمرين  xxxh 
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   درسنتغيرد  )(xh    عل نمجموع نتعنا
h

D، :0  ودست تجنبأا)(:  xhDx
h

 

   جلندا شنندلمحلودنملندانتب نداث ن  نبجودرندا  نناللدا )(xh. 

ع لننsinعينندا شنندلمحلودنملندانتب ندلخ مس نامنن   11 تمرين
0

4
x


.ن

بوضعنننننننننن  sin
4

f x x
 

  
 

ندا  ن.نع لنfنشن،ن ن

عينندا شنندلمحلودنملندانتب نداندبع نع لندا  نناللدا نن   11 تمرين cos sin xن.نودست تجنحس ب
  2

40

2cos sin 2
lim
x

x x

x

 ن

 حسبنن   12 تمرين
30 0 0

arcsin cos 1 cos 1
lim , lim , lim

1 sin sinx x xx

x x x x

x e x x x  

  

  
 

نن،نعينندلخطند ق ربند  ئان  حنىنب ستخلدمندا شننبجودرنن   13 تمرين 1( ) 2xf x e x x ن

نعتبرندالدا نن   14 تمرين   arctan sinf x xن. 

نملندانتب نداندبع نفينجودرندا  ن.نfدلمحلودنامنندا شن كتبن
0ع لنند م سنمع دا عينن 0x نوحلدنوضع تهنب ا سب ن  حنىن،fن.ن

)دحسبنن   15 تمرين ) ( )nf xاللدا نfنفيندلح اتينندلآت ين:ن

 
2 2

2
( ) , ( )

1 1

x x
x f x x f x

x x
 

 
ن

 اللدا  3 جلندا شنندلمحلودنبجودرندا  ننملندانتب ن   16تمرين 

xxxxxxg  1
3

4
2

2

1
1

3

4
)( 2 

 xg)( اللدا ند شتق ن2ودست تجندلحاندا شنندلمحلودنبجودرندا  ننملندانتب ن

)(ln1)1( اللدا : 3عينندا شنندلمحلودنبجودرندا  ننملندانتب نن   17تمرين  xxf . 
 

  نننودست تجندا   ا ننن




 


xxf

x

x
e

x
cos1)(

sin

1
l 2

30
im. 



 

 الفصل السادس

 المعادلات التفاضـلية  

 ولى والثانية
أ
 معادلات تفاضلية من الرتب الا

 ولى والثانية
أ
 دراسة المعادلات التفاضلية من الرتبة الا

 حل بعض المعادلات التفاضلية 
 ولى

أ
 معادلات تفاضلية خطية من الرتبة الا

 معادلات تفاضلية خطية من الرتبة الثانية 
 محلولة تمارين 
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 __________________________________________ملخص  الدرس  

 معادلات من الرتب الأولى والثانية .1

 مفهوم المعادلة التفاضلية 1.1
 مثال تمهيدي
0الدالة  :

x
f x e

 ؛ *   قابلة للاشتقاق على المعرفة على . 
0ولدينا  0( ) ( )

x
f x e f x


       0. أي الدالةf  0تحقق المساواة 0 0f f   

تسمى المعادلة                               1 0f f  

 لهذه المعادلة.حل  0fويسمى معادلة تفاضلية، : Rدالة قابلة للاشتقاق على  fحيث المجهول
    تكتب المعادلة 1  :بالشكل   2 0y y    

 .ة للاشتقاق على ، دالة قابلyحيث المجهول
 (.2، والتي تحقق المعادلة )والقابلة للاشتقاق على  xللمتغير yوبالعكس، يمكن طرح مسألة تعيين كل الدوال

 ريف:اتع 1.1
  من الرتبة الأولى، كل معادلة من الشكل: تفاضلية  معادلةتسمى المعادلة  0E f f  

( بالشكل: 1تكتب المعادلة ) 2 0y y   

  تسمى معادلة تفاضلية من الرتبةn  :كل معادلة من الشكل      , , ,..., 0
n

E g x y y y  
دالة للمتغيرات  gحيث  

, , ,...,
n

x y y y والمجهولyدالة للمتغير :x قابلة للاشتقاقn  مرة على الأقل على
 .Iمجال 

تنُسب المعادلة التفاضلية  E .إلى المشتق الأعلى مرتبة الذي تحويه 
 أمثلة 

3 5 0y y x   ،معادلة تفاضلية من الرتبة الأولى : 
 sin 3 1y x  .معادلة تفاضلية من الرتبة الثانية : 

   يسمى حل للمعادلة التفاضلية E  لة عدديةكل داy للمتغير(x تقبل الاشتقاق )n  مرة على مجالI 
، وتحقق من  E. 

22المعادلة التفاضلية مثلا:  3 2y y x x      ،D  
3كحل لها، حيث:   المعرفة على  yتقبل الدالة 21 1

3 2
7y x x x   . 
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 دراسة المعادلات التفاضلية من الرتب الأولى والثانية .1
  نعتبر المعادلة التفاضلية , , 0g x y y    أو   * , , , 0g x y y y   

   نعني بحل المعادلة التفاضلية * تعيين كل الدوالy :حيث 
 .، وتأخذ قيمتها فيمن  Dمعرفة على yالدالة -
)حسب رتبة Dتقبل الاشتقاق مرة أو مرتين  yالدالة - *.) 

تحقق المعادلة  yالدالة - *. 

   إذا بدلنا, ,y y y   في * بعباراتهم بالنسبة إلىxفإن الدالة ،y ذات المتغيرx  تصبح مساوية للصفر
y,ومشتقتيها  yتكون فيه  من  Dعلى مجال  y  .معرفتان 

3y في المعادلةةة  1مثااال    ،D   ،تكةةون مجموعةةة حلولهةةاy، لية للدالةةة الثابتةةة علةةىهةةا الةةدوال الأ ةة :  
3x 3 أيy x c  حيث c من . 
 : cقيمة خا ة للثابت الاختياري       
1cمن أجل  -  ،3 1y x  : معادلة )منحنى( مستقيم.ها 

3y x c معادلة كل المنحنيات البيانية الممثلة للدالة :y . x 

إذا اشتمل أحد هذه المنحنيات على النقطة  0 0 0,M x y 0.، فإن 03y x c   0ومنه 03c y x  
والمعادلة المرفقة ها:  0 03 3y x y x   

  في المعادلة  1مثال
2

1
y

x
  ،*D  

1 لية للدالة ، ها الدوال الأyالحلول
x c

x
 . 

lny    أي    x c x d   حيث ،c وd  من ثابتين. 

 الحل الخاص والحل العام. ..1
نقبل أن حل المعادلة التفاضلية  * .يحتوي ثابتا أو ثابتين حقيقيين )مستقلين( حسب مرتبة المعادلة 

بالحل كما يسمى كل حل ينتج من الحل العام بإعطاء قيم لهذين الثابتين الحل العام، يسمى مثل هذا الحل: 
 إن عدد الحلول الخا ة غير متناه. الخاص.

 تعين ثابت التكامل ..1
0xيكون ثابتا عندما يطُلب الحل من أجل cإن ثابت التكامل x معطى. يكون هذا الحل هو 

0 0( ) ( )y x y x y  
 نصل إلى نفس النتائج باستخدام نتائج التكاملات المجدودة
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0 0
0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )

y x

y x
f y y g x y x y f d g d          

0بحيث yونحصل مباشرة على الدالة     0( )y x y .دون المرور على تحديد ثابت التكامل 

 حل بعض المعادلات التفاضلية .3
المعادلات من الشكل:  1.3 1      ( )y f x  

 .من  Iدالة مستمرة على مجال  fحيث
( في 1فإن الحل العام للمعادلة ) I( في المجال 1، فإن الحل العام للمعادلة )Iعلى  fدالة أ لية لة  hإذا كانت 
 ، حيث:y، ها الدوال Iالمجال 

  ( ) ( )c y f x dx h x c    

المعادلات من الشكل:  1.3 2      ( )y f x  
 .من  Iدالة مستمرة على مجال fحيث
 :فإن Iكدالة أ لية لها على  kوتقبل Iها الأخرى مستمرة على h، وكانت Iعلى fدالة أ لية لة hإذا كانت 

     

   

             

,

c y h x c y f x

c d y k x cx d

     

    
 

 ؛ y، ها الدوالI( في المجال2إذن الحل العام للمعادلة )
       حيث:                , ( ) ( )c d y h x c dx k x c x d      

معادلات من الشكل  3.3 3 y y  حيث  من*R. 
التي تحقق DRالقابلة للاشتقاق على yنعين الدوال 3 0. نلاحظ بأنy  حل ظاهري لة 3 

حل للمعادلة  y: ليكنDلحلول التي لا تنعدم علىنبحث عن ا - 3بحيث ،y لا ينعدم علىD. 
لدينا        3 3

y

y



   

بمكاملة طرفي 3  :نجدln y c x d  ،  *,c d   
c: ومنه x d c xdy e e e


   ،  *,c d   

 ( فإن إشارتها تبقى ثابتة على هذا المجال.Dولا تنعدم )على Dمستمرة على yوبما أن
cومنه:    إما  xdy e e  وإما   ،c xdy e e  . 

cفي كلتا الحالتين، نكتب  x
y e  ، * 

وبالتالي تكون حلول للمعادلة  3 ها الدوال ،c x
x e  حيث  المعرفة على*. 
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 تعيين الحل العام. ( أ
حل كيفا للمعادلة  yليكن 3. 

cنعلم بان الدالة  x
x e لمعرفة على اD ها حل للمعادلة ، 3. 

cبوضع  x
y

z
e

  0
c x

e   يكون لديناc x
y z e . 

y تقبل الاشتقاق علىD   :c x c x
y z e c x e   

cومنه     x c x c x c x
y c y z e c x e c x e z e           

ها حل للمعادلة  yبما أن 3  0فإنz  أي أن ،z ها الدالة الثابتة علىD. 
cإذن الدوال x

y e  ، *   0، وكذلك، من أجل المعرفة في   :0)الحل الخاصy  ها حلول )
للمعادلة التفاضلية  3. 

 ةحظملا
إذا كان  0 0,x y  من ,D 0، يكون

0

c x
y e  0، ومنه

0

c x
y e


  والحل الخاص الوحيد 

( )
0

0

c x x
y y e


  . 

3المعادلة التفاضلية مثلا:  0y y    :من الشكلy y  وحلها العام هو ،  xy e    
الحل الخاص الذي يحقق  1 1y   0، هو

0

c x
y e . 

معادلات تفاضلية من الرتبة الأولى من الشكل  ..4 y
x

dy
f

dx
   * 

yتحويل هذه المعادلة تُحل باستخدام ال
z

x
  ومنهy x z   ويكونdy

z x z
dx

  

)والمعادلة * تأخذ الشكل  )
dz

x z f z
dx

    أو
( )

dx dz

x f z z



 

   معادلات تفاضلية من الرتبة الأولى ذات متغيرات منفصلة  ..5
 تفاضلية من الرتبة الأولى أنها بمتغيرات منفصلة إذا أمكن كتابتها بأحد الشكلين : نقول عن معادلة

( ) ( )g x dx h y dy  أو( ) ( )g x dy h y dx 
)في الشكل الأول إذا كانت )G x و( )H x دالتان أ ليتان لة( )g x و( )h x  يكون لدينا 

( ) ( )G x H x c  
 معادلات تفاضلية خطية من الرتبة الأولى .4

0ثابتين حقيقيين مع  bو aليكن aولتكن ،.g دالة عددية معرفة ومستمرة على مجال مفتوحI  منR. 
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                        لنعتبر المعادلة التفاضلية 1 a f b f g   
نكتب 1     بالشكل     ( ) ( ) ( )a f x b f x g x x    R 
0aها الدالة المعدومة، هذه المعادلة تأخذ الشكل  gعندما f b f   وتسمى معادلة متجانسة أو معادلة بدون ،

 طرف ثاني.

fالمعادلة المتجانسة تكافئ المعادلة  b

f a


  : التي حلها هو( )

b x
af x c e


  حيثc  منR. 

تكةون مجموعةة حلةول المعادلةة 1 هةا مجموعةة الةدوال الةتي هةا علةى شةكل مجةو  لحةل خةاص للمعادلةة ، 1  وحةةل
 عام للمعادلة المتجانسة المرفقة.

  إذا كانت( )g x مستمرة على مجالI  منR وكان المعاملان ،a وb دالتين لةx مستمرتين علىI  بحيث
0 ( )a x. 

         1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a x y x b x y x g x   
               ن المعادلة المتجانسة: فإ  2 ( ) ( ) ( ) ( ) 0a x y x b x y x     
)ستأخذ الشكل     )

( )

y b x

y a x


 وها تكافئ عندما تكون( )H x دالة أ لية للطرف الأيمن، المعادلة 

ln ( ) ( )y x H x 
ومنه                  

1

( )
( ) ( )

H x
y x y x c e   حيثc  منR. 

)1إن مجموعة حلول المعادلة المتجانسة هو فضاء جزئا من   )C I نحصل على مجموعة حلول المعادلة . 1 ،
بإضافة حل خاص للمعادلة  1 .إلى كل حلول المعادلة المتجانسة المرفقة 

 البحث عن حل خاص للمعادلة 1.4 1 بطريقة تغيير الثابت 

)هذا الحل الخاص يوضع بالشكل  )
( ) ( )

H x
y x c x e  لة حيث تتحدد الدا( )c x ."بتغيير الثابت" 

)بالاشتقاق  ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

H x H x
y x c x e H x c x e       

وبالتعويض في  1 نجد 
 ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

H x H x H x

H x H x

a x c x e H x c x e b x c x e g x

a x c x e a x H x c x e

       

    
( )

( ) ( )
H x

b x c x e  ( )g x

 

( )
( ) ( ) ( )

H x
a x c x e g x   

( )( )
( )

( )

H xg x
c x e

a x


  
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 ( والتعويض في عبارة هذا الحل الخاص ، نجد :Iبمكاملة هذه الأخيرة )مركبة من دوال مستمرة على

0

( ) ( )( )
( ) ( )

( )

H x H xg x
y x y x e e dx

a x


   

)فيكون )y x  الحل العام للمعادلة 1  : مؤلفا من مجمو  الحلةين
1
( )y x حةل عةام للمعادلةة المتجانسةة و

0
( )y x 

حل خاص للمعادلة  1 أي .
0 1

( ) ( ) ( )y x y x y x  
( ) ( ) ( )( )

( )
( )

H x H x H xg x
y x e e dx c e

a x


   

)حيث )
( )

( )

b x
H x dx

a x
  و حيثc  ثابت اختياري منR. 

 ملاحظة

إذا كان
1

y و
2

y  هما حلين خا ين للمعادلة 1فإن ،
2 1

y y  سيكون حلا للمعادلة المتجانسة المرفقة، والحل
العام للمعادلة  1  هو( )y x      حيث

1 2 1
( )y y c y y       حيثc  اختياري منR. 

 معادلات تفاضلية خطية من الرتبة الثانية .5

        من الشكل:معادلة تفاضلية  1.5 1 ( )a y b y c y g x    
0ثوابت حقيقية مع  cو bو aحيث aو .( )g x دالة مستمرة على مجال مفتوحI منR. 

معادلة المتجانسة المرفقة بة 1    : 2 0a y b y c y    
حسب النتائج العامة نحصل على مجموعة حلول المعادلة  1 بإضافة حل خاص للمعادلة ، 1  إلى كل حلول

 المعادلة المتجانسة المرفقة.

   من أجل
0

I x و ومن ،R المعادلة ، 1 تقبل حلا وحيداy يحقق   
0 0

( ) , ( )y x y x   
  إن مجموعة حلول المعادلة المتجانسة علىI لها بنية فضاء شعاعا علىR وبالتالي إذا كان 2، بعده ،

1
y 

و
2

y.حلين مستقلين للمعادلة المتجانسة، فإنهما يشكلان أساسا لهذا الفضاء 
  حتى يكون

1
y و

2
yجانسة يجب يكون المحدد المجموعة :حلين مستقلين للمعادلة المت 

 1 1 2 2
( ), ( ) , ( ) , ( )( ) ( )y x y x y x y x  .غير معدوم 

 ولدينا

1 2
1 2 1 2

1 2

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

y x y x
w x y x y x y x y x

y x y x
     

 
 

إذا كان
0

( ) 0w x   من أجل
0

I x فإن ،( ) 0w x  من أجل كلI x 
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 لة المتجانسة المرفقةحل المعاد 1.5
rنبحث عن الحلول من الشةكل x

y e حيةثr مةنR لةدينا .y r y  2وy r y  والمعادلةة ، 1  تأخةذ
الشكل  2 0y a r b r c   

تسمى المعادلة   23 0a r b r c   بالمعادلة المميزة للمعادلة 1. 
2ووفق إشارة مميز المعادلة المميزة  4b ac   : يكون لدينا 

   0إذا كان   فإن المعادلة المميزة تقبل جذرين مختلفين
1 2

r r   : ويكون حل المعادلة المتجانسة هو ،
1 2
r x r x

y c e d e    حيثc وd  منR. 
   0إذا كان   افإن المعادلة المميزة تقبل جذرا مضاعفrR   : ويكون حل المعادلة المتجانسة هو ،

r x r x
y c e d x e   حيثc وd  منR. 

   0إذا كان   مراافقين(: فإن المعادلة المميزة تقبل جذرين مركبين( 
1

r i   و
2

r i   ( 
0مع  Rو    : ويكون حل المعادلة المتجانسة هو )cos sin

x x
y c e x d x e x

     
 .Rمن  dو cحيث

حل خاص للمعادلة  3.5 1 
 نميز أيضا حالتين وطريقة عامة :

( ) ( )
x

g x e P x


 حيث  منC  و( )P x  من xC  كثير حدود 
)نبحث عن الحلول من الشكل ) ( )

x
y x e Q x


   حيث( )Q x  :كثير حدود، يمكن تحديد درجته 

  إذا لم يكن  جذرا للمعادلة المميزة، فإنdeg degQ P 
  إذا كان  أحد الجذرين للمعادلة المميزة، فإنdeg deg 1Q P  

  إذا كان  جذرا مضاعفا للمعادلة المميزة، فإنdeg deg 2Q P  

 ملاحظة 4.5

0هذه الطريقة تُطبق أيضا عندما يكون   الة أي في الح( ) ( )g x P x 
)يمكن أيضا البحث عن حل من الشكل    ) ( )

x
y x z x e


 حيثz .دالة معلومة 

التعويض في المعادلةبو      1فنحصل على معادلة تفاضلية من أجل ،z. 
) إذا كان    ) cos sing x A x B x     حيثA وB و  منR.  :نميز حالتين 

  إذا لم يكن جذرا للمعادلة المميزة، في هذه الحالة الدالتانcos( )xوsin ( )x  ليستا حل للمعادلة
المتجانسة ، حل خاص للمعادلة 1 يأخذ الشكل ، 
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cos siny c x d x    حيثc وd  منR المطابقة(.)يتحددان ب 

  إذا كان جذرا للمعادلة المميزة، في هذه الحالة الدالتانcos( )xوsin ( )x  هما حلين للمعادلة
المتجانسة ، حل خاص للمعادلة 1 سيأخذ الشكل ، 

 cos siny x c x d x    حيثc وd  منR .)يتحددان بالمطابقة( 

 ملاحظة هامة  
)إذا كةةةةةةةان )g x  بالشةةةةةةةكل

1 2
( ) ( ) ( )g x g x g x   فةةةةةةةإن أي حةةةةةةةل خةةةةةةةاص مُعطةةةةةةةى بالشةةةةةةةكل

1 2
y y y  

حيث
j

y  هو حل للمعادلة( )
j j j j

a y b y c y g x     ( 1,2)j  
xy حل المعادلة مثال y x e   علىIR 
   2المعادلة المتجانسة : المعادلة المميزة ها 0r r   : والحل هوcos siny c x d x  
  خل خاص لةy y x  :y x 

  خل خاص لةxy y e  1، نجده
2

xy e 
1: الحل العام هو : خلاصة cos sin

2
xy x e c x d x    

 طريقة تغير الثابتين 5.5
لةيكن 

1
y و

2
y حلةين مسةتقلين للمعادلةة المتجانسةة. نبحةث عةن حةل خةاص لةة 1  بالشةكل

1 2
y c y d y  

دالتةةةةةان تحققةةةةةان:  dو cحيةةةةةث
1 2

0c y d y   وكةةةةةذلك .
1 2

y c y d y   فتصةةةةةبح المعادلةةةةةة ، 1   كمةةةةةا يلةةةةةا
 1 2

( )a c y d y g x    . 
0)لأن 

j j j
a y b y c y     1,2من أجلj ) 

cإذن  وd  : هما حلين للجملة الآتية 
1 2

1 2

0

1 ( )

c y d y

c y d y g xa

  


    

 

  تحل هذه الجملة بالتجريب لتُعطاc  وd  ثم بالمكاملة للحصول علىc وd. 
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 _________________________________________تمارين  محلولة 

 1-6 تمرين

x حل المعادلة التفاضلية  y
y e

  

 الحل
yلدينا  yx xdy

e dy e dx e e
dx




   

yوبالمكاملة  xe c e


   أيyxc e e


 حيثc  منR 

 2-6 تمرين

cos      حل المعادلة التفاضلية  cos
y dy y

x y x
x dx x

   
    

   
 

 الحل
yنضع  

z
x

  ومنهy x z   ويكونdy
z x z

dx
 ، 

فتأخذ المعادلة الشكل  cos cosx z z x z x z z x    أو 
 cos cos 1z z x z z z    

cos 1 cos 1 cos
dz dx

x z z x z z dz
dx x

      

cosبالمكاملة 
dx

z dz
x

   : نجدsin ln lnz x c  حيثc منR 

sin ln ln ln
c

z x c
x

     وأخيراsin ( )y x c
e

x
 

 3-6 تمرين

2  لمعادلة التفاضليةعام لالعين الحل 

1
1 xy e

x
        0,D   

y(1)واستنتج حل خاص الذي يحقق e. 
 الحل

الدالة  
2

1
1 xf e

x
 : y، ومنه الحل العام هو الدوالDمستمرة على  
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2

1 1
1 x xy e dx e c

x
         حيثc  منR 

y(1)الحل الخاص :      e  (1)1: لديناy e e c e c e      

ومنه الحل الخاص على 0,   هو
1

0
xy e. 

 4-6 تمرين

1  لمعادلة التفاضليةل العام عين الحل
y

x
       *D R 

(1) واستنتج حل خاص الذي يحقق    0y   و( 1) 1y  . 
 الحل
1الدالة 

f
x

 ، بالمكاملة نحصل على الدالة المشتقة الأولى كالآتي :R*مستمرة  

1
lny dx x c

x
         حيثc  منR 

)وبمكاملة ثانية نجد الحل العام :         ln ) ln (1 )y x c dx x x c x d       (,c d R) 
(1)الخاص :  الحل    0y   و( 1) 1y   

(1)لدينا                    0 1 0 1

( 1) 1 1 1 2

y c d
c d

y c d

     
    

      
 

D*ومنه الحل الخاص على R                 هو
0

1 1
ln

2 2
y x x x   

        5-6 تمرين

)23 دالة عددية معرفة كما يلي: fلتكن  ( أ )
2

x
f x e   ،     عدد حقيقي معطى 

 .  في  تطبيق من fبين أن -
 . لىيقبل الاشتقاق ع fبين أن -
) تحقق المعادلة: fتأكد من أن - ) 2 ( ) 3f x f x      ؟ ماذا تستنتج 

   نعتبر المعادلة التفاضلية:  ( ب 1       2 3y y   

 تحقق من أن المعادلة - 1 3 تقبل الدالة
2

y   كحل لها على . 
 إحدى حلول المعادلة yلتكن - 1 3، برهن أن الدالة

2
y  :تحقق معادلة من الشكل 

 2            2 0z z   

 حل المعادلة - 2 واستنتج حلول المعادلة ، 1. 
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 عين من بين حلول المعادلة - 1 الدالةy :التي تحقق  0 0y . 

 الحل
 .في  . فهي تطبيق من معرفة على fلدالة -أ(  
    -f  2. ولدينا مجموع دالتين قابلتين للاشتقاق على

( ) 0 2
x

f x e     ، 
    -f  :تحقق المعادلة المعطاة 2 23( ) 2 ( ) 2 2 3

2
x xf x f x e e        أي 

   2 3f x f x   
2هي حل للمعادلة التفاضلية ذات الرتبة الأولى  fوالدالة 3y y  . 

3لدينا  -ب(  

2
y   عادلة حل خاص للم 1 0، لأنy    3و

2 0 2 3
2

y y
 

      
 

 

3نضع  -      

2
z y   حيثy  حل لـ 1وبالتعويض عن ،y وy  بدلالة المجهولz  في 1: 

3
2 3

2
z z

 
    

 
2أي   0z z    3وبالتالي

2
y   تحقق المعادلة 2. 

معادلة التفاضلية  - 2  :2من الشكلz z 2، فحلها العام هو كل الدوال. xz e ،، 
 .من  Dالمعرفة على 

ينتج عن كل حل لـ  1  حلا للمعادلة 2  :3من الشكل

2
z y  

3ومنه        

2
y z   23وبالتالي

.
2

xy e   ، المعرفة على ،D  من. 

 حل الخاص الذي يحقق -      0 0y  3،  يحقق 03
0 .

2
e     3وذلك من أجل

2
   

والحل الخاص المطلوب هو  2

0

3
1

2

xy e  . 

        6-6 تمرين

      :حل المعادلة التفاضليةxexxyxy  )()( ( ........1) 
)0(1ا الذي يحقق الشرط الابتدائي: واستنتج الحل الخاص له

0
y 

   التكاملأحسب  dxxx xez 
 )1(

2
1)(  .  ثم شكل المعادلة التفاضلية التي تقبل الدالة2

                     xez cxxx  22
2
1)(  ثابت اختياري حقيقي(c  )     .  حلا لها  2

 الحل
xexxyxy     التفاضلية: المعادلةحل  -  )()( ( .....1)     
  نوجد أولا الحل العام

1
y :0 للمعادلة التفاضلية المتجانسة)()(  xyxy :بالشكل xecy 

1
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 ثم نوجد حلا خاصا
0

y ( 1للمعادلة التفاضلية) بالشكل:  يكون xexcy  )(
0

. 
xx نجــد: الأخــيرةباشــتقاق العلاقــة  ee xcxcy  


)()(

0
 أي: 

00
)( yxcy xe 

 ،  وبــالتعويض
xxنحصل على:   (1في المعادلة ) ee xyyxc  

00
)(   

dxxdcx   التي تكافئ:
dx
dcxxc  )( 

2     وبالمكاملة، نحصل على إحدى الدوال الأصلية بالشكل:

2
1)( xdxxdcxc   

2فيأخذ الحل الخاص للمعادلة المتجانسة الشكل:  

0

1
( )

2

x x
y c x xe e 

    

  الحل العامy ( 1للمعادلة: ) 
01

yyy    أي   :xx ee xcy   2

2
1    

والحــل الخــاص 
0

y 0(1 رط الابتـــدا ي:( الـــذي يحقــق لشــ1) للمعادلــة(
0

y   : 10أي
2
1 00 2   cc ee        

xexxfy    : هو  )1(
2
1)()0( 2 

 نجدها بالمكاملة بالتجز ة كالآتي: xf)(إحدى الدوال الأصلية للدالة:  -
   

 :باشتقاق الدالة     xez cxxx  22
2
1  نجد :   2    xez cxx  22

2
1 2 

 لة التفاضلية المطلوبة بالشكل:دنجد المعا c الاختياريوبحذف الثابت   xezz x   1 

        7-6 تمرين

      حل المعادلة التفاضلية:     xxyxy 2)(2)(  ( ...1) 

  الذي يحقق الشرط الابتدائي:2y واستنتج الحل الخاص          
2

1
)0( y. 

  أحسب التكامل dxcxz
x

e  )( 12)(
 ثم شكل المعادلة التفاضلية التي تقبل الدالة.  2

                  
2

1
)(

2
 xcxz

x
e  .حلا لها     ( cثابت اختياري حقيقي) 

 الحل
 

  نوجد أولا الحل العام 
1

y :(2)(0 للمعادلة التفاضلية المتجانسة(  xyxy:والذي هو ، 
 

x
ecxy

2
1  

 ثم نوجد حلا خاصا
0

y يكون من الشكل: (1) للمعادلة  x
excy

2
)(0 باشتقاق العلاقة الأخيرة نجد .: 

00 .2)(
2

yxcy
x

e 
،  نحصل على: (1) وبالتعويض في xyyxc

x
e .2.2.2)( 00

2
 

dxxdcx      الذي يكافئ:
dx

dc
xxc

xxx
eee

222
..2..2..2)(


 

    xx
eez xxdxxx


  32
2

1
)1(

2

1 22
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xx :لبالشك xc)( ومنه تكون إحدى الدوال الأصلية لـ
ee xdxxxc

22

2

1
2)(










  

 فيكون الحل الخاص للمعادلة المتجانسة:
2

1
.

2

1
)()(

222
0 











xxxcxy

xxx
eee 

 ( :1) للمعادلة yالحل العام 
01

yyy      وهو :     
2

1
)(

2
 xcxy

x
e 

 الحل الخاص
2y الذي يحقق لشرط الابتدا ي:( 1) للمعادلة 

2

1
)0( y:أي ،

2

1

2

1
01

0
 ecc :هو  

   
2

1
)()(

2
2  xxfxy

x
e 

  :12 إحدى الدوال الأصلية للدالة)(
2


x

ecxf :2 نجدها بالمكاملة كالآتي 1
( ) .

2
x

x c xz e   

 وباشتقاق الدالة:
2

1
.)(

2
 xcx

x
ez   : 12 نجد)(

2


x
ecxz وبحذف الثابت الاختياري c نجد المعادلة 

xxzxz بالشكل: المطلوبة التفاضلية 2)(2)( . 

        8-6 تمرين

      1:     حل المعادلة التفاضلية
( ) ( ) lnx y x y x x

x
   ( ........1) 

واستنتج الحل الخاص لها الذي يحقق الشرط الابتدائي:         
0 (1) 1y  

  التكامل أحسب  
2

2

2 2ln ln1
( )

2

x x
z x dx

x

 
   معادلة التفاضلية . ثم شكل ال 

21التي تقبل الدالة     
( ) ln

2

c
z x x

x x
    حلا لها   ، ( c)ثابت اختياري حقيقي 

 الحل
  ( 1حل المعادلة التفاضلية): 

)حل المعادلة المتجانسة:    ) ( ) 0x y x y x     1 هو

c
y

x
 حيثc  من 

لـ 2yنوجد حل خاص        1  :2من الشكل

( )c x
y

x
 

21فنجد:     
2

( ) lnc x x  2ومنه

2
1 ln

2
y x

x
 

2   العام الحلإذن   

1 2
1 ln

2

c
y y y x

xx
          حيثc  من 

الحل الخاص لـ 1  :(1)0الذي يحقق 1y   1يعطىc  
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2    ومنه   

0

1 1( ) ln
2

y x x
xx

  
      باستخدام التكامل بالتجز ة 

2
2

2

1 2 2ln ln 1 1( ) = ln
22

x x
z x dx x

xxx

 
   

21
( ) ln

2

c
z x x

x x
    1هي حل للمعادلة التفاضلية

( ) ( ) lnx z x z x x
x

   

        9-6 تمرين

)     :حل المعادلة التفاضلية ) ( ) 1xe y x y x      ......(1) 
)0(0 الحل الخاص لها الذي يحقق الشرط الابتدائي: واستنتج   y . 

 الحل
)     التفاضلية: المعادلةحل   ) ( ) 1xe y x y x   ( ...1)     

  نوجد الحل العام
1

y :للمعادلة التفاضلية المتجانسة ( ) ( ) 0xe y x y x   ( ...2:الذي هو  ،) 

1 1

( ) ( ) 0

ln

x x

x
xe

y
e y x y x e

y

y c e y c e







    

      

 

     : (2) لـ العام الحلومنه       1

xe
y x c e


    حيثcR 

  نوجد حلا خاصاثم
0

y ( 1للمعادلة) 0 من الشكل:  يكون ( )
xe

y c x e


 . 

0 باشتقاق العلاقة الأخيرة نجد: ( ) ( ) ( )
x

x xe e
y x c x c xe e e

         
 نحصل على: (1في ) وبالتعويض

  
0 0

   ( ) ( )

x

x x x
x xe e

y y

c x c x

e

e e e e e
  

  

    ( )
x x

xe
c xe e e


 

   ( ) 1
x

xe
c xe e


  

 

)    أي )
x

xe
c x e e


   

)بالشكل: xc)(وبالمكاملة، نحصل على إحدى الدوال الأصلية لـ  )
x

x xe e
c x dxe e e

  
    

0:  ( 1)للمعادلة  اصالخفيكون الحل  ( ) 1
x xe e

y x e e
  

     
 



 المعادلات التفاضلية                                                                                        الفصل السادس 

 

 

- 195 -  

  الحل العامy ( 1للمعادلة: ) 
01

yyy     هو   :  ( ) 1
xe

y x c e


     حيثcR 
الحل الخاص 

2y ( الذي يحقق لشرط الابتدا ي:1للمعادلة )(0) 0y : 
1

0
1 1 0

e
c ce e


      

1c  : ومنه e  2:  الحل الخاص المطلوب هو يكونو
1( ) 1

xe
y x e e


   

 11-6 تمرين

3الدالة المعرفة بالشكل  fلتكن
( )

x
f x e 

(1)حل المعادلة التفاضلية         6y y y f   يمكن البحث عن حل خاص للمعادلة المعطاة . 
3بالشكل      

0( )
x

y x e(0) الذي يحقق دلة التفاضلية. ثم عين حل المعا 1y   (0)و 0y  . 

 الحل
6: (1)المعادلة المتجانسة المرفقة بــ 0z z z     2والمعادلة المميزة هي

6 0r r    0و   لول وح
)حلا للمعادلة المتجانسة إذا وفقط إذا وُجد z. تكون الدالة2و  3المعادلة المميزة هما  , )a b  بحيث من  2من

 يكون لدينا xأجل كل عدد حقيقي 
3 2

( )
x x

z x ae be


  

3 بالشكل (1)حل خاص للمعادلة  0yنبحث عن 
0( )

x
y x x e .3 لدينا

0( ) (3 )
x

y x x e    

و 
3

0( ) (9 6 )
x

y x x e    . 0ومنه الدالةy  إذا وفقط إذا  (1)تكون حلا للمعادلة 
   9 6 3 3 1x x x x            1ومنه

5
  وأخيرا 

3
0

1
( )

5
x

y x x e. 

)إذا وفقط إذا وُجد (1)حلا للمعادلة  yوتكون الدالة , )a b  بحيث من أجل كل عدد حقيقي 2منx 

 يكون لدينا  3 21
( )

5
x x

y x x a e b e


    .(0) مع 1y   1تعطيa b  .ومنه 

  3 23 1
( ) 3 2

5 5
x x

y x x a e b e
      (0)و 0y    1تعطي

3 2 0
5

a b   .ومنه  
9وبحل الجملة المشكلة من المعادلتين نجد 

25
a 16 و

25
a 

والحل المطلوب يتعرف بالعلاقة:       3 21 9 16
( )

5 25 25
x x

y x x e e


  . 

        11-6 تمرين

dxxx  أحسب التكامل  xez 
 )1(

2
1)(  .  ثم نشكل المعادلة التفاضلية التي تقبل2

الدالة     xez cxxx  22
2
1)(  .(ثابت اختياري حقيقي c )   حلا لها.  2



 المعادلات التفاضلية                                                                                        الفصل السادس 

 

 

- 196 -  

 الحل
 :باشتقاق الدالة     xez cxxx  22

2
1  نجد :   2

    xez cxx  22
2
1 2 

 لة التفاضلية المطلوبة بالشكل:دنجد المعا cري وبحذف الثابت الاختيا       xezz x   1 
  الدوال :xy e    ( .)عدد حقيقي 

0yهي حل عام للمعادلة التفاضلية  y  . 
xyحيث  معرفة وقابلة للاشتقاق على  yبالفعل، الدالة   e  . 

بوضع 
x

y

e



 (0xe وتبديله بقيمته في عبارة ،)y.نجد المعادلة التفاضلية المطلوبة ، 

   :الدوالcos 2 sin 2y x x  (     ، و  )عددين حقيقيين 
4هي حل عام للمعادلة التفاضلية  0y y  . 

نفســــها، إلى دالتــــين نحصــــل  y، تحتــــالإ باةضــــافة إلى الدالــــةyاللــــذين تحويلهمــــا الدالــــة و لحــــذف الثــــابتين  
 ، نجدهما :yعليهما باشتقاقين متتاليين للدالة

 

2 cos 2 2 sin 2

4 cos 2 4 sin 2 4 cos 2 sin 2

y x x

y x x x x

 

   

  

     
 

yونجد العلاقة بين  وy  :4المستقلة عن هذين الثابتين 0y y  .وهي المعادلة التفاضلية المطلوبة ، 

 12-6 تمرين

حل المعادلة        * xy y e  
 الحل
2المعادلة المتجانسة : المعادلة المميزة هي       0r r   : والحل هوcos sin

h
y c x d x  

 Rمن  dو cحيث
الحلان      

1
siny x و

2
cosy x .مستقلين 

cosنبحث عن جل من الشكل  siny c x d x   مع
1 2

0c y d y  , 
c  وd  : هما حلين للجملة 

sin cos 0

cos sin x

c x d x

c x d x e

  


  
 

0إذن     cos1
cos

sin( )

x

x

x
c e x

e xw x
 


sinو           01

sin
cos( )

x

x

x
d e x

x ew x
   
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1 وبالمكاملة نحصل على مع الدالتين :          (sin cos )
2

xc x x e  ، 1 (cos sin )
2

xd x x e  

1ومنه الحل الخاص   1 1(sin cos ) (cos sin )
2 2 2P

x x xy x x e x x e e     

والحل العام لـ * 1 يأخذ الشكل cos sin
2P P

x

h
y y y y e c x d x       . 

 13-6 تمرين

)الدالة المعرفة بالشكل  fلتكن ) xf x e .(1)معادلة التفاضليةحل ال 4 16 17y y y f    . 
)0يمكن البحث عن حل خاص للمعادلة المعطاة بالشكل  ) xy x e. 

(0) بحيث عين حل المعادلة التفاضلية    2y   (0)و 2y   . 

 الحل
4: (1)المعادلة المتجانسة المرفقة بــ    16 17 0y y y     2والمعادلة المميزة هي

4 16 17 0r r    0و   
1وحلوا المعادلة المميزة هما 

2
2

i  1و
2

2
i تكون الدالة .z حلا للمعادلة المتجانسة إذا وفقط إذا وُجد( , )a b 

 يكون لدينا xبحيث من أجل كل عدد حقيقي  2من    2
( ) cos sin

2 2
x x x

z x e a b  
  

 

)0 بالشكل (1)حل خاص للمعادلة  0yنبحث عن      ) xy x e . 0 ومنه يكون( ) xy x e  

)0و  ) xy x e  . 0ومنه الدالةy  إذا وفقط إذا  (1)تكون حلا للمعادلة 
 0

1
( )

5
xx y x e    

)إذا وفقط إذا وُجد (1)حلا للمعادلة  yوتكون الدالة      , )a b  بحيث من أجل كل عدد حقيقي 2منx 

 يكون لدينا   21
( ) cos sin

5 2 2
xx x x

y x e e a b   
  

(0) و.   2y   1تعطي
2

5
a  .9 ومنه

5
a  

(0)و   2y     1تعطي 1
2 2

5 2
a b   .58 ومنه

5
b  

والحل المطلوب يتعرف بالعلاقة:        21 9 58
( ) cos sin

5 5 2 5 2
xx x x

y x e e    
  

. 

 14-6 تمرين

 بين أن المعادلة التفاضلية 
3

4

y
y x y   ذات متغيرات منفصلة 

0عين تكامل هذه المعادلة التفاضلية وعين المنحنى التكاملي الذي يمر بالنقطة  5x   ،0

5

2
y  

 الحل
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 نستخدم الترميز التفاضلي
3

4

dy y
y x

dx
  

    فيكون
2

2 2
4

1 1 1 1 1

4 41 1(1 )
y y

y

dx dy

x yy

   
 

    

 نكامل ونكتب الثابت بشكل لوغاريتم، فيكون    
21

ln( ) ln( ) ln(1 2 )
2

x k y y   

ومنه   
21 4

A y
x

y



 ثابت اختياري Aحيث 

 وتنتج العلاقة التي تعرف منحنيات التكامل:
2

2
2

4x
y

x C



 ثابت اختياري Cحيث 

0لمعرفة المنحنى التكاملي المار بالنقطة  5x   ،0

5

2
y يكفي التعويض عن قيمتي ،x،y  في العلاقة السابقة 

9Cجد فن        
ومنه معادلة المنحنى التكاملي     

2
2

2

4

9

x
y

x



التي تفترض أن يكون   3; 3x   

 15-6 تمرين

2 لتكن المعادلة التفاضلية   2 2 0x y x y y     
 د. استنتج التكامل العام للمعادلة التفاضلية.بين أن هذه المعادلة التفاضلية تقبل حلولا هي كثيرات حدو 

 الحل

ــــة نحــــل للمعادلــــة التفاضــــلية )نفــــرض أن كثــــير الحــــدود  nكثــــير الحــــدود مــــن الدرجــــة  Pلــــيكن   ظــــامي لأن المعادل
 التفاضلية متجانسة(

y،yنعوض عن   ،y  بــP،P ،P  على الترتيب. في كثير الحدود من الدرجة ذي الدرجةn معاملnx: 
( 1) 2 2 ( 1) ( 2)n n n n n      

1nومنه القيم التي تأخذها الدرجة هي   ،2n . 
1ومنه كثيرا الحدود يكونان بالشكل      ( )P x x a    2و

2 ( )P x x b x c   
2وبحملهما في المعادلة التفاضلية : 

1 1 12 2 2 2 2 0x P x P P x x a        
1ومنه كثير الحدود      ( )P x x.وهو حل تافه .  

2    وكذلك 2 2
2 2 22 2 2 2 (2 ) 2( ) 2 0x P x P P x x x b x b x c c              
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2ومنــه كثــير الحــدود هــو 
2 ( )P x x b x  حيــثb  ثابــت اختيــاري ونتحقــق مــن ان كثــير الحــدود يحقــق المعادلــة

0bالتفاضلية، فنأخذ   2.إذن التكامل العام للمعادلة التفاضلية هو
1 2y C x C x  

 16-6 تمرين

2 بين أن المعادلة التفاضلية     3 0x y x y y    تقبل حلا بالشكلrx (r .)أس ثابت 
 كامل العام للمعادلة التفاضلية.استنتج الت

 الحل

ryنبحث عن حل للمعادلة التفاضلية من الشكل x   1لديناr
y r x

  ،2
( 1)

r
y r r x

   
2 23 ( 1) rx y x y y r x     

)2ينعدم الطرف الأول من المطابقة إذا كان  1) 0r   ،1r   
1نتحقق أيضا بأن   

y
x

 .هو حل خاص 
1ةيجاد التكامل العام للمعادلة التفاضلية، نستخدم التحويلو    

y z
x

 0، فنحصل علىx z z   
1ومنه   2 ln( )z C C x  للمعادلة التفاضلية ، والحل 1 2

1
ln( )z C C x

x
  

        17-6 تمرين

2) كامل المعادلة التفاضلية   1) (4 2) 8 0x y x y y       
xعلما بأن هذه المعادلة تقبل حلا خاصا من الشكل    

e
 (.)ثابت 

 الحل

1حيث نبحث بحساب 
x

y e


  هو حل للمعادلة التفاضلية  
1لدينا  

x
y e


 ،1

x
y e

  ،2
1

x
y e

  
       و 1 1 1

2(2 1) (4 2) 8 2 ( 2) 2 8 0
x

x y x y y e x
                  

)ينعدم الطرف الأول إذا تحقق   2) 0    2و 2 8 0    ،2   
1yةيجاد التكامل العام للمعادلة التفاضلية، نستخدم التحويل y zحيث ،z دالة جديدة مجهولة. فنحصل على 

1 1 1 1 1 1(2 1) 2(2 1) (4 2) (2 1) (4 2) 8 0x y z x y x y z x y x y y z                     
هـــو حـــل للمعادلـــة التفاضـــلية. فنحصـــل علـــى  1yالأخـــيرين تكـــون معدومـــة لأن عقـــوفينالكميـــة الموجـــودة مـــا بـــين الم

 ، كالآتي:zمعادلة تفاضلية بالسبة لــ
1 1 1(2 1) 2(2 1) (4 2) 0x y z x y x y z         ، 
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1وبتضمين الحل 
x

y e


 ينتج  (2 1) 4 (2 1) 4 2 0x z x x z        
(2 1) ( 4 6) 0x z x z      

zبوضع  u  :2)، تصبح المعادلة التفاضلية من الرتبة الأولى 1) 2 (2 3) 0x u x u    

2 ليكن  (2 3) 2
2 1

2 1 2 1

du x
dx dx

u x x

 
   

  
 

2   ومنه 2(2 1)xz u K e x    
  2 2(2 1)xz K e x dx   (K.)ثابت اختياري 

2نعلم بأنه توجد دالة أصلية من نفس النمط      2(2 1)xe x ومنه يمكن كتابة ، 
2 2 2 2(2 1) ( )x xe x dx e A x B x C    

2بالاشتقاق نجد  24 4 1 2 2( ) 2x x A x A B x B C        2ومنهA  ،2B ،1

2
C . 

2    ومنه 2 2 2
1 1

1
(2 ) (4 1)

2 2

x xK
z C K e x C e x      

2 :والحل العام للمعادلة التفاضلية 2
1 2 (4 1)

x
y C e C x


     (2

2

K
C ( )1C 1وC )ثابتين اختياريين 

 
 ________________________________________ إضافيةتمارين  

 
المعرفة على  yتقبل الدالةشكل المعادلات التفاضلية       1 تمرين  1, 1  حلا لها. حيث 

21
2

ln ( 1) 3y x    
 شكل المعادلات التفاضلية المرافقة بالدوال الآتية:      2 تمرين

2 2

2

  ,    

  ,     ln

x x

x A

y A e B e C y A x B x C

y e y A x B

     

  
 

 حل المعادلات التفاضلية الآتية:      3 تمرين
2 2 2 2 3

2 2

( ) 0    ,     ( 2) 5  

0    ,    0    ,     
x y x y

x yx y y x y y y dx x y dy y dy

x e x e y y dx x dy x y dx
 

       

   
 

tany  التفاضلية الآتية:  ,حل المعادل      4 تمرين x x   ، 
2 2

,D     
 

 
1yنفس السؤال من أجل       x x        *D R 
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 جد الحل العام للمعادلات التفاضلية الآتية:      5 تمرين
     

2 2 223 6                1y y x y y y y x y        

كامل المعادلة:       6 تمرين  2
             2

1

x
E xy y

x
  


 

أثبت أن  E  تقبل حلاf  ثم أحسب يكون معرفا على .
0

( )
x

I f t dt  . 

 جد الحل العام للمعادلات التفاضلية، بالاستعانة بالتحويلات:      7 تمرين
   

22 0              4tg x y dx dy y x dx dy     

   
2

1
6 2 3 2 2 1   ,     2 0

y
x y dx x y dy dx xdx

x x
        

 التفاضلية الآتية: المعادلاتحل       8 تمرين
2 2 2

, , ,ln ( ) 0 2 5 1 0
y

y x y xy y y x y x y y x y
x

               
22

2 4 0 , 0 , ( 1) 0
1

x x x y
y y e e y e y y x

x

           


 

 : حل المعادلات التفاضلية الآتية      9 تمرين
22 3 3y y y x        ،4 6sin2y y x      ،( 1)

x
y y y x e

      

3 22 3 1y y y x x x        ،  2 3cosy y x     ،  xy y y x e    

جد الحلول الخاصة من الشكل       11 تمرين
x

  :للمعادلات التفاضلية  2

2

2
      E y y

x
   

1   بوضع     1
y

t x
  برهن أن ، E  تتحول إلى 

2
   1E t t

x
    

جد العام لـ    E  واستنتج الحل العام لـ ، E.  واستنتج أيضا الحل الخاص لـ E :(1) 2y  . 

لتكن المعادلة التفاضلية:       11 تمرين  2 1
    0

y
E y y

x x
     

1بإجراء التحويل            
y t

x
  1، ثم إجراء التحويل

t
s

  في المعادلة التفاضلية E  استنتج حلول E 

21:      حل المعادلة التفاضلية        12 تمرين
( ) ( )y x y x x

x
   ( ........1) 

يحقق الشرط الابتدا ي:  الحل الخاص لها الذي واستنتج
0(0) 1y   

          التكامل  أحسب
21

3 2
x

x dxe  . ثم شكل المعادلة التفاضلية التي تقبل الدالة : 

            
2

2
1
2( ) 2

x
z x x c e


      حلا لها     ،( c)ثابت اختياري حقيقي 
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0y:      حل المعادلة التفاضلية        13 تمرين y  ( ........1) 
   الحل الخاص لها الذي يحقق الشرط الابتدا ي: واستنتج      

0 0(0) 0 (0) 1y y    
     2  : المعادلة التفاضليةالسؤال من أجل نفسy y y x    ( ........2) 
   الشرط الابتدا ي:و      

0 0(0) 0 (0) 0y y    
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