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Résumé

Mémoire de master : Résolution d’un probléme physique via la théorie de point fixe.
Dans ce mémoire, nous avons modélisé un probleme physique par une équation
intégral de type Volterra de seconde espéce. Pour résoudre cette équation nous avons
utilisé un théoreme de point fixe dit théoréme de contraction de Banach. Nous avons
cité la méthode numérique des splines cubiques qui est la plus précise pour approcher

la solution de cette équation.

Mots clés équation intégral de Volterra, point fixe, collision atomique, nombre

de déplacement par atome, section efficace de collision atomique.



Abstracts

Master thesis: Solving a physic problem via fixed point theorems.

In this théses, we model a physical problem by an integral equation of type Volterra
of the second kind. To solve this equation we use a fixed point theorem namely
Banach fixed point. We have cited a numerical method which gives an approach

solution with maximum of precision.

Keywords Integral Volterra equation, fixed point, atomic collision, number of

displacements per atom, atomic collision cross section.
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Introduction

INTRODUTION

Le bombardement, par neutrons et principalement par neutrons rapides, est le principale source
de déplacements atomiques dans les matériaux. Les tests sont actuellement réaliseés en réacteurs de
recherche a neutrons rapides, on a haut flux de neutrons thermiques, permettant d’obtenir une vitesse
d’irradiation suffisante. Dans le cas des métaux (ou aciers), on détermine le nombre de déplacement
par atome ( d. p. a) par la connaissance de flux et du spectre de neutrons, pondéré par une section
efficace de création de dommage ou fonction de dommages conventionnelle [18], [9].

Un atome primaire de type " i " d’énergie E est capable déplacé un autre atome de type " j "
soit directement soit aprés avoir choqué un atome de type " k", si I’atome choqué est monoatomique
le probléme du calcul de 1’énergie déposée sous forme de dommage dans un solide monoatomique

bombardé par des ions de haut énergie et le passage de cette énergie de dommage au nombre de

déplacements par atome (d. p. a) a été résolu par Lindhard et Robinson. Mais si I’atome choqué dans

un composé poly-atomique est également poly-atomique le probléme du calcul 1’énergie déposé ou

le nombre de déplacement par atome c’est pas facile et plus délicat car :

1) la partition de I’énergie de dommage entre les divers types d’atome ne peut se calculer
simplement [20],

2) les énergies de seuil de déplacement peuvent différer d’un type d’atome a ’autre.

3) une cascade de déplacement initiée par un atome de nature donnée se développe en mettent en jeu

les autre types d’atomes.

Nous avons I’aide est de modifier quelque peu 1’équation de Lindhard et peut étre généralisée
a I’état dans lequel le corps solide est monoatomique ou I’on a séparé la contribution des collisions
primaires et des cascades. Le nombre d’atomes déplacés par un atomes de méme nature que la cible
animé d’une énergie E, ny;(E) obéit a une équation semblable :

dny, (E) _

$,0) T = [ PP (B = Ty (B.T) + [ s (T, B, 7)

On peut sans mal généraliser cette équation au cas d’un solide poly-atomique comprenant p types

d’atomes. Les n, ;(E) étant solution du systéme de p équations suivant :
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dny;(E)

Sl(E)T

p
= ijPj(T)Pj(E — T)doy(E,T) + z Ckfnkj(T)dalk(E, ), j=12,..,p
k=1

Ce phénomeéne physique a été modélisé par une équation intégrale tres connu dans la théorie

mathématiques qui s’appelle 1’équation de Volterra de seconde espece qui s’écrit sous la forme

u(x) = f k(x, t,u(t))dt + f(x)

F

Ce type d’équations de Volterra est issu de plusieurs modeles physiques, biologiques et

chimiques [10], [16].

Dans ce travail nous allons utiliser le théoréme de point fixe de Banach pour prouver I’existence
de la solution de notre probleme. D’autre part, nous allons faire une étude numérique en se basant sur
les méthodes des splines cubiques dont leur utilisation dans des problémes d’interpolation sont
préférées par rapport aux méthodes classiques d’interpolation polynomiale.

Ce mémoire est réparti on trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on commence par un rappelle sur les notions importantes de
mathématiques qu’on va utiliser dans le mémoire, ainsi que les notions importantes de physiques.

Dans le deuxiéme chapitre, nous allons parler de 1’équation intégrale de Volterra (linéaire et non
linéaire) de premiére espece et de seconde et quelque méthodes numériques qui peuvent étre utilisées
dans la résolution de cette equation.

Le troisieme chapitre, qu’est la parti principale de notre mémoire il englobe le théoréme
d’existence de la solution qui donne le nombre de déplacement, et la méthode de spline cubique pour

approcher la solution de cette équation.
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CHAPITRE 01

Notions fondamentales

Ce chapitre est consacré essentiellement a I’introduction de quelques notions fondamentales et

certaines définitions et théoremes que nous utiliserons dans les autres chapitres.

1.1 Espace fonctionnelle

1.1.1 Définitions ( Rappelles)

Définition 1.1.1 (Espece métrique ) Un espace métrique (X,d) est un ensemble X muni
d’une application
d:X x X— R
x,y — d(x,y)

appelée distance ou métrique, possédant les trois propriétés qui suivant :

i. Vx,yg€eX:dxy) =0 x=uy.

ii. Vx,y€ X:d(xy¢)=d(y,x) (lasymétrie).

iii. Vx,y,z3€Xx:d(x3) <dxy)+ d(y, z)(’inégalité triangulaire).

Définition 1.1.2 (Espace métrique complete) On dit que X est un espace métrique compléte si
toute suite de cauchy de X converge dans X.
Définition 1.1.3 (Espace vectorielle normé ) Soit X un espace vectoriel sur le corps
K = R ou C, on appelle norme sur I’espace X toute application notée ||. || défini sur X a valeurs
dans R, vérifiant pour tout x, ¢ dans X et a dans K.

i. ||lx|| = 0 si seulement si x = 0.

ii. |lax|| = || ||x]| (homogenéité).

iii. |z + 4l < x|l + llgll (inégalité triangulaire).
Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

Définition 1.1.4 (Espace de Banach) Tout espace vectoriel normé complet est appelé
espace de Banach.

Exemple : (R,| [) estun espace complet .
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Proposition : Tout espaces vectoriels normés de dimension fini est un espace de Banach.
Définition 1.1.5 (produit scalaire) Soit H un espace vectoriel réel ou complexe. Un
produit scalaire est une application (.,.) : 7 X H — C, si I un espace vectoriel complexe,
et(.,.): H X H - R, si H un espace vectoriel réel, vérifiant :
i. Vy €H:xw— (x,y)estlinéaire (en x).

i, (g, x)=(x,4).
iii.  (x,x) = 0etsi(x,x)=0alors x = 0.

Par conséquent ¢ +— (x, ¢ ) est anti-linéaire (en ¢) si H un espace vectoriel complexe.
Exemple :
Il x|l = \/W (la norme associée au produit scalaire ).
Définition 1.1.6 (Espace de Hilbert) Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un
produit scalaire, et qui complet pour la norme associée a ce produit scalaire.
Définition 1.1.7 ( Espace L1(€2)) Soit Q un ouvert de R™, on désigne par L'(Q) des fonctions

intégrable sur Q a valeur dans R, on pose

Ifll = | If(x)|dx
l

Définition 1.1.8 ( Espace LP(Q))) Soit 1 < p < oo, on pose
LP(Q) ={f: Q > R, fmesurable et |f(x)|P € L'(Q)}

muni de la norme

1
If e = Ifllp = (Jy F @I dx)”
Inégalité de Holder
Soient p,q > 1 deux exposants tels que

l+$:1 et feLP,gell alors,

fgel' et [If-gl< lflly-lgllg -

Un cas particulier de I’inégalité de Holder

<

pourg = 2,0na

[If.gl dz < (JIf1? dx)E ([lg?du)z

Cette inégalité est appelée inégalité de Cauchy — Schwarz [4].

1.2 Notion sur les opérateurs intéegraux
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1.2.1 Opérateur intégral linéaire

Définition 1.2.1 : Soit k une fonction mesurable sur Q x Q. Alors la forme général d’un

opeérateur intégral linéaire A, dit aussi opérateur a noyau, est formellement donné par, I’expression

Au(x) = f k(x,t) u(t)dt
Q

1.2.2 Opérateur intégral produit

Soient A; et A, deux opérateurs intégraux sur L, (E) avec des noyaux k;, et k, respectivement,
I’opérateur produit noté A; A, envoie aussi L,, (E) dans L, (E), ou
(A142)u = A, (Au)
Si les noyaux k; et k, justifient I’inter changement de I’ordre d’intégration alors, on peut déduire
le noyau k du produit A; A, en fonction de k; et k,
A Au(x) = [ ki(x,2)dy [ Au(z) dz
= [ki(x,2)dz [k, (z,y)u(y)dy
= [u@)dy [ ki(x,2)ky(2,y)dz
D’ou ’opérateur A;A, est un opérateur intégral de noyau,
k(x,y) = [ ki(x,2)k,(2,y)dz
Notons que si, on prend 4; = A, = A, denoyau k, = k, = k, alors I’opérateur A;A4, = A?
admet le noyau k,(x, y) donné par
k,(x,y) = [k(x,2)k(z,v)dz,
Par itération le noyau k, (x,y) de A™ est
kn(,y) = [k(x,2)ky_1(z,y)dz.
Dans la suite le noyau k., (x, y) sera appelé noyau itéré de k(x, y).
Définition : ( Noyau dégéneré ) On appelle noyau dégénéré un noyau de La forme
k(x,t) = ity a;(x)b;(t)

Proposition : Soit A un opérateur intégral a noyau dégénéré, ’image de A est de dimension finie.

1.2.3 Opérateur contractant

1. Principe du Banach :
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Le théoreme du point fixe de Banach, est connue sous le nom principe de contraction de Banach,
il est la base de la théorie du point fixe. Ce principe garantit I’existence d’un unique point fixe pour
toute application contractante d’un espace métrique complet dans lui-méme.

Théoréme 1.1 (Théoreéme du point fixe de Banach) Soit T une contraction dans un espace de
Banach. Alors T admet un unique point fixe.
On rappelle la définition du contraction .

Définition 1.2.2: Soit T un opérateur d’un espace de Banach E dans lui-méme, T est une
contraction (ou application contractante), s’il existe une constante 0 < k < 1 telle que, pour tout
x,4 € E, on’ait

ITCx) — Tl <kllx— ull

2. Géneralisation du théoréme du point fixe de Banach

Soit T une application dans un espace de Banach X tel que T™ est une contraction dans X
(n € N). Alors T admet un unique point fixe .

Ce n’est pas nécessaire de supposer que T est une application continue.

1.3 Notions de physique

1.3.1 La théorie statistique de création des dommages

Les principaux théories de processus d’endommagement décrits ci-dessous sont basés sur un
calcul des atomes déplacés. lls sont supposés de permettant la corrélation entre différents types
d’irradiations, tels sons forme d’ions, de particule alpha et de neutrons de différente énergies.

En utilisant le formalisme suivante :

o)

Ny = f w(E) @5 (E)dE
0

ou,
N, : est le nombre total de déplacements par atome cible.
Ep,max
w(E) = 6;(E) f o(Ep)Pg, (E,Ep)dE,
Ep,min
avec

8;(E) : est la section efficace du neutron a 1’énergie E.

-6-
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E, . I’énergie primaire (Ep,min <E,< Ep,max).
Pg, (E , Ep) :est la probabilité d’obtenir E a partir du réaction 6;.

O'(Ep) . est le nombre d’atomes déplacés par a primaire d’énergie E.

L’énergie primaire : est I’énergie disponible dans I’environnement et directement exploitable
sans transformation. Etant donné les partes d’énergie a chaque étape de transformation, stockage et
transport, la quantité d’énergie primaire est toujours supérieure a 1’énergie finale disponible. Les
sources d’énergie primaire sont multiples : Le pétrole brut, le gaz naturel, les combustibles solides
(charbon, biomasse ), le rayonnement solaire, 1’énergie hydraulique, 1’énergie géothermique et

I’énergie tirée des combustibles nucléaires.
Parmi les mécanismes étudiés par cette théorie, nous les mentionnons :
1) Collisions élastiques : dans le domaine de faible énergie cinétique (~keV), le

processus d’interaction entre un ion et un atome cible est considéré comme une collision €lastique
binaire entre deux corps. Ce mécanisme de collision est traduit par la conservation de 1’énergie
cinétique du systéme de particules impliquées dans la collision, I’énergie interne individuelle de
chaque particule reste inchangée, ce qui implique que la configuration électronique des deux
partenaires n’est pas modifiée lors d’une collision €lastique. Le transfert d’énergie cinétique depuis
I’ion a I’atome, est calculé en appliquant les régles de conservation de 1’énergie cinétique et de la
quantité de mouvement lors de la collision. La figure (1.1) présente la géométrie et les parameétres

qui gouvernent le processus de collision dans le repere du laboratoire.

(J"’/. l':/. ""1) /

(M,;, Eo Vo) (M, V=0)
/(9

(M2, T, V2)

Avant Apres

FIG. (1.1) Interaction binaire ion-atome.

2) Collision inélastiques : ce processus de ralentissement domine a haute vitesse. Les

collisions inélastiques sont des collisions entre 1’ion incident et les électrons de la cible, I’énergie

-7-
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cinétique totale du systéme de particules n’est pas conservée. Ainsi 1’énergie interne noyau cible
électrons est modifiée au cours de I’interaction. Dans le cas d’une collision ion-atome, chacun des
deux partenaires peut voir sa population électronique modifiée. Les modifications des configurations

électroniques des deux partenaires dépendent des processus fondamentaux intervenant dans les

collisions inélastiques telles que, 1’excitation, 1’ionisation et la capture électronique (Fig. 1.2).

Capture . Excitation
MR LT e e "o
.."‘ e .." '0.. ‘.. .0.....0.
o 0. .... '.. - 3 s - e'o ..o ..'
Pl O————V : fd Tl
s = s DR ® C Sl
", “*tessssr” & Ionisation “ JO.T e S
..'o. "‘.. . / . ) o..‘
o
Projectile Cible

FIG (1.2) Processus inélastiques pendant I’interaction projectile chargé-atome.

e Dans le cas de I’excitation, le transfert d’énergie peut laisser le projectile ou I’atome cible

dans un état excité.

e Dans le cas de I’ionisation, un électron est arraché a un atome cible ou au projectile.
e En ce qui concerne la capture €électronique, 1’atome cible perd un €lectron qui est capturé par

le projectile. Ce phénoméne de capture meéne a un changement d’état de charge du projectile et par

conséquent a I’ionisation de 1’atome cible.

3) La fission nucléaire : la fission nucléaire est 1’éclatement d’un noyau instable en
deux noyaux plus légers et quelques particules élémentaires. Cet éclatement s’accompagne d’un

dégagement de chaleur, c’est a dire d’énergie.
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Fragments defissio

J

Fragrnemsdehsslon/.’. Neutrons
Pk
Neutron Neutrons \.\

U-235

w ‘
U-235
N e

Fragments defission
-

FIG. (1.3) lafission nucléaire.

La fission spontanée existe mais elle est trés rare. Le seul élément naturellement fissile est 1’uranium
235. Sous I’impact d’un neutron, le noyau se trouve déséquilibré et se transforme en deux noyaux
plus Iégers mais toujours instables appelés produits de fission. Au moment du choc avec le neutron,
ces produits de fission sont éjectés a grande vitesse. Les noyaux issus de fission sont dans la plupart
des cas radioactifs mais leur période est assez courte.

Dans les neutrons rapides, le spectre d’énergie est constitué par la superposition de neutrons
vierges de fission et de neutrons ayant déja subi un ou plusieurs chocs. Les lois qui régissent le

ralentissement des neutrons déterminent donc en chaque point le spectre neutronique [19].

L’ énergie secondaire (I’énergie finale) : est une énergie obtenue par transformation,
contrairement a 1’énergie primaire, qui désigne une énergie disponible dans 1’environnement et sans
transformation. Cette énergie est souvent plus facile a stocker, transporter et utiliser que les
sources d’énergie primaire. C’est pour raison que les formes d’énergie secondaire sont appelée

<< vecteurs énergétiques >>. C’est le cas notamment de 1’électricité, des carburants pétroliers

raffinés (essence, gasoil) ou encore, a 1’avenir, de I’hydrogene.

1.3.2 Le nombre de déplacement :

Le nombre de déplacements produits dans un spécimen dépendra du le niveau d’irradiation

ou la densité de flux, le temps d’irradiation et le spectre d’énergie des neutrons. Une fois qu’un

-9-
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atome déplacé est produit dans un matériau, la probabilité qu’il reste dépend de la le taux de
production et le taux de recuit. Ceux-ci dépendront a leur tour de facteurs tels que la densite
de flux et I’irradiation température. Ainsi mathématiquement, le dommage peut étre représenté
par :
D = F{¢pg(E), o(E),T;, Ty, t;, tg.... } (1.1)
ou
D est le paramétre d’endommagement considéré ,

¢g(E)  estle champ de rayonnement neutronique,

o(E) est la section efficace de diffusion des neutrons,
T, est la température d’irradiation,
T, est la température de recuit,

t; est le temps d’irradiation,

ty est le temps de recuit.

Une fonction telle que 1’équation (1.1) est beaucoup trop complexe pour étre de toute utilisation
réelle dans 1’analyse des expériences de dommages causés par les rayonnements, et il faut donc faire
des hypotheses simplificatrices. Le plus habituel la premiére consiste a supposer que les variables
sont séparables, de sorte que le la production de déplacements dans un matériau peut étre envisagée

séparément de leur élimination par recuit etc [9].
Le pouvoir d’arrét :

e Les interactions aboutissent a un transfert d’énergie de la particule aux électrons atomique
et ( dans une moindre mesure ) aux noyaux de matiére.

e L’énergie perdue par unité de longueur parcourue est défini par le pouvoir d’arrét S

dE

S:E

1.3.3 Section efficace de collision atomique

Définitions et notations
Pour explorer les propriétés du noyau on fait généralement des expériences de diffusion ( collision )
de particules d’un faisceau qu’on envoie sur une cible et on observe la diffusion << derriére >> la
cible. Ce qui intéresse en général le physicien c’est la probabilité qu’une << réaction se produise >>.
En fait la mesure consiste a faire un grand nombre de mesures entre un grand nombre de particules

incidentes et un grand nombre de noyaux cible et de mesurer les particules diffusées par un
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détecteur. On s’intéresse a la moyenne des valeurs mesurées. La probabilité qui nous intéresse ¢’est
le rapport entre le taux d’interaction et de flux incident. Nous allons voir que cette probabilité qu’on

appelle section efficace est indépendante des variables caractérisant le faisceau et la cible, c’est-a-

dire I’intensité du faisceau et la géométrie et densité de la cible.

N ] . Particule
/ diffusée

, Particule
transmise

Flux incident
de particules

Cible

Particules
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A
!

SV . T LRI Y
fcl

Section efficace :
La section efficace a pour but d’étudier la probabilité d’interaction entre les particules ou noyau d’un
faisceau et la matiere qui compose une cible. Unité de section efficace le barn, tel que :
1 barn = 107%*cm? = 10728m? = 100fm?2.
Le nombre de particules que 1’on détecte est bien sur proportionnel au nombre de particules
incidentes et au nombre de noyaux cible. La relation de proportionnalité s’exprime par
I’intermédiaire d’un coefficient de proportionnalité o.

La relation entre le taux d’interaction (T) (hnombre de particules << diffusées>> par unité du temps )

et la section efficace (o) estalors
T =0 ® Ngjpie = 0 D S¢ipeS

avec
d le flux, c’est-a-dire le nombre de particules incidentes par unité de surface et par unité du
temps,

N.pie le nombre de particules cible dans le volume de la cible correspondant a la surface (S)
couverte par le faisceau,

Sqipie e nombre de particules cible par unité de surface (densité surfacique de particules).
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CHAPITRE 02

Equation intégrale de VOLTERRA

2.1 Définitions

2.1.1 Equation intégrale
Soit D ent un ensemble fermé, borné et mesurable d’un espace Euclidien et X un espace de
fonctions définies de D dans K(RR ou C), suppose étre un espace de Banach. Une équation
intégrale est un probléme fonctionnel de la forme suivante :

Trouver u € X; Vx €D,

h(x)ux) = [, k(x, t,u(t))dt + f(x), (2.1)
ou, f estunefonctiondans X, h: D — K qui n’est pas nécessairement dans X .

La fonction k : D? x K — I est appelée le noyau de 1’équation (2.1). Selon la forme de
notre noyau k, 1’équation peut étre linéaire ou non linéaire. Dans le cas particulier ou le noyau
k s’écrit sous la forme :

k(x,t,z) = g(x,t)z,
ou, g : D? > K, I’équation (2.1) est dit linéaire et cette nouvelle fonction g sera son noyau [10].

Dans le cas ou on ne peut pas séparer la troisieme variable, notre équation est dite non linéaire

et k tout entier définie son noyau.

Entre linéarité et non linéarité les études analytiques de (2.1) sont totalement différentes.

2.1.2 Equation Intégrale linéaire de Volterra

L’équation intégrale linéaire de Volterra est une équation de la forme
h(@u(x) = f(x) + [] K(x,Hu(®)dt, as<zx t<b (2.2)
ab eR
Si f(x) = 01’ équation (2.2) est dit homogene et elle est non homogeéne si  f(x) # 0.

La fonction h(x) détermine le type de I’équation intégrale :
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1. Sih(x) = 0 I’équation intégrale de Volterra est de premiere espece, elle s’écrit sous la
forme
fG) + [T K(x,t,u(t))de = 0

2. Si h(x) = c(c € R*) I’équation intégrale de Volterra est de seconde espéce, elle prend la

forme
cu(x) = f(x) + f:K(x, t,u(t))dt
2.1.3 Equation Intégrale non linéaire de Volterra
L’équation :

f@) + [ K(x,t,u(t)) dt =0
s’appelle équation intégrale non linéaire de Volterra de premiere espéce et I’équation
cu(x) = f(x) + f;K(x, t,u(t))dt, c €R*

est de seconde espece.

2.2 Intégration Numérique

En analyse numérique, I’intégration numérique constitue une large famille d’algorithmes
de calcul de la valeur numérique d’une certaine intégrale. L’ objectif de I’ intégration numérique est

de calculer I’intégrale I(a, b) d’une fonction f(x) sur un certain intervalle [a, b] (figure 2.1).

I(a,b) = f f(x)dx

valeur de la fonction

FIG. (2.1) L’intégrale d’une fonction sur [a, b] équivaut a la surface pleine
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L’expression analytique de f (x) n’est pas toujours connue. On supposera ici que f(x) est connue

sur (n + 1) points dans I’intervalle [a, b] (n sous- intervalles [x;, ;1] )

a=xg< 2, <2, <....<x,=b
Il existe plusieurs raisons pour effectuer une intégration numerique. On cite par exemple le cas ou le
f (x) est connu seulement a certains points. D’autre part certaines applications informatiques
peuvent avoir besoin d’intégration numérique et dans certains cas une formule pour I’intégrale peut
étre connu, mais il peut étre difficile ou impossible de trouver une primitive qui est une fonction
élémentaire. Un exemple d’une telle fonction a intégrer est  f(x) = exp(—x2), dont les primitives
ne peuvent pas étre écrites dans une forme élémentaire. 1l peut étre possible de trouver une primitive
symboliquement, mais il peut étre plus facile a calculer une approximation numérique que de
calculer la primitive. Il existe de nombreuses méthodes d’approximation d’une intégrale, on cite

quelques-unes.

2.2.1 Quelque méthode de résolution approchés

1) Méthode du noyau dégénéreé

On considere 1’équation intégrale [2]
u(x) = f(x) + [, k(x,t)u(t)dt, x€D (2.3)
avec D ¢ R™, m > 1et X = C(D) muni de lanorme ||. ||. Ou bien X = L?(D) muni d’un produit
scalaire (., .). L’opérateur intégral de (2.3) est supposé compact de X dans X.

On commence par une méthode classique tres connue dans la résolution numérique des équations
intégrales de second type, qui porte le nom méthode du noyau dégénéré, et elle est I’'une des
méthodes numériques les plus simples a définir et analyser. L’i1dée principale consiste a remplacer le
noyau de 1’équation intégrale par un noyau dégénéré, précisément on approxime le noyau k(x,t) de

I’équation (2.3) par une suite de noyaux dégénére,

kn(x,t) = Xitqa; (x)b(2), nx1
ouai,....,a,eth,,...., b, sont des éléments de X, tels que ay,....,a, sont linéairement
indépendants.

Pour utiliser la méthode du noyau dégenéré on aura besoin du théoreme suivante.
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Théoréme 2.1 Soient X et Y deux espaces de Banach et A € L(X,Y) d’inverse borné A~1. Soit
A,, € L(X,Y) une suite converge en norme vers A pour tout n tel que
1A~ (4, — DIl < 1,
les opérateurs inverses A,1: Y — X existent et sont bornés par

A—l
1451l < 1—||A|L(A7|1|—A)I|
et pour les solutions des équations

Au=f et Au,=fy
on a I’estimation de I’erreur suivante

4=
1-A~Ap-A)l|

U(An = Dull +Ifa = £I3

lun —ull <
Maintenant, on pose
Au(x) = [ k(x, u(t)dt.

En tenant compte du théoreme (2.1) appliqué aux opérateurs I — A et I — A,,, cette approximation
devient plus efficace en terme de convergence, si elle est réalisée de sorte que 1’opérateur intégral
associé A,:X — X défini par

An(u) = XL (w byay,
satisfait la condition

lim |4, —A|]| =0

n—oo
Sur € (D), muni de la norme de la convergence uniforme, cela signifie exactement

max J,, kn(x,t) — k(x,t)|dt — 0 quand n — oo
Généralement, nous voulons que cette convergence soit rapide pour obtenir une convergence rapide
de u,, vers la solution u, ou u,, est la solution approchée de 1’équation approximante
up(x) = f(x) + [, kn (x,uy(O)dt, x€D
Théoréme 2.2 Dans [2] toute solution de 1’équation
up = f + Xiti{un, by)a;
s’écrit sous la forme
Uy, = f+ Xj16a
ou les coefficients cy, ... ., ¢, sont solutions du systeme
ci — Xj=16i{a;, b)) = (f,b), i=1,...,n

Preuve. Pour plus détaille va voir [11].
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2) Meéthode d’approximations successives

On considere I’équation intégrale de Volterra de seconde espéece
u(x) = f(x) + A [, k(x, Hu()de
ou k(x,t) estunnoyau continu, k(x,t) € C([a, b] X [a, b]).
Définition : la méthode d’approximation successives est définie par les intégrations suivantes
up(x) = f(x)
Un () = ZRoo AMKKf = Akun s + f

Lemme: u(x) = Xp_oA"k*f ou k¥ =k(k(...k))
k fois

Théoreme 2.3 1’équation intégrale de Volterra de seconde espece
u(x) = f(x) + 4 f, k(ax,t) (t)dt
avec k(x,t) noyau continuet 2 € R admet une solution unique u(x) € C(]0, a]) pour tout
f(x) € C([0,al).
Cette solution est donnée par un série de Neumann uniformément convergente
u(x) = Xilo A"k f) (%)
et satisfait
lu@)llc < lIfllc exp(1AIMa)

3) Integration par interpolation

3.1) Interpolation polynomiale et splines

L’objectif est dans un premier temps de trouver une forme polynomiale passant par (n + 1) points.
Cette forme sera définie sur le domaine entier ou par morceaux. On imposera alors selon le cas en
plus de la continuité de la fonction, la continuité de sa dérivée et de ses dérivées successives[13].

3.1.1) Interpolation polynomiale

Supposons données (n + 1) points définis par les couples (x;, ¢;), (i = 0,1,...,n). On démontre
qu’il existe un seul polynéme de degré n:
P(x) =ay+ ajx + a,x? + -+ aa™

vérifiant P(x;) = ;.
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Interpolation de Lagrange

a) Interpolation linéaire

Supposons donnés deux points (xg, 4,) et (x1,4,). L’interpolation polynomiale de ces deux
points est un polyndéme de degré 1 qui correspond a la droite passant par les deux points. Ce
polynéme est donné par

P(x) = yo + g(x)(¢1 — %0)
avec

_x-x, _ (0 six=x
g(x) = xX-X; {1 Si x =24
Que vaut le polynéme dans le cas général ou nous avons (n + 1) points (n > 1) [13].

b) Cas général

Supposons donnés (n + 1) points définis par les couples (x;, %;), (i = 0,1,...,n). On commence

par définir (n + 1) polyndmes de degré n, [;(x) (i = 0,1,...,n) veérifiant

1si i=j
li(xf)=5if={0 si i#]j

Il est facile de voir que ces polynémes sont donnés par

X-Xj
li(x) = ?:0,]';!:1' _Xi—xjj

Les (n + 1) polynémes [;(x) forment une base du sous-espace vectoriel des polynémes de degré n.

En effet si
Aolo(x) + Alll(x)‘i' ..... +Anln(x) =0

Alors
Aolo(xk) + Alll(xk)‘F . +/1klk(xk)+ +Anln(xk) =0 Aklk(xk) =0
Ce qui entraine
=0 (k=012,...,n)

Exemple 2.1 Dans le cas n = 2, on obtient

X=X X=X,
Lo(x) = Xo=X1 " Xo=X;
X=Xy X=X

li(x) = ° 2

X1=Xo  X1=X;

XXy X=Xy
L (x) = Xp=Xo  Xy=Xy
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Ces polyndmes apparaissent sur la figure 1 pour

Xg = O,xl = 1,.702 =2

On Vérifie alors que le polynéme

P(x) = Xilowili(®)

est le polynome d’interpolation puisqu’il est de degré n et qu’il vérifie P(x;) = ¢; (i = 0,1,...

Ce polynéme est appelé polyndme d’interpolation de Lagrange .

3 T T T
/
7
rd
e
|2/ 4
2 10 . .
e
I
e
'
11 P -
1k LT R s
~ - - P
~ K ~ -
~ - ~ -
~ > P
S e -7 b ~
- P -
~ - N
oF o - 4
s o7 N
4 N
7 N
4 \
1k ’ N i
/ \
/ S
/ \
/ \
-2+ / \ -
K \
4 \
! \
_3 / 1 Il 1 1 1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3

FIG. (2.2) : Interpolation de Lagrange pour 3 points

c) Algorithme de calcul des coefficients

On démontre que le polynéme précédant peut s’écrire simplement :

n x X n n

N (n)
. xi—xj‘ZWi 1] G-x)
L =0 j=

=0,j#i

Iﬁ(x):: Yi

=0  j=0,j#i

Les coefficients AE") peuvent se calculer de maniére récursive en utilisant la formule suivante :
1 .
A0 =24 [ (x ~ x) @

On peut montrer par ailleurs I’égalité suivante :

0,1,....,n)

i=o /15") =0
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Dans [13], I’algorithme de calcul des /15") peut se résumer de la maniére suivante :
début 2 =1
pour k=1an
pour i=0ak=1
A=A G- =)
fin
40 = 3l
fin
Les coefficients a; du polyndme B, (x) peuvent alors étre déduits des coefficients /15”) :
Exemple 2.2 La figure (2.3) montre le polynome d'intégration de la fonction
f(x) =logx — 2%
aux points [1,2,4,8,10]

0.6

0.5F

Interpolation en [1, 2, 4, 8, 10]
04r

0.3

o
)

0.1

f(x), P(x)

polyndéme
— fonction

FIG. (2.3) : Interpolation polynomiale
Remarque 1 Lorsqu’on détermine un polyndme d’interpolation, on espere que le polyndme

approche encore la fonction en dehors du domaine d’interpolation (extrapolation). Mais ce n’est pas

toujours le cas, on peut avoir une divergence rapide du polyndme par rapport a la fonction.
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3.1.2) Interpolation par des splines

Lorsqu’on réalise une interpolation, on espére généralement que 1’interpolation marche encore
en dehors des points pris en compte pour calculer le polynéme. Or comme cela a été remarqué
précédemment, I’interpolation polynomiale diverge rapidement en dehors des points d’interpolation.
De plus, I'utilisation de polynOmes de degré élevé est a éviter puisqu’on introduit rapidement des
instabilités numériques.

On préfere alors une interpolation polynomiale par morceaux appelée spline. La spline peut

changer de forme aux points (x;, ¢;) appelés noeuds.

Définition 1. Etant donnés (n + 1) points (x;, ), la spline S(x) est définie par

So(x), x € [x0, 4]
S(x) — Sl(x)' X € [xlﬂxZ]
Sn—1(x), x € [xp_1, %]

Lorsque les polyndmes S;(x) sont de degré 1, on parle de spline linéaire ; quand ils sont de degré 2,
on parle de spline quadratique. S’ils sont de degré 3, on parle de spline cubique.
Fonctions splines polynomiale

a) Splines linéaires :

Etant donnés (n + 1) points (x;, 4;), on cherche une spline linéaire S(x) de la forme

So(x) = agx + by, x € [x0,%41]
S(x) = S1(x) = ayx + by, x € [21,2,]
Sn—l(x) = an—lx + bn—l: x € [xn—lrxn]

vérifiant la condition d’interpolation
S(x) = oy
La détermination de S(x) nécessite le calcul de 2n coefficients a; et b;, (i = 0,1,...,n — 1). Pour
cela on dispose de 2n équations :
—(n + 1) équations d’interpolation (i =0,1,...,n)
Si(x) =y
Yi = a;x; + b;
—(n — 1) équations de continuité de la spline (i = 0,1,...,n — 2)
Si(xir1) = Sig1(xi1) (i=01..,n-2)

aiXit1 + b = Yigq
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On en déduit donc de maniére unique

q; = LY (i=01,...,n—1)
l x. _x.
1+1 i

bizyi—aixi, (i=0,1,...,n—1)
b) Splines quadratique

Nous avons vu précédemment que la spline linéaire ne permettait d’assurer que la continuité de la
fonction S(x). Si on veut que S(x) soit continuement dérivable, il faut donc choisir des polynémes
S;(x) de degré au moins égal a 2.

Définition 2 Supposons donnés (n + 1) points définis par les couples (x;, %),
(i =0,1,...,n). L’interpolation par des splines quadratiques équivaut a I’approximation sur chaque
intervalle [x;, x;,1] par un polynéme du second degré. On impose aux différents points la continuité
des valeurs des polynémes et de leurs dérivées.
So(x) = agx? + byx + ¢,

S(x) — Sl(x) = alxz + blx + Cl

Sp-1(x) = an_1%% + bp_1% + cpy

Exemple 2.3 La fonction

x? x<0
fx) =4 —x? 0<x<1
1-2x x=>1

représente une spline quadratique. En effet :
_elle est définie sur ]—oo, +00[
_ elle est continue sur ]—oo, 4+-o0[
_sa dérivée est continue sur |—oo, +oo[
e f(07)=f'(0")=0
.« fAD =50 =-2
La spline S(x) est-elle unique ? La détermination de S(x) nécessite le calcule des 3n coefficients a;
et b;,(i =0,1,...,n—1). Pour cela on dispose seulement de (3n — 1) équations :
—(n + 1) équations d’interpolation (i =0,1,...,n)
Si(x) =y
Y = aix? + bix; + ¢
—(n — 1) équations de continuité de la spline
Si(xir1) = Sig1(xi1) (i=01..,n-2)
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—(n — 1) équations de continuité de sa dérivée
Si (1) = Si(xi41) (i=01..n-2)
Pour pouvoir résoudre le probleme, il est donc nécessaire de fixer une condition supplémentaire.
Pour cela définissons la variable auxiliaire z; = S'(x;), (i = 0,1,...,n) etrécrivons S;(x) sous la
forme
Si(x) = a;(x — x)* + bi(x — x) + ¢
Des conditions d’interpolation, il apparait clairement que, sous cette forme, les ¢; sont déterminés de
maniere unique
ci = Si(x;) =y, (i=01,...,n—2)
De plus, par définition
Si(x) = by = 3 (2.4)
Ce qui détermine les b;. En écrivant maintenant les conditions de continuité de la dérivée, on
obtient
2a;(xi41 — 2) + by = 24541 (Xi41 —%41) + by ((=01,...,n—2)
En utilisant (2.4), on obtient les a;

= _Zit—Zi
di 2(Xip1—X7)
S;(x) se met donc sous la forme
() = 21720 (0 V2 4 (e — .
Sl(x) - Z(xi+1_xi) (x xl) + Zl(x xl) + y‘l

Il ne reste plus qu’a calculer les z;. Pour cela on écrit les équations de continuité de la spline au

point x;,,
Zi+1—2i

Si () = 2(Xi41—X7)

(X1 — %)2 + 2i(x141 — 2) +

Zi11-Zi
== (Fir1 — 2) + 2 (Fir1 —x) + 4y

= Yi+1
On en déduit donc que
zi+1=2%—zi (i=01,...,n—-1)

et on voit apparaitre naturellement la condition supplémentaire qui sera ici une condition
d’initialisation de la récurrence sur les z;. On doit donc choisir

3o = So(x0)
Remarque 2 On peut donner n’importe quelle valeur a z,, mais généralement on choisit z, = 0.

Notons qu’au lieu de fixer 3, on aurait pu fixer z,, et faire une récurrence descendante.
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La figure (2.5) montre que le fait d’ajouter le point 0 dans la figure (2.4) améliore les résultats
au voisinage de 0 mais dégrade le résultats sur I’intervalle [2,5]. On observe en effet des oscillations
de forte amplitude.

1 T

0.9
__ fonction
o8l — — Spline
0.7
0.6
=

@ o5t
=

04
0.3

0.2

0.1F

Spline quadratique [-5, -3, -1, 1, 3, 5]

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
X

FIG. (2.4) : Spline quadratique aux points [-5,—3,—1,1,3,5]

1.2

1k ___fonction : " 1

— — Spline

0.8

0.6

0.4

f(x), S(x)

0.2

Spline quadratique [-5, -3, -1, 0, 1, 3, 5]

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
b

FIG. (2.5) : Spline quadratique aux points [-5, —3,—1,0,1,3,5]
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c) Splines cubique :

L’interpolation par des splines cubiques (polyndomes de degré 3) entraine la continuité de la spline,

de sa dérivée et de la dérivée seconde. Définissons ¢;" = S"'(x;), et écrivons S;(x) sous la form

Si(x) = a;(x — x)° + by(x — x)* + ¢;(x — x;) + d;
Ayant 4n coefficients a déterminer, nous ne disposons cette fois-ci que de (4n — 1) équations ; les
(3n — 1) conditions identiques a celles de la spline quadratique et les (n — 1) conditions
supplémentaire de continuité de la dérivée seconde. Il faut donc fixer deux conditions
supplémentaires. On impose généralement les valeurs des dérivées secondes aux points x, et x,,.
Yo = So(xo)
et
Yn = Sn-1(%3)
Les conditions d’interpolation aux points x; donnent
d; = y;
Les conditions de continuité de la dérivée et de la dérivée seconde entrainent

n

1
a; = oh; (Y1 — y)li,)

_1 "
bi—g%

¢ = o Wi = 90 = g hi(yiln + 290
avec
hy = %4 — %
Il suffit donc maintenant de calculer les ¢, (i =0,1,...,n — 2).
L’écriture de la continuité de la spline en utilisant les égalités précédentes donne le systeme

d’équations a (n — 2) inconnues permettant d’obtenir les 4;’,

(i=01,..n-2)

2(hg+hy) Ry O . . . 0 0
hy 2(hy —hy) hy O . 0
0 h, 2(hy+hy) 0 . . 0
0 0 hy
. . Rys 0
0 0 . L. Moz 2(hys + hy_y) Ry
Lo 0 0 L Ry 2(hpey — hyy)
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6 6 144
o (Y1 — %o) + P (¢y2 — %1) — howo
4" (1) 6 .
y/'(Z) - h_1 (%2 - y’l) + h—2 (%3 - yz)
rn 6 6
%" (3) _;2(’%3_%2)4‘,1—3(’9*4_’9)3)
17 _ 6 - 6
Y (Tl 2) T . (’y’n—z - y’n—S) + P (’y)n_l — yn_z)
ly''(n—1) | . n-3 ] n—2
- m (y’n—l - %n—z) + m (’y’n - yn—l) - hn—l’y’;{_

La figure ci dessus est une exemple de spline cubique.

—— fonction
09f - spline

f(x), S(x)

Spline cubique [-5, -3,-1,0, 1, 3, 5]

O 1 L L L
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
X

FIG. (2.6) : Spline cubique aux points [-5,—3,—1,0,1,3,5]

On remarque que les oscillations dont trés réduites par rapport a I’interpolation polynomiale.
Remarque 3 quand on choisit
Yo = Yn =0
la spline cubique est dite naturelle .
Théoréme : (Optimalité de la spline cubique naturelle) Soit f une fonction C? sur
I’intervalle [a, b], et soit (n + 1) points

a=2%xy,%X1,---, Xn=0>
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et
f@=vy041-.... yn = f(b)
alors la spline cubique naturelle S(x) qui réalise 1’interpolation de f aux points (x;, ¢;) vérifie
LIS @ dx < [If"(x)]Pd
En d’autres termes, la courbure moyenne de S est inférieure a celle de f.
Fonctions splines non polyndémiales [12] :
On appelle spline non polynomiale d’ordre n tout fonction de la forme
S;(t) =a;cosl(t—t)+ b;sinl(t—t)++y; (t—t)" 143, i=0,...,n (2.5)
ou a;,b;,y; et z; sont des coefficients [ est la fréquence des fonctions trigonométrique .

a) Fonction spline linéaire non polynomiale :

une fonction spline linéaire non polynomiale s’écrit sous la forme :

P;(t) = a;cosl(t —t;) + b;sinl(t —t;) + c;(t — t;) + d;, i=0,...,n (2.6)
ou a;, b;, c; et d; sont des constantes déterminer par la dérivation de 1’équation (2.6) trois fois par
rapport a t, on obtient :

P/(t) = —la;sinl(t — t;) + lb;cos l(t — t;) + ¢;
P/'(t) = —l?a; cosl(t — t;) — I*b; sinl(t — t;) (2.7)
P/"(t) = 3a;sinl(t —t;) — 3b; cos L(t — t;)

on remplacer t par t; dans (2.6) et (2.7), on trouve

Pi(t) = a; +d; )
P/(t) = lb: + c;
Pzi'((ttli)) JEZZ? L (28)
P/"(t) = —I°b; J
donc a partir des équations (2.8), les valeurs de a;, b;, c; et d; sont
a; =— —P"(t ) )
b; = _l_gpim(ti) (2.9)

Ci = Pi’(ti) —1b
d; = Pi(t;) —a;

b) Fonction spline quadratique non-polynomiale :

La fonction spline quadratique non-polynomiale est définie par :
Ql(t) = a; cos l(t - ti) + bi sin l(t - ti) + Ci(t - ti) + dl(t - ti)z + ey, i=01,...,n (210)
ou a;, b;, c;, et e; sont des constante déterminer a partir la dérivation de la fonction

(2.10) quatre fois par rapport a t, on obtient
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Ql’(t) = —lai sin l(t - tl') + lbl COosS l(t - ti) + Ci + Zdl (t - ti)

Q/'(t) = —l%a;cosl(t — t;) — I?b; sinl(t — t;) + 2d;
0! () = Basinl(t — t;) — 13b; cos L(t — t,) (2.11)
Qi(4)(t) = l*a;cosl(t — t;) + I*b; sinl(t — t;) }

On remplace t par t; dans les relations(2.10) et (2.11), on trouve

Qi(t)) =a; +e
Qi(t) =1b; + ¢

Q/'(t) = —1%a; + 2d; (2.12)
Q" (t) = —13b;
0" (1) = I, )
A partir des équations (2.12), on détermine les valeurs des constantes précédentes
a; = I%Qi(4)(ti) )
by = —= Q" ()
ci = Qi(t;) — lb; > (2.13)
d; = 2(Qf' (t)) + 12a;)
e; = Qi(t) —a J

c) Fonction spline cubique non-polynomiale :

On déefinit la fonction spline cubique non-polynomiale comme suit :

S;(t) =a;cosl(t—t;)+ b;sinl(t—t;) +c;(t —t;) +d;(t —t;)? +e; (t —t;)3 + m;,
i=0,..,n (2.14)

Ou a;, b;, c;, d;, e; etm; sont des constantes a évaluer. Nous différencions 1’équation (2.14) cing

fois par rapport a t, on obtient
Sl,(t) = —lai Sinl(t - ti) + lbl cos l(t - ti) +c + Zdl(t - ti) + 3€i(t - tl-)ZW
S{'"(t) = —1%a; cosl(t — t;) — I?b; sinl(t — t;) + 2d; + 6e;(t — t;)

S/"(t) = Ba;sinl(t — t;) — I3b; cos I(t — t;) + 6e; r (2.15)
S7(8) = *a; cos 1(t — &) + 1y sin (¢ — t,)
SO () = —1%a;sinl(t — t;) + I5b; cos L(t — t;) g

Par conséquent, remplacer t par t; dans les relations (2.14) et (2.15)
Si(t) = a; +my
Si(t) =1b; + ¢
Si”(ti) = —lzai + Zdl

Silll(ti) — _l3bi + 6ei 4 (216)
s (t) = l*a;
s = 1°b, )
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Alors les valeurs de a;, b;, c;, d;, e; et m; sont :

a; = I 1(4)(t) )
b; = 1—551(5)(1: )
Ci = Sl (tl) -

> (2.17)
d; = %(5{'(@-) +1%a))

1 n
= (8" (&) + I*b;)
m; = S;(t) — a; J
pour i =0,1,....,n

2.3  Application : Résolution Numérique de Equation Intégral linéaire de

Volterra par spline non polynomiale [12], [17]

On considere 1’équation intégral linéaire de Volterra de deuxiéme espéce
u(x) = f(x) + [ k(x, O u(t)dt,  x € [a,b] (2.18)
nous allons donner les schémas des fonctions splines non polynomiales linéaire, quadratique et
cubique pour trouver la solution de 1’équation (2.18).
Pour trouver la solution on va différencier 1’équation (2.18) cing fois par rapport a x, en utilisant la

formule de Leibniz, nous réalisons :
x 6k(x t)

u'(x) = f'(x) + [ u(t)dt + k(x, x)u(x) (2.19)
w'(x) = () + [ st u@ e + (F22)  ux)
+ 2D () + k(U (x) (2:20)
W) = @) + [ s Pu@de + (552)  u)
), 0+ (55w
+ KDy ) + 225D () 4 e, U () (2.21)
u® () = fO@) + [ G u@dt + (550)  u)

P e (59)_ v

dx
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d? (ok(x,t) d [0%k(x,t) ,
+ﬁ( 0x )t=x u(x) + E( 0x? )t=x u (.’)C)

d (0k(x,t) , Ok (x,t) u dk(xx)
o (o), v @+ (550) v @) + )

d?k(x,x)
dx?

dk(x x)

+3 u'(x) +3—=u""(x) + k(x, 2)u"" (x) (2.22)

t=x
d (03Kk(x,t) 63k(x t) ,
+a( )t_ u(e >+( ) ()

_I_d_z(azk(x,t))t:x u(x) n zj_x(azk(x,t))tzx u’(x)

dx? 0x2 0x?
0%k(x,t) U d3 [0k(x,t)
+ ( 0x? )t—x (x) t e dx3 ( Oox )t=x u(x)
d? (9k(x,t) , d (Ok(xt) 7
+3 dx2 ( dx )t:x ( ) +3 x( ox )t—x u (.’)C)

4
+(6k(x,t)) ,,,( )+d k(xt) ( )+4d k(xt)u (.’XJ)
ox t=x

d? k(x x) dk(x x)

+6 u'(x) + 4—=u""(x) + k(x, 2)u® (x) (2.23)

Pour compléter notre procédure de résolution équation intégrale de Volterra, on substitue x = a dans
les équations (2.18)-(2.23), alors on obtient :

u(a) = f(a) (2.24)
u'(a) = f'(a) + k(a,a)u(a) (2.25)
ok(x,t) dk(x, x)
u’(a) = f"(a) + (( T ) ) ) u(a) + (T) ) u(a)
+k(a,a)u'(a) (2.26)
u"'(a) = f"(a) + ((akazg't))t:x)x ) u(a) + ( — (ak;i't))tzx)x:a u(a)
H(*59),L)_ w@+ (), u@
+2 (d";’:")) _ (@) +k(a,a)u"(a) (2.27)
u®(a) = f@(a) + ((61{25; t)> ) ) u(a )+< x<a lg(xz t)> ) > u(a)
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(), (), ) e

x=a x=a

) ) v (£ ) v

x=a x=a

n ((6k(x,t))t=x) w'(a) + (d3k(x,x))x:a w(a) (2.28)

3
ox r=a dx

d?k(x,x) dk(x,x) " "
+3(=5 )x W(a a) +3 (%2 )xzau (@) + k(a, a)u'" (a)

ok*(x, d (03k(x,
u®(a) = fO(a) + ((%ﬁ)t#) u(a) + <a <$>t x) u(a)

x=a =X x=a

HER),) o (), )_w

x=a x=a

(e ) v (89, ) e

x=a a

B, o)) vo

x=a

BEE),)_ o)), o

x=a x=a

+(d42§i,x))x au( )+4(d3k(xx))x au "(a) + 6(d k(xx))x=a W' (a)

4 (dk(x,x)) W' (a) + k(x, ©)u®(a) (2.29)
dx  Jx=a

Maintenant, nous essayons de résoudre 1’équation (2.18) en utilisant des fonctions splines non

polynomiales linéaires, quadratiques et cubiques.

2.3.1 Le schéma de la fonction spline linéaire non polynomiale
Nous approchons la solution des équations intégrales linéaires de Volterra (2.18) en utilisant la

fonction spline linéaire non polynomiale (2.6). Nous introduisons la méthode de la solution par
I’algorithme.
Algorithme (2.3.1)

b—a
Etape 1: Définir h =% Jti=ty+ihi=0,...,n(outy=at, =b)etuy = f(a).

Etape 2: Evaluez ay, by, cpet dy en substituant (2.24) — (2.27)aux équations (2.9).
Etape 3: Calculez py(t) en utilisant l'étape?2 et l'équation (2.6).

Etape 4: Rapprocher u; = py(ty).
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Etape 5: Pour i = 1 an — 1,procéder comme suit:
Etape 6: Evaluez a;, b;, c;, et d; en utilisant les équations (2.9) et en remplacant u(t;),

u'(t),u" (t;) et u'"" (t)par p;(t), pi(t), pi’ (t)et p;"" (t;).

Etape 7: Calculez p;(t) en utilisant l'étape 6 et l'équation(2.6).

Etape 8: rapprocher u; = p;(t;41).

2.3.2 Le schéma de la fonction spline quadratique non polynomiale
Afin d’approcher la solution de EI linéaires de Volterra (2.18) en utilisant une fonction spline

quadratique non polynomiale (2.10). Nous présentons une méthode de solution par I’algorithme.

Algorithme (2.3.2)

b—a
Etape 1: Définir h = ) Jti=ty+ihi=0,...,n(outy=at, =b)etuy = f(a).

Etape 2: Evaluez ay, by, cpet dy en substituant(2.24) — (2.28)aux équations(2.13).
Etape 3: Calculez Q,(t) en utilisant l'étape?2 et l'équation (2.10).

Etape 4: Rapprocher u; = Q,(t,).

Etape 5: Pour i = 1an — 1,procéder comme suit:

Etape 6: Evaluez a;, b;, c;, et d; en utilisant les équations (2.13) et en remplacant u(t;),
u'(t), u" (t;) et u'" (tpar Q;(t), Qi (t), Qi (tet Q" (ty).

Etape 7: Calculez Q;(t) en utilisant l'étape 6 et l'équation(2.13).

Etape 8:rapprocher u; = Q;(t;4+1)

2.3.3 Le schéma de la fonction spline cubique non polynomiale
Nous approchons la solution des El linéaires de Volterra (2.18) en utilisant la fonction spline

cubique non polynomiale (2.14). Nous introduisons la méthode de la solution par 1’algorithme.

Algorithme (2.3.3)

b—a
Etape 1: Définir h =—) Jti=ty+ihi=0,...,n(outy=a,t, =b)etuy = f(a).

Etape 2: Evaluez ay, by, cpet dy en substituant(2.24) — (2.29)aux équations(2.17).

Etape 3: Calculez Sy(t) en utilisant l'étape?2 et l'équation (2.14).

Etape 4: Rapprocher u; = Sy(t;).
Etape 5: Pour i = 1an — 1,procéder comme suit:
Etape 6: Evaluez a;, b;, c;, et d; en utilisant les équations (2.17) et en remplacant u(t;),

u'(t),u" (t;) et u”' (¢)par S;(t;), S; (t:), S’ (t)et S (t).
Etape 7: Calculez S;(t) en utilisant l'étape 6 et l'équation(2.17).

-32-



Chapitre 02 : Equation intégrale de VOLTERRA

Etape 8: rapprocher u; = S;(t;;,).
Exemple 2.4
On consideére 1’équation intégrale de Volterra de deuxieme espece
u(x) =1+ f;et_xu(t)dt, 0<x<1
telle que la solution exacte est u(x) = x + 1.

Les deux tableaux (1) et (2) présentent une comparaison entre les erreures dans nos méthodes

x erreur SNPL erreur SNPQ erreur SNPC
0 0 0 0
0.2 2.2204e — 16 2.2204e — 16 2.2204e — 16
0.4 4.4409% — 16 4.4409% — 16 4.4409% — 16
0.6 4.4409% — 16 4.4409% — 16 4.4409% — 16
0.8 6.6613e — 16 6.6613e — 16 6.6613e — 16

1 8.8818e — 16 8.8818e — 16 8.8818e — 16

Tableau (2.1) : les erreurs pour h = 0.1

x erreur SNPL erreur SNPQ erreur SNPC
0 0 0 0
0.2 6.6613e — 16 6.6613e — 16 6.6613e — 16
0.4 1.3323e — 15 1.3323e — 15 1.3323e — 15
0.6 2.2204e — 15 2.2204e — 15 2.2204e — 15
0.8 2.8866e — 15 2.8866e — 15 2.8866e — 15

1 3.5527¢ — 15 3.5527e — 15 3.5527e — 15

Tableau (2.2) : les erreurs pour h = 0.025
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CHAPITRE 03
Equation intégrale de la théorie statistique

des dommages

Introduction

Les développements récents obtenus dans les performances des machines a fusion ont conduit
les principaux organismes de recherches a porter leur attention sur les aspects technologique des
matériaux de cette filiére. Les spécifications de tenue a I’irradiation, de méme que pour les réacteurs
a fission, sont exprimées en fluences de dommages *‘fin-de-vie’’, généralement en nombre de
déplacements par atome (d. p. a). Dans le cas des métaux (ou acier), on détermine le nombre de
(d. p. @) par la connaissance du flux et du spectre de neutrons, pondéré par une section efficace de
création de dommage. On se propose de déterminer le nombre de collisions dans un solide poly-
atomique ou on considére que chaque atome primaire "i" d’énergie E peut déplacer un atome
secondaire de type "j" soit directement soit apres avoir choqué un atome de type "k".

Le calcul de I’énergie déposée sous forme de dommage dans un solide monoatomique bombardé
par des ions de haute énergie a été résolu depuis longtemps par Lindhard [7], [6]. Le passage de
cette énergie de dommage au nombre de déplacement (d. p. a) a été fait par Robinson [15].
Malheureusement, dans un compose poly-atomiques 1’opération n’est pas simple, pour des raisons
Liées a I’énergie des atomes et a son déplacement. En effet dans un composé poly-atomique la
partition de 1’énergie de dommage entre les devers types d’atomes ne peut se calculer simplement
c’est ce qui a été démontre en [20], de plus les énergies de seuil de déplacement peuvent différer
d’un type d’atome a I’autre. D’autre part, une cascade de déplacement initiée par un atome de nature
donnée se développe en mettant en jeu les autres types d’atomes.

Une solution analytique a été dans de [3]. Dans le cas le plus simple d’irradiations par des
particules de faible énergie ou I’on peut négliger le ralentissement électronique.
Dans le cas général ou il faut tenir compte du freinage électronique des ions en mouvement les

auteurs dans [1]. Dans cette référence les auteurs ont calculer directement le nombre d’atomes
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déplacés sans passer par I’énergie de dommage, leur idée était de modifier un peu 1’équation de
Lindhard et utilisée des méthodes proposés dans [14]. On considére I’ion incident & un instant "t" de
son histoire dans la cible, La probabilité que cet ion déplace un atome de la cible apres avoir

parcourant une distance dR est donné par
Tmo1 d
0o1
N P;(T)——(E,T)dT
| nn e
0

dO'Ol(E,T)
ar

avec un atome 1 en lui transmettant une énergie T.

est la section efficace différentielle pour I’atome 0 d’énergie E de subir une collision

Tmo1 est I’énergie maximale transmissible lors d’une telle collision.
N est le nombre total d’atome par unité de volume.
P, (T) est la probabilité pour I’atome 1 d’étre définitivement déplacé de son puit lorsqu’il

recoit une énergie T. Cet atome primaire va engendrer une cascade de n,;(T) de déplacement.

A preés ce parcours dR le projectile aura une énergie E-dE et I’équation s’écrit

T
: doo, (E, T)
o1 (E) = 1y (E — dE) + N dR j [P(T) + gy ()] =22 ar 3.1)
0
Soit Sy (E) le pouvoir d’arrét total de I’ion dans la cible
_ 1dE
So(E) =~ — (3.2)
on a alors
dng,(E)
$0(B) = 22 = [ Py (T) oy (B 1) + [ 1oy (Mo (B.T) (33)

ou la contribution des collisions primaires est celle des cascades sont séparés. Le nombre d’atomes
déplacés par un atome de méme nature que la cible animé d’une énergie E et qui est notée n,,(E)
vérifie I’équation

dnqy,(E)
dE

S1(E) = fpl(T)Pl(E —T)doy(E,T) + f”ll(T)dUu(E -T) (3.4)

Le terme P;(E — T) permet de tenir en compte d’un éventuel remplacement de 1’atome €éjecté par
I’atome projectile. La généralisation de ces équations au cas d’un solide poly-atomique comprenant
p type d’atomes se fait de la maniére suivante :

Soit j I’indice affecté au type d’atome déplacés auquel on s’intéresse, on a :
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dE

So(E) = C; [ P;(T)dao;(E, T) + ¥P_, C; [ ni;(T)doo; (E, T) (3.5)

les "n;;" sont solutions du systeme de p équations suivantes :

p
dn; i (E
S1(E) = nd]E( ) = (; f H(T) doii(E,T) + z Ckfnkj(T)dGik(E -T),
ij k=1
i=12...p  (36)
v {Hij(T) = P;(T) SLi#]
[L;;(T) =P(MP(E-T) si i=]j

pour tenir compte des remplacements, c’est-a-dire le terme [[;;(T) permet de prendre en

considérations les remplacements possibles.

3.1 Formalisme mathématique :

Pour résoudre de probléme dans un formalisme mathématique on considére 1’équation générale

PG = [k By + Y | kP @B -y~ Dy G
x—1 m'=0 g

On se propose d’utiliser cette équation pour calculer u(x) le nombre moyen de déplacements crées
par un primaire d’énergie E dans un solide, en tenant compte a chaque déplacement de I’énergie E,
perdue par le secondaire pour se libérer de 1’énergie de liaison qui le retient dans son puits de
potentiel,

avec ;

E
x = —,
Eq

B, (x) est la probabilité pour un primaire d’énergie x de déplacer m atome.

Ce probleme physique peut étre modéliser par une équation intégrale de type Volterra.
En pratique, il est plus convenable de chercher les solutions des équations intégrales de Volterra par
des méthodes numérique. Dans ce chapitre on va utiliser le théoreme de contraction de Banach pour
trouver 1’existence de la solution du probléme posé et on propose une méthode numérique

convenable pour le calcul de la solution approchée.

3.2 Etude Théorique

Dans une premiére étape, on cherche a montrer que le probléme du calcul du nombre moyen de

déplacement se ramene a la résolution d’une équation intégral de type Volterra, pour cela on pose ;

o)

gED = ) e () (3.8)

m=0
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avec 90 =1
220
et
u(x) = ig(x, t) si x>0
dat t=0
u(x) =0 si <0
Par un calcul simple on peut montrer que
x x—1
gz, t) = f k(x,4)g(y, t)dy + f k(x,4)g(y,)glx —y — 1,t)dy
x—1 0

En effet

gD = ) e ()
m=0

-1

e™t f k(x,4)Pn(y)dy + Z f k(x, )P (4)Pr(x —y — Ddy
0

(o]
=0 m/=0
[ee]

gx =Y em f k(i 4) P () dig

m=0 x—1

o x-1
£ e | D [ kP @B~y - Dy
m=0 m'=0 o

X

e™t fk(x,y))Pm(y»)d’y)Zi femtk(x,y))Pm(y)dy

m=0x—1

f i e™k(x,4)B,(y)dy = f k(x,4) (i emtpm(’éb)> dy
-1m=0 m=0

xXx—

8

m=0 x

[ay

o)

Y em f k(e 19 P () gy = f k(e 1)9(y, Ddy

m=0 x—1 x—1

D’autre part, par le changement de variable m — m’=1 on peut montrer que :

o) o x—1
D e D | kP )P G = = Dy
m=0 m'=0 o

= f k(x,4)9(y,)g(x —y —1,t)dy
0
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donc
x—1
g(x,t) = fk(x y)g(y,t)dy+f k(x, )9y, t)g(x —y —1,t)dy
x—1
Ona
d
u@) =5 0|
x—1
d d
d—‘f(x. [fk(x y)g(y, t)dy to f k(x, )9y, )g(x —y — 1,t)dy

9 ey = fk(x )—( £)d +71k(x )—( Hgx—y—1,6)d
- J y)— (g, )dy y)— (g, )g(x — y Y

-1

+f k(x, y) (x y—1,t)g(y,)dy
0

d
ul) =4 o
x—1 x—1
f k(x,y)u(y)dy + f k(x, y)u(y)g(y, t)dy + f k(x,p)u(y)g(x —y — 1,t)dy
x—1
etona

[ kG (ut) + 1 = 4 = D)y = u@)
équation intégral qui peu: s”écrire
uG) = [ kw9 ute -y - Ddy + [ kG pudy
. ; :
f@) = [ kGt -y - Day

on a alors

x

u(x) = f(x) + f k(e 9)uly) dy

0
C’est une équation intégrale du type Volterra elle est linéaire et du second espéce. Le théoreme

de contraction de Banach parant de trouver I’existence de solution pour cette équation intégral.
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Proposition :

L’équation intégral

u(x) = fx) + f k(x, ) u(y)dy
0

ou u(x) =0 si <0
ulx) =1 si 0<x<1
k(x, 1) est densité de probabilité définie pour 0 < ¢ < x, tel que
lk(x,4)| <M, M >0
admet une solution unique.
Démonstration :

On pose

Au = f k(x 9)uly)dy
0

On considére I’opérateur T : L2(Q) — L2(Q)), u— Tu
Tu(x) = f(x) + Au(x), Q undomaine borné.

Soit n € N, on démontre que T™ est une contraction.

Tu=f+Au

T?u=T(Tw) =T(f + Au) = f + A(f + Au) = f + Af + A%f
Par récurrence sur n on trouve

T"u=f+Af + A% f+....+A"1f + A™u
Soient u, v € L?2(Q)

[|T™u — T™v|| = ||A™u — A™v||

Ay = f k(e p)uly) dy
0

Any = f ke, 9)v(y) dy
0

On cherche une approximation de k,(x, )

Ona

Au = j k() uly)dy
0
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X

A2u = A(Auw) = f k(x,4)Au(y)dy

X

x Yy x
=fk(x,y) fk(y,Z)u(z)dz dy = fu(z)dz fk(x,y)k(%z)dy
0 0 0 3z

On pose

ki(x,4) = k(x,4)

ky (2,19 = f ki (x, 2)k(z, ) dz
Y

kot ) = j ko1 (2, 20k (5, 9)dz
Y

On peut montrer par récurrence que
M™(x —y)""!
(n—1)!

En utilisant ce résultat et des majorations convenables on trouve

|kn(x; /y’)l S

n

T — T < ——
IT™u vl =11

lu —v|

<1

Pour n assez grand ona
(n—-1)!

et donc T™ est un contraction et par suit I’opérateur T™ admet un point fixe unique noté u, qui
veérifie T™(uy) = uy.
u, vérifie aussi T (uy) = u, . En effet
0 < [[Tup — uoll = [IT(T™up) — T™uyl|
= IT™(Tup) — T"uy||

n

0 < |ITug — uoll < kllTup —upll telque k= <1

(n—1)!
donc 0 <(1—k)lITug—uell <0
comme k < 1 alors on a obligatoirement
ITug —upll =0 c.a.d; Tuy,=u,
Conclusion :

L’équation intégrale de Volterra
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u(x) = f(x) + f ke 9uly)dy x>1

admet une solution unique u,.

comme on peut le remarquer 1’existence de 1a solution ne pouvait pas étre démontrer si on a pas
poser la condition k(x, ) est borné (majoré par M > 0).

De plus, on suppose toujours que k(x, ¢) est borné pour pouvoir utiliser les méthodes numérique
pour calculer u(x)

1) D’un point de vu physique, le noyau k(x,¢) de I’équation intégral représente la section

efficace normalisée de collision atomique

k(x,4) >0 pour 0<y<=x

fk(x:y')dy' = 1 et {k(x’ /y,) = 0 ailleurS
0

_ olxy)
2) k(x; /y') - f;ca(x,y)dy

J(xr y’) = Gelastique (x, y’) + O-inelastique (x' ’y’)

3) D’autre part, k(x,x) = Supg<y<.k(x,4) dans le probleme de collision atomique puisque
I’échange d’énergie nul est I’événement le plus probable .

4) k(x,0) = Infocy<,k(x,4) car I’échange total d’énergie est I’événement le plus improbable au
cours d’un choc atomique.

5 Si k(x,y4) €eC™ (0 <y <x < )alors, u(x) € C™ ([m, +oo|[ ) tel que m=0,1,2,...,n+ 1.

Ce résultat important qui permet de voir que si k(x, ) € C1(0 < ¢ < x < =) alors,
u(x) € C*([2,+ooD).
ce qui anseur la continuité de la dérivée seconde si I’on veut utiliser la méthode des splines cubiques

pour la résolution numérique de cette équation intégral.

3.3 Etude Numeérique
Dans cette partie on va voir comment utiliser la méthode des splines cubique linéaire pour la
résolution de notre équation intégrale . La question qui se pose est :

Pourquoi la méthode des splines cubique linéaire pour la résolution numérique ?
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En fait, dans [8] I’auteur a montrer que sous certaines conditions lim 1;(—76) existe et elle est égale a

xooo 142
une constante ¢ € [0,1]. C’est-a-dire que u(x) tend a devenir linéaire quand x augmente pour cette
raison la méthode des splines cubiques est la mieux placée pour donnée une approximation de u(x)
quand u(x) et k(x, ¢) sont de classe C?.

D’apres [8] la solution approchée de 1’équation intégrale ci-dessus peut étre donnée par la méthode

de splines cubique de la maniere suivante

u(x) = fx) + f k(x, g)uls) dy
0

ou f(x) et k(x,4) sontcontinues 0<y<b<ow 0<y<=x
Les N + 1 splines cardinaux peuvent étre introduites avec les conditions aux limites suivantes :
A (0) = A (1) et A (1) = A () (3.9)
Aj(x) =6;; (,j=0,1,...,N)
(6;;, symbole de KRONECKER).

Le spline d’interpolation de ce type est :

N

SG) = ) ;@) (3.10)
=0
avec
uj = u(xj)
Si E(x) =u(x) — S(x), x>1 (3.11)
alorssi 1<x<?2
S@) = j k(@ 9)S)dy + f(x) + g(x) (3.12)
avec
) = j k() dy + j k(x,x — )dy (3.13)
0 1
Si x> 2
S(x) = f k() S(p)dy + f k(- 9)S(y — 1) + (&) + g (@) (3.14)
1 2
avec
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1 2

) = f k(x ) dy + f k(x,x — p)dy (3.15)

0

et g(x) = [ k(x,9)E(y)dy — E(x) 1<x<2

9(x) = fk(x,y)E(y)dy + f k(x, 2 — 9)E(y — Ddy —E(®x), x>2  (3.16)
1 2

nous allons déterminer les u; en remplacant g(x;) par zéro, (i = 0,1,...,N).

Nous devons écrire pour 1 < x; < 2 précaution nécessaire a cause de la discontinuite de

u(x) (en x =0):

N xj N 1 xj
Zuicﬂi(xj) = f k(xj,y)Zuiu‘li(y)dy+fk(xj,y) dy +f k(xj,xj —y) dy (3.17)
i=0 1 i=0 0 1
et pour x; > 2
N *i N xj—1 N
le‘c/qi(xj) = f k(xj,y)Zuiu‘li(y)dy + f k(xj,xj -y — 1) z u; A (y)dy
i=0 1 i=0 1 =0
1 2
+fk(xj,y) dy + f k(xj,xj —y)dy (3.18)
0 1

L’avantage de cette méthode sur une intégration classique est ici évident. Il n’est plus nécessaire de
calculer u(x) sur chaque intervalle n < x < n + 1, le résultat est obtenu, en un seul calcul, en

résolvant le systeme linéaire :

N N
w = fj+ Z Iy ju; + Z]j,iuj j=01,..,N (3.19)
i=0 i=0
avec
x
I = j k(. 4) Ai(g)dy (3.20)

1
Jji =0 pourj tel que x; < 2

x]-—l
Jji = f k(xj,xj -y — 1)c/li(y)dy pour j tel que x; > 2 (3.21)
1

*j

fi = f(xj) = f k(xj,y) dy +f k(xj,xj —y) dy x; <2 (3.22)
0

1
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2

fi = f k(% y) dy + f k()% — 4) dy %> 2 (3.23)

1

Ce systéme linéaire est bien conditionné dans la mesure ou k(x, ¢) est suffisamment régulier. Si le
spline cubique d’interpolation est remplacé par sa valeur, nous obtenons :

— (xj—x) (x —Xj— 1) ( Mj—1h]2') (xj—x) ( Mjhjz-) (x—xj_1>
S(x) = Mj—y 6h; + M 6h; T\~ )\ )T\ )\ (3.24)

J ]

ou les M; sont les moments et h; le pas. En remplagant dans le systeme precédant :

xi

u—f]+ZMl1 fk(], )(l6hy)d + M; fk(x], %dy

xi—l Xi—

MR\ [ MR
+ <ui_1 — 161 l> f k(xj,y)%dy; +< 161) (3.25)

xi—1

fk(xl,y)( d +le ) jk(xj,xj —1) y)

3

xi

3
—x;_
+M; fk(xj,xj—y—l)%dy
xi—l l
o
M;_1h; (xi — )
+<uz—1— l6 l) fk(xj.xj_%—l)lh—id%

xi—1

xj
M;h? — x4

2

Y. :signifie que la sommation s’effectue jusqu’a x;_4 Si x > 2, lasomme est nulle si x; < 2.
Dans la pratique, on emploie un pas constant h; = h, j =0,1,...,N. Dans [5] les M; sont

donner on suivante la technique suivants : dans un cadre mathématique on considere un intervalle
a < x < b,etonlessubdivises A: a=x,<2x; <....<xy =b.

Pour chaque x; on associe y; tel que Y : yo,¥4,..... , Yn, et on définie la fonction S, (Y; x) est
qui peut étre noté par S,(x) or S,y (x) qui est continue par rapport a sa premiere et deuxieme dérive
sur I’intervalle [a, b], et qui Vvérifie les conditions suivantes ; sur chaque sous intervalle on a

%1 <x<x,(i=12 ....,N), onaS,(Y;x;) =y; j=0,1,...,N), on désigne par M; le
“moment” Sy(x;) (= 0,1,..., N). A partir de linéarité de la dérivé seconde on peut écrire

I’équation suivante sur I’intervalle [xj_l, xj]
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X — X X —X;
] j—1
+ M
h; Iy

ou h; = x; — xj_4. On intégraux deux fois cette equation on trouve :

CR NN CEEE) My i\ 5 A
S =M_, + = + _ :
2(®) 6h; 6h; Yiim e )T T\¥ T 6 h;
j=01,...,N (3.27)
2
(x-—x) (x x; 1) — Vi 1 M-—M-_l
Sp(x) = —M;_, ~—+ M; i 1 I p 3.28
A partir de (3.28) nous avons, pour les limites unilatérales de la dérivée, [5] les expressions
Salay =) = LMy + LMy + 22
]
Sl _ hjtq M hjtq M Yi+1~YVj (329)
Ay +) = == M - =2 M T

En vertu les fonctions (3.26) et (3.27)sont continues en [a, b]. La continuité de Sy (x) & x; donne au

moyen de (3.29) la condition

h; hi + hjy

hj+1 M. — Yjiv1~ Y% YT Y%
6 [ h;

(3.30)

Pour le rachis non périodique, deux conditions supplémentaires doivent étre spécifiées, les
« conditions finales », pour déterminer les N+1 grandeurs M,, M4, ..., My spécifier la pente de la
spline en a et b donne I’analogue de la poutre doublement en porte-a-faux. Pour S;(a) = yj et

S,(b) = yy on obtient des (3.29) les relations

2My + M, = ™ (J’1h13’o yO) M,_, +2M, = % (y;l _ yn_h}:ln_l)

Les réglages M, = 0 et My = 0 correspondent a la mise en place de supports simples aux
extrémités la condition
My — AM; = 0, 1>1>0

équivaut a placer un simple supporta x_; = (xo — Ax1)/(1 — A) et a exiger que toute la courbe sur
x_1 < x < x4 soit I’arc d’un cube un choix commun de A est %

Nous sommes généralement concernes par les conditions de fin, que, pour plus de commodité,
nous écrivons sous la forme :

2My + oMy =dy,  ppMy_q +2M, = d, (3.31)

Nous introduisons la notation

YIS

I u =12 i=1,2,...,N—1)
T T i+ Ry J U

-45-



Chapitre 03 : Equation intégrale de la théorie statistique des dommages

I’exigence de continuité (3.30) devient alors

(3 je1=9 )/ Mjaal ==y j=1)/n] (3.32)

hj+hj+1

Pour le spline non périodique, les équations de définition (3.30) et (3.31) sont maintenant écrite

comme
2 A% 0O .. .0 0 O 77rMy1 r1do]
U 2 A ... 0 O 0 M, d,
0O wu, 2 ... 0 0 O M, d,
0 0 0. ..2 2,40 M,_,| ld,_,
0 O 0 .. . Upo1 2 Apeq | IMp—y dn_1
[ 0 O o...0 pu 2 1L M1 Ld,]
Les conditions finales sont maintenant classées en termes de M; comme suit
at x = a:
) 2My + M; = £<y1 _ Yo —Y(S)'
hi\ hy

(i) 2M, = 2yyg,
(lll) ZMO + /10M1 = do,

at x =b:

, 6 , YN —YN-1
() My_q + 2My = h_<3’N - —)'
N

@) 2My =2y,
(iii)  uyMy_q +2My = dy,
est suffit de résoudre le systéme suivant :
2My + AoM; = d,,
My + 2M; + 1M, = d,
paMy +2M; = dy,

2My_; + Ay iMy_y = dy_y,

Pn-1My + 2My 1 + Ay 1My = dyy,
nMn—1 + 2M, = dy,
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CONCLUSIONS

Dans ce mémoire, nous avons résolu un probléme physique de collision atomique, dans le but
de calculer le nombre de déplacement par atome. Le probleme est modélisé par un équation intégrale
de type Volterra, I’existence de la solution de cette équation ; qui représente le nombre de
déplacement chercher ; a été prouver par le théoréme de point fixe de Banach. Nous avons présenté
aussi une méthode numeérique qui fait intervenir des splines cubiques. Cette méthode est considéré
comme la meilleure méthode qui donne la solution approche de notre équation.

Malheureusement, vue les conditions difficiles dans les quelles nous avons travaillé on a pas pu
faire une programmation numérique.
On souhaite ; dans I’avenir ; qu’on puisse développer mieux I’étude numérique via des splines

cubiques et tester les résultats.
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