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Résumeé

> Le but de ce mémoire est d’étudier la stabilité de certains problémes
dynamiques a retard. Il s’agit de systeme de structure flexible et de
Porous-thermoélastique.

» Notre objectif principal est d’étudier I’existence et 1’unicité de la
solution, ainsi que sa stabilité en présence de terme de retard.

> Dans des conditions appropriées, nous éetablissons la bien posée des
problémes en utilisant la theéorie des semi-groupes et leurs
estimations de stabilité par la méthode de 1’énergie basée a la
technique du multiplicateur.
o Mots clés: Systeme Poreux, retard, stabilité exponentielle,

théoreme de Hille-Yosida, fonctionnelle de Lyapunov.

Abstract

» The aim of this memoir is to investigte the stability of certain
delayed dynamic problems, such as : flexible structure system and
thermoelastic Porous.

» Our main goal is to study the existence and the uniqueness of the
solution as well its stability even the presence of time-delay.

» Under suitable conditions, we establish the well-posedness of the
problems using semigroups theory, and their stability estimates by
using the multiplier method.

o Keywords: Porous system, delay, exponential stability,

Hille-Yosida theorem, Lyapunov functional.
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Notations

:= Un ouvert de R”.

K := Le corps des nombres réels ou complexes.

R := L'ensemble des nombres réels.

LP(2) := L'espace de Lebesgue, 1 < p < oo.

C*(Q) := L'espace des fonctionsk fois dérivable et la dérivé d’ordre £ est continue.
Wmr(Q) := L'espace de Sobolev, 1 < p < oc.

Wy (Q) := La fermeture de C2°(Q2) dans W™?(Q2), 1 < p < oc.

H™(€2) = Wm™2(Q).

D(A) := Domaine de l'opérateur A.

H := L'espace de Hilbert.

(,0,0,.) := Le produit scalaire.

-] := Lanorme.

Dy := La dérivée partielle par rapport au multi-indice .

Uy := % La dérivée de u par rapporta ¢ .

Uy = % La dérivée d’ordre 2 de u par rapport a t.

Uy := 9% La dérivée de u par rapport a .

Uz = % La dérivée d’ordre 2 de u par rapport a .

Uzt = % La dérivée d’ordre 2 de u par rapport a x par rapportat .



Introduction Générale et Présentation

L’analyse qualitative des systémes dynamiques introduits par H. Poincaré a la fin
du XIXe siécle a donné naissance au champ fructueux sur la théorie des systemes dyna-
miques. Avant ¢a, les équations différentielles a résoudre de la méme maniere qu’a des
équations algébriques. Poincaré avait I'idée brillante d’essayer d’étudier des équations
différentielles de maniere qualitative, ce qui signifie essentiellement que la recherche
de solutions n’est plus I'objectif, mais nous concentrons a la mise en place de certaines

propriétés des solutions.

Dans la méme veine des idées de Poincaré, A.M. Lyapunov a développé la théorie
de la stabilité des systémes dynamiques lors de son doctorat. Une caractéristique fon-
damentale et attrayante des résultats de Lyapunov est que dans le méme esprit que les
idées de Poincaré, les propriétés des trajectoires dans un voisinage d'un point d’équi-
libre peuvent étre évaluées sans méme calculer les solutions du systéme dynamique.
Cela peut étre réellement effectué en utilisant des fonctions potentielles, maintenant
appelé fonctions Lyapunov. La théorie de Lyapunov sera indiquée comme un outil

adéquat pour traiter les équations différentielles a retard.

Les équations différentielles a retard sont des équations dans lesquelles un retard
temporel apparait dans les variables d’états. Les retards sont importants dans des pro-
blemes ot le comportement est affecté par la dépendance des variables d’états au
temps passé. Ces équations sont également appelées : équations différentielles a argu-
ment retardé ou encore équations différentielles fonctionnelles. Plus précisément, une
équation différentielle a retard s’exprime mathématiquement sous une forme générale,
pourt > 0

Z'(t) = f(t,z(t),x(t —1),...,x(t — 7)),

6
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avec 7; € R*, pouri € {1,...,p}, sont des constantes données. Le cas 7; = 0 pour tout
i € {1,...,p}, correspond clairement & une équation différentielle ordinaire (EDO),
pourt > 0

w'(t) = f(t, x(t)).
Cette classe d’équations différentielles a retard est utilisée dans plusieurs domaines de
recherches. Par exemple, en automatique, en économie. La théorie de Lyapunov a été
largement acceptée par les systemes et controler les théoriciens comme point de départ
fondamental pour traiter ’analyse et le controle des systémes dynamiques.
Alors que la stabilité est 1'une des propriétés les plus importantes qu'un systeme de

contrdle devrait posséder. Il existe plusieurs degrés de stabilité que I'on peut étudier.

Le premier degré consiste a analyser simplement la décroissance de l'énergie £ des
solutions vers zéro, i.e.

E(t) — 0, lorsque t— +oo,

cette stabilisation est appelée stabilisation forte.
Pour le second degré, on s’intéresse a la décroissance de 1’énergie la plus rapide, c’est-

a-dire lorsque celle-ci tend vers 0 de maniére exponentielle :
E(t) < Ce™, Vt>0,

ou C et § sont des constantes positives avec C' qui dépend des données initiales.
Le troisieme degré concerne certaines situations intermédiaires dans lesquelles la dé-

croissance des solutions est de type exponentiel, par exemple
C
g(t) < t—a, Vvt > 0.

Dans ce travail, nous traitons la décroissance exponentielle.
La suite de ce mémoire est organisé de la maniére suivante
Dans ce premier chapitre, on va donner des rappels et des préliminaires de base sur

"’analyse fonctionnelle qui vont étre utilisés dans les chapitres suivants de ce mémoire.
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Dans le deuxiéme chapitre, nous avons considéré un probleme thermo-élastique

m(x)uy — (p(x)ugy + 20(2)ugy)y + dwy + 1y + puy(z,t —79) =0, € [0,L], t >0,

by — kOry + nuge + kyw, =0, x€10,L], t >0,

Tw; — k3Wyy + kow + k16, + duy, =0, x € [0, L], t > 0.

Avec les conditions initiales et limites suivantes

u(z,0) = up(x), w(z,0) =wui(z), 6(z,0)=06b(x), w(z,0)=wy(z), Vze]l0,L],
u(0,t) = u(L,t) = 6(0,t) = O(L,t) = w,(0,t) = wy(L,t) =0, Vt>0.

Il est constitue de trois sections : position du probléeme, résultat d’existence et d"unicité

et résultat de stabilité exponentielle.

Dans le troisieme chapitre, nous étudions un probleme poreux de thermo-élasticité

suivant

;

Pl = Mgy + bYy — V05 + B, 2 € [0,1], t >0,

bu:c - é'y - dQI +m0 — Tyt — T/Qyt(xut - S)? VS [07 1]7 > 07

x e [0,1], t >0,

Jytt = 5y$z -
/ﬂgt = lex:p — YUt —Myy — kl@x:
x €[0,1], t > 0.

oo = —ki10y — dya,

\

Ce systeme est muni des conditions initiales comme suit
u(x,0) = ug(x) ,ue(x,0) = u(x) ,y(z,0) = yo(x),
(2,0) = uo(@) , us(2,0) = w(2) , y(2,0) = yo() ve € 0.1],
yt(x> 0) = yl(x) 7@(‘1'7 O) = Qo(l’) 79(37’ O) = 90(35)7
et des conditions aux limites
w(0,t) = u(l,t) = y,(0,t) = y,(1,¢) = 6,(0,t) = 6,(1,¢t) =0,
vt > 0.
0(0,1) = o(1,t) = y(0,t) = y(1,£) = 6(0,) = 6(1,¢) = 0,
En utilisant la méthode des multiplicateurs nous démontrons la stabilité exponentielle

de ce systéme.
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Dans ce travail, pour assurer le bien posé des problémes, nous utilisons la théo-
rie des semi-groupes pour établir I’existence et 1'unicité des solutions. Dans la théorie
des semi-groupes, le théoreme de Hille-yosida est un outil puissant et fondamental re-
liant les propriétés de dissipation énergétique d'un opérateur sans bornes A : D(A) C
H — H al'existence, unicité et régularité des solutions d’une équation différentielle

stationnaire (probléeme de Cauchy)

()= AD)D(E), t>0
B(0) = .

Pour les résultats de la stabilité, nous utilisons la méthode multiplicateur basée sur la
construction d"une fonction Lyapunov £ équivalente a 1'énergie £ de la solution. Nous

désignons par £ ~ £ I'équivalence
al(t) < L< (),  VE=0, 0.1)

pour deux constantes positives c; et c,. Par exemple, pour établir une stabilité exponentielle,
il suffit de montrer que

L'(t) < —cL(t), Vit > 0. (0.2)

Pour certains ¢ > 0, une intégration simple de (.2 sur (0,¢) avec (0.1 conduit au
résultat souhaité de la stabilité exponentielle. Cela ne vaut rien que les théorémes Lya-
punov ne sont que des conditions suffisantes pour la stabilité et la difficulté ici est de

trouver la fonction adéquate Lyapunov.




CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES D’ANALYSE

FONCTIONNELLE

Sommaire
1.1 Quelques espacesdebases| . ... ..................... 11
1.2 Rappel de quelquesinégalités|. . . . ... ... ............. 13
[1.3  Quelques notions surles opérateurs|. . . . .. .............. 14
1.4 Semi-groupe fortement continue d’opérateurs linéaires|. . . . . . .. 15
.5 Existence et unicité de lasolution|. . . ... ............... 16
1.6 Stabilité] . . .. ... ... ... . e 18

Dans ce chapitre, nous collectons plusieurs outils de base qui seront nécessaires tout
au long de ce travail. Le lien commun entre tous les résultats de ce chapitre, c’est qu’ils
sont préparatoires pour les principaux résultats, qui sont contenues dans les chapitres

suivants.
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1.1. QUELQUES ESPACES DE BASES

1.1 Quelques espaces de bases

Dans cette section, on presente les espaces fondamentaux (Hilbert["] Lebesgue[Ft
Sobolev[?)
Pour plus de détails sur les notions rappelées dans ce paragraphe voir H. Brezis et

L.Sonrier [3,9].

Espace de Hilbert

Définition 1. [4] Un espace de Hilbert H est un espace vectoriel avec le produit scalaire (u,v)

tel que ||u|| = +/(u, u) est la norme qui soit H complete.

Espaces de Lebesgue

Définition 2. [4] Soit 2 un domaine dans R™, nous définissons I'espace L*(§2) comme suivante

e pour 1l < p < oo, 'espace LP({2) est I'espace des fonctions f réelles sur € telles que f est

mesurable et

[ e < o

Si f € LP(Q2), on définie la norme

3 =

1£llp = (Jo | f (2)|Pdz)

e pour p = oo, l'espace L>(2) est I'espace des fonctions mesurables f qui sont essentiel-
lement bornées sur .

Sifel>®Q),ona

1]l = esssupq | f(x)] = nf{A > 0: u{w € Q: f(z) > A} = 0}

®. David Hilbert né en 1862 a Konigsbergh 1 et mort en 1943 a Gottingen, est un mathématicien

allemand. Il est souvent considéré comme un des plus grands mathématiciens du X X° siecle .
@. Henri-Léon Lebesgue (1875-1941) :est I'un des grands mathématiciens francais. Il est reconnu pour

sa théorie d’intégration .
@. Serguei Lvovitch Sobolev (1908-1989) : est un mathématicien et physicien atomique russe de

I'époque soviétique .
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1.1. QUELQUES ESPACES DE BASES

Espace de Sobolev dans R [4]

Les espaces de Sobolev jouent un role fondamental dans le calcul variationnel. Ils

doivent leur nom au mathématicien russe Serguei Lvovitch Sobolev (1908-1989).

Espace de Sobolev W17 (Q)

Définition 3. Soient Q) un ouvert quelconque de R™ et P € Ravec 1 < P < oo, 'espaces de

Sobolev W (Q) est défini par

WEE(Q) = {u e LP(Q),3g € L7 (Q) tel que [, u(z)¢'(z)dz = — [, g(z)p(z)dz}

on pose
H'(Q) = WH(Q).
Espace de Sobolev W™ ((2)

Définition 4. Soient ) un ouvert quelconque de R", m > 2etunréel p,1 < p < oo, I'espaces

de Sobolev W™F (Q) est défini par

u€lP(Q) Vaavec |al<m dFg,e€ LF(Q)

Wmp(Q) =
tel que /uD%pda: = (—1)|a/gag0dx,V<p € C5P(Q)
Q Q

N
oitaw € N", | :Zaiet D = —
O0x]

i=1

a‘akp
L0xg?.. Ox\

On pose
H™(Q) = W™2(Q),

I'espace W™P est muni de la norme

lullwrry = Il + Y 1Dl o)

0<asm

Et 'espace H™ est muni du produit scalaire

(u, V) m@) = (U, V) r2() + 2amy (D74, D) 12

pour tout u,v € H™(Q).

12



1.2. RAPPEL DE QUELQUES INEGALITES

Espace de Sobolev W,""(Q)

Définition 5. Etant donné le réel p, 1 < p < oo on appelle espace de Sobolev, et on note

Wy (Q), Uadhérence de D(Q) dans WP() (resp HY(Q) si p = 2).

1.2 Rappel de quelques inégalités

Dans cette section, nous allons donner une série d’inégalités essentiel qui seront

d’une grande utilité dans la suite du mémoire.

Inégalité de Poincaré

Lemme 1.1. [9] Supposons que I est un intervalle borné, alors il existe une constant C

(dépendant de |I| < oo) telle que

lullzey < ClW ey w € WyP(I).

Autrement dit, sur W, la quantité ||u'|| o1y est une norme équivalente a la W*'» norme.

4

L'inégalité de Poincaré (du nom du mathématicien frangais Henri Poincaré)

est un résultat de la théorie des espaces de Sobolev. Cette inégalité permet de
borner une fonction a partir d"une estimation sur ses dérivées et de la géométrie
de son domaine de définition. Ces estimations sont d’une grande importance

pour la méthode du calcul des variations.

@. Henri Poincaré est un mathématicien, physicien théoricien et philosophe des sciences frangais, né

le 29 avril 1854 a Nancy et mort le 17 juillet 1912 a Paris.
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1.3. QUELQUES NOTIONS SUR LES OPERATEURS

Inégalité de Cauchy[’}Schwartz["]

Lemme 1.2. [4] Soit H un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire (.,.), alors

(v,v)%, Yu,v € H.

N

|(u, 0)| < (u,w)

Inégalité de Young

r

Théoreme 1.1. [3] Soient a,b > 0 et p,q deux nombres réels conjuguées dans

1 1
11, 0], (— + - = 1) , alors pour tout 1 > 0
p g

ab < na? + Cpb?,
1

oit Cy = ——
q(np)

Q3

pour p = ¢ = 2, I'inégalité précédente s’écrit sous la forme
2

b
ab < na* + —.
4n

1.3 Quelques notions sur les opérateurs

Définition 6. [4] un opérateur linéaire sur un espace X est une application linéaire définie
sur un sous espace vectoriel D(A) C X a valeurs dans X, (D(A) s’appelle le domaine de

l'opérateur A).

Définition 7. [4] Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur non borné sur H de domaine
D(A).

®. Augustin Louis, baron Cauchy, né a Paris le 21 aott 1789 et mort a Sceaux le 23 mai 1857, est un

mathématicien francais, membre de I’Académie des sciences et professeur a 1'Ecole polytechnique.
®. Laurent Schwartz est un mathématicien frangais, né le 5 mars 1915 a Paris ot il est mort le 4 juillet

2002. 11 est le premier Frangais a obtenir la médaille de Fields, en 1950 pour ses travaux sur la théorie

des distributions.
@. William Henry Young (Londres, 20 octobre 1863 - Lausanne, 7 juillet 1942) est un mathématicien

anglais issu de l'université de Cambridge et ayant travaillé a l'université de Liverpool et a 'université

de Lausanne.

14



1.4. SEMI-GROUPE FORTEMENT CONTINUE D’OPERATEURS LINEAIRES

On dit que A est monotone (ou accrétif) si
(Av,v) >0 ,Yv e D(A)

A est dissipatif si
(Au,u) <0 ,Yu € D(A)

on dit que A est maximal monotone si de plus Im(Id + A) = H, i.e
Vfe H Jue D(A) tel que v+ Au= f.

Proposition 1.1. [4] Soit A un opérateur monotone maximal, ensuite
e D(A) est dense en H,
o A est un opérateur fermé,

e Pour chaque \ > 0, (I + \A) est bijective de D(A) sur H, (I + \A)~" est un opérateur
borné, et ||(I +AA) Y| iy < 1.

1.4 Semi-groupe fortement continue d’opérateurs linéaires

Définition 8. [15] Soit X un espace de banach, soit L(X ) I'ensemble de tous les opérateurs li-
néaires bornés de X a X, une famille {S(t),t > 0} dans L(X) est un semi-groupes d opérateur
linéaire borné sur X si

1) S(0) = I, ( I est I'opérateur d’identité sur x).

2) Sty +1t2) = S(t1)S(ts) Vi1, ty > 0 (la propriété semi-groupe ).

3) pour chaque x € X, S(t)x est continue sur [0,00) .

Définition 9. [15] Le générateur infinitésimal, ot générateur du semi-groupe d’opérateurs

linéaires {S(t),t > 0}. L'opérateur A : D(A) C X — X défini par

D(A) = {:v € X: limw existe} ,

t—0

et défini par

Az = lim M pour x € D(A).

t—0

Dans le générateur infinitésimal du semi-groupe S(t), D(A) est le domaine d’un opérateur A.

15



1.5. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

1.5 Existence et unicité de la solution

Pour traiter ’existence et I'unicité de la solution on utilise le théoréme de Lu-

mer Phillipsﬂ ot le théoreme Hille @-Yosida

Définition 10. [10] Soit V' un espace de Hilbert (réel) de produit scalaire noté (.,.)v et de
norme associée ||.||v, on se propose de résoudre le probleme suivant
trouver u € V' tel que pour tout v € V onait:  A(u,v) = L(v),
on impose les conditions suivantes
1) L est une application définie sur V, a valeurs dans R vérifiant de plus
1. L est linéaire,

2. L est continue, i.e. il existe une constante C' > 0 telle que
pour tout v € V, |L(v)| < C||v|lv,

2) A est une application définie sur V' x V, a valeurs dans R vérifiant de plus
1. A est bilinéaire,

2. Aest continue, i.e. il existe une constante M > 0 telle que
pour tout (u,v) € V7, [A(u,v)] < Mllullv[[v]lv,
3. Aest coercive, i.e. il existe une constante o > 0 telle que

pour tout v € V, A(v,v) > alv|}.

®. Giinter Lumer (1929-2005) est un mathématicien connu pour ses travaux en analyse fonctionnelle.

Né en Allemagne et élevé en France et en Uruguay.
©. Ralph Saul Phillips (23 juin 1913-23 novembre 1998) était un américain mathématicien et universi-

taire connu pour ses contributions a analyse fonctionnelle.
®. Carl Einar Hille, né le 28 juin 1894 et mort le 12 février 1980, était un professeur et chercheur en

mathématiques américain. Il a signé ou co-signé douze ouvrages de mathématiques et plusieurs articles.
0. Kosaku Yosida Yoshida (1909-1990) est un mathématicien japonais, spécialiste de ’analyse fonc-

tionnelle. Il est connu pour le théoréme de Hille-Yosida relatif aux Csemi-groupes.
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1.5. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

Lemme 1.3. [10]( Lax - Milgmm Soit V' un espace de Hilbert réel, A une forme bilinéaire,
continue et coercive sur V' et L une forme linéaire continue sur F.
Alors, il existe un unique élément u de V' solution du probleme variationnel. Si la forme bili-

néaire est symétrique, (i.e. si A(u,v) = A(v, u) pour tout u,v dans V'), en posent
1
pour tout v € V, E(v) = §A(v,v) — L(v).

telle que est équivalent a un probleme de minimisation pour la fonctionnelle quadratique E.

Théoréme de Hille-Yosida

Etant donné, le probleme d’évolution suivant

d
S Au=0 sur 0, +o00],
dt (1.1)

u(0) =up (donnée initiale) .

Théoreme 1.2. [3] Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert

H, alors pour tout uy € D(A) il existe une unique fonction
u € G ([0, +o00[, H) N C ([0, +00[, D(4)) ,

solution du (I.7).

De plus on a

du

t) < t —
u)] < uol et |

)] = Muo < 14wl w20

®. Peter Lax, né en 1926 a Budapest, est un mathématicien d’origine hongroise et de nationalité amé-

ricaine. Le prix Abel lui est décerné 2005.
®. Arthur Norton Milgram, né le 3 juin 1912 a Philadelphie et mort le 30 janvier 1961 (a 48 ans), est

un mathématicien américain. Il a travaillé en analyse fonctionnelle
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1.6. STABILITE

Théoréme de Lumer-Phillips

Théoreme 1.3. [15] Soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire défini, et D(A)
domaine dense dans X, alors A génere un Cysemi-groupe de contractions sur X si et
seulement si

(i) A est dissipatif.

(ii) il existe X > O tel que NI — A est surjectif.

1.6 Stabilité

Présentons d’abord les concepts de base de stabilité

Définition 11. [14l](systeme autonomes et non autonomes ) Le systeme non linéaire

est dit autonome si f ne dépend pas explicitement du temps, c’est-a-dire si I'équation d’état du

systeme peut s’écrire x = f(x) sinon, le systéme est appelé non autonome.

Point équilibre[14]
Un état 2* est un état d’équilibre (ou point d’équilibre) du systeme si une fois que z(t)
est égal a z*, il reste a 2* pour tout le temps future. Mathématiquement, cela signifie
que le vecteur constant =* satisfait f(z*) = 0 les point d’équilibre peuvent étre trouvés

en résolvant les équations algébriques non linéaires.

Définition 12. [8](Stabilité au sens de Lyapunov) Le point d’équilibre x = 0 de est
e Stable si, pour chaque € > 0, il ya § = 6(e) > 0 tel que

[z(O)| <0 = [lz@)] <€, VE=0.

e instable s’il n’est pas stable.

o asymptotique stable s'il est stable et § peut étre choisi tel que.

()] < 6= lim [|z(t)]) = 0.
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Définition 13. [14] (stabilité exponentiel) Un point d’équilibre O est exponentiellement stable

s'il existe deux nombres strictement positifs o et A tel que
vt >0, [z@)ll < allz(0)e.

Notez que la stabilité exponentielle implique une stabilité asymptotique. Mais la stabilité asymp-

totique ne garantit pas une stabilité exponentielle.

Définition 14. [14] A une fonction continue scalaire v(x) est dite localement définie positive

si v(0) = 0 et dans une boule Bp,
r#0=v(r) >0,

si v(0) = 0 et que la propriété ci-dessus s’applique a tout I'espace d’état, alors v(x) est dit

globalement positif défini.

Définition 15. [I8] Soit x = 0 un point d’équilibre pour et D C R™ un domaine contenant
x = 0. Soit V : D — R une fonction différentiable telle que

V(0)=0etV(x) >0 dans D — {0}.

V(z) <0 dans D.

Alors, x = 0 est stable, de plus si
V'(z) < 0dans D — {0},

alors x = 0 est asymptotique stable.
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CHAPITRE 2

SUR LA STABILITE EXPONENTIELLE
D’UNE STRUCTURE FLEXIBLE AVEC UN

RETARD CONSTANT

Sommaire
2.1 Positionduprobleme| ... ... ..... ... . ... . . 0 L, 20
2.2 Existence et unicité de la solution du probleme posé| . . . . . ... .. 22
2.3 Stabilité exponentielle|. . . . ... ...... ... . . o oL, 30

@ans ce chapitre nous considérons les vibrations d"un systeme de structure flexible
inhomogene avec un retard interne constant .

Nous présentons dans ce que suite, une méthode habituelle pour traiter ce type de
probléme précisément, la théorie de semi-groupes et la méthode de 1'énergie avec la

fonctionnelle de Lyapunov.

2.1 Position du probléme

Considérons le systeme suivant :

m(x)uy — (P(x)uy + 20(2)ugt)s + dwy + 1y + pu(z,t —79) =0, x€[0,L], t >0,
by — kOrp + nuge + kyw, =0, x€0,L], t >0,

Twy — k3Wyy + kow + k16, + duy, =0, x € [0, L], t > 0.
(2.1)
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2.1. POSITION DU PROBLEME

Avec les conditions initiales et limites suivantes

u(z,0) = up(x), w(z,0)=wui(z), 6(z,0)=06b(x), w(z,0)=wy(z), Vze]l0,L],

u(0,t) = u(L,t) = 60(0,t) = 0(L,t) = w,(0,t) = w,(L,t) =0, Vt>0.
(2.2)

u(x,t) est le déplacement d’une particule a la position € [0, L], et au temps ¢ >
0, 0 et w sont respectivement la températeure d'une corps et le vecteur de micro-
températeure, 7 est le constant de couplage qui réprésente 1'effet de chauffage.

ki, ko, ks, c,d, 7 > 0, m(x),(z), p(x) sont responsables de la structure non uniforme du
corps et respectivement, dénote la masse par unité de longeur de la structure, le coeffi-
cient d’amortissement du matériau interne et une fonction positive liée a la contrainte
agissante sur le corps a un point x. Le terme pu,(z, t — 79) représente le retard constant.
Afin de pouvoir utiliser 1'inégalité de Poincaré pour w, on déduit de la troisieme équa-

tion du systeme (ZI)) et les conditions aux limites

d [* ky [*
— w(z,t)dr + — w(z,t)de =0 Vit >0,
dt J, 7 Jo

ainsi,

L L 4
/ w(z, t)dr = (/ wodx) exp (—kz) V>0,
0 0 T

donc si on pose

1 —t
w(z,t) =w(x,t) — 7 exp (—l@) V>0 ,x €0, L].
T
Alors , (u, u, 0,0, z) satisfait 'equation (2.1 et
L
/ w(x,t)dr =0, vt > 0.
0

Maintenant nous travaillons avec w mais écrivons w pour la simplicité.
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2.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION DU PROBLEME POSE

2.2 Existence et unicité de la solution du probleme posé

Dans cette section nous démontrons 'existence et l'unicite de la solution du sys-
teme (2.I)), en utilisant la théorie des semi-groupes. D’abord, introduisans la nouvelle

variable suivant
2(z, p,t) = u(z,t — p70), x € (0,L),pe(0,1),t>0. (2.3)
On peut vérifier que z satisfait
T02e(x, p,t) + zp(x, p,t) = 0, x € (0,L),p e (0,1),t>0.

Par conséquent, le systeme (2.1)) est équivant a

;

m(z)uy — (p(x)ug + 20(2)ug), + dwy + 10, + pz(z,1,t) =0, t >0,
cty — kO, + nuge + kyw, =0, ¢t >0,

Twy — k3swgy + kow + k10, + duy, =0, t >0,

T02e(x, p,t) + 2p(x, p,t) = 0, x€(0,L),pe (0,1),¢t>0,

u(0,t) = u(L,t) = 0(0,t) = 0(L,t) = w,(0,t) = w,(L,t) =0, Vt>0,

u(z,0) =up(x), w(z,0)=wui(z), 6(z,0)==60(x), w(z,0)=we(r), Vrel0,L],

| 2(2,0,t) = w(x,t), x€[0,L], t>0.
(2.4)

Ensuite, on définie la fonction vectorielle U = (u,v,6,w, )T et on pose v = u;, donc

le systeme (2.4) s’écrit sous la forme

Ut)+(A+BU@{#)=0 t>0, 25)
U(O) =Up = (Uo,ul,(go,wo,zo), '

ot 'opérateur A : D(A) — H est définie par

— U
1 I 1]
_ T 25 T 9 - d x ’ 17t
) (P )te - 28(@)ve —nf —dw)e+ Zse(e 1,0+ s
1
AU = —(=hra + e + by |
&
1
;(—kgwm—kkgw + k16, + duy,)
@
70
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2.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION DU PROBLEME POSE

et 'opérateur B : D(B) — H est définie par

0
—v
11|
BU = ——
m(@) |
0
0

Nous considérons les espaces suivantes
H := Hy(0.L) x [L*(0.L)]* x L2(0.L) x L*((0.L) x (0.1)),

avec

H2(0.L) = {w € HX0.L) ,w,(L) = w,(0) =0},

Lf(o.L):{weHOL /OLw }

Et le domaine de .A donné par

D(A) = UeH|ue H*(0.L)NnHy(0.L), v € HY(0.L), § € H*(0.L),
N we L20.0) N H2(0.), 2,2, € L2((0.1) x (0.1)), 2(2,0) = u(x) |

et D(A) est dense dans H.

On muni 'espace H du produit scalaire , avec U = (u,v,0,w,2)",U = (a,v 0,0, HT

L L L
(U, Uy = / p(x)ugtzdr + | m(z)vodr + c/ 00dx
0 0 0

L L 1
+ 7‘/ wwdx + 7o ] / / zzdpdz.
0 0 Jo

Théoreme 2.1. Soit Uy € H, alors il existe une solution unique U € (R*,H) du
probleme ([Z5). Si Uy € D(A), alors U € C*(R*,H) N C(R™, D(A)).

Démonstration. Nous prouvons que A est monotone, pour tout U € D(A) et en utili-

sant le produit scalaire
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2.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION DU PROBLEME POSE

WAL Ui = /0 p(@)(—v)stizdz +/0 m(x) {-%((p(x)ux + 26(x)v, — 1 — dw),
Lz Xz |L|U v Xz C Ll _ U w T
+m(x) ( ,1,t)+m(x) ) 1d + /O C[ kOyy + nigy + kyw,]0d

L L 1
1 1
+ 7’/ —(—k3wgy + kow + k10, + dug, )wdx + 1o|p] / / —2z,zdpdz.
0 o Jo 70

T

Par l'integration par partie et les conditions limites

L L
—/ P(Uﬁ)%uxdw:/ p(z)vugde
OL 0 .
_2/ 5(x)vvmdx:2/ §(z)vide
0 0

L L
—/ n@xvdzvz/ nOu,dx
0 0
L L
—/ dwzvdx:/ dwuy,dx
0

0
L 1 Ll Ll
il [ [ oo = lul [ 52210~ ) [ e en)de
0 0 0 2 0 2

et on utilise I'inégalité de Young sur le quatriéme terme

r ul [* ul [* o,
—/ pz(z, 1, t)vde < —/ 2%(x,1,t)dx + —/ v (z,t)dz,
0 2 Jo 2 Jo

ce qui implique que

- el [* ll ("
/ pz(z, 1, tvde > —— [ 2*(z,1,t)dr — —/ v*(x,t)dz,
0 2 Jo 2 Jo

donc

L L L L
(AU, U)y = 2/ S(z)vide + k/ 02dx + kg/ w?dx + kg/ widx > 0. (2.6)
0 0 0 0

Alors A est monotone.
Ainsi, prouve que l'opérateur A est maximal, nous prouvons que Z + A est surjictif.

Etant donné G = (g1, g2, 93, 94, 95)" € H, il montre que il existe U € D(A), tel que

(T + AU =G. 2.7)
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2.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION DU PROBLEME POSE

L'équation (7)) est équivalente a

(

—v+u=g € H)(0,L),

_k‘gxx + nv, + klwax +cl = Cgs € L2(07 L)a

—kswWay + kow + k10, + dug, + 7w = 794 € L2(0, L),

Zp + 702 = Tog5 € LQ((07L> X (07 1))

\

D’apres 1’équation (2.8]); on obtient
U =v+ g1,

etona

2(2,0,t) = u(zx, t),

a partir de (2.8))5 nous avons

zp(gs, p,t) = —1oz(x, p,t) + T09s,

on obtient

p

2(z, p,t) = u(x)e ™ — e ™Pg + ToeTop/ e ™%gs(z, s)ds,
0

et on remplace (2.9) et (2.10) dans (2:8))2, (Z.8)3, (284

— (p(z)uy + 20(2)uy — b — dw), + fiu = hy € L*(0, L),
— KOy + g + kyw, + ¢ = hy € L*(0, L),

— kywyy + kow + k10, + du, + 7w = hy € L(0, L).

Avec

70

fi = p| +m(z) + pe™™,
1

hy = (i — 26(z))g1 + m(x)gs — |p|Toe™™ / e™%gs(x, 5)ds,
0

h2 = €93 + NG1x»

hs = 794 + dgi5.

—(p(@)uz + 26(x)ve — 0 — dw)s + pz(z, 1,8) + (lul + m(2))v = m(z)g: € L*(0, L),

(2.8)

(2.9)

(2.10)

2.11)
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2.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION DU PROBLEME POSE

La formule variationnelle correspondante a (Z-I1]) est donnée par

B((u,0,w), (@,0,w)) = F(a,0,), (2.12)

ou B : [Hy(0.L) x L*(0.L) x L2(0.L)]*> — R est la forme bilinéaire définie par
) L

B((u, 0,w), (u,0,w)) :/0 [(p(z) + 20(x))uy — nb — dw]u,dx + / futde

0

L L L
+ k/ 0,0,dx — 7]/ ub,dx — kq / w,dx
0 0 0

L L
+ ks / W dx + (ko + 7) / wwdz
0 0

L L
+ k‘l/ 0, wdx — d/ uw,der,
0 0

et F: Hy(0.L) x L*(0.L) x L?(0.L) — R est la forme linéaire définie par
) L L L
0 0 0
Maintenant, pour V = HJ(0.L) x L*(0.L) x L?(0.L) équipé de la norme
1w, 0, w) 5 = [lullz + luall3 + w2 + 116

On peut appliquer le théoreme de Lax-Milgram, sur I'espace V pour la forme bilinéaire

B((u,0,w), (ii,0,w)) et la forme linéaire F(i, 4, 0).

1. B continue : .
|B((u, 6, w), i,0,0)) |—‘/ x) + 26( ))x—nﬁ—dw]amdx—l—ﬂ/ uudx
0

L L
+ k/ 0,0,dx — 7}/ ub,dx — kl/ wl,dx
0 0 0

L L
+ kg/ W W dx + (ko + 7) / wwdx
0 0

L L
+ kl/ 0, wdx — d/ uu?xdx|,
0 0

on utilise I'intégalité de Cauchy-Shwartz, on obtient
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2.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION DU PROBLEME POSE

|B((u,0,w), (@0, @))| =(p(x) + 26(2)) 1wzl @02 = nll0]l2]l@ells — dljwlls]|]l,
+ fllullal@lls + El0.ll21102ll2 = nllwllallfalls = killwll2]162]l2
+ ksllwall2l|wall2 + (k2 + ) lwll2l@]l2 + K1 [l6x]]2]|w]l2

— dljulla][]5

<max{(p(x) +26(x)), n, d, fi, k, k1, ks, (k2 + 7)}
(Jullz + lluell2 + [lwll2 + 16x]]2)
(lalls + Naalle + ol + 16:]2)

<Cl(u, 8,w) v | (@6, @)|v.

2. Best coercive :

}B«wawxwﬂmm\=A<mm+a&mnmm%x+A

L

L
MMWM+k/'Wm%x
0
L L
+@/‘MHWM+@a+ﬂ/"mm%x
0 0
>C|(u, 0, w)||?.
3. F est continue :
3 L L L
|F(a,8,9)| =| / hyudz +/ hofdz +/ hawdz |
0 0 0
1
Zkﬂ—%ﬁﬂm+m@MrﬁMm€m/6“%@£Mﬁﬂ
0
+ (cgs + 7791:1:)9~ + (794 + dglx)w‘
1
ﬂﬂ—%@mmmmm+m@Wmem—mm€W/6“%@£Mﬂ%z
0
T cllgsllallflls + llgre 2l + Tlgallaldllz + dllgrelall]s
1
S max {m(x) H92H27 (IEL - 25(‘1;)) ||gl ||27 _|IU’|7-06_TO / 670895(‘7:7 S)d87 c,n,T, d}
0

(lallz + Naallz + 19:ll2 + I]l)
<C(l|allz + [[tall2 + 162]l2 + l@]2)

<C||(@, 0, )]y

Par conséquence, B est bilinéaire continue et coercive sur V' et F' linéaire continue

sur V. D’apres le théoreme de Lax-Miligram on conclue que le systeme (2.11]) a une
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solution unique (u, v, 0,w, 2)T € V tel que

we€ Hy0,L), 6¢cL*0,L), we L0,L).

De (2.9), on déduit
v e Hy(0,L).

Maintenant, si (f,w) = (0,0) € L*(0, L) x L2(0, L) alors 1'équation (Z1) se réduit a

/
/

L
) +20(z))u, —nb — dw], adx + / fuuda
0
hiudz,
c’est
[(p(z) + 26(2))us], =m0 + dw, + fiu — hy € L*(0, L).

Par conséquente, par la théorie de régularité pour 1’équation elliptique linéaire, il s’en-
suite que

u € Hy(0,L)N H*(0,L).
De méme manilre, si (@,0) = (0,0) € HL(0,L) x L*(0,L), alors '’équation (ZI1)) se
réduit a

L L L L
kg/ W, W dx + (kg + 7) / wwdx + ky / 0, wdx — d/ udx
0 0 0 0

L
= / hg’LT]dSE,
0

kswey = (kg + T)w + k10, + du, — hs € L*(0, L),

C’est

alors, il suive que fOL wdx = 0, et on obtient
w e L2(0,L) N H*(0, L).
De plus, est également vrai pour tout ¢ € C''([0, L]) C L%(0, L), par conséquent on a

L L L L
kg/ Wyp¢dx + (ko + 7) / wodx + ky / 0,pdx — d/ ugdw
0 0 0 0

L
= / h3¢d$,
0
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I'intégration par partie donne
wy(L)$(L) = wa(0)6(0) =0, V¢ € C*([0, L)),

par conséquent

w,(L) = w,(0) =0,

donc

w e L2(0,L) N H(0, L).

Maintenant, si (@, w) =0 € H}(0,L) x L(0, L), alors 1’équation (ZI1]) se réduit a
L L L L
k/ 0,0,.dx — 7}/ wl,dr — kl/ wl,dx = / hofdzx,
0 0 0 0

—kOpp = hy — qu, — kyw, € L*(0, L).

C’est

Ensuite, nous obtenons

0 € H*(0,L).

Par conséquent, il existe une unique solution U € D(A) tel que I'équation satis-
faite.

Par conséquent, A un opérateur maximale monotone. Alors D(.A) est dense dans H.
D’autre part, l'opérateur B est lipschitzien continu, par conséquent A + B est un géné-
rateur infinitésimal de contraction linéaire C semi-groupe sur H.

Par le théoreme de Lumer-Philips le probleme (2.4) a une solution unique .
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2.3 Stabilité exponentielle

Dans cette section, nous allons utiliser la méthode des multiplicateurs pour dé-
montrer la stabilité exponentielle du systeme (2.4)), le principe de cette méthode est de
construire une nouvelle fonctionnelle, dite fonctionnelle de Lyapunov, équivalente a
I"énergie classique. Nous commengons d’abord, par la construction de quelques lemmes

utiles pour la suite de ce chapitre.

Lemme 2.1. [12]] Soit h € H}(0, L) alors

L L L2
/ |h|?dx < E/ \hg|*dz, (==, (2.13)
0 0

2
Lemme 2.2. [, [11] Soit (u,u,0,w, z) la solution du systeme (2.1) — (Z2)) avec une don-
née initiale en D(A), alors pour tout t > 0 il existe une suite de nombres reéls, notée par

& €10,L),ie{l,...,6} telle que

[ verzar=pien [(war. [Tt =mie) / 2
[ e =me) [Cwar, [Cstntar=se [ ata
/5 udsc—5(§5)/ W2dz, /5 utdx—é(&;)/o W2, dz.

Lemme 2.3. Soit (u,u:, 8, w, z) la solution du systeme (21]) — (22, alors I'énergie fonction-
nelle définie par

1 L L
E(t) =5 {/ p)uide + [ m(z)uide +/ cf*dzx +/ Tw*dx
0 0

+Iu|/ / zQ(x,p,t)dpdx],
0 0

L L L L
E'(t) < —c’/ urdr — k’g/ w?dz — kg/ w2dr — k:/ 02dx
0 0 0 0 (2.15)

r_ 99(&)
_2€

(2.14)

satisfait

ol ¢

— |pl.

Démonstration. En multipliant (2.4]),, (2.4),, (2.4))3 par w, 8, w respectivement et integer

sur (0, L) par l'integrations par parties et les conditions limites, on obtient
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L L
/ m(x uttutdx—/ (p(x )ux+2(5(a:)uxt)xutdx+/ dwxutda:—i—/ N0, udx
0 0
/ pugz(z, 1, t)de = 0,

0
1d
2dt J,

L
+/ pugz(z, 1,t)de = 0,
0

1d T 1t L L L L
il {/ m(z)u?dz +/ p(x)uidm} + 2/ §(z)ut,dr — d/ Wiz dr — n/ Oupda
2dt [ Jo 0 0 0 0

L
+/ pugz(z, 1, t)de = 0,
0

I'équation (2.4)); est donne

L L L L
/ ch.0dx — / kO,.0dx + / Nug0dxr + / kiw,0dxr =0
0 0 0 0

L L
——c/ 0*dr — / 02dx +?7/ Ugfdr — kl/ wyl0dr =0
2 di ;

de méme pour I'équation (2.4); donne

L L L L L
/ Twywdr — / kswgp,wdr + / kowwdx + / k10,wdx + / duywdr =0
0 0 0 0 0

1d L L L L L
——7'/ wdx — k3/ widx + kg/ widx + ky Ow,dx + d/ ugwdr =0
2dt Jy 0 0 0 0

L L L L L
m(z)uldx —/ p(x)upude — 2/ d(2)vppupde +/ dwudx +/ Nl udx
0 0 0 0

par l’addition

1d L L
—— (/ z)u d:v—l—/ m(x d:c—l—/ c@zdm—/ TU)QdQ})
L L L
= —2/ §(z)ui dr — k / w dx—kg/ widx—k/ Hid:r—,u/ wz(z, 1, t)dx
0 0 0 0

(2.16)
Maintenant, en (2.4]), multipliant par |u|z, en intégrant le produit sur (0, L) x (0,1) et

en rappelant que z(x,0,t) = u(x,t), donne

To2(2,0,t) + 2,(z, p,t) =0

/ / || T2z () py t dpdaH—/ / || T2z, (2, p, t)dpdr = 0

|M’ / / (z, p,t)dpdx = —M / (z,1,t)der + — W utdx. (2.17)
T 2 /o
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Maintenant, une combinaison de (2.16)) et (2.17) donne

L L L L L
E'(t) = —2/ §(z)u2,dr — k’2/ w?dz — kg/ w2dz — k;/ 02dx —/ puz(z, 1,t)de
0 0 0
L
_M/ (2.1.8)d Iu\/
2 Jo

En utilisant 'inégalité de Young et de Cauchy-Schwartz, nous avons

(2.18)

L u o[ u [t
- / pugz(z, 1, t)de < —/ 22(x,1,t)dx + —/ uldz. (2.19)
0 2 Jo 2 Jo

Substitution de (2.19), et en utilisant (2.1)) et (2.2) donne

L L L L L
E'(t) < —2/ §(z)ut,dr — kg/ w?dz — kg/ widx — k/ 02dx + g/ 2(z,1,t)dz
0 0 0 0 0

L L
p ] ]

0 0

L L L L L
< —2/ §(z)ui,dr — k‘g/ w?dx — k:3/ wrdr — k:/ 02dx + |,u|/ uidz
0 0 0 0 0
L 5( ) L L L L
< —2/ —udx — ]{?2/ widz — k:g/ w?dr — k/ 02dz + |p| / wdx
o ¢ 0 0 0 0

L L L 92§ L
< —/{:2/ w?dz — kg/ w2dr —k [ 02dr — (# + \,u])/ uidz
0 0 0

0

L L L L
< —kz/ w?dz — kg/ w2dz — k/ 02dx — c’/ uidr < 0.
0 0 0 0

O
Lemme 2.4. Soit (u,w;,0,w, z) la solution du systeme (2.4]), donc la fonctionnelle
L
L) = / (6(2 )2 + m(x)ugw)dz. (2.20)
0
satisfait, pour tout &1 > 0
L2 MQ L L n
L) < —(p(E)) — (n+ d)er — —2—)/ 2 + m(gz)/ 2qe + L 02dx
2 Jo 0 ia 221
L (2.21)

d L
+— w2dx+52/ 22(x,1,t)dx.
461 0 0

Démonstration. Différencier I; par rapport a ¢, et en utilisant 1’équation (27)); et les

conditions initiales, on a

L L
I(t) = —/ 2d$+/ m(z)uidr — 77/ 9xud$—d/ uwxdx—,u/ uz(x,1,t)dz.
0 0
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2.3. STABILITE EXPONENTIELLE

Par I'inégalité de Young et l'integration par partie et les conditions limites

L L L —_—
—n/ O, udx = 7]/ Ou,dz < 7761/ uidx + —/ 6*dz,
0 0 0 de1 Jo

L L L d [t
—d/ wwydr = d/ uywdr < de; / de + — w2d:c, (2.22)
0 0 0 deq
L L y L
—/ puz(z, 1, t)de < ueg/ 2(z,1,t)de + — u?dz,
0 0 des Jo
on conclure (2.21)). O

Lemme 2.5. Soit (u,u;,0,w, z) la solution du systeme (2.4]), donc la fonctionnelle

I = Tc/OL 0 (/0 w(y)dy) dz, (2.23)

satisfait, pour tout e > 0

L L

L 1 ] .
L(t) < (=kic+ 352)/ 0*dr + — dx 4+ — 92d 4+ idx
0 2e9 4eq £9 (2.24)

L
+ (k1T + 289c + ) / w?dz.
0

Démonstration. Prenant la dérivée de (2Z23) par rapport a ¢, et en utilisant (24, et

(Z4)3, nous trouvons

L T L T
1(t) = [k = ( / w(y)dy) dr—n [ ( [ wt >dy) da
o o 0
—kl/ Wy </ w(y)d > } |:k’3/ ( Wyy (Y dy) dz
0 0 0
L T L
—k2/9</ w(y)dy)dx—k1/0</ >dx
0 0 0 0
L T
—d/ 0 (/ utydy> dx} ,
0 0
pour l'integration par partie et le fait que fOL w(z)dz = 0 donner
L L L
L(t) =T (—k/ wadzc—i—n/ uwdx + kl/ w2dx)
o o o
+c <k3/ fw,dr — kg/ 6 (/ w(y)dy> dz (2.25)
o o 0
—kl/ 0%dx — d/ Hutdm) ,
0 0
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2.3. STABILITE EXPONENTIELLE

d’apres I'inégalité de Young

L L
0, wdxr < —/ 02dx + c’fg/ w?dw,
0

/ 52
L L
/ wwdr < — / urdr + c’@/ w?dr,
0 €2 Jo 0
L L L
k / Ow < / w2dz + & / 6*dx,
"o 452 “o
L L L
d/ Oudr < — / urdr + §2/ 0*du,
0 0 0
L L
0(/ w( )dx<§2/ 62dx+c'/ wide.
0 0

A partir de (ZZ3)) et (ZZ0), nous allons (Z24).

n

Lemme 2.6. Soit (u,u, 0, w, z) la solution du systeme (24]), donc la fonctionnelle

L 1
t):= 7'0/ / e ™22 (z, p, t)dpda,
0 Jo

satisfaite, pour une constante positive my,

L L gl L
L(t) < — mo(/ 22(z,1,t)dx + 7'0/ / 2(z, p,t)dpdz) + / urdz.
0 o Jo 0

Démonstration. En différenciant I3 par rapport a ¢, nous obtenons

L f1
I(t) = 2/ / Toe P2z (x, p, t)dpdx
o Jo

en utilisant la derniere équation de (24)), on obtient

L
(1) = — 2/ / e Pzz,(x, p,t)dpdx
o Jo

L
_ —/ (o22(z, 1,4) — 22(z, 0, )] dz
0

L 1
— / / Toe” ™ 2% (x, p, t)dpda.
o Jo

En utilisant le fait que z(z,0,t) = w(z,t) ete™™ < e 7" < 1, nous obtenons (2.28).

(2.26)

(2.27)

(2.28)

]

Ensuite, nous définissons la fonctionnelle de Lyapunov L et montrons qu’il équi-

vaut a I’énergie fonctionnelle

®. Aleksandr Mikhailovitch Lyapunov ( 1857-1918) est un mathématicien russe. Il a apporté une

grande contribution a I'analyse de la stabilité des systémes dynamiques (linéaires ou non).
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2.3. STABILITE EXPONENTIELLE

Lemme 2.7. Pour N suffisamment grand, la fonction définie par
L(t) == NE(t) + I,(t) + N1 Io(t) + Naol5(t), (2.29)

avec N, Ny, Ny sont des nombres réels positives a choisir de maniere appropriée ultérieuremet,
satisfait

'E(t) < L(t) < GE(t), V>0, (2.30)
oiL ¢y et ¢, sont des constantes positives.

Démonstration. Nous démontrons que la fonctionnelle de Lyapunov est équivalent a la

fonction d’énergie, on a
g(t) = ]1(t) + N1[2<t) + NQIg(t),

ensuite

ys@ngwaéLe@@)(AZMuwQOImy%AL@@ﬁ@MHwn@nmem

L gl
+ No1p / / e ™22 (x, p,t)dpdx
o Jo

L 1 L L 1 L
§/ 5(3(;)%26—1-—/ m(x)qum—i-Nchl/ \9(t,x)w(t,y)]dx+§/ m(z)uidr
0 0
+N2T0/ / (z, p,t)dpdx
3(2)]|oc 4 ~ [*
/ m(z)uide + ———= [ot)l / p(z)uidr + ()] / p(z)udz
x 0o,
Nycl Nyrel [* bt
+ 127—6 / 0*dx + 127—6 / w2(t,y)d$+N27-0/ / 2*(z, p, t)dpda.
0 0 o Jo

</ E(t).

tels que A = inf ,etd > 0.
quer = inf {p(a)}. ete
Conséquence,

£(t) = NE(t)] < ¢E(?),

qui rendements

(N —)E(t) < L(t) < (N + )E(t).

Choisir N assez large, nous obtenons une estimation (2.30). O
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2.3. STABILITE EXPONENTIELLE

Théoreme 2.2. Soit (u,u, 0, w, z) la solution du systeme (Z1]) — (Z2), alors I'énergie
E satisfait pour tout t > 0
E(t) < cie™,

oil ¢y et ¢y sont des constantes positives.

Démonstration. En prenant en compte (2.13)), (2.21]), (2.24), (2.28)), nous obtenons

L
<N(—c/ \uf|dm—k2/ |w?|dx — k /|w2]dx— /]6’5|dx>
0

—(ple) - (n+d)61—— / 2]dz + mi(E) / 2| da

0

n 2 d L 2 L 2
— Qd — wd 1,t)d
+481 “451 x+s2/ (z,1,t)dzx

+ N ((—klc—l—Sag)/ 0*dx + —/ |u?|dx + —/ 62dx
0
2 1 w?
+ (k1T + 2e9¢ + ¢ ) wdr + — I “dx
+ Ny (—mo(/ (2,1, t)dz + 7'0/ / (x, p,t)dpdx) + / dx)
0
/ Ny 2
< N+ 5= +m(&) + N |Ut|dx
282 0
A

2 L
p(E) + (0 + d)es — ‘;—ﬁ} / 02 |da
T (

d L
—Nky + Ny (ki + 2e9¢ + ) —I——}/ widz

461
L L
N
+ Ny (—kic+ 3ey) + —- / 0%dz + { —Nk + —~ / 02dx
4.51 0 452 0
L N L
‘|—{€2 —moNg}/ 22($,1,t)d13+ N]f3—|—— / U}idl’
0 462 0
L 1
+ NngTO/ / 22(z, p,t)dpda.
o Jo
Dans cette point, on choisit ¢; et €5 et p plus petits tels que
lu? 0
—p(&) + (n+d)er — gi <0, —kic+3e2<0, = 2% — || >0,
2

alors, on choisit V; et N, assez grand tels que

Ui
Ny(—k 3 — <0,
( 1€+ 82)+4€1
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2.3. STABILITE EXPONENTIELLE

et

Eg — m0N2 < 0.

Pour N; et N, fixes, ensuite on choisir N assez grands pour que

N
—NE + =+ m(&) + Ny <0,
282

d
—ng + Nl(le + 2820/ + C/) +— < 0,

481
N
~Nk+— <0,
462
N
~Nks + — <0.
462
Finalement, on a
L'(t) < —cE(t), Vt>D0. (2.31)
Une combinaison de (2.30) et (2.31)) donne
L'(t) < —cL(t), Vt>0, (2.32)

oll ¢; = ¢/c, une simple intégration de (2.32)) sur [0, t] donne
AE{t) < L(t) < L'(0)e " Vt>0.

Ainsi, ¢, = £(0)/¢] que termine la preuve. O
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CHAPITRE 3

SUR LA STABILITE EXPONENTIELLE
D’UN SYSTEME
POROUS-THERMOELASTIQUE AVEC UN

RETARD CONSTANT

Sommaire
3.1 Présentation du probleme|. . . . ... ... ... ... ... 00 L. 38
3.2 Existence et d'unicité delasolution| . . . . .. ... ........... 40
3.3 Stabilité exponentielle]. . . . . ... ..... ... .. . 0 0 L. 41

£e but de ce chapitre, est d’étudier 1'existence, 'unicité et la stabilité exponentielle

de la solution d’un systeme thermo-élastique avec un retard constant.

3.1 Présentation du probleme

on considéré le systéme

(

Uy = Mgy + bYy — V0y + Py, x € [0,1], t >0,

JYu = 0Ypy — by — Ey — dog + mb — 1y — oye(z,t — s), x €10,1], t >0, 31)
:‘iet = l@m — YU — MYt — kl@x; T € [0, 1], t > 0,

a0 = —k10, — dy,, v €10,1], t>0.
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3.1. PRESENTATION DU PROBLEME

Ce systeme est muni des conditions initiales comme suit

u(x,0) = uo(x) , u(x,0) = ui(x) ,y(x,0) = yo(z),
yt(ZE,O) = yl(x) ,Q([E,O) = QO(:E) ,9($,O) = eﬂ(ﬁ)’

vz € [0,1],

et des conditions aux limites
uw(0,t) = u(1,t) = y.(0,t) = y.(1,2) = 0,(0,¢t) = 6,(1,t) =0,

Q(Ovt) = Q(lvt) = y(O,t) = y(lat) = H(O’t) = 9(17t) =0,

vt > 0.

ol ug, U1, Yo, Y1, fo, 00, sont des fonctions donnés .

(3.2)

(3.3)

u est le déplacement transversal de la poutre , y est I’angle de rotation , la fonction ¢

est la différence de temperature , p = o(z, t) est le flux de la chaleur ,

etp, p,b,J,0,€,7,8,d, k, ki,c,m,l > 0, le terme nyy;(z, t—s) représente le retard constant.

Afin de pouvoir utiliser 'inégalité de Poincaré pour o, d’apres (B.I)), et les condi-

tions aux limites on a

1
dt Jy

dong, en résolvant (3.4) et en utilisant les données initiales de o, nous obtenons

/01 o(z,t)dx = /01 oo(z)dz,

par conséquent, si nous mettons

o(z,t)dx = 0,

o(z,t) = o(x,t) — /o 0o(z)dz,

ona
1
/ o(z,t)de =0, Vt>0.
0

Substituer pour obtenir que (u, y, 0, g, x)” satisfait (3.1) pardonné comme

1
09 = 00 — / oo(x)dz,
0

pour tous ¢ > 0.

Maintenant nous travaillons avec ¢ mais écrivons g pour la simplicité.

(3.4)

(3.5)

(3.6)
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3.2. EXISTENCE ET D’UNICITE DE LA SOLUTION

3.2 Existence et d’unicité de la solution

Dans cette section, en utilisant le théoreme de Hille-Yosida, nous démontrons

I'existence et 'unicite de la solution du systeme (3.1

Tout d’abord, on utilise le changement de variable suivant
X(z, @, t) =y(z,t — sw),
alors nous obtenons
SXt(xa w, t) = _Xw<:[;7 w, t)?

X(x,0,t) = y(x,t).
Par conséquent, le probléme est écrite comme suit

p
PUy = UUgy + by:c - ’Yezt + /Butl‘l‘u

/{et - lezx — YUtz — MYy — kl@:{:?

aor = —ki10y — dyg,

\ sxi(z, @, s,t) = —Xw(z, @, 8,1),

ot (z,4) € (0,1) x (0, 00).

Avec les conditions initiales et les conditions aux limites

.

:L‘,O) = UO(:E) >ut(x70) = ul(x) ,y(l’,O) = y()(l’),

x(x,0,t) = yi(x, 1), z € (0,1), t > 0.

\

Soit I'espaces de Hilbert suivant

H := H)(0.L) x L*(0.L) x H}(0.L) x L*(0.L) x L*((0,1) x (0, 1)),

tels que U = (u,y,0, 0, x)".

Ensuite, le résultat de 1'unicité est donné par la proposition suivante

Jyn = 0Yzz — by — &y — dog, +mb — iy — nax(x, 1, 1),

(
o(z,0) = 0o(z) ,0(x,0) = Og(x) ,ys(x,0) = y1(x),
u(()?t) = u(lat) = y:p(ovt) = yx(l,t) 9m<07t) = ez(lat) =0,
y(O,t) = y<1’t) = Q(O,t) = 9<1’t) = Q(Ovt) = Q(Lt) =0,

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)
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3.3. STABILITE EXPONENTIELLE

Proposition 3.1. [6] Soit Uy € H, alors il existe une solution unique U € (R, H)
du probleme ([B9). De plus, si Uy € D(A), alors U = (u,y,0,0,x)T € C*(R*,H) N
C(R*, D(A)).

3.3 Stabilité exponentielle

Dans cette section, nous prouvons le résultat de la stabilité exponentielle de la so-

lution de systeme (3.1)-(3.3). En utilisant la technique de multiplicateur

Lemme 3.1. Soit (u,y, 8, o, x) la solution du systéme , alors I'énergie fonctionnelle défnie

par
1
E(t) = 5 / [pu? + pu? + Jyi + 6y> + £y + kb + ap® + 2bu,yld
0 Lo (3.11)
1
+ —/ / s|n2|x?(z, @, t)dw du.
2Jo Jo
Satisfaite
1 1 1
B0 =1 [ 025 [ utdo— (el [ oide
0 0 0 (3.12)

1 1 1
< —l/ 02dx — B/ u dr — 770/ y?dr <0,
0 0 0

Démonstration. En multipliant les équations (39);, (39)., BI)s, B9)4 par ue, y:, 60, 0

respectivement et en intégrant sur (0,1) en utilisant l'intégration par partie et grace

oitny = n1 — 2| > 0.

aux conditions aux limites, on obtient

1 1
/ purugdr = / Ut [y + bYy — YOz + Py |de,
0 0

1d [! 1d

L L L L (3.13)
ST i pu?dx:—§a i ,uuidx—/o byumdx—y/o 9$utdx—/0 Bu? dz,

équation (3.9), donne

1 1
/ Jyryp doe = / Yt [0Yza — bty — Ey — doy +mb — m1ye — noyex (v, 1,1)] de,
0 0
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3.3. STABILITE EXPONENTIELLE

ce qui implique que

1ad [t , 1ad [, ) !
ST Jy;dx = 3 dy,dz —5% fy de —b [ yu,der+m Qytdx
0 0 0
) X L (3.14)
— d/ 0.y dx — 7]1/ yZdr — 772/ yx(x, 1, t)dz.
0 0 0
De méme fagon I'équation (3.9))3 donne
1 1
/ k00, dx = / 0110, — YU — my, — ky0.] dz,
» ‘ Y . , . (3.15)
/i@zd:c = —l/ Hidac + 'y/ O, udr — m Oy dr — kl/ fo.dx.
2dt 0 0 0 0
Le méme maniére pour I'équation (3.9)4
1 1
/ agodr = / o[—kiby — dys,] dz,
L4 0. o L (3.16)
ST i ap’dr = k:l/o Ao, dx + d/o Yrodr.
Par I’addition
1d [*
55/ [pu? + pu? + Jy? + 02 + &y + k6? + ap® + 2bu,y|dr
" 1 1 1
—l—ﬂ/ ur dr + l/ 02dx +m / yrda (3.17)
0 0 0

1
+172/ yx(x, 1, t)dx = 0.
0

Maintenant, en multipliant (3:9); par ||y, et en intégrant le produit sur (0,1) x (0,1)
et en rappelant que 2(z,0,t) = y(z,t), donne

/ / s|na|xxi(z, @ t)d’U_Jdl’—i—/ / 172X Xw (7, @, t) dewdx = 0,

th/ / s|ne|x?(z, @, t) dow do

_/ / ‘772|XXw(x>wat)>dex
0 0

1 1 1 d )

:—5/0 /0 |772|%X (x,w,t)dwdx (3.18)
e 2 2

=5 | mle0.0 ~ ¢ 1) do

1! 1!
—5 [ telado =5 [ e 1,0 do
0 0




3.3. STABILITE EXPONENTIELLE

en utilisant I'inégalité de Young et de Cauchy-Schwartz, nous avons

1

1 1
772/ yx(z, 1, t)de < @/ X2(x, 1,t)dz + 2 yfdx.
0 2 Jo 2 Jo

De 3100, (317) et (B18), nous obtenons

1 1 1
LB < / Pdr — / 2.z — (m — na)) / Jida,
dt 0 0 0

puis, supposons que 17, > 12|, 319 > 0 de sorte que

d 1 1 1
—E(t) < —l/ 02dr — B | uldx — 770/ y2dz.
dt 0 0 0

Lemme 3.2. Soit (u,y,0, o, x) la solution du systeme (3.9), donc la fonctionnelle

1

1
d
Fy(t) = / (pue + Jyye)da + 5 / yPda — k“ yodz,
0

1

u 5 [ ¢ 1
Fl(t) < ——/ uidav——/ y2da — —/ yzdx—%/ uzydz
2 Jo 2 Jo 2 Jo 0
1 1 1
+c/ Hidm—i—c/ ufwdx—kc/ y2da
0 0 0

1
+ c/ nax*(z,1,t)dw.
0

satisfaite

(3.19)

(3.20)

(3.21)

Démonstration. Différencier F; par rapport a ¢, ensuite calcul direct a 'aide de l'inté-

gration par partie, nous obtenons

1 1 1 1
Fi(t) :p/ urdr — ,u/ uidr — b/ uyydr — fy/ uf dx
0 0 0 0

1 1 1 1
— B | ugu,dr + J/ y2da — (5/ y2da — b/ uzyde
0 0 0 0

1 1 1
¢ / dex+m / yoda — / myx(rc,l,t)dx

dl d
+ — ny dx + —/ Yugdr + — m yytdx — —/ Oy, dex.

ki ki

(3.22)
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3.3. STABILITE EXPONENTIELLE

En utilisant 'inégalité de Young et de Poincaré, nous avons

1
—6/ UpUppdr < = / U dx—l——/ umdx

dl
2dx + —/ 62dz,

0.de < 2
kL y v

m/ y@dm<§

o
v
&y yumdx / 2dx+— lufxdx, (3.23)
A
A
|

Qde

B
yytdx yAdo + / Jde,
2dx

dm
/ |772|yX (ZL‘,l,S t dz < 5 / |X lL‘,l,S t)d

e
/
/ Oydr < = [ 62dx + 5/

Par conséquent, nous obtenons (3.21) . O

8
£

Lemme 3.3. Soit (u,y,0, 0, x) la solution du systeme (3.9), donc la fonctionnelle

= —om/ / y)dydz,

satisfaite

. 1 1 1
Fy(t) < — 17 i 2d$+c/0 yfdx—i—c/o Hde—l—c/O uz dz. (3.24)

Démonstration. Différenciation de F; par rapport a ¢, et d’utilisant I'intégration par par-

tie et (3.10)), nous obtenons
1
Fy(t) = —kla/ o*dz + la ngdx — fya/ ugodx
0
+ma/ yt/ dyda:+k1/-€/ 6%dz (3.25)

0

+dli/ Oy, dex.
0
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3.3. STABILITE EXPONENTIELLE

En utilisant 'inégalité de Cauchy -Schwartz, Young et Poincaré

1 3 / 1
al/ O.o0dx < —/ o*dz + / 62dz,
0 2/{10{ 0

1 1 30/ 1
—(w/ uode < — Q2d$+ / u? dr,
0

2/'4}10(

k 0 /1 2/ L (3.26)
ma/ yt/ y)dydr < e o*dx + / y2da,
6 Jo 2r10 J
E 1 C/ 1
dr / Oyda < — / 02dr + — / yrdr.
0 2 Jo 2 Jo
Ainsi, nous obtenons (3.24). O
Lemme 3.4. Soit (u,y,9, 0, x) la solution du systeme (3.9), donc la fonctionnelle
1 1
t):= s/ / e **x*(z, @, t) dw dz,
0o Jo
satisfait
1 1 1
F3(t) < —773/ / 3X2(:U,w,t)dwdx+/ yZda
0 70 . 0 (3.27)
_775/ XQ(Z',l,t)diL',
0
ol N3 > 0.

Démonstration. Différenciation de F; par rapport a ¢, et d’utilisation (Z:J); pour obtenir

/ / “xxi(x,w, t)dwdx
——2/ / X Xw(x, @, t)dwdx
(3.28)

—/ / se P\ (x, w, t)dwdz
o Jo

— /0 [e_SXQ(I, 1,t) — x*(z,0, t)} dzx.

En utilisant x(z,0,t) = y;(x, t) et par le fait que e™* < e™*% < 1, pour tout 0 < w < 1,

1,1
=— / / se 57\ (x, w, t)dwdx
0 /0 (3.29)

1 1
- [ e [,
0 0

on conclure (3.27). O

ona
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3.3. STABILITE EXPONENTIELLE

~N
r Théoréme 3.1. Soit (u,y, 0, o, x) la solution du systeme (3.1)-(3.2) et . Supposons

que 1y > |ne|, alors I'énergie E satisfait

E(t) < de™ Wt >0, (3.30)

telle que Ay et Xy deux constats positifs.

4

Démonstration. Nous définissons une fonctionnelle de Lyapunov £ et montrons qui’elle

est équivalent a I'énergie E.
Lemme 3.5. Pour N suffisamment grand, la fonctionnelle de Lyapunov définie par

avec N, N, sont des nombres réels positives a choisir de maniere appropriée ultérieuremet,
satisfait
(1) < £(t) < oE(t), ¥>0, (3.32)

oil ¢y et ¢y sont des constantes positives .

On a

1 1 1
K(t)] gp/ |uut]da:+J/ |yyt|dx—|—m/ y*da
/ ]y@\dx—l—a/@/ ]9/ y)dy|dz
+N1/ / se P\ (x, w,t) dw du.
o Jo

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwartz, Young et Poincaré, nous obtenons

puis

1
|lC(t)|<c/ (ut+yt+y$+u + 9% 4 0* 4 6*)dx

+c/ / s|na|x?(z, @, t)dw da

<cE

Par conséquent




3.3. STABILITE EXPONENTIELLE

qui rendement

(N —c)E(t) < L(t) < (N +c)E(t). (3.33)
Choisir N assez grand, nous obtenons une estimation(3.32).
D’autre part, en différenciant (3.31]) et utilisant (3.12)) et (3.21]), (3:24)), (3.27)), nous avons

<-4 | i de {g} / e

_5/12_,”/12_@]{71/12

{2} i y-dx [2] i uszdx 5 i o“dx
1 1

—[Nl—c]/ Qidx—/ 2bugydx

0 0
1,1
— [ng]/ / sx*(x,w,t)dwdx
0o Jo
1

(3.34)

— [N —c]/ Y2(x,1,t) dx
0

1
— [Nng— Ny — ¢ /o y2dr.
Nous choisissons maintenant 13 > 0 et N; assez grand tels que
a; = Nynz —c¢ >0,
ou
s = —Nins3.

Choisir N assez grand tels que

Nl —c>0, N§—C>O, Nng—c>0, N —c>0,

et utilisé (B11]), estimations (3.33) et (3.34) respectivement et I'inégalité de Poincaré,
nous obtenons

L'(t) < —hE(t), Vt>0, (3.35)

pour certains hy, ci, ca > 0.

Une combinaison (3.32)) avec (3.35) donne

L't < —MNLE), V>0, (3.36)

ol A\; = hy/cy. Intégration (3.36) nous obtenons (3.30).
Ce qui conduit au résultat du théoreme (3.1). O
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