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Résumé

Dans ce travail, nous présentons une étude d’'un modéle mathématique concernant la
dynamique du diabéte dans une population basée sur I'étiologie.

La réalisation de cette étude est basée sur les propositions suivantes : une population généré
une sous population non diabétique non sensible, et une sous population sensible non
diabétique, la sous population sensible non diabétique peut en outre généré une population de
diabétiques sans complication, qui peuvent plus tard transiter vers une population souffrant
de complications diabétiques.

Sur la base de la dynamique étiologique, nous introduisons des paramétres de transition au
moment de la transition de la population vers la population non diabétique sensible, et au
moment de la transition du diabéte sans complications au diabéte avec complications.
Dans le but de controler la maladie pour ne pas avoir des complications, nous avons intégré le
paramétre de controle inhibiteur h, qui joue un role trés important dans la protection des

diabétiques.

Abstract

In this work, we present the study of a mathematical model concerning the dynamics of
diabetes in a population based on the etiology.

The realization of this study is based on the following proposals : a population generated a
non-sensitive non-diabetic subpopulation, and a sensitive non-diabetic subpopulation, the
sensitive non-diabetic subpopulation can furthermore generate a population of uncomplicated
diabetics, who can later transit to a population suffering from diabetic complications.
Based on the etiological dynamics, we introduce transition parameters at the time of the
transition from the population to the susceptible non-diabetic population, and at the time of
the transition from uncomplicated to complicated diabetes.

In order to control the disease so as not to have complications, we have integrated the
inhibitory control parameter h, which plays a very important role in the protection of

diabetics.
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INTRODUCTION GENERALE

Les maladies chroniques représentent un probléme majeure pour la santé publique elles sont
classées comme 1'une des maladies les plus mortelles . En effet, dans le monde entier les Maladies
non transmissibles (MNT) sont responsables de 63% des décés et beaucoup de complications
mortelles.

A la fin du XXe siécle, les maladies chroniques ont connu une augmentation remarquable,elles
sont des pathologies non transmises. L’organisation Mondiale de la Santé (OMS) définit une
maladie chronique comme une affection de longue durée (de 6 mois ou plus), évolue lentement
et qu’il n’y a pas de tendance a la guérison.

Parmi les maladies chroniques courantes et les plus répandues, on a le diabéte, qui est une
source de préoccupation pour la plupart des gens a cause de ses complications morbides et
mortelles.

Cette maladie est causée par le manque d’hormone de 'insuline dans le corps [6][7] [¢] , ce qui
entraine une augmentation de la glycémie, et qui nous améne & nous poser une question sur la
facon de limiter la propagation de cette maladie et comment la recherche mathématique peut
contribuer a réduire le nombre d’infections. De nombreux scientifiques ont souligné la possibilité
d’investir les mathématiques dans des domaines scientifiques et appliqués tels que la médecine,
par exemple, et ils ont également ajouté qu’il s’agissait d’un outil de développement scientifique
et que tout dans cet univers peut étre représenté par une équation quelconque. Il est devenu
impossible de progresser en médecine sans les mathématiques.

Nous concentrerons nos travaux sur ’analyse, la description et la modélisation mathéma-
tique. La modélisation dépend d’une description générale du modéle, c’est-a-dire de ce a quoi
il se rapporte et de ce qu’il fera, sur quelle théorie il se fonde, et comment ce modéle utilise sa

théorie ot 'on peut définir le modéle en général comme une forme simplifiée du probléme qui



se prend sous forme d’équations ou d’inégalités représentant la relation qu’il peut étre mesuré
quantitativement.

« La seule vraie science est la connaissance des faits » ; ainsi a écrit Buffon dans son ouvrage
Histoire Naturelle[! 1] .Cependant, s’il est vrai que les faits sont a la base du développement
de la recherche scientifique, ’élaboration de modéles mathématiques, permettant d’expliquer
ces faits constatés et de prévoir les résultats d’expériences, est une démarche qu’aucun théo-
ricien ou praticien ne peut ignorer. Ces modéles ne cessant de se développer, restent dans la
plus part des cas imparfaits et simplificateurs; ils sont de fait nécessaires aux progrés de nos
connaissances.|1(]

Ce travail est organisé de la fagon suivante :

Aprés avoir présenté I'introduction générale notre travail est divisée en quatre chapitres princi-
paux :

Dans le premier chapitre nous présentons un apercu sur le diabéte comportant la définition,
la classification étiologique des diabétes, et ses critéres de diagnostique. Nous citons aussi les
complications du diabéte et sa prévalence.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons la technique de modélisation utilisée, s’éclairant les
étapes de modélisation dans I'analyse compartimentale.

Dans le troisiéme chapitre, nous fournirons une explication détaillée de notre modéle avec I’ana-
lyse mathématique du modele.

Le quatriéme chapitre présente l'influence des parameétres du modéles, en discutant les limites
au niveau des solutions déterminés dans le chapitre précédent.

Nous terminons notre travail par une conclusion.
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CHAPITRE 1

UN APERCU BIOLOGIQUE DU DIABETE ET SA
PREVALENCE

1.1 Introduction

La qualité de notre vie quotidienne comporte plusieurs facteurs tels que, I'alimentation,
I’activité physique, le stresse, la fumé de cigarette, .......

Le diabéte est une conséquence d’une mauvaise habitude envers ces derniers factures et
précisément, l'alimentation, 'activité physique et le stresse.

Chaque personne est exposée a un ensemble de changements dans les taux de contenu
sanguin, dont le plus important est un changement de taux de sucre, qui est une augmentation
ou une diminution qui provoque une modification du fonctionnement des organes du corps, avec
un certain nombre de symptémes, dont les plus importants sont :

L’hyperglycémie :

Une hyperglycémie se caractérise par une glycémie supérieure a 1,26 g/1 (7 mmol/1). A plus de
1,80 g/1. Les signes ci-dessus peuvent-étre accompagnés de crampes, de nausées et de douleurs
abdominales. Une hyperglycémie chronique provoque également un amaigrissement notable.
En cas de forte hyperglycémie (glycémie capillaire supérieure a 2,50 g/1), les signes ci-dessus
peuvent étre accompagnés d’acétone dans les urines. Il faut alors rechercher la présence d’acé-
tone dans les urines. Si c’est le cas, il faut alors contacter son médecin, ou aller aux urgences si

I’hyperglycémie et I'acétonurie persistent.
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FIGURE 1.1 — les signes d’hyperglycémie

L’hypoglycémie
Une hypoglycémie a lieu quand la glycémie a jeun est inférieure a 0,60 g/1 (3,3 mmol/1).
En cas d’hypoglycémie, il faut cesser toute activité physique et faire une glycémie capillaire,
si possible. Si la glycémie est inférieure a 0,60 g/1, il faut prendre 15 g de sucre (3 morceaux
de sucre ou un petit verre de soda de 15 cl ou une petite brique de 20 cl de jus de fruit). Il
est conseillé de controler de nouveau sa glycémie au bout de 15 a 20 minutes. En fonction du
résultat on peut reprendre une collation apportant 20 grammes de glucides, en fonction du

résultat. Par exemple : un fruit, 3 biscuits secs ou une barre de céréales L’hypoglycémie
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FIGURE 1.2 — les signes d’hypoglycémie

Dans notre sujet, nous abordons le fait de donner un aperg¢u d’une maladie trés courante causée

par un apport excessif de sucres qui on a tous parler de cette maladie sans savoir exactement
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de quoi il s’agit peut étre une cause d’une maladie génétique a ce qui est autrement connu sous
le non de "diabéte" qui est répandu dans tous les groupes d’age,malheureusement,qui est 'une
des causes de déces.

On parle ici de 'hyperglycémie cette section offre un définition de cette maladie méme que ses

principale forme.

1.2 Définition du diabéte

Le diabéte sucré est un groupe de maladies métaboliques caractérisées par une hyperglycémie
chronique résultant d’un défaut de la sécrétion de I'insuline ou de ’action de I'insuline ou de ces
deux anomalies associées. L’hyperglycémie chronique est associée a terme avec des complications
organiques spécifiques touchant particuliérement les yeux, les reins, les nerfs,le coeur et les

vaisseaux.|0]

1.3 La classification étiologique des diabétes

La classification étiologique des diabétes sucré proposée par I’ADA( American Diabetes As-
sociation) et ’'OMS( Organisation Mondiale de Santé) est actualisé en fonction des données
scientifiques récentes, le diabéte type 1 et 2 remplacent les termes DID( : Diabéte insulinodé-

pendant)et DNID(Diabéte non insulinodépendant).|7]

1.3.1 Le diabéte de type 1 :

Résulte surtout de la destruction des cellules béta du pancréas et prédispose a l'acidocétose.
Cette forme de diabéte comprend les cas attribuables & un processus auto-immun et les cas

dont la cause de la destruction des cellules béta est inconnue.

1.3.2 Le diabéte de type 2 :

Peut étre surtout attribuable & une insulinorésistance accompagnée d’une carence insulinique

relative ou a une anomalie de la sécrétion accompagnée d'une insulinorésistance.

13



1.3.3 Le diabéte gestationnel :

Est une intolérance au glucose qui se manifeste ou qu’on dépiste pour la premiére fois pen-

dant la grossesse.

e Les autres types particuliers comprennent une grande variété de troubles relativement peu
courants, surtout des formes de diabéte définies génétiquement ou associées a d’autres maladies

ou a des médicaments.

Diabete gestationel
Diabéte de type 1
Autres diabétes

EXMODY \ i

Diabéte de type 2 (30%)

FIGURE 1.3 — Les types du diabete

1.4 Critéres de diagnostic selon ’'OMS

Le diabéte sucré est affirmé sur une valeur de glycémie a jeun supérieure a 1.26 g/1 (7
mmol /L) & deux reprises.
Le dosage d’hémoglobine glyquée (HbG), capital pour la surveillance de I’équilibre d’un diabéte,
ne peut se substituer a celui de la glycémie pour le diagnostic de diabéte.
Le diabéte peut aussi étre diagnostiqué :
«Sur une valeur de glycémie supérieure a 2 g/1 (11.1mmol/L) 2 heures aprés prise orale de 75
g de glucose
«Sur une glycémie supérieure a 2 g/l quelle que soit 'heure. S’il existe des symptomes de
diabéte.
Le diabéte gestationnel est affirmé chez une femme enceinte si au cours d’une hyperglycémie
provoquée orale réalisée avec 100 g de glucose. Administrés le matin aprés un jetine de 8 a 14
heures. Sans restriction alimentaire préalable au moins deux valeurs des glycémies (mesurées
sur plasma veineux) sont supérieures aux chiffres suivant :
s Temps 0 : 0.95 g/1 (5.3 mmol/1).
%1 heure : 1.8 g/1 (10.1 mmol/1).
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%2 heures : 1.55 g/1 (8.7 mmol/1).
%3 heures : 1.40 g/1 (7.8 mmol/1).

1.5 Complications liées au diabéte

Si votre diabéte est déséquilibré pendant plusieurs années, vous risquez d’avoir certaines
complications qui vont toucher différentes parties de votre corps. Vous pouvez tout a fait éviter
ces effets a long terme en adoptant une bonne hygiéne de vie et en suivant bien votre traitement.
Toutefois, en cas de mauvaise controle de la maladie, I’étre humain diabétique est indispensable
de connaitre les risques auxquels il est exposé, en particulier les Complications aigués et les

complications chroniques.|3]

-"Chroniques" :survenue -"Aigues" :c’est une urgence
aprés plusieurs années métabolique en rapport avec le
d’hyperglycémie déficit insulinique ou le
-Installation silencieuse traitment du diabéte appelant
-parfois révélatrices de diabéte d’un pronostic vital engagé.
2 méconnu -symptomatiques
-conséquences potentiellement -souvent révélatrices
-Mortalité >complications -Graves si non traitées
aigues -faible mortalité globale
-IRREVERSIBLES -CURABLES
-MAIS EVITABLES EVITABLES si diabéte connu
Education thérapeutique
+++

TABLE 1.1 — Complications chroniques versus aigues.
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FIGURE 1.4 — Les complications trés important du diabéte

1.6 Prévalence du diabéte :

Le diabéte est en augmentation rapide dans toutes les parties du monde, au point qu’il a
maintenant atteint des proportions épidémiques. L’augmentation de la prévalence du diabéte
de type 2 est en lien avec le sur poids. Selon la Fédération Internationale du Diabéte (FID), 80%
des personnes diagnostiquées avec un diabéte de type 2 présentent une surcharge pondérale au
moment du diagnostic et de plus, pour chaque kilo supplémentaire, le risque de diabéte aug-
mente de 5De plus, dans les pays industrialisés ou la population est vieillissante, la combinaison
d’une augmentation de la prévalence de I'obésité et du vieillissement démographique provoque
une croissance de la prévalence du diabeéte.|9]

Selon 'OMS, I’Algérie en compte 5 millions tout diabéte [3]. La prévalence du diabéte pour
tous les groupes d’age dans le monde était estimée a 2,8% en 2000 et 4,4% en 2030. Le nombre
total de personnes atteintes de diabéte devrait passer de 171 millions en 2000 & 366 millions en
2030. La prévalence du diabéte est plus élevé chez les hommes que chez les femmes, mais il y

a plus de femmes diabétiques que d’hommes.|[1]

1.7 Conclusion

L’équilibre alimentaire et la sensibilisation ainsi que 'activité physique réguliére, sont consi-
dérés comme 1'un des fondements d’'une bonne santé. Ces derniéres précautions conduisent a

réduire 'incidence du diabéte, et éviter les complications qui peuvent nuire au patient.

16



CHAPITRE 2

TECHNIQUE DE MODELISATION

2.1 Introduction

Pourquoi modéliser 7 Cette question doit avoir re¢u une réponse, non seulement pour justi-
fier la démarche, mais aussi pour sélectionner ’approche de modélisation la plus appropriée.
Schématiquement, la modélisation peut avoir trois objectifs :

(i) décrire (résumer) les données

(ii) prédire (simuler), c’est a dire faire des inférences

(iii) expliquer (comprendre) c’est & dire avoir des objectifs réalistes.

Selon que 'on souhaite parvenir a ces objectifs, la modélisation sera réalisée selon des modalités
différentes.

L’analyse compartimentale est un moyen trés pratique pour modélise les cas de propagation
des maladies et ses complications entre un nombre finie de compartiments.l’'un de ses objectifs
est de développer des solutions pour limiter la propagation de ces maladies et étudie leur ré-
partition dans la population selon un systéme étudié.

Elle a été fondée essentiellement par : Atkins [12], Anderson [1], et Jacquez et al [13] [5] . Ces
auteurs étaient derriere le développement de la théorie des méthodes mathématiques, appli-
quées en biologie et ont contribué a I’évolution de ’approche compartimentale.

Dans ce chapitre nous allons présenter les éléments de base dans la formulation d’un systéme

d’équations différentielles selon un ensemble de données, en utilisant ’analyse compartimentale.

17



2.2 définitions et concepts généraux :

([ Substance : D

C'est la substance objet de I'étude, nous la désignerons par X; c'est une notion qualitative,

X peut étre un atome, un ion, une molécule, un groupement chimique, ou une cellule,. . ..

q Compartiment : ﬂ

C'est une partie de I'espace de définition (systéme) dans laquelle le comportement de X est
cinétiquement unique.

D'une autre maniére les compartiments, d'un systéme compartimental, sont des classes d'équi-
valence définies par des propriétés physiques identiques. On désigne généralement le compar-
timent central par le compartiment (1) : c'est le compartiment ot ce fait I'introduction de la

substance et la prise des mesures.

systeme |

Domaine ou espace dans lequel évolue la substance X, pas nécessairement tout le domaine

ot I'on trouve X mais seulement la partie qui nous intéresse. Un systéme est constitué de

compartiments.

({ Milieu extérieur : ﬂ

Le milieu extérieur est tout ce qui est en dehors du systéme.

Un traceur de X est une substance ayant le méme comportement que X mais possédant une

marque qui la rend reconnaissable.

Un traceur ou marqueur doit posséder plusieurs qualités, parmi elles :

e avoir le méme comportement que la substance mére.

e ne pas perturber les caractéristiques du compartiment, ce qui suppose qu'il soit en faible
quantité devant X.

e posséder une identité qui reste fixe et qui ne puisse ni réagir ni se fixer sur d'autres
molécules.

e rendre la mesure facile et précise au cours du temps.

2.3 Etapes de I’analyse compartimentale

La constitution d'un systéme compartimentale est basée sur :

18



1. La définition du nombre de compartiments constituant le systéme.

2. La quantification des échanges entre les différents compartiments.Il est important de pré-
ciser I'existence ou non d’échanges entre les compartiments,en se basant sur les connais-

sances (théoriques et expérimentales) du phénoméne étudié.

3. L’éxamination et distinction des échanges linéaires et non linéaires. Cette étape doit se

réaliser en collaboration avec des expérimentateurs (biologistes, médecins, chimistes,. .. ).

La représentation schématique est une initialisation hypothétique du systéme étudié. En
analyse compartimentale, la représentation schématique facilite le traitement mathématique
du comportement de la substance meére. Les résultats sont alors confrontés a ’expérience et le
modeéle est éventuellement ajusté pour arriver a sa forme définitive. Les compartiments sont
représentés par des cercles. Les différents transferts entre les compartiments sont schématisés
par des fléches. On sait qu’entre deux compartiments quelconques i et j, les échanges peuvent

se produire de plusieurs fagons L’échange se fait dans le sens de la fléche.

TN e NN SN 0N N NN
i) e— L) [ * i) i)+ i) Li) Li)
Ny AN S S NS N/ A AN

(a) (c) (d)

FIGURE 2.1 — transferts possibles entre deux compartiments i et j.

e Dans (a), I'échange entre le compartiment i et le compartiment j se fait dans les deux sens.

e Dans (c), I’échange se fait du compartiment j vers le compartiment i.

(
e Dans (b), I’échange se fait du compartiment i vers le compartiment j.
(
(d), il n’y a pas d’échange entre les deux compartiments i et j.
Ce sont les seules possibilités d’échange permises entre deux compartiments i et j donnés.
On dit que le systéme est monocompartimental lorsqu’il est constitué d’un seul compartiment,
bicompartimental s’il est constitué de deux compartiments ou multicompartimental s’il est
constitué de plus de trois compartiments.
Un schéma d’un systéme compartimental doit contenir toute I’information néces-
saire pour écrire les équations différentielles du systéme :
e des cercles ou des rectangles représentent les compartiments.
e des fleches représentent les transferts entre compartiments.
Sur/sous chaque fleche figure un coefficient de transfert du compartiment source, vers le com-

partiment destination.

Un systéme compartimental peut étre :
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- fermé si le systéme n’échange pas avec le milieu extérieur ;
- dans le cas contraire, pour les systémes ouverts, on peut rencontrer deux catégories :
1-les systémes compartimentaux mamillaires (Figure 2.2) ou I’échange avec I'extérieur se fait a

travers un seul compartiment appelé compartiment central.

Ko kip @
-
Ky
I‘ll]

FIGURE 2.2 — schématisation d’un systéme ouvert mamillaire.

2-les systémes compartimentaux caténaires (Figure 2.3) ou I’échange avec le milieu extérieur

peut se faire & travers le compartiment central ou les compartiments périphériques.

Ko /1) K @Lﬂ
Kiz
kot J' ko2

FIGURE 2.3 — schématisation d'un systéme ouvert caténaire.

2.4 Etablissement des équations différentielles :

Aprés une schématisation du systéme compartimental, I’étape suivante consiste a poser le

réseau d’équations différentielles décrivant les échanges entre les compartiments.

2.4.1 Analyse compartimentale linéaire

Afin de quantifier ces échanges nous poserons I’hypothése d’échange linéaire qui nous per-

mettra de modéliser tout systéme compartimental linéaire.

q Définition : D

on dit qu'un échange est linéaire entre deux compartiments i et j : si la quantité, par unité

de temps, passant du compartiment i vers le compartiment j est proportionnelle a la quan-
tité X;(t) contenue dans le compartiment de départ, (la constante de proportionnalité est

notéeK;; = 0).
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Dans un souci d’homogénéité entre les utilisateurs, les indices utilisés ont été recommandés
par une commission internationale [2], le premier indice identifie le compartiment d’arriver et
le second identifie le compartiment de départ.

Ainsi la constante K9 désigne le taux de transfert du compartiment (1) vers le compartiment
(2). Par convention 0 désigne ce qui est extérieur au systéme.

Une mise en équation est basée sur un bilan de masse dans chaque compartiment, ce qui pénétre
dans un compartiment est compté comme positif et ce qui en sort comme négatif.

La quantité transférée du compartiment i vers le compartiment j est ainsi égale a K; X;(t). Pour
poser les équations mathématiques, il suffira de faire un bilan de masse au niveau de chaque
compartiment appartenant au systeme.

Soit un compartiment i :

-la variation instantanée de quantité de matiére au niveau de ce compartiment est égale a la
somme des quantités entrantes dans i, moins la somme des quantités sortantes de i par unité

de temps. Ce qui est donné par le gradient de X, il est défini par :

dX;(t
dt( ) = Z quantitsentrantes — Z quantitssortantes
dX;(t) s z
= DOEGX() - Xit) D K (2.1)
Jj=1j#i j=0j#i
si on pose
Kii = — 2 K;; <0 (2.2)
7=0j+#1
alors (2.1) peut étre généralisée :
dX;(t)
i ;}Kjin(t) (2:3)

a premiére vue le terme Kj; correspondrait & une quantité sortant du compartiment i pour y
rentrer. Mais en fait K; résume toutes les sorties de i vers les autres compartiments.
On peut toujours écrire les équations différentielles (2.3) d’un systéme compartimental gé-

néral sous la forme matricielle suivante :

X'(t) = A.X(t)
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X{(t) _Kll K12 Kln Xl(t)
X5(t) Ko —Kop Xo(t)

- : (2.4)
X,(t) K — Ko X, (t)

ou les éléments diagonaux de la matrice A, appelée aussi matrice compartiemtale, sont tous
négatifs .
Systémes fermés :
Exemple : prenons un systéme fermé linéaire, composé de trois compartiments
(Figure 2.4), reliés entres eux par des échanges schématisés comme suit :

Il y aura autant d’équations différentielles & écrire qu’il y a de compartiments

. K, .
N —
[ 1 ) e—1[ 2 ) )
N K NS Ky ~—r

FIGURE 2.4 — systéme fermé & trois compartiments

dans le systéme compartimental.
Pour cet exemple on aura trois équations différentielles & écrire. En appliquant
les définitions précédentes, on obtient les équations différentielles données par les

relations (2.5) suivantes :

-

Pl = Ky X () + KioXa(t) + 0 - Xs(t)

) d%izt(t) - KQle(t) - (KIQ + K32> XQ(t) + K23X3<t) (25)

L dngt(t = 0- Xy (t) + Kz X (t) — KozXs(t)

—

qui peuvent étre écrites sous forme matricielle :

dX;llt(t) — Ko Ko 0
) || Ky — (Kt Kyp) Ky |(X0(1)) (2.6)
d)ii;(” 0 K39 —Kos
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Par la suite, les conditions physiques initiales du systéme peuvent étre précisées,
elles permettent de simplifier la résolution des équations différentielles en dimi-
nuant le nombre d’inconnues.

Systémes ouverts :

En considérant ’hypothése linéaire pour les transferts de matiére dans le sys-
téme (Figure 2.5) et en faisant un bilan de masse au niveau d’un compartiment i
appartenant au systéme, nous obtenons les équations différentielles suivantes :

dX;i(t)
dt

= > KyXi(t) = Ko Xi(t) +ui(t) i=1,2,.....n (2.7)
j=1j#i

On rencontre souvent ce type de systéeme en biologie et en pharmacocinétique.

(ui(l)
A
K,j /-;:\ K
—— (i) —
Ry

FIGURE 2.5 — systéme ouvert

u;(t) représente la quantité de substance injectée ou introduite dans le comparti-

ment 1.

2.4.2 Analyse compartimentale non linéaire

Les modeéles linéaires n’ont pas pu rendre compte de certains phénomeénes ex-
P 9 N ., . . .
périmentaux, car I’hypothése linéaire des échanges entre les compartiments ne
peut pas s’adapter a toutes les circonstances. Pour cela, nous sommes contraints
de considérer les échanges non linéaires.
Les systémes compartimentaux sont classés selon deux types de non linéarité :
- La non linéarité de type polynomial d’ordre (a + ), cetSsont des nombres na-

turelles . On peut alors écrire les équations différentielles associées a ce type de
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systémes compartimentaux non linéaires :

dX;(t)

— = i KiXX] - i KjXtX/]

J=1j57#1 J=0j#1i

ol la non linéarité de type homographique rencontrée dans les réactions enzy-
matiques qui sont régies par les lois de Michaelis-Menten. Un échange de ce type
entre un compartiment i et un compartiment j se traduit par une quantité passant
du compartiment i au compartiment j par unité de temps égale a :

ViXi

v 2.8

ouV;et K; sont les constante de Michaelis-Menten. Si on suppose le modéle suivant
(Fig.2.6). Les échanges entre ces deux compartiments sont régis par le modeéle

de Michaelis- Menten qui est traduit par le systéme d’équations différentielles

sulvant :
dXi(t 1% v
i = Ko+ )X + m Xe(t) (2.9)
ng(t) o ‘/'1 VQ .
i oFS ORIl ves AGRIEID)

ol apparait la non linéarité de type « homographique ».
Remarque : dans notre travail on se limitera a étudier les systémes comparti-
mentaux linéaires.

L’analyse compartimentale nous conduit a développer un ensemble de systémes
différentiels comme mentionné ci-dessus qui peuvent nous aider a atteindre cer-
tains objectifs, en les résolvant de différentes maniéres pour trouver des solutions

au probléme présenter dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE 3

ANALYSE MATHEMATIQUE DU MODELE

3.1 Introduction

la dynamique d'une population diabétique est basée sur 1’étiologie de la ma-
ladie. Dans I'étude mathématique du modeéle proposé par Adamu et al [1], des
mesures de controle au point de transition d’une population a l’autre, caracté-
risant le modele, et selons ces mesures on vas analyser le comportement et la
prévalence de cette maladie.
L’objectif principale de notre analyse mathématique est d’étudier comment contro-
ler le diabéte dans une population diabétique en incorporant un parameétre de
controle "h".
En effet, dans une population diabétique, on a deux catégories, les diabétiques
sans complications et les diabétiques avec complications, nous représentons les
deux catégories par deux compartiments D(t) et C(t) respectivement.

Nous introduisons des mesures de controle :
« au stade du diabéte sans complications, pour inhiber la transition du diabéte
sans complications au diabéte avec complications dans une population
« pré-sensible, pour réduire la transmission du gene diabétique de génération en

génération
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sous-population non sensible : une personne non sensible sera non diabétique

NON-SUSCEPTIBLE , NON I »
DIABETIC SUB POPULATION

FIGURE 3.1 — modéle schématique pour la dynamique de la sous-population non sensible

sous-population sensible : cette catégorie peut passer a 1’état du diabéte
sans complication"l’état 1" puis évoluer a I’état du diabéte avec complication"état
2" avec le temps.
Dans ce cas on introduit un parameétre de controle "h" qui empéche la transition
vers le diabéte avec complication avec que h = ¢
ex :la quantité de calories brulées a la suite de I'exercice

d :le niveau de 'apport calorique alimentaire

3.2 Description du modéle

D’apreés les travaux de Adamu et al [1] qui considérent la propagation du dia-
béte dans la population on peut faire une formulation mathématique avec un
nombre fini de compartiments de notre modéle .
on suppose que N(t), la population diabétique en générale c’est a dire cette po-
pulation contient deux sous populations :

— La population des diabétiques sans complications notée D(t) dépendante du
temps t >0.

— La population des diabétiques avec au moins une complication notée C(t) dé-
pendante du temps t >0.

par ’application de I'analyse compartimentale a la transition du diabéte en consi-

dérons un systéme ouvert caténaire a trois compartiments qui est schématisé dans
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la figure

hD(t) 8C(1)
Susceptible I(t) D(t;[/_\)l AD(2), ] C(I) uCl(1)
Sub-population - . —
l (1) ¢

4D(f) uC(r)

FIGURE 3.2 — modéle schématique modifiés de la dynamique de la population diabétique

les parameétres du ce modeéle sont définie par :

1 :taux de mortalité naturelle

d :taux de régime en termes d’apport calorique

A :taux auquel la personne diabétique développe des complications

v taux de guérison des complications

h :taux auquel la transition vers le diabéete avec état de complications est inhibée
v :taux auquel les patients diabétiques présentant des complications deviennent
gravement handicapés

0 :taux de mortalité par complications

0 v+ ptvo

Ce schéma est modéliser par un systéme d’équations différentielles linéaires comme

suit :
DU — J(t) — (A= h + p)D(t) +vC(t) D(0) = Dy 31)
WO _\D(t) — (y+p+v+0)C(E)  C0)=co=0 |

3.3 Existence des solutions positives

Dans cette section, nous allons traiter la question d’existence des solutions du
probléme (3.1).
Nous considérons le domaine : Q = {(C, D) e R2 : C, D = 0}

theoreme 1. Les solutions (C(t), D(t)) du systéme (3.1) avec les conditions

initiales positives sont positives et uniformément borné sur [0, o[
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Démonstration. Nous considérons la solution (C'(t); D(t)) avec une condition ini-
tiale positive est existe et unique sur [0;7), o 0 < T' < o0.
DO _ (1)~ (A~ h + @)D(t) +1C()
> —(A—h+p)D(t)
intégrant cette inégalité de 0 a t, on obtient :

D(t) = D(0) exp (— Jot()\ —h+ p)ds) =D(0)exp(=A+h—p)t) >0

de la méme maniére on a :
WO~ XD(t) — (v + p + v + 6)C(2)
> —(y+p+v+0)C(1)

intégrant aussi cette inégalité de 0 a t, on obtient :

t

(1) = C(0) eXp(—JO(—(’y Lt v+ 0))ds) = C0)exp (v + 1+ v+ 6)t > 0

]

3.4 Points d’équilibres du systéme

On résoudre notre systeme différentielle analytiquement, cette solution don-
nera un meilleur apercu de la dynamique de population diabétique.
posant I indépendante du temps, c’est a dire l'indice du diabéte se stabilise a
une valeur constante et en dérive la premier équation de notre systéme pour la

deuxiéme fois on trouve :

d’>D(t)
dt?

dD(t) ()
a Ta

— (~A+h—p) (3.2)
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remplagant les valeurs du systéme (3.1) dans ’équation (3.2)on a
TOU — (<A + h— )[(=A + b — @) D(t) +~C(t) + I] + 6C(t)]

=A=h+p)?’DEt)— AN=h+p)yC@t) — (A =h + p)I +v(AD(t) — 0C(t)))3.3)
(A=h+p)?+y0)D(t) = (A =h+p)y+70)C(t) — (A —h+ p)I

avec 0 =~vy+pu+v+90

D’apreés la premier equation du systéme (3.2) ,on a

C(t) = %(d'ihft) (A —h+ D) = 1) (3.4)

utilisant (3.4) dans (3.3) on trouve

PO — (A=t w2 +4ND(E) = (YA =+ 1) + 9O (DD + (A~ h+ w)D(t) - )]

—A=h+p)I
= (A =h+p)?+ANDE) = (0 +X—h+ @)y (XN —h+ )@+ A —h+ p)D
+O@+AX—h+up)l —h+p)l

\/

— (A
(O + X —h+ )L \D(t) — b — b0+ NI)D(t) + 01
O+ A —h+ )0 4 (YA — b + b8 — NO)D(t) + 61

v

onpose o = (0 +AX—h+pletf =y — A —hl —0u
= TD0 — ;0 BD(t) + 61

> d
= D0 4 ;PO _ sD(t) = 01

_d f;f) i ad'ihft) — BD(t) = 01 (3.6)

la partie homogeéne de I'équation (3.5), est

—ota/o2+4p

2

D.(t) = Crexp(5(—0 + /02 + 4B)t + Coeap(35(—0 — v/ + 46)t

m>+om—B=0=m=
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pour la solution particulier on a :
D,(t) = C (3.7)

utilisant (3.6) dans (3.5) on obtient :
0+0-p8C=0l=C=-9
D(t) = D(t) + Dy(1)

= clexp(%(—a +4/02 +48)t + CgGZL‘p(%(—O — /0% +46)t — % (3.8)

D’aprés 'équation (3.4), on a

C(t) = %[%(—a—f— 02 + 48)crexpi(—o++/0? + 4B)t+i(—0—+/0? + 45)crexp(—o—
Vo2 +4B)t+ (A —h+p)(crexpi(—o++/0? + 4B)t + coexpi(—0 — /02 + 48)t —

C(t) = %[(clea:p%(—a + /02 +48)t)(5(—0 + /o2 +4B8) + (A — h + p)

m = 3(0 = /0% +48),1m = 5(0 + /0> + 40

A—h+pu

1
c(t) = ;[c1(—7]1+)\—h+u)exp(—n1)t+02(—n2+/\—h+,u)exp(—772)t— 3 (01)—1]
(3.9)
01
D(O) =Dy=c1+cy— E (310)
D’apres les conditions initiales on obtient :
1 A—h
C(0)=0= ;[61(—771 +A—h+pu)+co(—nm+A—h+p) —(’%M)(QI) — 1
(3.11)
Et on a :
01
cp =Dy + (E) — C9 (312)
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D’aprés (3.11) et (3.10) on a

C(O)=0=%[(D0+(%1—02(—771+>\—h+u)+c2(—n2+)\—h+u)—#(9[)—l]
<_771+)\—h+ﬂ)—CQ(—nQ)\—h+,u)+%(_T}1+A—h+ﬂ)_W(le

|
i T
||
S
(e}

[ea(=m2 +m) + Do(—m + A — b+ p) — G0+ BD(N— h ) — C=2(07)

|
—_ 2=

= ea(=my +m) + Do(—m + A= b+ p) = Gy — 1]

0 = Bea(=nz+m)+Do(=mi+A=h+p)B—=(01)n -1
B

0= Bea(—m2 +m) + Do(—=m + X —h +p)B — (01)n — I3

—Do(—=m+A—h+p)B+(01)m—Ip
(—n2+m)B

I’équation 3.11 devient maintenant

01 Do(=n1+A=h+p)B+(01)n—15
= Dy + (G} & SR
_ Do(m1+12) B+(01) (1 +12) + Do (—=m +A—=h+p) B—(01)n —113
(—=m2+m)B
_ =DoBna+DoBm—(01)na+(01)1n1 — Do Sy —Do(A—h+p) B—(01)m —18
(=m2+m)p
_ =DoBmp=(0D)np+Do(A=h+p)B—18  _ DoB(=na+A=h+p)—=(0D)n—1p
(=nm2+m)p (=m2+m)p

Donc les solutions C(t) et D(t) du systéme (3.1) sont

D(t) = crexp(—m)t + coexp(—no)t — % (3.13)
C(t) = ~ler(-netA=htp)eapl—m)t+en(—mrA—huep(—m)—>— 01~
(3.14)

Avec
0=~v+p+v+0o
c=0+A—h+pu

B =9A— N0+ 60h — b

m = %(U—M)
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M = 3(0+ /02 + 48
D()ﬁ(—nz-‘r)\—h'i-,u)—(9.[)772—]5
(=m24+m)p
—Do(=m+A—h+p)B+(01)m—18
(=m2+m)pB

par conséquent, les équations (3.12) et (3.13) donnent le nombre de diabétiques

C1 =

Cy =

avec et sans complications & tout moment "t" dans une population

3.5 Calcul des Iimites

Notre but ici est de calculer les limites selon le comportement des cas de dia-
bétiques. On calcule la limite des solutions D(t) et C(t), d’'un coté, quand il s’agit
d’un nombre excessive des malades et d’un autre coté quand il n’y aura pas de

malades

D(t) = crexp(—m)t + caexp(—mp)t — %
C(t) = Her(=m + A = h + pleap(—=m)t + ca(—np + A — b+ p)ep(—ip)t —
(3.15)
] i : —h+v+6)I
) Jim DO = e x 0 0 fim bt -
lim C(t) = ¢ x 0+ ¢y x 0 — lim [w +1] = v+0u]+6

A—0 A—0
(if) lim D(t) = crexp(—m)t + caexp(—m)t — 355
lim C(t) = £(c1(—m — h + pep(—m)t + ca(—12 = h + plewp(—p)t)
tels que :
0=~v+pu+v+d0,0=04+pu—nh,8=_(h-—pnb
m =500+ —h—/(0+p)? —4u0)

e =50+ p—h—~/(0+p)? —4u0)
Dof(=n2+up)—0Ine—I3

C1 =

(=m2+m)B
ey = —Dol=mtp)B+0In+15
2 (=m2+m)B
(iii) lim D(t) =c; X0+ ¢ x 0 — lim(%)
y—00 y—00
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uw—nh
: : A—h+p)01 :
Wll_r)Jfolo Ct)=c1 x0+4+cyx0— 711_1)101O (VA(—ML%—M@) — im0 [
A
=

(iv) Llir(l) D(t) = crexp(—ni)t + coexp(—n9)t + ﬁ

. Ry 1 _ . . 1 . o 01 o _
limy ©(t) = N [ (er(=m + A+ p)eap(—m) i+ lim [T ea(—na+ A+ plexp(—m)]t+ Gy — 11 =

o tels que

0> p+v+d0->2u+d+A—h+v,0—>—A—h+p)(u+v+9)

m = %(0—\/02+4/3)>772 = %(UJF 0% +4p3)

DoB(=m2+A+p)—0In—1

(\/02+40) (utv+8)A
—Do(=m+ ) +0Im +1

(Vo +48) (u+v+5)A

(v) lim D(t) =c¢; x 0+ ¢ x 0— lim

C1 =

Cy =

o1 _ I

§—o0 G B Ah
. B . (At )01 _
(}LI& C(t)=c1 x0+4cx0— (SILH;D AA—(—h+p)(yFptro+o) I=0

. . v)I
(vi) %E%D(t) = crexp(—m)t + ka(u(z:;f:)()%hw)

(lsi—I% C(t) = %(cl(—m+)\—h+,u)e:vp(—772)t+02(—772+)\—h+u)el’p(—772)t—
(A=htmbl _ ¢

B
(vii) lim D(t) = ¢; x 0+ ¢z % 0—1)13&@ = 5

lim C(t) = £(c1 x 0 + ¢ x 0) — L(B=FH01 — 1)

vV—00
1 QA=htp) Iy 1
7[—(A—h+u)] WI
—L_1I_
v
. . . o . . . L
(ix) lim (lim D(¢)) = lim (c;exp(—m )t + caezp(—me)t + 37)
I
et m
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nggo(ygl) C(t) = lim Sler(=m + pexp(—m)t + ca(—n2 + p)exp(—mp)t]

_1; I _
= Wh_rj}c 2o U
—0
. . . . . . . . L
lim (lim(lim D(t)) = lim (crexp(=m)t + enexp(~1m2)t) — =5
I I
=0xt+0xt—

—u+h=—u+h

lim (Tim (1

et lim (lim(lim C()))

= lim (lim 2 ey (=m +A =~ pexp(=m)t + ca(—mp+ A =D+ plexp(—np)i -
(\—h-)61-18))

B
= lim %(cl(—m —h+,u)e:cp(—m)t+02(—n2—h+u)e:(:p(772)t—H(‘M;_hh)el—l)

Y0

=0

vy—wet A—0:

s . 1
}Eﬂlo(lli% D(t)) = All_I)Iolo(qe:z:p(—m)t + cyexp(—no)t + m)

lim (lim C'(¢)) = lim %[01(—771 + p)exp(—m)t + co(—n2 + p)exp(—n2)t]

Y—00 A—0 Y—>00

pr— ] ; —_— =

o ,}I_{Elo 29A—29A—2vu 0=0

7 —0

lim D(t) = crexp(—m )t + coexp(—no)t + Ai,l;w

7—0

limy C (1) = lm[[3 (e (—m+ At p)eap(—ne)Jt+ lim [Teo(—mpt A pn)ep(—np) ]+

01
(utro+o) I] =@

ou comme 7y — 0 alors
0 —>p+v+d,0->2u+d+A—h+uv,—>—AN=h+p)(p+v+9)
m = 5(0 —/0%+45),m = 5(0 + /0% + 45)

DoB(=m2+A+p)—0In—1

C1 = 5

(\/02+48) (utv+8)A
o — —DofB(—mi+Au)+0In+18
2 (\/52+4B)(u+v+5))\
0—0
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(y+p+u)l
—(ptv+A)(A—h+p)

(lsi_{% D(t) = crexp(—ma)t + =3

(lsi_{% C(t) = %(01(—771 +A—h+p)exp(—m)t+co(—m+A—h+p)exp(—n)t —

(A—h+w)0I
3 I

oll comme 0 — 0 :
0>p+v+v,0->2u+v+y+A—h o9 A—(u+v+vy)(p+A—h)

m = — /02 +48),1m0 = (o + /o2 + 4P)

DoB(=m2+A+p)—0In—1

€1 = (m—m2)p
o — —PoBCmAA )+ +15
2 (m—mn2)B

vy—>wetA—>0etd—0:

lim (lim(lim D(t)) = lim (ciexp(—m)t + cppexp(—m)t) — ——
Y= pt

7= A—0 -0
I I

=0xt+0xt— =
. —u+h —pu+h

et lim (lim (lim C'(2)))
= lim (lim %(01(—771 +A—h+p)exp(—m)t+co(—ma+A—h+p)exp(—na)t —

Y—0 A—0
(A—=h+p)0I—-1p))
B

= lim %(01(—771 —h+,u)e::/;p(—771)t+62(—172—h+,u)exp(772)t—6(’2—1}2)9[—1)

Y=

~0
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CHAPITRE 4

DISCUSSION DES RESULTATS

4.1 Introduction

Les paramétres représentent un ensemble des résultats ou des causes menant
au diabéte et a ses complications,et il est également considéré comme une hy-
pothése posé pour la plupart des possibilités mentionnées menant & un résultat
spécifique,comme la mort,la guérison ou une blessure......

L’augmentation ou la diminution de ces parameétres conduit & certaines limite
pour les diabétiques sans complications ou avec son association avec des compli-
cations,ce chapitre vise a mettre des limites pour les deux catégories avec une
modification des proportions des paramétres,ce qui nous conduit & un ensemble

de résultats a prendre en compte.

4.2 Influence des paramétres sur le comportement du mo-

déle
4.2.1 Paramétre de développement des complication A

Cas 1 : Taux de développement des complications trés élevé

Dans ce cas on a un manque de controle optimale de la glycémie pour les pa-
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tients sans complications et les patients avec complications respectivement.
La premiére limite de (i) indique que avec un taux de développement trés
élevé (o0), le nombre des diabétiques sans complications D(t) tends vers zéro,
par contre le nombre des diabétiques avec complications se stabilise a #}fm
Cas 2 : Taux de développement des complications est trés petit
Dans ce cas le taux de développement des complications est négligeable (tend
vers 0)
La premiére limite indique que avec un taux de développement approche
de zéro, le nombre des diabétiques sans complications D(t) se stabilise a
crexp(—m )t + coexp(—ne)t — N—fh, d’un autre coté le nombre des diabétiques

avec complications se stabilise &

Fy = 2(ei(=m — h + pexp(—=m)t + co(=nz — h + p)exp(—1p)t)

Cela se traduit par le besoin de réguler D(t) a travers la prise en charge
médicale.

Le tableau ci-dessus, résume ces derniers résultats.

Paramétres Diabétiques sans complications Diabétiques avec complications
A—>0 crexp(—n1)t + caexp(—n2)t — ﬁ Zl
A —© 0 v+p+o

TABLE 4.1 — nombre des individus selon le paramétre de développement des complication A

4.2.2 Paramétre de guérison des complications v

Cas 1 : Taux de guérison des complications est tres élevé
Ce cas est expliquer par le programme de récupération intensive pour les
patients souffrant de complications.
I

Donc le nombre des diabétiques sans complications est proche de —— qui
W
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ne dépend que de I,u,et h, d'un autre coté, le nombre des diabétique avec
complications tends vers zéro

Cela se traduit par la nécessité du réguler h pour faire baisser respectivement

D(t) et C(t).

Cas 2 :Taux de guérison des complications trés petit
D(t) est proche de ciexp(—mny)t + coexp(—n2)t + %
C(t) devient trop grande c’est a cause de l'injection par A, qui se traduit par

la nécessité de réguler I et h pour réduire respectivement D(t) et C(t)

Le tableau ci-dessus, résume ces derniers résultats.

Parameétres Diabétiques sans complications Diabétiques avec complications
v —0 crexp(—m)t + caexp(—m2)t + /\_7{% o0
I — AL
Vo —h = W

TABLE 4.2 — nombre des individus selon le paramétre de guérison des complications

4.2.3 Paramétre de taux de mortalité par complications ¢

Cas 1 : Taux de mortalité par complications trés éleveé

C’est le résultat d’'un manque de controle adéquat des complications, alors

I
A—h+p?

le nombre des patients diabétiques se stabilise a d’un autre coté le

nombre est proche de zéro
Cela se traduit par la nécessité de réguler I et h pour faire descendre D(t) et

C(t) respectivement.

Cas 2 :Taux de mortalité par complications trés petite

le nombre de diabétiques avec complications et sans complication est proche
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(y+ptou)l
—(ptv+A)(A—h+p)

de crexp(—m2)t + 3

et Fy = %(01(—771 + A—h+ pexp(—mo)t + co(—ma + A — h + p)exp(—n2)t —

A—htw)ol
g I

respectivement.

En effet lorsque le taux de mortalité due aux complications est proche de
zéro, C(t) et D(t)se réduisent aux valeurs définies ci-dessus, qui sont les deux
fonctions de Tu, A, v, h, etv

cela se traduit par la nécessité de réguler I, pour faire baisser respectivement
D(t) et C(t)

Le tableau ci-dessus, résume ces derniers résultats.

Parameétres  Diabétiques sans complications  Diabétiques avec complications

v) [
0—0 crexp(—m2)t + M_(u(liﬁ)()x—hw) Fr
I

0 — 0 0

A—h+p

TABLE 4.3 — nombre des individus selon le paramétre de guérison des complications ~y

4.2.4 Paramétre de taux de développement d’un handicap v

le taux de développement d’un handicap devient tres élevé ce qui peut étre

une détérioration des complications. la premiére limite se stabilise a ﬁ, d’'un

autre coté le nombre des diabétiques avec complications est proche de zéro .

ce qui traduit par la nécessite de réguler I et h pour faire baisser respectivement

D(t) et C(t).

Le tableau ci-dessus, résume ces derniers résultats.

Parametres Diabétiques sans complications Diabétiques avec complications

0

I
v—0 A+p—h

TABLE 4.4 — nombre des individus selon le paramétre de taux de développement d’un handicap v
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4.3 Interaction des paramétres

Casl v—>owet A—0:
le taux de récupération des complications est trés élevé, lorsque cela se pro-
duit, D (t) se stabilise & ﬁ, tandis que C (t) s’approche de zéro.
Cela implique que, avec un programme de récupération agressif et soutenu
pour les patients présentant des complications et un taux de complications,
C (t) tends vers zéro, tandis que D (t) se stabilise a ﬁ, qui dépend de
I,h et p seulement.
Cela se traduit par la nécessité de réguler I et h pour faire baisser D(t) et
C(t) respectivement.

Cas2 yv—>wetA\—>0etd—0:
le taux de récupération des complications est trés élevé, diminution du taux
de développement de complications et de mortalité due aux complication.
Lorsque cela se produit, le nombre de diabétiques sans complications D (t)
est proche de ﬁ, tandis que le nombre de diabétiques avec complications
tends vers zéro.
Cela implique que, avec un taux de récupération trés élevé (qui peut étre le
résultat d’'un programme de récupération rigoureux pour les patients avec
complications), nous avons une diminution du taux de développement de
complications et diminution du taux de mortalité dt aux complications, C
(t) tends vers zéro, tandis que D (t) se stabilise a /ﬁ

Cela se traduit par la nécessité de réguler I et h pour faire baisser D(t) et C

(t) respectivement.
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4.4 Conclusion

Nous observons dans ce chapitre que I'état de la population diabétique sans
complications D(t), et avec complications C(t), dépend de l'incidence I et le pa-
rametre h. En réalité le parameétre h représente I'hygiene de vie, 'alimentation et

I’activité physique.
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COCLUSION GENERALE

Dans ce mémoire, nous avons présenter une analyse d’'un modéle mathématique
décrivant une dynamique de population .

L’étude principal effectué durant ce travail est 1’ examinassions du modeéle a
travers ’analyse mathématique de ce dernier.

En effet nous avons étudié 'existence des solutions positives puis les points
d’équilibre et le calcul des limites selon les paramétres du modéle.

Nous avons compléter le travail par une discussion trés bénéfique pour améliorer

et controler ’état d’une population diabétique.
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