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Résumé

Notre travail se focalise sur I’étude, la réalisation et la commande d’un systéme sous action-
née qui est le pendule inversé rotatif appelé aussi pendule Furuta, sur le nom de son inventeur.
Le modeéle dynamique du systéme a été développé par deux études, o nous avons pris en
considération I’énergie cinétique du moteur utilisé dans la deuxiéme étude. Les parameétres du
moteur DC utilisé ont été identifiés par des méthodes expérimentales. Trois lois de commande
ont été appliquées sur les modeles calculés, dont, une loi de commande linéaire de type LOQR
et deux lois non-linéaires, une hybride basée sur le pompage d’énergie + LQR et une deuxiéme
a structure variable de type mode glissant. Les deux modéles du systéme ainsi les lois de com-
mandes étudiées ont été validé par simulation sous l'environnement Matlab/Simulink, ou les
résultats obtenus ont été trés satisfaisantes.

Mots clés : pendule Furuta; systéme sous-actionné; LQR; pompage d’énergie; mode

glissant ; stabilité.
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Abstract

Our work focuses on the study, the realization, and the control of an underactuated system,
the inverted rotating pendulum also called Furuta pendulum, on the name of its inventor. The
system’s dynamic model was developed by two studies, where we took into consideration the
kinetic energy of the motor used in the second study. The parameters of the DC motor used
were identified by experimental methods. Three control laws were applied to the calculated
models, including a linear control law of the LQR type and two non-linear laws, one hybrid
based on energy pumping + LR and a second with a variable structure of the sliding mode
type. The two models of the system and the control laws studied were validated by simulation
in the Matlab/Simulink environment, where the results obtained were very satisfactory.

Keywords : Furuta pendulum ; underactuated system; LQR; energy pumping; sliding
mode ; stability.
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Introduction Générale

Le pendule Furuta a été inventé a l'Institut de technologie de Tokyo par Katsuhisa Fu-
ruta en 1992 | il s’agit d’un robot 2 degrés de liberté sous-actionné, qui est un pendule fixé
perpendiculairement & I'extrémité d’un bras motorisé, comme le montre la figure.

C

ouple

FIGURE 1 — Pendule Furuta

Sous-actionné signifie que le systéme a un nombre d’entrées de commande, inférieur aux
degrés de liberté, dans notre cas, les entrées de commande sont seulement un le couple, ou le
nombre de degrés de liberté est deux 0y et 6;. Ce manque d’actionneur rend la commande du
systéme plus difficile.

L’étude des systémes sous-actionnés se concentre sur la conception des lois de commande,
qui utilisent la dynamique naturelle des robots pour tenter d’atteindre des performances extra-
ordinaires, en termes d’efficacité de vitesse ou de robustesse. L’objectif est de faire pivoter le
pendule en position verticale, et de 'y équilibrer.

L’intérét fondamental d’étudier ce type de systéme est de pouvoir appliquer la technique de
commande utilisée dans d’autres systémes similaires, tels que les robots humanoides.

L’objectif principal de notre travail est d’étudier le pendule Furuta, de le réaliser et de le
commander.

Pour bien traiter le sujet, nous opter d’organiser notre mémoire comme suit :

Dans le chapitre 1, quelques définitions et théories de base qui concernant la stabilité seront
citées, avec une présentation de quelques type de systémes sous-actionnées trouvés dans la
littérature.



Introduction 2

Dans le chapitre 2, Nous allons faire la modélisation du pendule Furuta en passant par le
modeéle géométrique, le modeéle cinématique et a la fin le modéle dynamique par deux études
différentes, ainsi nous allons présenter la méthode expérimentale pour identifier les parameétres
du systéme. en dernier lieu le modéle non-linéaire du systeme sera linéarisé autour de la position
verticale.

Dans le chapitre 3, nous allons appliquer trois lois de commande pour faire le basculement
du pendule Furuta a sa position verticale appelé aussi position d’équilibre critique. une linéaire,
une autre hybride et une troisiéme non-linéaire robuste. La validation de ces lois de commande
sera faite par leurs application sur les deux modéle dynamique calculés du systeme.



Chapitre

Préliminaires théoriques

Sommaire
1.1 Imtroduction . . . . . . . . . . . . . i e e e e e e 3
1.2 Définitions et théoriede base . .. ... ... ... .. ........ 3
1.2.1  Stabilité au sens de Lyapunov . . . . . .. .. ... 3
1.3 Systémes mécaniques sous-actionnés . . . . . . ... ..o L. 5
1.3.1 Systéme du pendule inversé sur chariot . . . . . . . ... .. ... ... 5
1.3.2 Systéme de la grue mobile . . . . .. ..o 7
1.3.3 Systéme de Pendubot . . . . .. ... 0oL 7
1.3.4 Systéme de pendule de la roue de réaction . . . . . ... ... ... .. 8
1.3.5 Manipulateur planaire PPR . . . . . . ... ... 10
1.4 Conclusion. . . . . . . . o o o i i e e e e e 11

1.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de présenter quelques définitions et théorie de base qui sera
utilisée le long de ce mémoire. Nous introduirons d’abord quelques théorémes importants basés
sur la théorie de Lyapunov. Dans la deuxiéme partie du chapitre, quelques type de systémes
sous-actionnées trouvés dans la littérature seront présentés.

1.2 Définitions et théorie de base

1.2.1 Stabilité au sens de Lyapunov
Considérons le systéme autonome :
i = f(x) (1.1)

ot f: D — R" est une fonction lipschitzienne locale dans un domaine D C R" dans R". Nous
supposons que l'origine x = 0 est un point d’équilibre de :

F(0) =0 (1.2)
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La théorie de Lyapunov est I'outil fondamental pour I'analyse de la stabilité des systémes
dynamiques non-linéaires. Les définitions et théorémes suivants sont utilisés pour caractériser
et étudier la stabilité de Porigine [1].

Définition 1.1

Le point d’équilibre x = 0 du systéme (1.1) est :
— stable, si pour chaque £ > 0 il existe 0 = d(g) > 0 tel ques

[2(0)] <0 = [lz(®)]| <& Vi=0
— asymptotiquement stable, si elle est stable et ¢ peut étre choisie de telle sorte que

|#(0)]| < 6 = lim a(t) = 0

— exponentiellement stable, s’il existe deux nombres a et A strictement positifs, indépen-
damment du temps et des conditions initiales telles que

lz(®)]l < allz(0)[le*), vt > 0 (1.3)

dans une boule autour de l'origine.

Les définitions ci-dessus correspondent aux propriétés de stabilité du systéme autour
du point d’équilibre. Les concepts de stabilité ci-dessus deviennent globaux lorsque les
conditions correspondantes sont satisfaites pour tout état initial.

1.2.1.1 Meéthode directe de Lyapunov
Définition 2.2

soit A une fonction scalaire continue. V(x) est dite localement positive ou semi-définie
positive si V(0) =0 et V(z) > 0 (V(x) > 0) pour & # 0. De méme, on dit que V() est négatif
ou semi-définie négative si —V/(z) est définie positive.

Définition 2.3

V(z) est appelée une fonction de Lyapunov pour le systéme (1.1) si, dans une boule B
contenant 'origine, V' (z) est définie positive et a des dérivées partielles continues, et si sa
dérivée temporelle le long des solutions de (1.1) est semi-définie négative, c’est-a-dire

oV

(z) <0

Les théorémes suivants peuvent étre utilisés pour I'analyse locale et globale de la stabilité,
respectivement.

Théoréme 2.1

Le point d’équilibre 0 du systéme (1.1) est asymptotiquement stable dans une boule B s'il
existe une fonction V(z) avec des dérivés continus, c’est-a-dire que V() est défini positif et
V(z) est semi-défini négatif (défini négatif) dans la boule B.



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES THEORIQUES )

Théoréme 2.2

Le point d’équilibre du systéme (1.1) est globalement asymptotiquement stable s’il existe une
fonction scalaire V(z) avec des dérivées continues de premier ordre telles que V(z) est définie
positive, et V(x) est définie négativement et :

V(z) — oo st ||z|| — o0

1.3 Systémes mécaniques sous-actionnés

Un systéme sous-actionné est un systéme ayant moins d’entrées de commande (d’actionneur)
que de degrés de liberté. Dans certains systémes sous-actionnés, ’absence d’actionnement dans
certaines directions peut étre interprétée comme une contrainte sur l'accélération.

Définition 2.9
Les systéemes qui peuvent étre écrits comme suit :

G= f(q,q) +G(qu (1.4)

ou ¢ est le vecteur d’état des coordonnées généralisées indépendantes, f(.) est le champ vectoriel
représentant la dynamique des systémes, ¢ est le vecteur de vitesse généralisée, G est la matrice
d’entrée, et u est un vecteur d’entrées de force généralisée. La dimension de ¢ est définie comme
le degré de liberté du systéme (1.4). On dit que le systéme (1.4) est sous-activé si les forces
externes généralisées ne sont pas capables de commander des accélérations instantanées dans
toutes les directions dans l'espace de configuration, c’est-a-dire, rang(G) < dim(q).

Cette définition est liée a celle utilisée par Oriolo et Nakamura [6], qui dit que les systémes
sous-actionnés sont des systémes avec moins d’actionneurs de commande indépendants que de
degrés de liberté a commander. La figure 1.1, présente les systémes sous-actionnés les plus
connu dans le domaine d’automatique.

1.3.1 Systéme du pendule inversé sur chariot

Le modeéle mathématique du systéme du pendule inversé sur chariot, tel qu’il est illustré
a la figure 1.2, est calculé en utilisant & la fois la deuxiéme loi de Newton et la formulation
d’Euler-Lagrange. Nous allons considérer les hypothéses standard, c’est-a-dire aucune friction,
aucune force dissipatrice,... [§]

Le systéme a les parameétres suivant :

M est la masse du chariot,

m est la masse du pendule,

[ est la distance du point de pivot au centre de gravité,

I est l'inertie du pendule autour de son centre de gravité,

g est l'accélération due a la gravité,

x est la distance du centre de masse du chariot par rapport a son point de départ,

0 est I'angle formé entre le pendule et la verticale,
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o=
i
PRSI T
Pendule inversé Pendubot

Pendule rotatif inversé Manipulateur planaire

TITITITITITTT -:—_/

v e
Roue d’inertie Un manipulateur planaire a

articulations prismatiques et a

deux rotules

FIGURE 1.1 — Exemples de systémes mécaniques sous-actionnés

f est la force appliquée sur le chariot.

g| y!

FIGURE 1.2 — Systéme du pendule inversé sur chariot
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Le lagrangien est données par :
1 . 1 .
L= E(M +m)i? + milif cosd + 5([ +mi?)0* — mgl(cosd — 1) (1.5)

Les équations non-linéaires générales du systéme sont :

. 1 : :
7= M - monZe [m sin §(16? — g cos ) + f} (1.6)
6 = 07 ;sz o [—mlé2 sinf cos® + (M + m)gsind — f cos 8} (1.7)

1.3.2 Systéme de la grue mobile

Considérons le systéme de grue mobile comme le montre la figure 1.3, ot M est la masse du
chariot, m est la masse du pendule et la charge de la grue, et 6 est 'angle que fait le pendule avec
la verticale et [ la longueur de la tige. Nous allons nous assurer, comme dans le cas du pendule
inversé, que les masses sont concentrées en leurs centres géométriques. Nous supposerons que
la tige a une longueur constante [ et une masse négligeable. 8|

@)

lcosB

FIGURE 1.3 — Systéme de la grue mobile

Les équations peuvent étre obtenues par les méthodes standard d’Euler-Lagrange ou en
appliquant la deuxiéme loi de Newton. La dynamique du systéme peut étre décrite par :

M(q)i+C(q,4)q+g(q) =T (1.8)
Les équations non-linéaires générales sont données par :
B 1
M +msin®0

0= I(M + msin? 0) [—sinO((M +m)g + ml cos 0%) + cos 0 f] (1.10)

T [—msin (16 + g cos 0) + f] (1.9)

1.3.3 Systéme de Pendubot

Prenons l'exemple du robot planaire & deux maillons non actionné, appelé le Pendubot.
Nous allons considérer I’hypothése standard, c¢’est-a-dire aucune friction, etc..., m; est la masse
du lien 1, my est la masse du lien 2, /; est Longueur du lien 1, l5 est la longueur du lien 2, [,
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est la distance au centre de masse du lien 1, /., est la distance au centre de masse du lien 2,
I; est le moment d’inertie du lien 1 par rapport a son centroide, /5 est le moment d’inertie du
lien 2 par rapport a son centroide, g est ’accélération due a la gravité, ¢; est I'angle que le lien
1 fait avec ’horizontale, ¢o est 'angle que fait le lien 2 avec le lien 1, 7 est le couple appliqué
sur le lien 1.[8]

' )
.-./‘ .‘-'.....
A K
o) x
T[

FIGURE 1.4 — Systéme de Pendubot

Nous avons introduit les cinq équations de paramétres suivantes :

01 = mllgl + mgl% + Il
92 = mgli + [2

§ 03 = malil, (1.11)
63 = mllcl —+ m2l1
05 = m2ZCQ

\

Pour une conception contrariante qui annule le frottement, ces cinq paramétres sont les seuls
nécessaires.

La fonction lagrangienne est donnée par :
1 o 1, 5 .
L= 5(91 + 0 + 205 cos q2) Gy + 592q2 + (62 + 05 cos q2) 1 G2
—b4gsin g — Osgsin(q + g2) (1.12)

Les équations générales non linéaires sont données par :

1

Q1 0105 — 02 cos? q2[ 203510 g2(G1 + G2)
403 cos g2 5in 27 — 020,49 cos q1 + 03059 cos ga cos(qr + q2) + Oa7i] (1.13)
o =00, P oo g [—05(05 + 05 cos q2) sin ga (1 + G2)* — (61 + 03 cos g2)05 sin qag;
+(0 + 03 cos q2)(0sg cos g1 — 1) — (01 + 05 cos q2)059 cos(q1 + q2)] (1.14)

1.3.4 Systéme de pendule de la roue de réaction

Le pendule a roue de réaction est un robot a deux degrés de liberté, comme le montre la
figure 1.5. Le pendule constitue le premier maillon, tandis que la roue en rotation est le second.
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L’angle du pendule est ¢; , il est mesuré dans le sens des aiguilles d’'une montre & partir de la
verticale. L’angle de la roue est go. [8].

Les paramétres du systéme sont décrits ci-apres :
my : Masse du pendule ;
mey : Masse de la roue
[y : Longueur du pendule;
l., : Distance au centre de masse du pendule;
I; : Moment d’inertie du pendule;
I : Moment d’inertie de la roue;
¢1 : Angle que fait le pendule avec la verticale ;
q2 : Angle de la roue;

7 : Couple moteur appliqué sur le disque.

FIGURE 1.5 — Systéme de pendule de la roue de réaction

La fonction lagrangienne est donnée par :

1 . . 1.
L= §(m1l§1 +moli + I + )G} + Ligs + = Ixd;

2
—mg(cosq; — 1) (1.15)
Les équations générales non linéaires sont données par :

. dyo . dio
_ _ 1.16
« det(D) IS G det(D) T ( )

. 21 _ . diy
_ _ 1.17
2= Get@)" BT Ger(D)” (1.17)

ou

m = mile, +maly

det(D) = didas — dardiz = (a2, + moli + 1)1
diy = mal2 +moli + I + I
dig =dy = dyp = I
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1.3.5 Manipulateur planaire PPR

Considérons le modéle du manipulateur planaire (PPR) redondant avec un degré de liberté
élastique tel que présenté dans la figure 1.6. Ce systéme est composé d’un corps de masse
M | qui peut se déplacer librement dans le plan horizontal, avec n’importe quel angle 6 par
rapport a un axe horizontal fixe, et d’un bras avec masse négligeable a 'extrémité duquel est
fixé l'effecteur. Le bras est fixé au moyeu par une articulation rotoroide et un ressort de torsion
dont la position d’equilibre ( ¢ = 0 ). Les deux degrés de liberté de la translation de la masse
M ainsi que 'angle 0 par lequel le moyeu est tourné peuvent étre directement controlés. La
variable ¢ mesure I’écart du bras du mécanisme par rapport a la valeur assignée 6. Chaque fois
que la variable ¢ change de valeur ¢ # 0 , elle induit un couple de rappel —k¢ , ou k désigne
la constante de torsion du ressort.

Soit (xp, yp) la position cartésienne du corps de base et soit (z,y) la position de I'effecteur
du manipulateur. Par conséquent, la relation cinématique entre les variables de configuration
Ty, Yp, 0, ¢ et la position de leffecteur (z,y) est donnée par (8] :

m - Bj - Bifﬁégiiﬂ (1.18)

FIGURE 1.6 — Manipulateur planaire PPR

ou les parameétres du systéme sont :
M : Corps de masse du moyeu;
I : Inertie de rotation;
m : Masse combinée de l'effet final et de la charge utile;
[ : Longueur du bras sans masse ;
K : Constante de torsion du ressort ;
1y, : Position cartésienne sur ’axe x du corps de la masse du moyeu ;
yp : Position cartésienne sur I’axe Y du corps de la masse du moyeu;
x : Position de l'effecteur final sur 'axe x du manipulateur ;
y : Position de l'effecteur final sur 'axe Y du manipulateur;
0 : Angle de rotation du corps de base;
¢ : Ecart du bras sans masse par rapport a la valeur attribuée 6 ;

Fy : Application d’une force dans la direction x sur le corps de base;
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F5 : Entrée de force dans la direction y appliquée sur le corps de base;
T : Couple appliqué sur le corps de base.

La fonction lagrangienne est donnée par :
1 P R RO N
L:§(M—|—m)(ac +9 )+§Ml (0+¢)+§Ie + MI(0 + )

(i5in(6 + 6) — geos( + 6)) — K&

11

(1.19)

En utilisant la formulation d’Euler-Lagrange, les équations dynamiques du systéme sont :

D(q)i+ C(q,q)qotq + Kq =1

ou
M +m 0 hs hS
- 0 M4+ m —h,. —h,
D(q) = h, —h. T+ M MP
h, —h, Ml, Ml
avec

hs = Mlsin(6 + ¢)
he = Mlcos( + ¢)

00 Mlcos(9+¢)(9.+gi5) Mlcos(e-f—ﬁb)(é"'d))
o |00 Misin(d+¢)(6+d) Mlsin(0+ ¢)(0+ )
0 0 0 0
000 0 T
looo o |y
E=1000 097 |g
000K b
Fy
Fy

T =

[(Fysin(0 + ¢) — Fycos(0+ @)+ T
[(Fysin(0 + ¢) — Fycos(0 + ¢))

1.4 Conclusion

(1.20)

(1.25)

(1.26)

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques notions de base de stabilité des systéemes
non-linéaires, ainsi nous avons donné une vision générale sur les systémes mécaniques sous-
actionnés, tel que le pendule inversé sur chariot, le Pendubot, le manipulateur plainaire,....

Dans le chapitre qui suit, nous allons faire une étude approfondie sur le robot inversé rotatif
qui porte le non de son créateur Furuta. L’étude, la réalisation et la commande de ce systéme

sera 1’objectif de notre travail dans le reste de ce mémoire.
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, Nous allons faire la modélisation du pendule Furuta en passant par le
modeéle géométrique, le modeéle cinématique et a la fin le modéle dynamique par deux études.
Les paramétres du systéme seront identifiés expérimentalement dans la deuxiéme section, et
en dernier lieu le modéle du systéme sera linéarisé autour de son point équilibre pour 'utiliser
avec des lois de commande linéaires.

2.2 Modélisation du systéme - étude 1

Cette étude est réalisée sans la prise en compte de 1’énergie cinétique du moteur électrique
du systéme.

12
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2.2.1 Cinématique

La cinématique du pendule de Furuta a été modélisée en utilisant une adaptation de la
convention Denavit-Hartenberg (D-H). sachant que la convention D-H permet de réduire le
nombre de paramétres utilisés pour décrire une cinématique.

2.2.1.1 Normalisation

Le systéeme de coordonnées et les notations du systéme sont décrits sur la figure 2.1 :
Iy : Inertie du bras;
Ly : Longueur totale du bras;
myg : Masse du bras;
my : Masse du pendule;
[, : Distance par rapport au centre de gravité du pendule;
I : Inertie du pendule autour de son centre de gravité ;
0y : Angle de rotation du bras;
01 : Angle de rotation du pendule;

7 : Couple d’entrée appliqué sur le bras.

FI1GURE 2.1 — Systéme du pendule Furuta

Le repére xgyozo est fixé a la base et le repére x,y,2; attaché au bras ou il tourne autour de
I'axe z; et le repére o122 attaché au pendule qui tourne autour de 'axe .
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FIGURE 2.2 — Paramétre de Denavit-Hartenberg du pendule Furuta

TABLE 2.1 — Paramétre DH du pendule de Furuta

Coordonnées | a;—1 | ;1 | d; 0;
0 0 0 0 |6y—m/2
1 0 | —n/2|0]| 60—

2.2.1.2 Matrices de transformation homogénes

Les matrices de transformation homogéenes T et Ty seront utilisées pour transformer le
vecteur vitesses de zoypzo & T1y121, de T1y121 au repére Toys2e respectivement,ou :

COS 61 —sin 91 0 ;1
i1 ' ' oy _ |sin 0; cosy, , cosb;cos,, , —sin,, , —sin,, ,d;
T = Mpu(ai-y, aim, di, 0:) = sinf;sin,, , cosf;sin,, , COS4,_,  COSa,_, d;
0 0 0 1
sinfy costy 0 O
o |—cosby sinfy 0 0O
= 0 0 10 (2.1)
0 0 0 1
—cosf; sinf; 0 O
0 0 1 L
1_ 0
15 = sinfy; cosf; 0 O (2.2)
0 0 0 1

Avec quelques transformations, les points sur I’arbre et sur pendule peuvent étre exprimés dans
le repére de base comme suit :

PO — Tlpl
sinfy  cos b 0] |0
po _ | cos 0y sinéy 0] |l
L 0 0 0 |0
0 0 11 |1

losin 6,

0
0
1
0
ly cos 90]
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P) =TT, P?

Ty =TTy
sinfy costy 0 Of |—cos#; sinf; 0 O
0 _ |~ cos Oy sinfy 0 0O 0 0 1 Ly
2 0 0 10 sinf, cosf; 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1
—sinfpcosf; sinfysinf; cosby Lgcosby
q0 _ | cos Opcostly —cosbysinfd, sinfy Lysinb,
2 sin 6, cos 6, 0 0
0 0 0 1
—sinfgcosf; sinfysinf; cosby Lgcosby
po_ | cos fpcost; —cosbysinf; sinf, Lgsinb,
2 sin 0, cos 0, 0 0
0 0 0 1

Lg cos by + 1 sin 6 sin 64
LO sin 00 — ll COS 90 sin 61
[ cos b,

0

P) =

2.2.1.3 Vitesses angulaires

Les vitesses angulaires du bras et du pendule peuvent étre écrites :

e}

w1 = 0 90

—_

0
w1 = O
to
0
Wy = R%Wl + 0
0
0 —cosf; 0 sinf, 0
Wy = 0 4+ | sin6; 0 cosb, 0
90 sin 6,
Wo = 90 COS 61
th

2.2.1.4 Tenseurs d’inertie

I

15

(2.5)

(2.6)

(2.7)

Les tenseurs d’inertie sont donnés comme [y = diag(Lyug, Lyyos L22,) €t [1 = diag(0,0, L., ).

Lo 0 0
Iy=1|0 I, 0
0 0 L.

(2.8)
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0
0 (2.9)
[zzl

11:

o O O
oS O O

2.2.2 Modéle dynamique du systéme

Le modéle dynamique du systéme est calculé en utilisant la cinématique du systéeme et la
formule de Lagrange. Cette formule nécessite la spécification d'un ensemble de coordonnées
généralisées.

2.2.2.1 Energie du systéme

L’énergie totale du systéme est la somme de I’énergie cinétique 7" et de 1’énergie potentielle
U du bras et du pendule.

Energie du bras

1 1 .
Tg = — 0W§+—m0P12

2 2
1. 1 . .
Ty = 5[093 + 5o 1§ sin® G0 + 15 cos® 003
R TR SR

To = 2[060 + 2m0l090 (210)

Son énergie potentielle est nulle, car aucune force gravitationnelle n’agit sur le bras hori-
zontal.

Uy=0 (2.11)

Energie du pendule L’énergie cinétique du pendule est donnée par

1 1 .
T1 = 5[10.}% + §m1P22
1 ., 1 d TN
T, = 5]191 + §m1[<E(LO cos By + 1y sin Oy sin b))

+ (%(LO sin By + {4 cos Oy sin b)) + (%(ll cos 01))?]

ou le premier terme correspond a I'énergie cinétique da a la vitesse angulaire du pendule
tandis que les trois derniers termes sont diis respectivement a la vitesse tangentielle, la
vitesse radiale et la vitesse verticale du pendule. Aprés quelques manipulations simples,
T se réduit & :
1., 1 ' . ' . _ oy
T, = 51161 + §m1[(—L0 sin 0pfp + 11 cos Oy sin 6100 + 14 sin Oy cos 616, )
+ (Lo cos 0000 + 1 sin B sin 6,60, — 1, cos Oy cos 0191)2 + (—1; sin 0191)2]

1. 1 : 1 . 1 . ..
T1 = 5]19% + 577“[1393 + §m1l% sin2 9198 + 57’)111%9% - m1L0l1 COS 919001 (212)

Son énergie potentielle est donnée par :

Uy = magly(cosfy — 1) (2.13)
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L’énergie cinématique totale T" et 1’énergie potentielle U du pendule de Furuta sont.

T=Ty+1T)
_ 1 )2 1 22 1 )2 1 212 1 2 12 )2
T1 = IO@O -+ m01090 —+ 1191 -+ m1L090 + mlll S1n ‘9180
2 2 2 2 2
+§m1l%«9f — m1L0l1 COS 919091 (214)
U == Uo + U1
Uy = mygly(cosfy — 1) (2.15)

2.2.2.2 Le Lagrangien

A partir de la, nous pouvons écrire le Lagrangien.

L=T-U

1 1

T2
1 . ..
+§mllfo — my Loly cos 61000, — mygly(cosfy — 1) (2.16)

2.2.2.3 Equations d’Euler-Lagrange

Les équations du mouvement peuvent étre obtenues en utilisant la formulation d’Euler-

Lagrange, donnée par :
d (0L oL
dt \ 06, 00;

oL . . . . .
(87) = [090 + mngHO + mngeo + mllf sin2 0190 — mlLoll COS 0191
0

oL . .
( ) = [[0 =+ molg + mng —+ mll% sin2 61] 00 — m1L0l1 Ccos (9191

%,
oL
(a—eo) -Y

(a—> = 1191 -+ mllfﬁl — m1L0l1 COS 9190
00,

L . .
(a—) = [Il + mllﬂ 91 — m1L0l1 COS 9190
06,

L s . .
(37) = m1l% COS 91 sin 919(2) + m1L0l1 sin 019091 + mlgll sin 61
1

d [ OL .. .. . .

% (87> = 1090 + mol?)@o + mngeo -+ mll% sin2 0180
0

+m1l%(2 cos 07 sin 91)9091 + my Loly sin 010? — my Loly cos 0,6,
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d (9L . .
— | — | = []0 + m()l(z) + m1(L(2) + l% Sin2 91)]90 — m1L0l1 COS 9191
dt \ 96,

—I—mll% sin(?@l)éoél + m1L0l1 sin 919%

% (g—i) = [ + mllf]él — my Loly cos 0,0 + my Lol; sin 0,006,
Et donc, le systéme est donné par :
7 = [Ty + molg + my (L3 + 2 sin® 91)]90 — my Lol cos 0,6,
+myl? sin(291)906’1 -+ my Loly sin 919% (2.17)

0= [Il + mllf]Ql - m1L0l1 COS 919.0 - mll% COS 01 sin 0103

—mlgll sin 91 (218)
Sous forme compacte, le systéme peut étre s’écrit :
D(q)i+C(g:4)+9g(q) = F (2.19)
" o+ malf+ (LG + B in )
16 Iy + mol§ +my(Lg + 17 sin“ 01)] —mq Loly cos by
1= [91} ’ D(q) |: —m1L0l1 COS 61 [[1 —+ mll%] (220)
1 o1 . )
. —mllf sin(291)91 émll% sin 2(9100 + m1L0l1 sin 6191
Clg.q) = | “4 . (2.21)
—§m1lf sin 26190 0
9(q) = ) (2.22)
—mygly sin 64 '
et

-
F(q) = {0} (2.23)
Notons que D(q) est une symétrie et aussi.

{ d11 = [I() —I— molg + ml(L% ‘l— l% sin2 01)] (2 24)
> Iy +mol2 +mLE >0 ’
(det(D(q)) = [Io + mol? + my (L2 + 12 sin 62)][I; + mqy1?] — m>L212 cos 62

= (I + mol2sin 02) (I, + mol2) + (Iymol2 + moemy212) + (Iymyl?)

+ milE(1 - cosd?)

= (Lo + molg sin 67)(

27212 i 92
+  milglysindy

Il + molg) -+ ([17710[8 + momllglf) + ([1mllf)

\

Par conséquent, D(q) est positif pour tous les g.
Des équations 2.20 et 2.21, on peut déduire :
. . 0 m1l2 sin(291)90 - m1L0l1 sin 0191
D(q) —2C = . . 1
(q> (q’ Q) mll% Sin(291)90 -+ m1L0l1 sin (91(91 0
(2.25)

qui est une matrice asymétrique. Ceci constitue une propriété importante, qui sera utilisée pour
établir la propriété de passivité du pendule de Furuta.

2I(D(q) —2C(q,¢))z =0, Vz (2.26)
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2.3 Modélisation du systéme - étude 2

Cette étude est réalisée avec la prise en compte de I’énergie cinétique du moteur électrique
du systéme.

2.3.1 Cinématique

2.3.1.1 Normalisation

Les notations sont décrits :

I

Ly
my

ma

l
I
0,
02

: Inertie du bras;

: Longueur totale du bras;

: Masse du bras;

: Masse du pendule;

: Distance par rapport au centre de gravité du pendule;
: Inertie du pendule autour de son centre de gravité;

: Angle de rotation du bras;

: Angle de rotation du pendule;

by :
by :

Coefficient de frottement des bras;

Coefficient de frottement du pendule;

7 : Couple d’entrée appliqué sur le bras.

2.3.1.2 Matrices de transformation homogénes

Le repére x1y,21 est fixé sur la base et le repére xoy229 est attaché au bras ou il tourne
autour de l'axe zy et le repére xoyq25 est attaché au pendule qui tourne autour de 'axe x5 (cf.
figure 2.3). Donc les vecteurs de position du centre de masse s’écrit comme :

FIGURE 2.3 — Modélisation géométrique du systeme

cos 6,
Pcl = ll sin 01 (227)
0
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Ly cos6; + [y sin 6y sin 6,
P.o= |L;sin@; —lycosf,sinb, (2.28)
l5 cos O

Dans le but de simplifier les formules, v, v et w; sera exprimés dans le repére x,vy;2;

) 7 Y

tandis que wsy seront exprimés dans le repére xgyo2o. Les matrices de transformation homogénes
To1, Toe sont données par :

cosf; sinf, 0 L,
sinf; cosf; 0 O
Ty = 0 0 1 0 (2.29)
0 0O 0 1
1 0 0 0
0 cosfy —sinfy O
Tz = 0 sinfy cosfy 0 (2.30)
0 0 0 1
2.3.1.3 Vitesses
La vitesse linéaire du centre de masse COM est donnée par
Ve pour le bras
1 0
HEai
0.
vh = | L6, (2.31)
0
Ve pour le pendule
1 0
] -t 7]
lgél sin 02
1 llél — lgég COS 92
_ k 2.32
Ver —l292 sin 92 ( )
2.3.1.4 Vitesses angulaires
wy pour le bras
0
wi=w; = |0 (2.33)
0,
wy pour le pendule
w3 Wi
] - [
0y ;o
wh= 10| = wi= |17 (2.34)
0, cos 0,
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2.3.2 Modélisation dynamique du systéme
2.3.2.1 Energie du systéme

L’énergie cinétique totale du systeme T est la somme de :
— L’énergie cinétique du moteur 7, ;
— L’énergie cinétique du bras 7, ;

— L’énergie cinétique du pendule 7}, ;

ou ]
T = §Jméf
1 . 1 .
Ta = 5’]’)’@[%0% + 5]1339%
1 T 1 T
Tp = §m21/021/02 -+ 5&)2 ]QWQ
avec

1. l'inertie du bras autour de 'axes au COM ;
1,,, I'inertie du moteur autour de 'axe de rotation.

I, la tension d’inertie au centre de masse et

Iy, 0O 0
L=|0 Iy O
0 0 -[222

En remplacant les équations (2.32 et 2.34), dans (2.37), on obtient :
1 . . : :
T, = §m2l§«9f sin? 0y + L3067 + 1505 cos® Oy + 1505 sin® 0y — 2111,

COS 920102 + §Ig$z9§ + §Igyy9% Sin2 92 + 5]2,230% COS2 92

Tp = szlgef sin2 92 + 57712[1%9% + 57712[%05 — mnglg COS 026192
1 . 1 . 1 .
+§]2m9§ + 3 nyﬁf sin® 0, + 51222«9% cos? Oy

T, = %éf(sinz 02 (mal3 + Iogy) + moL? + Iy, cos® 0) + %96’3(12%
+myl3) — myLyls cos 050, 0
et ainsi, ’énergie totale du systéme est :
T="1T,+1T,+1T,
L’énergie potentielle totale est ’énergie potentielle du pendule;
U = magls cos by + Uy

Uy 'énergie potentielle de I'origine Oy

21

(2.35)
(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)
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2.3.2.2 Le Lagrangien

La différence entre I'énergie cinétique et 1’énergie potentielle du systéme est :

L=T-P

2.3.2.3 Equation d’Euler-Lagrange

ai\a6, ) ~ o6
d (0L L .
i (o)~ o8, = 0t

avec :
T est le couple moteur ;

b1, by sont le coefficient de frottement. On a :

oL . .

% = 61 [Sin2 92(m2l2 + Igyy) + TTLQL% + ]QZZ COS2 82 + I] - m2L1l2 COS 9292
1

avec I = I, + mili + Lizz

d L -
— <8_) = 01 [sin® Oy (mol3 + Ioy,) + mo L} + .. cos® Oy + I
dt \ 96,

+ 9192 sin(292)(m2lgfgyy — ]gzz) — mQLllQéQ -+ mlelzég sin 92

oL
— =0
06,
L . .
a—. = QQ(Ime -+ mglg) — m2L1l26’100392
00,

i <8—) = 02([2$z -+ mglg) — m2L1l2 COS 9291 + m2L1l2 sin 928192
dt \ 96,

OL

% = 505 SIII(QQQ)(leg + Igyy - ]QZZ) + mnglg sin 020192 -+ mgglg sin 02
2

Le modéle dynamique du systéme est donné par :

01 [sin’ O (moyls + Ioyy) + ML} + Iy, cos® Oy + I] + 0,0, sin(26y)

(mglglgyy — I2ZZ) — mnglgéQ -+ mnglgﬁg sin 02 =T — blél

92([21395 + mﬂg) — m2L1l2 COS 9291 + 59% sin(292)(—m2l§

_Iny + ]222’) - mQQlQ sin 02 = —6292

22

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)
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2.4 Equations d’état linéarisées du systéme

Linéarisation des expressions simplifiées sur la position d’équilibre verticale :

(00, 61, 6, 62" = [0, 0, 0, 0]

En linéarisant les équations non linéaires concernant le point d’équilibre instable (position
verticale du pendule). en utilisant une linéarisation jacobienne, les équations d’état linéarisées
suivantes sont obtenues :

X =AX + Br (2.53)
00 All A12 A13 A14 60 Bl
d 91 A21 A22 A23 A24 ‘91 B2
Z ] = 2.54
dt |t Ay Asy Asz Asyl| [t * Bs ’ ( )
01 Ap Ap Ay Ay |6 By
ou :
=000 0'etr=u
df1 of df ah
A - T=XQ> A - T=XQ> T=xQ" Tr=x0
11 800‘ 12 — 89 ‘ 13 — 800‘ 14 — 801 ‘
of2 dfs dfs dfs
A - T=x0> A - T=x0> =T Tr=x0
21 — 880 ‘ 22 — ae ‘ 23 — 890 ‘ 24 — 891 ‘
df3 df3 df3 df3
A - T=x0> A - T=x0 =T Tr=x0
31 — aeo | 32 — 80 | 33 — 8(90 | 34 — 8(91 |
0f1 0fs 0fs 0fs
A T=x0) Ay = T=x0) X T=x0) r=x
41 — (9(90 ‘ 42 — 89 ‘ 43 — 890 ‘ 44 — 891 ‘
dfi dfs _0fs _0fy
Bl au |:c HAR) B2 8U |:c 0 B3 - %Ltzzvm B4 - %Lt:o:o

L’équation de mouvement précédente a été calculée a I'aide de la boite a outils symbolique
de MATLAB (le code correspondant est dans l’annexe de ce mémoire).

Le pendule Furuta est presque toujours entrainé par un servo-moteur DC. L’équation dif-
férentielle linéaire couplée pour le pendule et le moteur DC sera calculée. Soit V' la tension

appliquée au servo-moteur et ¢ le courant qui circule dans le servo-moteur, R,,

la résistance

électrique du servo-moteur, K; la constante de couple électromotrice du servo-moteur (elle est

¢égale a la constante de la FEM), et L,

I'inductance électrique du servo-moteur [9].

L’équation différentielle décrivant un moteur a courant continu peut étre déduire en utilisant

la loi des mailles de Kirchhoff :

di

Ly + Rpi(t) + K6y =V

dt
Ktl — b,ﬁo

qui peut réécrite sous la forme :

JO,

di V — Ryi+ K,

i

L,

(2.55)

(2.56)

(2.57)
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Le couple utile du moteur a courant continu est donné par :

T = ki (2.58)

En fusionnant les équations d’état linéaires précédentes pour la position verticale et ’équa-
tion différentielle ci-dessus régissant le moteur & courant continu, on obtient ’équation d’état
linéaire du systeme électromécanique couplée :

0o An A A A 0 fo [0
0 Agr Ap  Axz Ay 0 0, 0

i, | = Az Azp Aszz Az B3k bo| + U
i Apn Agp Ay A BiK; ) 0

1 -K,; —-R,, 1 1

7 I O 0 Lm O ?- 1 _Z_

2.5 Identification des paramétres du moteur électrique

Le circuit électrique équivalent d’un moteur a courant continu est donné par la figure 2.4.

1

v [&

FIGURE 2.4 — Circuit électrique du moteur

2.5.1 Détermination de la valeur de résistance interne

La valeur de résistance du moteur DC a été mesurée avec un multimétre digital comme il
est indiqué sur la figure 2.5, et on a trouvé :

R, =10 (2.59)
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FIGURE 2.5 — Mesure de résistance interne du moteur

2.5.2 Détermination de la valeur de 'impédance propre du moteur

La valeur de I'impédance propre a été déduite en utilisant le montage expérimental illustré
sur la figure 2.6, ou nous avons bloqué le rotor, et nous avons alimenté le moteur par une source
de tension variable en utilisant une résistance variable monté en série avec le moteur ce qui
nous permis d’obtenir l'affichage de la figure 2.7, qui est la tension au borne du moteur (cycle

charge-décharge).
t

VR(t) = Vimas(1 —€ 7) (2.60)

FIGURE 2.6 — Protocole expérimental 1
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FIGURE 2.7 — Tension V aux bornes du moteur

Sachant que :
Ly,

""R+R,

— L, = 7(R+ Ry, (2.61)

Les deux valeurs de R et R,, sont connus, il ne reste que la valeur de 7 a déterminer a partir
de la figure 2.8. 7 peut étre déduit en utilisant la formule Vi = 63%V, 4. du graphe de la figure
2.8, nous avons trouvé que la valeur de la constante de temps est égale a : 7 = 100us.

En remplagant par les valeurs R, R,, et 7 dans la formule (2.61), on trouve :

L,=10"*x%x35
Ln,=35x10"3H

FIGURE 2.8 — Valeur de la constante de temps graphiquement
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2.5.3 Détermination des deux paramétres K; et b,

En utilisant un générateur de signaux, un oscilloscope et un capteur de vitesse de rotation
pour le moteur comme il est indiqué sur la figure 1.3, nous pouvons déduire K; et b; en utilisant

les formules (2.62) et (2.63) [10].

K, = m (2.62)
Oo

p, = Diles (2.63)
%o

FIGURE 2.9 — Protocole expérimental 2

La procédure que nous avons suivi consiste a varier La tension d’alimentation du moteur
V' et pour chaque valeur de cette tension on prend les mesures du courant et de la vitesse
de rotation du moteur & partir du graphe affiché sur I’écran de oscilloscope (figure 2.10). La
fréquence du signal du capteur est calculée a chaque fois, sachant que le nombre de pales de

roue en rotation du capteur est de 940 pales. w =27 f et f = T avec T, =940 x T

FIGURE 2.10 — Signal du capteur
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Les mesures obtenues de I'expérience sont regroupées dans le tableau 2.2.
TABLE 2.2 — Mesures obtenues de I'expérimentation 2
Parameétres 1 2 3 4 ) 6 7
V(v) 1 1 5 8 12 15 17
iss(A) 0.03 0.04 0.05 0.06 0.06 0.07 0.08
E(v) 0.7 3.6 4.5 7.4 11.4 14.3 16.2
T (us) 399 71.1 57.8 35.3 22.4 18 15.8
T, (us) 37060 66834 54332 33182 21056 16920 14852
f(H) 2.6662 14.9624 | 18.40536 | 30.13682 | 47.4924 59.10165 67.33099
w(rad/s) 16.7437 | 93.9638 | 115.58566 | 189.2592 | 298.2523 | 371.158362 | 422.83862
Kti(NmA_l) 0.0342 | 0.03662 0.0361 0.02387 | 0.034588 | 0.035911 0.036402
by, X 10*5(Nms) 6.07074 | 1.454544 | 1.465702 | 1.074171 | 6.81627 0.636362 0.641054

Les valeurs des constantes moteur sont calculées la moyenne des 7 mesures obtenues (cf.

tableau 2.2) :

1
Kt:N
1
Kt:?

1
=N
1
bt:?

i

by = 1.716831 x 10 °NmA~*

2.5.4 Détermination du moment d’inertie du moteur

(2.64)

(2.65)
(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

Pour déduire la valeur du moment d’inertie du moteur J, nous utilisons le méme montage
que celui qu’on a déja utilisé pour la détermination de I'impudence propre du moteur.

Des deux équation (2.55) et (2.56) on peut écrire :

avec : wy = by

En appliquant la transformation de Laplace sur les deux équations, on trouve :

L,

di

dt

+ R+ Kwy=V
. dw
Ktl — btWO = Jd_to

Ly,si(s) + Rpi(s) + Kwo(s) = V(s)

Kyi(s) — biwo(s) = Jswo(s)

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)
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A partir de (2.73), on a :

wo(s) (Js+by) = kyi(s)
. k'tZ(S)
s+ b

wo(s)

On remplace (2.74) dans (2.72), on trouve :

V(s) = Rpni(s) + Lysi(s) + K, <jiti<_sb)t>

K7 i(s)
JS + bt

V(s) = Rmi(s) + Lysi(s) +

Si on divise les deux parties de 1’équation par i(s), on trouve :

V(s) K?

i(s) ~ fn T Lms T 7

V(s)  Ru(Js+b)+ Lys(Js +b) + K}

i(s) Js =+ by

V(s)  RuJs+ Ruby + LonJs* + Linbys + K7
i(s) Js+ by

V(s)  LpJs®+ (RynJ + Linb)s + Ryby + K7
i(s) Js+ by

L’inverse de (2.76) donne :

Z(S) . Js + bt
V(s)  LpmJs?+ (RnJ + Lpby)s + Ryb, + K}

Si nous substituons s par jwy (le domaine fréquentiel), nous obtenons :

i(s) by + jJwo
V(s)  —LmJw? + Ryb, + K2 + jwo(RmJ + Lyby)
Le module de i{s) , est :
V(s)
Z(S) . b? + (JC«J())Q
V()| V| (mLnJw? + Rub, + K2)? + (wo(Rmd + Linby))?

29

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)

En variant la valeur de I’alimentation V] du circuit et en relevant les valeurs V5, tension aux

bornes du moteurs, fréquence f et le courant ¢, on peut compléter le tableau 2.3.

TABLE 2.3 — Résultats Expérimentaux

Vi 5 5 5.4 5.4
Vi 2.16 2.08 2.88 2.96
f 19.99 24.98 30.03 34.99
? 0.11796 | 0.11692 0.115 0.11584
Vi 0.023592 | 0.023384 | 0.021296 | 0.021452
1
J; x 1077 5.202 4.3948 2.5759 2.24
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La valeur du moment d’inertie J est la moyenne entre les valeurs calculées et mentionnées
sur le tableau ci-dessus. On trouve :

1 N
J= > (2.80)

K=1

1 4
J=->"1J
4K:l

J = 3.603175 x 107" K gm?

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons réalisé deux études détaillées pour la modélisation du pendule
Furuta. Une premiére étude plus simple ol nous n’avons pas pris en considération 1’énergie
cinétique du moteur. Une deuxiéme étude dans la quelle nous avons pris le moteur en consi-
dération, ce qui nous a conduit a identifier tout les parameétres du moteur & courant continu
utilisé par des méthodes expérimentales au niveau du laboratoire de recherche LESI a 'univer-
sité de Khemis Miliana. Les modéles dynamiques calculés seront validés avec de différentes lois
de commande par la simulation sous '’environnement MATLAB/Simulink dans le chapitre 3.



Chapitre

Commande du pendule inversé rotatit

Sommaire
3.1 Inmtroduction . . .. . . . . . . . . e e e e e e 31
3.2 Loi de commande linéaire quadratique - LQR. . . . . . .. ... .. 31
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3.3.1 Principe de Basculement basée sur le ’énergie du pendule . . . . . .. 37
3.3.2 Simulation de la loi de commande . . . . .. ... ... ... ... 38
3.4 Loi de commande basée sur le mode glissant . . . . . ... ... .. 45
3.4.1 Conception des surfaces de glissement . . . . . . ... ... ... ... 46
3.4.2 Simulation de la loi de commande . . . . . . ... ... L. 47
3.5 Conclusion. . . . . . . . . i i i e e e e e e e e e e 49

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons appliquer trois lois de commande pour faire le basculement du
pendule Furuta a sa position verticale appelé aussi position d’équilibre critique. La premiére
approche est une loi de commande linéaire quadratique LQ R, la deuxiéme, est une loi de com-
mande hybride composée d'une commande basée sur le pompage d’énergie avec une commande
linéaire quadratique LQR. La troisiéme loi, est une loi de commande de type mode glissant,
qui est commande robuste.

La validation de ces lois de commande sera faite par leurs application sur les deux modéle
dynamique du pendule Furuta déja calculés dans le chapitre 2.

3.2 Loi de commande linéaire quadratique - LOQR

La loi de commande linéaire quadratique L(Q) R consiste a la recherche d’une matrice de gain
K, telle que la commande par retour d’état [12].

u(t) = Kx(t) (3.1)

31
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stabilise le systéme et minimise le critére quadratique suivant :
o
J = / (2" Qz + u" Rx)dt (3.2)
0

avec () et R deux matrices diagonales de pondération, satisfaisant :
Q=Q">0, R=R">0 (3.3)
La matrice de gain optimale K, est donnée par :
K=-R'B'P (3.4)
Ou P est la solution de I'équation algébrique de Riccati suivante :

AP+ PA—PBR'B"P+Q =0 (3.5)

L’obtention du la matrice des gain K de I’équation (3.4) passe donc par la recherche de P
qui est une matrice symétrique définie positive.

3.2.1 Choix des matrices de pondération () et R

Le calcul de la matrice des gains K de la loi de commande optimal, repose directement sur
les matrices de pondération ) et R. Celles-ci peuvent étre choisies comme matrices symétriques,
diagonales [13] :

1. Au début, on choisit généralement des matrices de pondération égales comme matrices

identités.

2. Dans une seconde étape, on accélére ou on décélére globalement le systéme en multipliant

la matrice () par un scalaire p d’accélération avec p > 1 et de décélération avec p < 1,
jusqu’a obtenir une dynamique moyenne adaptée.

3. Dans le cas ou certaine états auraient des dynamiques trop lentes par rapport a d’autres
(autres états), on augmente la pondération ) correspondant aux premiers (aux premiers
états).

4. Dans le cas ou certains actionneurs seraient trop sollicités par rapport a d’autres (autres
actionneurs), on peut choisir d’augmenter la pondération de R leur correspondant.

3.2.2 Simulation de la loi de commande
3.2.2.1 Simulation du modéle du systéme obtenue de I’étude 1

Pour la simulation les valeurs suivantes sont choisies :

10 0 0 O
0 1 0 O
@= 0 0 10 O
0 0 0 100
R=1

Q = diag([10 1 10 100));
R=1,
K =lgr(A, B,Q, R);

Le schéma bloc de simulation est présenté par la figure 3.1
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Les différents scripts des blocs constituants le schéma de simulation sont cités ci-dessous :

© W N O s W N

AR W W W W W W W w W W N NN NN NN NN R R R e e e e e
= O © 00 N O U ks W N B O © 00 N O U ks W N FHF O © 00 N O U ks W N = O

42
43
44
45
46
47
48
49
50
51

% Liste des parametres

m0=0.63; % (kg) $Arm mass

ml=0.062; % (kg) $Pendulum mass

L0=0.22; % (m) $Arm length (from axis ofrotation to sensor)
11=0.2;% (m) $Distance from pendulum center of mass to rotation axis
10=0.2;

I10=0.021; % (kg.m"2) $Arm mass moment of inertia

I1=0.0012; %(kg.m"2) $Pendulum mass moment of inertia

B0=0.08; % (kg.m"2.s"1) $Arm friction coefficient

B1=0.0001; %(kg.m"2.s"7?1) %$Pendulum friction coefficient

g=9.81; % gravity

% Liste des parametres du Controle mode glissant

C=0.40; % Constant 'C'
D=10; % Constant 'namda'
w=0; % theta

[)

% Raccourcis pour ecrire des equations

al=I1+ml*11"2;

a2=mlx11"2;

a3=ml«L0Ox11;

ad=ml1"2+«L0x11"3;

ab=ml"2xL0O0x11"2%g;

bl=ml1"2+L0"2%*11"2;

b2=I0+m0+10"2+ml1+L0"2;

b3=mlx1llxg;

b4=T1+m0*10"2;

b5=m0+ml1*10"2%x11"2;

%$jacobien

syms x1 x2 x3 x4 u real

f1=x3;

f2=x4;
f3=(al*xu—al*a2*sin (2+x2) *x3*x4+ (1/2) xad+cos (x2) xsin (2+x2) *x3"2—. ..
alxa3*sin(x2) *x4"2+abxcos (x2)xsin (x2) )/ ((I0+a2x (sin(x2))"2)* (I1+a2)+...
(b4+b5)+I1lxa2+bl* (sin (x2))"2);

fd=(a3*cos (x2) xu—-bl*sin(x2) *cos (xX2) *x4"2+a2+sin (2+*x2) *x3* (—a3*xcos (x2) *x4+. ..
(1/2) % (b2+a2* (sin(x2))"2) *x3)+ (b24+a2* (sin(x2))"2) *b3*sin (x2))/ ((I0+al2x*. ..
sin(x2))"2) *

I1+a2)+ (b4+b5)+Il%xa2+blx (sin(x2))"2);

[f1;f2;£3;f4];

[x1;x2;%x3;x47];

(
(
f=
X=
A=jacobian (f,X);
B=jacobian (f,u);

% Linearisation sur la position initiale
x1=0;
x2=0;
x3=0;
x4=0;
u=0;

Ainsi, les valeurs de la matrice A et de la matrice B sont :

All= 0;
Al2=0;
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Al3=1;

Al14=0;

A21= 0;

A22=0;

A23=0;

A24=1;

A31l= 0;

10 A32=1.9183;

11 A33=0;

12 Adl= 0;

13 A42=34.5969;

14 A43=0;

15 A44=0;

16

17 B1=0;

18 B2=0;

19 B3= 15.7695;

20 B4 = 15.7695;

21

22 % Linearisation sur la position initiale
23 A=[All Al2 Al3 Al4;A21 A22 A23 A24;A31 A32 A33 A34;A41 A42 A43 A44];
B=[B1;B2;B3;B4];

© 0w N O s W

24

25

26 % Compute eigenvalues

27 eig (A);

28

29 % Check rank to see if the system is controllable

30 rank (ctrb(A,B));

31

32 % Regulateur quadratique lineaire

33 Q 00 0 0O;

34 0 00 ;

35 0 1

36 O 0

37 R 1
K

~e

38

35

Le programme de calcule du Jacobien + LQR

-

syms x1 x2 x3 x4 x5 f1 £f2 £3 f4 £5 u M C MI real

syms ml m2 Ilzz I2yy I2xx I2zz 11 L1 12 L2 bl b2 k Lm R g I real
syms

H11=T4+m2+L1"24+ (I2yy+m2%1272) xsin(x2) *2+I2zzxcos (x2) "2 ;
H12=-m2*L1x12%cos (x2);

H21l=—m2*L1xI2%cos (x2);

H22=m2+12"2+12xx;

H=[H11l H12 O; H21 H22 O; O O Lm] ;

Cl =m2xL1x12%x4"2xsin (x2) +x3*x4*sin (2+x2) x (m2+x12"2+I2yy—-I12zz)+bl*x3;
C2=0.5*xx4"2%3sin (2*x2) *x (= m2x12"2-12yy+I12zz)+b2*x4;

11 D=[Cl-kxx5;C2;k*x3+Rxx5) ;

12 G= [0; —-gxm2x12%sin(x2);0] ;

13 f= [H\ (-D-G+[0;0; ul)]l ;

14
15 f1 =x3;

16 f2=x4;

17 £3=£(1, 1);

18 f4=£(2, 1);

19 £5=f(3, 1);

20 f= [fl;f2;£3;f4;£5] ;

un
o © 0 N 3 O ks W N

o
oo ||
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21 X=[x1;x2;x3;x4;x5] ;

22 A=jacobian (f,X);

23 B=jacobian (f,u) ;

24 ssA= subs (A, [x1 x2 x3 x4 x5] , [0 O O O Q]);

25 ssB= subs (B, [xl1 x2 x3 x4 x5] , [0 O O O 0O]);

26 %%

27 par=[0.0341 0.03 2.9166e-5 1.3636e-4 1.3636e-4 1.2325e-6 0.0533 0.1105
28 0.1005 0.2200 1.71168e-5 2e-4 0.0339 0.0035 10 9.8 1.2637e-04]

20 parsymb= [ml m2 Ilzz I2yy I2xx I2zz 11 L1 12 L2 bl b2 k Im R g I];
30 ssAreal=eval (subs (ssA,parsymb,par));

31 ssBreal=eval (subs (ssB, parsymb, par));

32 %%

33 Q =diag([.01 0.1 0.05 0.05 11);

34 r= 1 ;

35 K=1lqgr (ssAreal, ssBreal, Q, r);

Les résultats obtenus de la simulation sont présentés par les figures ci-dessous :

Langio{rads]
Vitesse [rad:

Tiene (seconds) Time (seconds)

FIGURE 3.2 — Position du pendule FIGURE 3.3 — Vitesse du pendule

a2
04}

La vitessarad/s]

5 ® T 0 " 0 o v ] 3 4 5 [ 7 s W 0
Time (seconds) Time {seconds)

FIGURE 3.4 — Position du bras FIGURE 3.5 — Vitesse du bras

ol

Langle{radrs]

FI1GURE 3.6 — Couple

FIGURE 3.7 — Résultat de simulation par la loi de commande LQR

La figure 3.2 montre que la position du pendule converge vers 0 (position verticale du
pendule) dans un temps inférieure a 2 secondes et la vitesse du pendule tends vers 0 (cf. figure
3.3), ce que veut dire que la loi de commande LQR est capable de controler le pendule en
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stabilisant le pendule dans sa position verticale.

3.3 Basculement du pendule basée sur d’énergie + LQR

3.3.1 Principe de Basculement basée sur le I’énergie du pendule

Pour controler le pendule, nous pouvons appliquer une loi de commande non-linéaire basée
sur notre intuition de pompage d’énergie, ce qui va permettre au pendule de basculer jusqu’a sa
position verticale. Autour de la position verticale, le modéle dynamique du systéme est linéaire
(avec quelques hypothéses). ce qui nous va permettre, dans une deuxiéme étape d’appliquer la
loi de commande LQ R sur le systeme afin de positionner le pendule dans la position verticale.

Pour comprendre comment controler I’énergie pour faire le basculement du pendule, prenons
comme exemple le pendule simple. L’énergie du pendule simple est donnée par :

1 .
E = §ml292 — mgl cos (3.6)

Examinons comment cette énergie change avec le temps :
E =ml*00 + émgl sin ¢
E=46 [u — mglsin 0] + Omgl sin 6
E =uf (3.7)

Pour faire la variation de I’énergie du systéme il faut suivre ce que suit :

— Pour augmenter de I'énergie du systéme est simple, on doit appliquez le couple dans la
méme direction que 6.

— Pour éliminer I'énergie, appliquez le couple dans la direction opposée (amortissement).

Méme si le couple moteur est limité, avec cette technique et avec le temps, le pendule va
atteindre sa position verticale. Dans ce cas la le pendule aura ’énergie Ej (Energie souhaité),
qui est égale a :

On définie la différence entre 1’énergie actuelle E et 1’énergie souhaitée E, par E = E — Ey, et
NOus avons encore :

E=FE—uf
Choisissons la loi de commande de feedback :
w=—kOE, k>0 (3.9)

Cette loi de commande a été choisi pour la simple raison qu’il transforme la "dynamique
d’erreur" résultante en quelque chose de simple, en exploitant 1’equation (3.7), on obtient :

E=—K6E (3.10)

De I’équation (3.10), on peut déduire que F a une une forme exponentielle qui tends vers 0
quand t — 0 exponentielleE — 0 : Ceci est vrai pour tout 6 # 0. C’est a dire si vous poussez
un peu le systéme, alors il commencera & pomper de 'énergie et se balancera complétement
[11].
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Si nous prendrons certaines considérations, nous pouvons faire la conception d’une loi de

commande de la méme fagons pour le pendule rotatif, pour ce la nous considérerons les ap-
proximations suivantes :

1. Réduire le terme d’énergie du pendule en un seul terme d’énergie d’inertie significative-

ment grand et un deuxiéme terme d’énergie potentielle telle que :

1

Eactuélle = §I2x:c9§ + m2.gl2 COS 02 (311)

et
Egesiree = magly (3.12)
E - Eactuélle - Edésirée (313)

. De plus, on suppose que [y, K < 0, pour que la relation entre la tension du moteur et le

couple du pendule devient linéaire ce que va nous donner :

Ri~ V
T= Ki (3.14)
KlT ~ Tp
A partir de ces relations, on aura :
V =~ KQTP (315)

On peut maintenant faire la conception d’une loi de commande basée sur la tension au lieu

du couple.

En remplagant 'équation (3.15) dans (3.14), on trouve.

V = —Kpus 0 F (3.16)

Ou Kpase > 0 est un gain a choisir.

Avec cette loi de commande, le point d’équilibre instable est attrayant, mais n’est pas stable

Pour cette raison, et pour équilibrer réellement le systéme, nous devons appliquer une deuxiéme
loi de commande une fois que nous serons prés du point d’équilibre (position verticale), qui est
dans ce cas la commande linéaire quadratique LQR.

3.3.2 Simulation de la loi de commande

3.3.2.1 Simulation du modéle du systeme obtenue de 1’étude 1

Laeglolradis]

Les résultats de simulations sont les suivants :

Vitasso [radis]

: L . s . 0
Tima {soconds) Time (seconds)

FIGURE 3.8 — Position du pendule FIGURE 3.9 — Vitesse du pendule
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La vitessaradis]

L'angle(rad]

5 [ 7 8
Time {seconds)

5 ]
Tima (seconds)

FIGURE 3.10 — Position du bras FIGURE 3.11 — Vitesse du bras

Liangiofrads]

Tima (seconds)

FIGURE 3.12 — Couple

FIGURE 3.13 — Résultat de simulation pour commande de basculement et LQR

Les figures 3.13 montrent que I’évolution de position angulaire du pendule de la position en
bas vers la position en haut (cf.figure 3.8) et de vitesse angulaire qui tends vers 0 (cf. figure
3.9), lorsque le pendule commence & osciller, la commande de basculement améne ’énergie du
pendule & un seuil suffisant FEj,s., pour se rapprocher suffisamment de la position d’équilibre
verticale.

Le pendule converge a la position 6; = 0 et se stabilise sous l'effet de la commande LOQR
dans 4s. Pour la position du bras et sa vitesses, les deux convergent a 0 dans un temps trés
limité.

3.3.2.2 Simulation du modéle dynamique du systéme obtenue de I’étude 2

Dans cette partie, nous allons vous exposer notre programme de simulation hybride simulink
plus script Matlab.

Le schéma bloc de la simulation est présenté par la figure 3.14, comme vous pouvez le
constater, ce schéma est composé de blocs graphiques inter-connectés.

Les blocs utilisés sont des blocs s-function pour implémenter les deux lois de commande, le
balancement par le pompage d’énergie et la commande linéaire quadratique LQ R, des scopes
pour visualiser les états en fonction du temps, un switch manuel pour changer entre le mode libre
du systéme et le mode commandé, un multiplexeur, une source d’un signal d’entrée constant,
un gain.
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rotary_local P t1d ‘ e

fcn
»(J t2d
O ’_'
_ t2d

O]

FIGURE 3.14 — Schéma bloc 2

Les différents scripts des s-functions utilisées sont citées ci-dessous
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© 0 N 3 s W N

"
o

11
12
13
14
15
16
17

function [sys,x0,str,ts ,simsimStateCimpliance]= sfuntmpl (t,x,u, flaqg)

o0 o° 0 O O° A A° A° A A A O o o° o° o

SFUNTMPL General MATLAB S-Funccion Ten:place

With MATLAB S-functions, you can define you own ordinary differential
equations (ODEs), discrete system equactions, and/or Jjust about

any type of algorithm to be used within a Sirnulink bloc diagram.

The general form of an MATLAB S-funccion syntax is:
(SYS, X0, STR, TS, SIMSTATECOMPLIANCE) = SfUNC(T,X,U,FLAG,Pl,... ,Pn)

What is returned by SFUNC at a given point in time, T, depends on the
value of the FLAG, the current state vector, X, and the current
input vector, U.

FLAG RESULT DESCRIPTION

0 [SIZES, X0, STR, TS] Initialization, return system sizes in SYS,
initial state in X0. state ordering strings

-
O © 0w N O U R W N

=
[ S

function [sys,x0,str,ts,simStateCompliance]l=mdlInitializeSizes

o® 0@ o° o° oP

call simsizes for a sizes structure, fill it in and convert it to a
sizes array.

Note that in this example, the values are hard coded. This is not a
recommended practice as the characteristics of the bloc are typically
defined by the S-function parameters.

sizes = simsizes;

sizes.NumContStates =
sizes.NumDiscStates =
sizes.NumOutputs =
sizes.NumInputs =

~. o~

= o O O
~

~.
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13
14

sizes.DirFeedthrough 0;
sizes.NumSampleTimes = 1; % at least one sample time is needed

L’état initial du systéme est zg, avec xo = [0 0.005 0 0 0] pour le mode libre du systéme, et

zo = [0 7 0 0 0] pour le mode contrélé du systéme (boucle fermée).

Le roéle de la s-function mdlDerivatives est pour calculer le modéle mathématique.

© 0 N O U R W N

==
~= o

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26

27

function sys=mdlDerivatives (t, x,u)
ml=0.0341;
m2=0.03;
I1zz=2.9166e-5;
I2yy=1.3636e-4;
I2xx=1.3636e-4;
12zz=1.2325e-6;
11= 0.0533;
L1=0.1105;
12=0.1005;
1L2=0.2200;
bl=1.71168e-5;
b2=2e-4;
k=0.0339;
Lm=0.0035;
R=10;

g=9.8;
I=1.2637e-04;

f3=— (2*I2xx*D1l*x3 — 2*I2xxX*xk*xX5 + 2xD1l*x127"2+m2+x3 — 2xk*x1272+m2+x5 +
2xL1%x1273*xm2724x472xs1in (x2) + 2+I12xx*xI12yy*x3*xx4xsin (2xx2) -
2xI2xx*x127272+X3*%X4*s1n (2+*x2) + 2*12"4xm2"2+xx3+xx4d+xsin (2+xx2) +
2%xI2xx*%1272xm2+x3*xx4xsin (2xx2) + 2xI2yy*1272xm2*x3*x4xsin (2+«x2) —
2%122z%x1272+m2*xX3*X4*sin (2*x2) + 2+L1*b2*12+m2+x4*cos (x2) -
L1x1273+m272%xx4"2*xsin (2+%x2) xcos (x2) — 2*xL1*xgx1272+m2"2*xcos (x2) xsin (x2)
+ 2%xI2xx*L1x12+m2xx472+51in(x2) — I2yy*L1+12xm2xx4"2%sin (2+x2) *xcos (x2)
+ I2zz*L1*x12*xm2*x472xsin (2xx2) xcos (x2))/ (2« (I2xx*I +
I2xx*1272zxC0s (x2) "2 + I2xx*xI2yy*sin(x2)"2 + 1274xm2"2%sin(x2) "2 +
L17"2%1272+m272 + I2xx*xL172+*m2 + Ix1272+*m2 + I2zz+x12"2+*m2*cos (x2)"2 +
I2xx*1272+m2*sin (x2) "2 + I2yy*1272+xm2+*sin(x2) "2 -

L1"2%x1272+*m2"2%cos (x2)"2));

fA4=(I2yy*I*x472xsin (2xx2) — 2xIxb2+x4d — I2zz+Ixx4"2+sin(2xx2) -
2xL172xp2+xm2xx4 — 12227 2xx47"2%xsin(2+xx2)*cos (x2)"2 +
I2yy"2xx472%sin (2%xx2) *sin(x2) "2 + 2+xgx1273+m2"2xsin(x2) "3 -
2x12zz+b2*xx4%xCcos (x2) "2 — 2%xI12yy*b2+xdxsin (x2) "2 +
I#1272xm2*x472xsin (2%x2) + 2+I2yyxg*x12+xm2+xsin (x2) "3 +
I2yy*12zz+x4"2xsin (2%x2) xcos (x2) "2 —
I2yy*12zzxx472+sin (2xx2) xsin (x2) "2 +
127M4xm272+x472%x81in (2*x2) *sin (x2) "2 + 2xL1"2+g*12+xm2"2%sin (x2) -
2+xP2x 1272+ m2+x4%xsin (x2) "2 + L1"2%1272+m2"2+xx4"2%sin (2+xx2) +
2%Ixg*x12+xm2xsin(x2) + I2yy*L1"2xm2xx472%sin (2%x2) -—
I27zz*L172+xm2+x472xsin (2xx2) + 2%xI12zzxg*x12+m2xcos (x2)"2xsin(x2) -
2xL1xbl*12+m2+x3*cos (xX2) + I2zz#12"2+xm2+x4"2xsin(2+xx2) *cos (x2) "2 -
2«L1"2%x127°2+xm2"2%x472%Cc0os (X2) #sin (x2) + 2+L1*xk*12+xm2+«x5+cos (x2) +
2xI2yy*1272xm2+x472xsin (2«x2) xsin (x2) "2 -
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28
29
30

I122z%1272+m2+*xX4"2%sin (2*x2) *sin(x2) "2 -
2+«L1x127"3+xm2"2+%x3xx4*sin (2+xx2) xcos (x2) —
2xI2yy*L1x12+xm2+x3*xx4xsin (2xx2) *Ccos (x2) +
2x127z*L1*12+xm2*x3*x4xsin (2+x2) xcos (x2))/ (2% (I2xx*I +
I2xx*I12zz*cos (x2) "2 + I2xx*xI12yy*sin(x2)"2 + 12"4xm272+sin(x2)"2 +
L17"2%1272+xm272 + I2xx*xL172+m2 + Ix1272+m2 + I2zz+x12"2+*m2*cos (x2)"2 +
I2xx*1272+m2*sin (x2) "2 + I2yy*1272+m2+*sin(x2) "2 -
L1M2%x1272+*m2"2%cos (x2) "2));

£f5=—(R*x5 - u + k=*x3)/Lm;

sys = [fl f2 £3 f4 £f5];

42

La fonction mdlOutputs est d’afficher est toutes les variable d’états du systéme.

function sys=mdlOutputs (t, x,u)
sys = [x(1) x(2) x(3) x(4) x(5)1];

La fonction rotary_local, comporte le modéle dynamique du systéme pendule Furuta.

————| rotary_local ——»

System-function

1

function [sys,x0,str,ts,simStateCompliance] = rotary_local(t,x,u, flaqg)

La loi de commande du systéme se trouve dans le bloc de la figure ci-dessous.

— > t1

6, :
1 <€ T ension

fen

—™|tad

Courant

Systéme de commande
Fonction Matlab

FIGURE 3.15 — Bloc de lois de commande

Ce bloque a comme entrée les variables d’états (positions et vitesses) et la valeur de courant
absorbé par le moteur DC'. Sa sortie est la tension avec la quelle nous allons attaquer le moteur
qui va changer la position du bras, ce qui va basculer le pendule vers sa position haut. Lorsque
cos 6 sera supérieure a 0.95 c’est a dire que le pendule entre dans la région linéaire, la commande
LQR sera appliquée, pour que le pendule se stabilise dans la position verticale haute.

On prend kpqsc = 10. La matrice de gain K est obtenus par la commande lgr avec les valeur
ci-dessous de @) et R.
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1 Q=diag([0.01 0.1 0.05 0.05 11);
2 R=1;
3 K=lgr(ssA,ssB,Q,R);

Le script de la loi de commande est le suivant :

1 function e = fcn (tl1l, t2, tld, t2d, i)

2 K= [-0.099999999999953, 31.016972545475923, ...

3 —0.342218270779515, 2.755179241101809, 0.13499224786S1941; % gain de la
commande lqgr

m2=0.03;

12=0.1005;

I2xx=1.3636e-4;

g=9.8 ;

% clcul de l'energie du pendule

Energy =0.5%I2xx*xt2d"24+m2xgx12*cos(t2);

10 % l'energie du pendule a la position verticale

11 Ed = m2xg*x12;

12 kbasc = 10; % facteur de basculement

© o N O O e

[)

13 % Swing-up + LOR

14 1f (cos(t2) > 0.95)

15 e= —-Kx[tl;t2;tld;t2d;1i];
16 else

17 e = —kxt2dx (Ed - Energy) ;
18 end

19 % Saturation

20 Saturation = 12;

21 1f (abs(e) > Saturation)
22 e = sign(e)*Saturation;
23 end

Au début et afin de valider le modéle dynamique du systéme calculé dans le chapitre 2,
on lance la simulation avec un couple égale a 0, c’est-a-dire le moteur du systéme n’est pas
alimenté. On écarte le pendule de la position d’équilibre verticale d’un angle #; = 0.005, et on
le laisse librement. Les résultats obtenus sont les suivants :

FIGURE 3.16 — Position du pendule FIGURE 3.17 — Vitesse du pendule
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5

FIGURE 3.18 — Position du bras FIGURE 3.19 — Vitesse du bras

FIGURE 3.20 — Résultat de simulation du systéme sans controle (libre)

Des figure 3.16 et 3.17, on remarque que le pendule va osciller aprés il rejoint sa position
d’équilibre en bas et la vitesse tends vers 0. Méme chose pour le bras, des deux figures 3.18 et
3.19, on constate que le bras et sous l'effet d’oscillation du pendule, le bras va osciller aprés il
se stabilise & une position proche de 'origine dons sa vitesse devient nulle. Ces résultats prouve
que le modele calculé est valide.

Dans une deuxiéme étape, nous allons simuler le systéme avec la loi de commande basée sur
le pompage d’énergie + la commande LQR avec Xo = [0 7 0 0 0], comme conditions initiales
c’est-a-dire le pendule se trouve dans la position d’équilibre en bas.

Les résultats obtenus sont présentés sur les figures ci-dessous :

FIGURE 3.21 — Position angulaire du pendule FIGURE 3.22 — Vitesse angulaire de pendule

FIGURE 3.23 — Position angulaire de bras FIGURE 3.24 — Vitesse angulaire de bras

FI1GURE 3.25 — Courant absorbé par le moteur FIGURE 3.26 — Tension au borne de moteur
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De la figure 3.21, on remarque que sous l'effet de la loi de commande basée sur le pompage
d’énergie, le pendule commence a osciller autour de son état d’équilibre stable (position verticale
bas ou 0; = m) avec des amplitudes des oscillations qui augmentent avec le temps, et lorsqu’il
atteint la position 0 il se stabilise a cette position sous l'effet de la commande LQR, ainsi que
sa vitesse tends vers 0.

Pour le bras, de la figure 3.25, on constate qu’il oscille autour de sa position d’origine 6y = 0
avec des amplitudes qui augmentent avec le temps et lorsque le pendule atteint sa position
d’équilibre verticale, le bras revient & 0 et sa vitesse tends vers 0. Le courant et la tension
passe par une régime transitoires ou ses valeurs maximales sont [,,,, = 0.62A et V.. = 6.88V
respectivement (cf. figures 3.25 et 3.26).

3.4 Loi de commande basée sur le mode glissant

La commande en mode glissant, souvent appelée commande & structure variable, est une
commande a rétroaction de commutation a grande vitesse qui commute entre deux valeurs
sur la base d'une régle [14], [15]. La théorie de la commande utilise une loi de commande de
commutation a grande vitesse pour diriger la trajectoire d’état du plan non-linéaire sur une
surface spécifiéce dans 'espace d’état. Cette surface est appelée surface de glissement ou de
commutation. Selon la théorie, un mode de glissement existera pour un systéme si, a proximité
de la surface de commutation, le vecteur vitesse d’état est dirigé vers la surface. Etant donné
I’équation typique d’'un systéme en fonction de ses états et de son commande.

T = f(t,z) + B(t,z)u (3.17)

avec r € R" et u € N™ alors, le la loi de commande est définie comme

I
" {ui_,Si(t,a:) >0 (318)
u; ,Si(t,x) <0
Pour i =1, ....m, si la valeur de I’équation de surface, S , est supérieure a zéro, un signal de
commande positif est appliqué. Si la valeur de I’équation de surface est inférieure a zéro, alors
un signal de commande négatif est appliqué. L’idée est assez simple : forcer les trajectoires de
I’état a la surface.

Le probléme est de concevoir une surface de commutation appropriée. Tout d’abord, le
systeme, lorsqu’il est limitée a la surface de commutation, doit réagir de la maniére souhaitée.
Deuxiémement, la loi de commande de commutation doit satisfaire & un ensemble de "conditions
suffisantes" pour l'existence d’'un mode de glissement. L’aspect important de la commande du
mode de glissement est de garantir I'existence d’'un mode de glissement.

Si un mode de glissement existe sur S(x) = 0 , alors S(x) est appelé une surface de glis-
sement. Un mode de glissement existe lorsque la trajectoire d’état x(t) du systeme commandé
satisfait & S(x(t)) = 0 pour tout ¢ > . Cela nécessite une commutation infiniment rapide.

Dans les systémes actuels, ce n’est pas le cas. Le retard, 'hystérésis et d’autres effets forcent
les commutations a se produire avec une fréquence finie. Par conséquent, la condition suffisante,
S(z(t)) = 0, ne sera pas remplie; S(z) oscille dans un voisinage de zéro. Cette oscillation est
appelée "vibration". Si la fréquence de commutation est trés élevée par rapport a la réponse
dynamique du systéme, les imperfections et les fréquences de commutation finies sont souvent,
mais pas toujours, négligeables [14]. Ces difficultés peuvent cependant étre éliminées par une
forme de controle un peu plus complexe [16].
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3.4.1 Conception des surfaces de glissement

Tout d’abord, énoncons les objectifs de notre conception de loi de commande. Il est sou-
haitable que 'extrémité du bras du pendule soit placée & n’importe quel endroit. Dans notre
cas, la position de ce point sera une fonction de 6y, 6, = 014(0y). C'est cette caractéristique
qui rend cette loi de commande différente des autres. La encore, en déplacant le bras de notre
systéme avec le moteur, nous devrions pouvoir positionner la pointe du pendule en tout point
accessible.

Pour atteindre cet objectif, pour notre pendule, la surface de glissement est choisie comme
suit :

d
S - E((gl - gld) + )\1((91 - gld) (319)
ou équivalent,
.00, -
S =6, — aTldeO + M (61 — 61a(65)) (3.20)
0

Maintenant, pour concevoir la loi de commande, nous devons calculer la dérivée de I'équation
de la surface :

- 891d .- 8291d . aeld :

S=46 b — 02 + A (0, — =26 3.21
1= g, 0~ g B0 T A0 = 5 ) (3:21)
qui peuvent étre réécrite sous la forme :
S=Du+F (3.22)
ou D est exprimé en termes d’équations du systéme :
0
D= oS (3.23)

m1l1L0 cos? 91 — (]0 + mlL%)(ll/Lo)

Si 614 est constante,

bey) = myly Lo cos? 0y —Co(slfl—i- my L3)(11/ Lo) (3:24)
et )
F =X\0, (3.25)
L’équation (3.22) devient alors
S=D)u+F (3.26)
La loi de commande est donnée comme suit,
u = —upsign(S) (3.27)

ou

Uy = u0(91) (328)
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L’équation de surface devient :

S = —Dug(6)sign(S) + F (3.29)

ou il est exigé que les contraintes suivantes soient satisfaites :

ug(61) = CD(01) (3.31)
C>0 (3.32)

Les contraintes ci-dessus sont nécessaires pour garantir que les conditions d’existence du
mode glissant sont remplies [15].

00 , S <0
S Y (3.33)
05—0-) S>0
Les valeurs de C' et A\ sont choisies de telle maniére que,
| Dug| > | F| (3.34)
La loi de commande est maintenant défini comme :
u = Csign[D(0y)]sign(S) (3.35)
avec 1’équation de la surface de glissement :
S = —D(6,)Csign [D(61)] sign(S) + A6, (3.36)

Par conséquent, la loi de commande, en termes de dynamique du pendule, s’exprime comme
suit :

cos 6, } ion [
mlllLo cos? 91 — (I() + mlL%)(ll/Lo) g

u = —Csz'gn 91 + )\1(91 - Aleld] (337)

3.4.2 Simulation de la loi de commande

Pour la simulation nous avons pris C' = 0.4, \; = 10 et 014 = 0 et la loi de commande de
I'équation (3.37). Le schema bloc simulink de la simulation est donné par la figure 3.27.
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3.4.2.1 Reésultat de simulation de la loi de commande par mode glissant

Les résultats obtenus de la simulation sont présentés sur les figures ci-dessous.

T —
LY

FIGURE 3.28 — Position du pendule FIGURE 3.29 — Vitesse du pendule
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FIGURE 3.30 — Position du bras FIGURE 3.31 — Vitesse du bras

YT

Lianglofrad] )

0

FIGURE 3.32 — Surface de glissant

FIGURE 3.33 — Résultat de simulation pour Contréle du mode glissant

Les simulations ont été effectuées pour 45 secondes avec 614 = 0 degrés comme valeur désirée.
Le tracé de la surface de glissement qui en résulte est présentée a la figure 3.32. Notons que
la surface de glissement converge vers zéro; alors, la vibration existe. Les résultat de 6, et 6,
sont présentés par les figures 3.28 et 3.30 respectivement. Il est claire que 6; converge vers 0 a
I'instant 15, cependant, le moteur du bras est nécessaire de tourner en continu avec une vitesse
constante (cf. figure 3.31).

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, le pendule Furuta a été commandé par 'application de trois loi de com-
mandes. Une premiére loi de commande linéaire quadratique LQ R, qui été appliquée au modéle
linéarisé du systéme et qui a permis la convergence de la position du pendule & son état d’équi-
libre instable. Une deuxiéme loi de commande formée d’'une commande basé sur le pompage
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d’énergie avec une commande linéaire quadratique qui conduit le systéme a sa position d’équi-
libre lorsqu’il arrive dans la région de linéarisation. Une troisiéme loi de commande qui est
une commande a structure variable de type mode glissant, cette derniére a permis la conver-
gence du systéme a son état d’équilibre. Les trois lois de de commande ont été validées sous
I'environnement Matlab/Simulink, ou nous avons obtenu des résultats satisfaisants.



Conclusion Générale

Au début de ce mémoire, nous avons passé en revue de nombreux modéles mathématiques
du pendule a partir de nombreuses références avec des considérations différentes comme La
négligence de l'inductance, quelquefois l'inertie du moteur et en méme temps on a trouvé
quelques erreurs dans certains cas.

De ce fait, nous avons calculé notre modéle mathématique du pendule dans le but de sa
réalisation, ou nous avons identifié les paramétres de notre modeéle au niveau du laboratoire de
recherche LESI de I’Université de Khemis Miliana.

Une étude approfondie du pendule inversé rotatif durant la préparation de notre PFE, nous
a permis, de faire la modélisation de notre systéme, ot nous avons réussi de calculer deux
modeéles dynamiques, avec la prise en considération de ’énergie cinétique du moteur DC utilisé.

Nous sommes arrivés a avoir des résultats de simulation trés satisfaisants avec trois lois de
commande, une linéaire qui est la commande linéaire quadratique LQ R, une deuxiéme hybride
basée sur le pompage d’énergie + LQR et une troisiéme qui est a structure variable de type
mode glissant.

Pour la réalisation de notre prototype, nous avons rencontré plusieurs probléme a cause de
la pandémie tel que I'achat des composants qui nécessite des déplacements hors wilaya. En plus
de ¢a, des problémes supplémentaires avec des procédures apparemment simples, telles que la
mesure de 'inductance et inertie du moteur ou la lecture des impulsions du encodeur, ont créé
des obstacles inattendus a I’avancement de notre projet.

Le pendule Furuta est un systéme classique pour I'application de diverses méthodologies de
controéle et offre de nombreuses opportunités de travaux futurs.

Comme perspectives, nous avons décidé de continuer de travailler sur le prototype que
nous allons le commander par un micro-controleur. Ce prototype sera mis a la disposition des
promotions future de la spécialité automatique et informatique industrielle de notre université,
pour l'utiliser dans leurs projets de fin d’étude.

o1



Annexe

Matériels utilisés dans la réalisation du pendule Furuta
Moteur-DC

L’actionneur du bras pendulaire est un (C2162-6006 HP / Mabuchi Small moteur-DC avec
pignon). La seule source d’information est une petite étiquette sur le moteur-DC lui-méme.
Il donne les caractéristiques nominales du moteur. Ceux-ci sont présentés a 'annexe A. Il est
trés important de connaitre le transfert (linéaire) de la combinaison amplificateur-moteur de la
tension d’entrée au couple de sortie. Ce petit moteur a courant continu a été tiré d’un ensemble.

FIGURE 3.34 — Moteur-DC :C2162-6006 HP / Mabuchi Small DC moteur avec pignon

Encodeur

La série HEDS-9710/HEDS-9711 est un module de codage incrémental optique a hautes
performances et & faible cott. Lorsqu’il est utilisé avec une roue codeuse ou une bande de
codage, ce module détecte la position rotative ou linéaire. Le module de codage se compose
d’une source LED a lentille et d’un circuit intégré de détection, le tout dans un petit boitier en
plastique en forme de C. Grace a une source de lumiére hautement collimatée et & un réseau
de photodétecteurs unique, le module est extrémement tolérant aux défauts d’alignement du
montage. Les sorties analogiques a deux canaux et l’entrée d’alimentation de 5 V sont accessibles
par quatre fils soudés situés a 2,54 mm (0,1 pouce) d’intervalle.

La norme HEDS-9710/HEDS9711 est congue pour étre utilisée avec une roue codeuse de rayon
optique inappropriée, ou bande de codage linéaire.[17]

— Petite taille

— Plusieurs options de montage

52
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— Résolution 200 Ipi

— Options linéaires et rotatives disponibles

— Insensible au jeu radial et axial

— 15°C" a 45°C' de température de fonctionnement
— Sortie analogique a deux canaux

— Alimentation unique de 5 V

— Soudable a la vague

Théorie du fonctionnement

Le HEDS-9710/HEDS-9711 est un module émetteur/détecteur en forme de C. Couplé & une
roue codeuse, il traduit le mouvement rotatif en une sortie analogique a deux canaux. Le module
contient une seule diode électroluminescente (DEL) comme source de lumiére. La lumiére est
collimatée en un faisceau paralléle au moyen d’une lentille unique située directement au-dessus
de la LED. En face de I’émetteur se trouve le circuit intégré de détection. Ce circuit intégré
se compose de plusieurs ensembles de photo-détecteurs et du circuit de traitement du signal
nécessaire pour produire les formes d’onde analogiques.

La roue codeuse / bande de code se déplace entre I’émetteur et le détecteur, ce qui provoque
I'interruption du faisceau lumineux par le motif d’espaces et de barres sur la roue codeuse /
bande de code. Les photodiodes qui détectent ces interruptions sont disposées selon un schéma
qui correspond au rayon et a la densité de comptage de la roue codeuse ou de la bande de
code. Ces détecteurs sont également espacés de telle sorte qu'une période claire sur une paire
de détecteurs correspond a une période sombre sur la paire de détecteurs adjacente. Les sorties
des photodiodes sont transmises par le circuit de traitement du signal, qui produit les sorties
finales pour les canaux A et B. Grace a cette technique de mise en phase intégrée, la sortie
analogique du canal A est en quadrature avec le canal B (déphasage de 90 degrés).

ANALOGIQUE lap Ibp

Tam

DIGITALE

A [
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FIGURE 3.35 — Forme d’onde
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FIGURE 3.36 — Codeur de disque de grille

H-BRIDGE L298N

Le module d’entrainement du moteur est idéal pour les voitures intelligentes a batterie,
les voitures jouets, les robots. Tension d’alimentation 2V 10V, peut entrainer deux moteurs a
courant continu ou des moteurs pas a pas a 2 phases a 4 fils, peut réaliser une rotation en avant
ou en arriére, peut ajuster la vitesse de rotation. Chacune peut fournir un courant continu de
1,5A, un courant maximum de 2,5A, une protection thermique et peut étre automatiquement
réinitialisée.

Paramétres des produits :
— Controéleur de moteur & double pont en H, peut piloter deux moteurs a courant continu
ou un moteur pas a pas a 4 fils a deux phases.
— Tension d’alimentation du module 2V-10V.
— Tension d’entrée du signal 1,8-7V.

— Courant de fonctionnement unique de 1,5 a, courant maximum jusqu’a 2,5 a, courant de
repos faible (moins de 0,1 AU).

— Circuit d’entrainement intégré commun, lorsque la broche d’entrée est flottante, le moteur
ne fonctionne pas mal.

— Circuit de protection thermique intégré avec effets d’hystérésis (TSD), sans se soucier de
la position du moteur.

— Taille du produit : 24,7*21*5mm (longueur, largeur, hauteur), taille ultra petite.

— Diamétre du trou de montage : 2mm.
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FIGURE 3.37 — H-BRIDGE L298N

Carte Arduino UNO

Pour les essais pratiques et le prototypage, nous avons choisi d’utiliser la carte Arduino Uno
pour trois raisons [18] :

— Sa capacité de communication avec Simulink/Matlab

— Ses performances, 32kB de mémoire flash, 14 entrées/sorties dont 6 PWM, vitesse d’hor-
loge 16Mhz et un port de communication USB. Ces performances sont largement suffi-
santes pour les applications que nous comptons réaliser.

— Son prix abordable, environ 25 euros pour la derniére version d’Arduino Uno (R3).

Le Arduino UNOTM est une carte microcontroleur basée sur un ATmega328. Il est doté de 14
entrées et sorties numériques (dont 6 pouvant étre utilisées comme canaux PWM), de 6 entrées
analogiques, d'un quartz de 16 MHz, d'un port USB, d'une connexion ISP & 6 péles et d'un
bouton Reset. Il contient tout le matériel nécessaire pour démarrer et peut étre relié au PC a
I’aide d’un cable USB ou via un bloc d’alimentation ou un accu. Une vue réelle de la carte est
schématisée par la figure 3.38.

- R
LED Etat port série

LED Cannectée ai PINTI
Connectewr de programation
In-situi (1CSPY

Alim. Externe (12V DC)

Sorties Allm 15 || bemrées an |

FIGURE 3.38 — Synoptique d’une carte Arduino Uno

On note bien la présence des bornes suivantes (PIN) :

— Entrée alimentation externe 12V DC.
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— TOREF est une réserve, non connectée, prévue pour étre utilisée dans les prochaines
versions.

— Reset est une entrée pour un reset externe.
— Gnd, 3.3V et 5V sont des sorties d’alimentations régulées

— Analog In (0..5) appelées aussi A0..5, sont des entrées analogiques 0-5V, la résolution du
convertisseur ADC est 10bits, la référence de tension pour le convertisseur ADC est 5V
par défaut.

— ICSP (In-Circuit Serial Programming) permet la programmation du microcontroéleur in-
situ, utile dans le cas d’'une mise a jour du firmware du microcontroleur.

— 14 entrées/sorties digitales, dont 6 PWM

— AREF entrée pour une référence de tension externe pour le convertisseur analogique
numérique (ADC)

— SDA, SCL lignes de communication 12C

FIGURE 3.39 — Carte Arduino Uno
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