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Résumé :  

Un Quadcopter est un type de véhicules aériens sans pilote (UAV) avec quatre hélices à la 

capacité de décoller / atterrir dans un espace limité. 

Au cours des dernières années, les Quadcoptères sont devenus une partie intégrante de la vie. 

Dans ce mémoire nous avons présentés tout d'abord, le modèle mathématique du Quadcopter 

est créé et basé sur l'équation du mouvement et des forces du moment en utilisant la méthode 

Newton-Euler. 

Deuxièmement, la synthèse de lois de commande robustes, la commande Backstepping et la 

commande par mode glissant du Quadrotor. La stratégie de commande non linéaire est basée 

sur le calcule d’une commande Ui qui stabilise l’attitude du Quadrotor par les deux méthodes 

en utilisons le théorème de Lyapunov. 

Et en fin, des résultats de simulations illustrent les performances de cette stratégie de 

commande. L’approche de cette commande est validée en simulation à l’aide du modèle 

théorique. 

Mots clés : UAV, Backstepping, Mode glissant, commande non linéaire, modèle 

mathématique, Quadcoptèr, Lyapunov. 

 

Abstract 

A quadcopter is a type of unmanned aerial vehicle (UAV) with four propellers with the ability 

to take off / land in limited space. 

In recent years, quadcopters have become an integral part of life. 

In this memory we presented first, the mathematical model of the quadcopter is created and 

based on the equation of motion and momentum forces using the Newton-Euler method. 

Second, the synthesis of robust control laws, the Backstepping control and the sliding mode 

control of the Quadrotor. The nonlinear control strategy is based on the computation of a 

control Ui which stabilizes the attitude of the Quadrotor by both methods using Lyapunov's 

theorem. 

And finally, simulation results illustrate the performance of this control strategy. The 

approach of this command is validated in simulation using the theoretical model. 

Keywords: UAV, Backstepping, Sliding mode, nonlinear control, mathematical model, 

Quadrotor, Lyapunov. 

 

 



 

 ملخص

 

الهبوط في  /لإقلاع القدرة على ا لهالكوادكوبتر هو نوع من الطائرات بدون طيار )الطائرات بدون طيار( مع أربعة مراوح 

 .مساحة محدودة

 .الطائرات بدون طيار جزءا لا يتجزأ من الحياة في السنوات الأخيرة ، أصبحت

نيوتن  دام طريقةم باستخويستند إلى معادلة قوى الحركة والزخفي هذه المذكرة  لقد قدمنا أولا ،  النموذج الرياضي للطائرة 

 .أولر

تعتمد  .هذه الطائرةوالتحكم  بالوضع المنزلق ل التحكم بالرجوع المرحلي ثانيا ، توليف قوانين التحكم القوية، من خلال

بكلتا رة الطائ  موقفاستراتيجية التحكم غير الخطية على حساب واجهة المستخدم للتحكم التي تعمل على استقرار 

 .الطريقتين باستخدام نظرية ليابونوف

استخدام لمحاكاة بامر في وأخيرا ، نتائج المحاكاة  و التي توضح أداء استراتيجية  التحكم  و تم التحقق من صحة نهج هذا الأ

 .النموذج النظري

والتحكم في الوضع المنزلق، التحكم غير  ،التحكم بالرجوع المرحليكلمات البحث: الكوادكوبتر,الطائرات بدون طيار، 

 .الخطي، النموذج الرياضي , ليابونوف
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Introduction générale 

 

Un drone est un aéronef sans pilote humain à bord. Ils peuvent être “télépilotés” par un 

opérateur au sol. Si ce dernier voit le drone on dit qu’il pilote “en vue” mais si au contraire il 

ne le voit pas on parle de “hors vue” cependant le pilote reçoit tout de même les données du 

vol telles que les coordonnées GPS et les images qui peuvent être filmées par la caméra 

embarquée. Il existe aussi d’autres types de drones, ceux pilotés par des algorithmes 

enregistrés dans leur intelligence artificielle.En effet, les drones étaient, et demeurent 

aujourd’hui, la meilleure solution pour éviter la perte de pilotes lors de missions dangereuses. 

Cependant, compte tenu des complexités additionnelles inhérentes aux drones, le 

développement de ce domaine s’est effectué plus lentement que pour les systèmes avec pilote. 

De nombreuses formes de drones existent. Elles peuvent être très différentes car leurs 

missions et leurs utilisations sont très diverses. N'ayant pas de pilote, leur aérodynamisme, 

leur propulsion et leurs caractéristiques sont différents car leurs fuselages ne correspondent 

pas à celui d'un avion.  

Le quadrotor, dont le contrôle fait l’objet de ce mémoire, fait partie de la famille des 

hélicoptères, plus particulièrement de la famille des appareils multirotors. Comme son nom 

l’indique, il s’agit d’un appareil qui possède quatre moteurs construits en forme de croix. 

Ce mémoire est divisé en 3 parties : 

Le CHAPITRE Iporte sur un état de l’art sur les drones et les quadrotors précisément. 

Le CHAPITRE II porte sur la modélisation de la dynamique du quadrotor. Celle-ci est 

effectuée en utilisant les lois de mouvement de Newton-Euler. On y présente aussi les 

principales forces et les principaux moments appliqués sur le quadrotor, finalement le modèle 

d’état de ce dernier. 

Le CHAPITRE III porte sur la conception du contrôleur backstepping et la commande 

mode glissant. La preuve de la stabilité asymptotique du système est effectuée en se basant 

sur la théorie de Lyapunov. Et nous présentons en dernier les lois de commandes. 

Et ensuite nous allons présenter les expérimentations du contrôleur. Dans un premier 

temps, nous présentons les résultats obtenus à l’aide du modèle de simulation sur Simulink 

Matlab 

Nous finissons le mémoire avec une conclusion générale. 
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Etat de l’Art 

 

 

 

                                                       "It is better to fail in originality than to      

succeed in imitation." 

Herman Melville 



Chapitre I : Etat de l’Art 

 

2 

I.1 Introduction 

"L’idée d’un véhicule qui pourrait se soulever verticalement à partir du sol et planer 

immobile dans l’air était probablement né en même temps que l’homme d’abord rêvé de 

voler" 

Igor Ivanovitch Sikorsky 

       " Je crois que si ce dispositif de vis est bien fabriqué, c’est-à-dire, s’il est fait de toile 

de lin, dont les pores ont été fermé avec de l’amidon, et si l’appareil est rapidement inversé, la 

vis sera engager son engin quand il est en l’air et il va monter en haut  

Leonardo Da Vinci 

Un UAV (Unmanned Aerial Vehicle) ou « Drone » est un aéronef inhabité qui utilise les 

forces aérodynamiques pour produire un vol vertical. Il peut être piloté à distance, autonome 

ou semi autonome vertical [1]. 

Le premier chapitre consiste à donner un bref état de l’art sur les drones en général et les 

quad-copters en particulier, leur historie, et leurs différentes classifications. Parmi ces 

classifications il existe les drones de type quadrirotor que nous avons aussi définit dans ce 

chapitre, et nous avons également cité leur avantage et domaines d’application, ainsi les 

techniques de commande linéaire et non linéaire. 

 

I.2 Les drones  

I.2.1 Définitions  

Le nom « drone » vient de l’anglais. Il signifie « faux bourdon » et rappelle le bourdonnement 

(buzzing ou droning) caractéristique de l’insecte (bumble-bee), ou encore celui de la 

cornemuse (drone of bagpipes). De cette origine entomologique il découle que le « drone » 

désigne en principe des objets volants [2]. 

 

Figure I.1 : L’insecte bumble-bee. 
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Les drones sont des engins aériens télécommandés : ils ne sont pas exactement des robots, par 

définition autonomes dans l’exécution de leurs tâches. Pourtant, les technologies des drones 

relèvent directement des progrès de l’électronique, de la miniaturisation, et plus récemment 

encore, de l’automatisation. Certains drones militaires décollent et atterrissent déjà de manière 

automatisée. En d’autres termes, la crainte n’est pas celle du drone mais celle des « progrès » 

de l’électronique et des procédures de contrôle qui seront associées à leur utilisation [2]. 

 

I.2.2 Historique   

En 1483, Leonardo Da Vinci a conçu un avion sophistiqué capable de planer. Certains experts 

ont identifié cet avion comme l’ancêtre de l’hélicoptère. L’avion appelé "vis aérienne" ou 

"gyroscope à air", et a probablement été utilisé par quatre hommes qui se sont tenus sur la 

plate-forme centrale et ont exercé une pression sur les barres à l’avant d’eux avec leurs mains, 

de manière à faire tourner l’arbre. L’idée principale était que si une force motrice adéquate 

était appliquée, la machine aurait pu filer dans les airs et se lever du sol [3]. 

 

 

Figure I.2 : Maquette de vis aérienne de Léonard de Vinci du musée des sciences et des 

techniques Léonard de Vinci à Milan. 

 

Le recours à des aéronefs non pilotés à des fins militaires n’est pas une nouveauté historique. 

Depuis les cerfs-volants et les ballons chargés d’explosifs, en passant par les « bombes 

volantes », utilisés dans plusieurs conflits dans l’histoire pour l’observation ou le combat, 

jusqu’aux aéronefs automatisés, ce sont des siècles d’innovations et d’efforts technologiques 

qui se sont écoulés. En 1483, le père de l’hélicoptère Léonard de Vinci imagina le concept de 
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machine volante à aile tournante nommée vis aérienne (voir figure 1.1) fondée sur le principe 

de la vis d’Archimède. En 1754, le Russe Mikhail Lomonosov a développé un modèle 

complexe à deux rotors coaxiaux contrarotatifs entraînés par un mécanisme d’horlogerie, 

l’aéronef a volé librement et a atteint une bonne altitude, ce concept a contribué au 

développement de l’hélicoptère moderne. La première utilisation des drones pour le combat 

remonte à 1849 quand les Autrichiens ont utilisé des ballons chargés d’explosifs pour attaquer 

la ville italienne de Venise. Les premiers avions sans pilote, destinés à être utilisés comme des 

avions pour l’entraînement au combat, ont été conçus pendant et après la première guerre 

mondiale. En septembre 1916, l’avion-cible Hewitt-Sperry Automatic Airplane a réalisé son 

premier vol autonome. Le développement secret de nouveaux drones a continué pendant la 

deuxième guerre mondiale et la guerre froide. Pendant les années 1980, les drones ont été 

utilisés pour des missions de reconnaissance, de surveillance et d’attaque, principalement par 

les Israéliens et les Américains, et par les forces alliées lors des deux guerres du Golfe, en Irak 

et en Afghanistan. Dans la dernière décennie, beaucoup de configurations de drones de 

différentes tailles ont été développées notamment grâce à la miniaturisation des capteurs et 

unités de traitement d’un côté, et une demande croissante pour les applications militaires et 

civiles de l’autre côté.  

Le développement de drones aériens s’accélère et suscite un intérêt croissant, ils ont été 

utilisés au début pour des missions militaires de renseignement, de surveillance, d’acquisition 

de cible et de reconnaissance, connues sous l’abréviation d’ISTAR (Intelligence, Surveillance, 

Target Acquisition and Reconnaissance). Les drones aériens possèdent aussi de nombreuses 

applications civiles comme la surveillance jour et nuit et l’observation de sites sensibles, la 

gestion des infrastructures (réseau routier, lignes électriques, pipe-lines...), les activités 

gouvernementales (police, douanes, environnement, ...) grâce aux capteurs infrarouges, la 

cartographie d’un terrain, expériences scientifiques et l’intervention dans des sites hostiles. 

Dans un premier temps, ces applications concerneront surtout les petits drones, mais elles 

devraient petit à petit évoluer vers de plus grandes plateformes. Toutefois, l’utilisation civile 

pose certaines contraintes, essentiellement à cause des réglementations restreignant ou 

interdisant leur utilisation au sein de l’espace aérien [4]. 
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I.2.3 Classification des drones 

La classification des systèmes aériens est difficile due au grand nombre de types des drones 

aériens existant partant du nano de quelques grammes jusqu’au drone lourd capable 

d’effectuer des missions de plus de 24 heures à plusieurs milliers de kilomètres de sa base. 

Cependant, les véhicules autonomes peuvent être classés en plusieurs catégories : 

 

I.2.3.1 Selon leurs performances et tailles : 

La classification des systèmes aériens est difficile, car il existe de nombreux types de drones 

aériens partant du nano drone de quelques grammes jusqu’au drone lourd capable d’effectuer. 

Parmi les performances on cite : le rayon d’action, endurance et altitude de croisière, ainsi 

pour la taille : envergure et longueur, ce qui ramène à la classification suivante [5] : 

 

 Drones MALE (Moyenne Altitude Longue Endurance) :  

Sont utilisé pour des vols de plus longue durée à une altitude opérationnelle de 10 à 15 Km. 

Avec une taille comparable aux avions traditionnels. Ils sont généralement voués à 

l’observation, mais certains peuvent embarquer des armes. 

 

 

FigureI.3 : Exemples des drones MALE. 

 

 Drones HALE (Haute Altitude Longue Enduranc) : 

Ils sont caractérisés par une envergure proche de celle d’un aéronef classique, ils peuvent 

voler à une altitude opérationnelle atteignant 20 000 mètre avec un rayon d’action de 

plusieurs milliers de kilomètres et une autonomie d’une trentaine d’heures. 

Ces deux types de drones font partie de la classe de grande taille pouvant accomplir des 

missions atteignant 2 jours 
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Figure I.4 : Exemples des drones HALE. 

 

 Drones de combat UCAV (Unmanned Combat Air Vehicles) : 

Ils sont équipés de systèmes d’armes ou de recueils de renseignements. Ils sont destinés à 

accomplir des missions de reconnaissance, d’attaque, de tir, et d’occupation de l’espace aérien 

sur de très longues périodes, pouvant embarquer une charge utile létale. 

 

 

Figure I.5 : Le drone de combat Reaper de l'armée de l'air américaine. 

 

 Drones tactiques TUAV (Tactical Unmanned Aerial Vehicle): 

Ils ont un rayon d’action jusqu’à plus de cent kilomètres, une autonomie d’une dizaine 

d’heures et peuvent voler à une altitude opérationnelle de 200 à 5 000 mètres.  
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Figure I.6 : un drone tactique Patroller. 

 

 Mini drones MAV (Mini Air Vehicule) : 

Ce sont des drones plutôt légers et de taille réduite (jusqu’à quelques kilogrammes et d’une 

envergure jusqu’à 1 à 2 mètres) facilitant la mise en œuvre et généralement utilisés pour 

l’observation des zones difficiles d’accès. 

 

Figure I.7 : Exemple des mini drones. 

 

 Micros-UAV (Micro Air Véhicule ou MAV) : 

Pouvant être contenu dans une sphère de 30 cm. Ces micro-drones sont différenciés par la 

miniaturisation des cartes électroniques et le choix des matériaux, des capteurs et des 

systèmes embarqués. 
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Figure I.8 : Exemple des micros drone. 

 

I.2.3.2 Selon leurs voilures : 

Prenant en considération la nature de leurs voilures, on trouve la classification suivante : 

 À voilure fixe : 

Ce sont des drones qui produisent la portance nécessaire au vol par le vent relatif sur la 

voilure. Le contrôle du vol s’effectue par des gouvernes aérodynamiques. Ces drones assurent 

sa poussée et sa portance par son moteur et ses ailes. 

 À voilure tournante : 

Ce drone assure sa poussée et sa portance par ses moteurs, il a l’avantage de pouvoir voler à 

de faibles vitesses ou bien de rester immobile et capable de décoller et d’atterrir 

verticalement. 

 À ailes battantes : 

Pour ces drones, le pilotage et la sustentation sont assurées grâce à des ailes battantes. 

Dotés d’une capacité de vol avec des trajectoires similaires à celles des insectes, et de vol 

stationnaire à basses vitesses ce qui est intéressant pour des missions dans des espaces réduits. 

 

 

Figure I.9 : Classification des drones selon la voilure. 
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I.2.4 Domaine d’application des drones  

Les drones représentent une solution intéressante pour les missions dans lesquelles la 

présence d’équipage à bord n’apporte pas de plus-value ou au cours desquelles le niveau de 

risque est très élevé. Par leurs particularités, permanence, endurance, rayon d’action, 

réactivité, discrétion et polyvalence d’emploi, les drones apportent de nouvelles possibilités 

qui renforcent les capacités des aéronefs modernes. Les perspectives technologiques 

conduiront à élargir le domaine d’utilisation des systèmes non pilotés dans les opérations 

aériennes, bien au-delà de leurs missions initiales de renseignement, afin d’être exploitable 

non seulement pour les militaires mais aussi pour les civiles [6]. 

 

Domaine civile :  

 

 

Agriculture 

-Analyse des besoins en engrais 

- Détection des maladies  

- Détection des pieds manquants 

 

Aménagement du territoire   - Orthophoto 

 - Implantation 3D 

 - Gestion des espaces verts 

 

 

Archéologie  - Reconstruction 

 - Cadastre 

 - Vue globale des travaux 

 

Artistique/Média  - Mise en valeur immobilier / monuments 

- Télévision / Cinéma 

- Communication / marketing 

- Mise en valeur régions touristiques 
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Cartographie  - Cadastre 

 - Travaux Publics 

 - Géo-référencement 

 

Environnement  - Catastrophes naturelles 

 - Gestion de l'eau 

  - Détection de flore 

  - Comptage/détection de faune 

 

INSPECTION  - Ouvrages d'art 

- Réseaux de communication 

- Thermographie 

- Eoliennes / Panneaux photovoltaïques 

 - Barrages / toitures 

SANTÉ/URGENCE  - Transports de matériels d'urgence 

- Transports de médicaments 

 

 

Sécurité Incendie  - Détection de feux de forêts 

 - Diagnostic d'évolution des flammes 

 - Cartographie 
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Sports et Loisirs  - Suivi d’événements sportifs 

 - Concerts / manifestations 

 - Mise en place tactiques 

 

Surveillance  - Infrastructures 

- Entrepôts / Bâtiments 

- Inventaire des stocks 

- Trafic routier / frontières 

 

 

Topographie  - Mines et carrières 

 

 - Contrôle des stocks 

 

 - Terrassement 

 

 - Orthophoto 

 

Transports  - Livraisons 

 

- Transports de personnes 

 

Tableau I.1 : Domaine d’application des Drones (Domaine civil). 

 

Domaine militaire 

On peut en fait décomposer en trois grandes catégories, les missions militaires confiées aux 

drones : 
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Marine  • Ombre des flottes ennemies. 

• Des missiles décoratifs par émission de 

signatures artificielles. 

• Placement et surveillance des bouées de 

sonar et éventuellement d’autres formes 

de guerre anti sous-marine. 

• Protection des ports contre les attaques en 

mer 

Armé de terre  • Surveillance de la contamination nucléaire, 

biologique ou chimique. 

• Surveillance de l’activité de l’ennemi. 

• Reconnaissance. 

• Localisation et destruction des mines 

terrestres. 

• Désignation et suivi des objectifs. 

 

Aviation • Surveillance longue distance et haute 

altitude. 

• Elimination des bombes non explosées. 

• Brouillage et destruction du système radar. 

• Evaluation des dégâts d’aérodrome. 

• Sécurité de base d’aérodrome. 

Tableau I.2: Domaine d’application des Drones (Domaine militaire). 

 

I.3 Les Quadrirotors 

 I.3.1 Définitions 

Un Quadrirotor est un drone de type VTOL (vertical take-off and landing), ce qui veut dire 

que l’appareil est capable de décoller et d’atterrir verticalement, (contrairement aux avions par 

exemple qui ont besoin de prendre de l’élan) [7]. 

Un quad-copter est un aéronef à voilure tournante comportant quatre rotors pour sa 

sustentation. Les rotors sont généralement placés aux extrémités d’une croix. Afin d’éviter à 

l’appareil de tourner sur lui-même sur son axe de lacet, il est nécessaire que deux hélices 

tournent dans un sens et les deux autres dans l’autre sens. Pour pouvoir diriger l’appareil, il 



Chapitre I : Etat de l’Art  

 

13 

est nécessaire que chaque couple d’hélices tournant dans le même sens soit placé aux 

extrémités opposées d’une branche de la croix [8]. 

Un quadrirotor est un robot mobile motorisé aérien à quatre rotors définit dans l’espace par 6 

DDL (trois rotations et trois translations). Le Quadrirotor est un système sous actionné (le 

nombre d’entrées de commande est inférieur au nombre de degrés de liberté), ce qui induit 

une grande difficulté dans la conception de la commande. 

 

Figure I.10 : Drone Quadrirotor [11]. 

 

I.3.2 Historique 

L’apparition des quadrirotors remonte à janvier 1921. Et suite à un contrat engagé par l'armée 

américaine, C’est l’américain d'origine russe George de Bothezat qui fut le premier à faire 

voler un appareil quadrirotor. Il réussit son premier vol en octobre 1922 et réalise un vol qui a 

duré une minute 42s à 1,8 m du sol le 18 décembre 1922.Le 19 janvier 1923, l'appareil 

emporte deux personnes à 1,2 m du sol. De nombreux vols furent effectués en 1923 mais 

l'appareil ne s'élèvera pas au-dessus de 5 mètres et l'armée mettra fin au contrat [9]. 

 

 

Figure I.11 : L’appareil no 2 d’Oehmichen,              Figure I.12 : Le quadrirotor de Pascal      

Brisset et tirée de Pascal Brisset et Antoine                   Bothezat.  Drouin.                                                                                                                 
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Plus tard en1956, un quadrirotor appelé, en anglais, "Convertawings Model A" a été conçu à 

la fois pour l'usage militaire et civil. Le projet a pris fin en raison principalement de l'absence 

de la demande pour les avions. 

De nos jours, il y a un projet appelé " Bell Boeing Quad Tilt rotor", développé par Bell et 

Boeing en tant que candidat au programme de l'armée américaine "Joint Heavy Lift 

programme", ayant quatre rotors il devrait être capable d'emporter 25 tonnes à 450 km/h sur 

une distance de 460 km, et atterrir verticalement comme un hélicoptère. 

 

I.3.3 Avantages et Inconvénients 

Le drone aérien nous permet d’accéder à des endroits inaccessibles ou dangereux pour 

l’Homme. Il est alors utilisé comme une avancée scientifique et militaire [10]. 

 Parmi les avantages du quadrirotor, on peut citer :  

La rapidité de livraison en cas d’urgence, cette livraison extrême rapide serait un énorme 

avantage pour un client (que ce soit pour le travail, pour un loisir…) 

De plus, le drone aérien est une machine aéronautique beaucoup moins complexe que les 

avions ou les hélicoptères. Pour faire avancer un avion, les ailes doivent être contrôlées par un 

pilote, et pour contrôler un hélicoptère il faut changer l’inclinaison des hélices ou la vitesse de 

ces dernières. Alors que les drones regroupent les meilleures parties des avions et des 

hélicoptères. En effet, il a plusieurs moteurs et d’hélices qui permettent au drone de se 

déplacer juste en changeant la vitesse de la rotation des moteurs. Le drone est aussi composé 

d’une partie mécanique simple qui fait de lui un objet avec une simplicité de construction. 

Enfin, notons aussi l’avantage écologique. En effet, le drone distributeur utilise l’électricité 

pour avancer [11].  

 Parmi les inconvénients du quadrirotor on peut citer :  

L’autonomie du drone est très faible. En effet, le drone ne peut se déplacer que pendant 16 

kilomètres avant qu’il n’est besoin d’être rechargé, aussi la saturation d’espace dans l’air. 

Imaginons que tous les compagnies utilisent ce concept, l’espace aérien serait donc saturé [9]. 

 

  I.2.4 Domaine d'application des Quadrirotors 

De nos jours, les drones quadrotor ont un large domaine d’application en passant par les 

livraisons de colis, le scan 3D des monuments, le lever topographique et jusqu’à l’épandage 

en agriculture, mais celles que l’on rencontre le plus souvent sont cités ci-dessous [12] : 
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 Application media : 

D’une façon générale l’histoire du drone quadrotor dans le domaine civil a commencé par les 

prises de photos et de vidéo. En effet, la photographie aérienne est l’application la plus simple 

et évidente que l’on peut faire avec les drones, parce que les types de photos obtenu constitue 

un solide argument pour présenter une grande propriété, un chantier et parc sous les meilleurs 

angles. Dans cette application c’est surtout, les publicitaires et les professionnels du tourisme, 

les journalistes qui s’y intéressent de près ;  

 Surveillance et collecte d’information :  

Cette application intéresse en premier lieu les acteurs institutionnels de sécurité : police, 

gendarme, sécurité civile. Ici, le quadrotor est bien utiles grâce à sa capacité de faire des vols 

stationnaires pour rester un certain temps au-dessus de la zone à surveiller ;  

 Mission dangereuse : 

Là où l’homme ne peut se rendre sans mettre en péril sa santé, le quadrotor peut le remplacer. 

En effet, cet appareil piloter à distance peut réussir à accéder à des zones dangereuses pour 

analyser les dégâts causés par des catastrophes naturelles ou des incendies par exemples. Ce 

véhicule est de par sa configuration, idéal pour le déplacement dans les environnements 

hostiles ou à accès difficile.  

 

I.4 Les techniques de commande pour les quadrotors 

Les travaux de recherche effectués, par différents groupes de recherche et universités dans le 

monde, ont montré que la configuration du quadrotor est meilleure que celle de l’hélicoptère 

pour les applications UAV.  

Un grand nombre de travaux de recherche ont été effectués sur le développement des 

techniques de commande sur les quadrotors. Nous présentons ici les techniques utilisées dans 

la littérature : 

 

I.4.1 Les techniques de commande linéaire 

 La commande par PID (Proportionnel - Intégral - Dérivé).  

La technique de commande par PID (Proportionnel, intégral, dérivé) est certainement 

l’approche la plus connue et la plus simple à implémenter sur un système. Elle facilite la 

compréhension du rôle physique du chacun des termes de la commande, ce qui permet donc 

de régler les gains. Le principe de commande par PID pour certains cas des drones est 

constitué de plusieurs régulateurs mis en cascade. En fonction des références en position, un 
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premier PID génère les consignes en orientation permettant la stabilisation et les 

déplacements horizontaux. Ensuite, un second PID prend en charge le suivi de ces consignes 

en roulis, en tangage et en lacet. Enfin un troisième PID s’occupe de définir la poussée pour 

garantir les déplacements verticaux. Cette technique de commande a été testée avec succès sur 

plusieurs plateformes expérimentales comme les hélicoptères (Shim et al., 1998), les 

quadrotors (Tayebi et McGilvray, 2004) et les drones à rotors coaxiaux (Lipera et al., 2001). 

(Güçlü, 2012) a utilisé un régulateur linéaire quadratique (LQR) et un correcteur PID pour le 

contrôle d’attitude d’un quadrotor. 

 

 

Figure I.13 : Principe de la commande par PID [11]. 

 

 La commande par placement de pôles.  

La commande par placement de pôles est une méthode qui consiste à déterminer une matrice 

de gains qui place les valeurs propres du système en boucle fermée en des positions 

prédéfinies. Cette architecture de commande qui a été sélectionnée pour commander d'un 

hélicoptère, d'un quadrotor et d'un drone à voilure fixe, respectivement 

 

 

 

(a) cas continue                                           (b) cas discret 

Figure I.14 : Zone idéale de placement des pôles de la boucle fermée [13]. 
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 La commande linéaire quadratique / gaussienne (LQ/ LQG).  

La commande linéaire quadratique (LQ) est une méthode de synthèse qui permet de 

déterminer la commande optimale d'un système qui minimise (ou maximise) un critère de 

performance. 

La commande linéaire quadratique gaussienne(LQG) est similaire à la commande LQ à la 

différence près qu'elle intègre un observateur dans la boucle de commande. La commande 

LQG, optimale au sens de la norme H2, réunit un correcteur LQ et un estimateur de Kalman 

dans un souci particulier de réduire les bruits de mesure. Des procédures de conception et des 

résultats expérimentaux de la commande LQG/LTR (de l'anglais Loop Transfer Recovery. 

c’est la procédure de réglage pour restaurer les marges de stabilité de la commande LQ 

existent). L’avantage de cette commande est qu’elle possède intrinsèquement de très bonnes 

propriétés de robustesse [13]. 

 

 

Figure I.15 : Principe de la commande linéaire quadratique gaussienne [13]. 

 

I.4.2 Les techniques de commande non linéaire 

Les systèmes non linéaires sont analysés en vue d'établir des lois de commande [24][30]. On 

présente la stabilité au sens de Lyapunov, ainsi que des méthodes de commande linéarisation 

de la boucle fermée [29].  

 La commande par linéarisation entrée – sortie. 

La linéarisation entrée/état équivalente au moyen d'un changement de variables et d'un choix 

approprié d'entrées de commande. Est signifié donc la création d'une relation différentielle 

linéaire entre et sortie du système et sa nouvelle entrée. 
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 La commande par Backstepping.  

La commande par Backstepping est une loi de commande pour les systèmes non linéaires 

basée sur le théorème de Lyapunov. Elle s’applique sur des systèmes de la forme cascade 

triangulaire. Chaque état du système commande l’état précédent et s’appelle « Commande 

Virtuelle », jusqu’au dernier état qui est commandé par la commande réelle. L’objectif de 

cette technique est de calculer en plusieurs étapes une loi de commande qui assure la stabilité 

globale du système [30].  

 La commande par logique floue.  

Les modèles flous peuvent être considérés comme des modèles logiques qui utilisent des 

règles du type « Si…Alors… » Pour établir des relations qualitatives entre les variables du 

modèle. Les systèmes flous peuvent être classés en trois groupes : les systèmes flous 

linguistiques ou systèmes de Mamdani, les systèmes flous relationnels et les systèmes à 

conséquence fonctionnelle ou encore connus sous le nom de systèmes flous de type Takagi-

Sugeno-Kang.  

 La commande adaptative.  

Le contrôle adaptatif est une technique où les paramètres de contrôle en temps réel varient 

pour s'adapter aux changements dans la dynamique du système. Ces changements peuvent 

être dus à des erreurs de modélisation, à des incertitudes scientifiques ou à des perturbations 

externes [29]. 

 La commande par mode glissant.  

La commande par modes glissants par application de l’algorithme du twisting afin d'assurer la 

convergence de la surface et sa dérivée vers l’origine dans un temps fini. La surface de 

glissement est définie comme un système linéaire autonome et stable, La synthèse de la 

commande par modes glissants se fait en trois étapes :  

- choix de la surface de glissement.  

- Etablir la condition de convergence  

- déterminer la loi de commande qui permet d’atteindre la surface et d’y demeurer.  

Les inconvénients de cette stratégie de commande Le problème de robustesse lors de la phase 

d'accrochage et le phénomène de vibrations.  

D'autres techniques de commande en été implémenté pour la commande des quadrotor parmi 

lesquelles on peut citer : La commande hiérarchique, La commande par saturations 

imbriquées, La commande tolérante aux défauts, La commande par platitude, La commande 
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Hinf non linéaire, La commande prédictive non linéaire, réseau de neurones et La commande 

par asservissement visuel [13]. 

 

I.5    Conclusion 

Ce chapitre a permis d’avoir une vision générale sur les drones, leur histoireet différents 

types. Nous avons également décrit les drones de type quadrotor, leurapparition et leurs 

avantages et applications. 

Nous avons décomposé l’étude des techniques de commande en deux parties. Dans lapremière 

partie nous avons abordé les techniques de commande linéaires, ensuite lestechniques de 

commande non linéaire ont été détaillées. 

Dans le chapitre suivant nous allons essayer d’établir un modèle dynamique décrivant 

les mouvements de notre véhicule aérien. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Chapitre II: 

Modélisation du 

Quadrirotor 

 
                   "I find that the harder I work;  

the more luck I seem to have." 

-- Thomas Jefferson 
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II. Introduction 

La modélisation consiste à utiliser des techniques permettant de disposer d’une représentation 

mathématique d’un système, plus cette présentation est détaillée plus elle traduit le 

comportement réel de ce système. 

Afin de concevoir une approche de commande stable et robuste, il est nécessaire d’abord de 

comprendre les mouvements du système, sa dynamique ainsi que ses équations de 

mouvements. Cette compréhension est indispensable non seulement pour la conception de la 

commande de vol, mais aussi pour s’assurer que le comportement du robot volant est plus 

proche possible que la réalité lorsque la commande est appliquée. Dans ce chapitre, nous 

allons présenter le principe de vol et les différents mouvements d’un quadrotor. Ensuite, nous 

allons nous intéresser au développement du modèle dynamique du quadrotor afin de nous 

faciliter par la suite la conception de notre contrôleur. 

 

II.2    Principe de fonctionnement 

        Un quadrotor possède comme son nom l’indique 4 rotors placés aux extrémités d’une 

croix. Ce sont ces quatre rotors qui fournissent la force verticale (portance) qui permet à 

l’appareil de s’élever. En vol, le quadrotor possède plusieurs mouvements possibles et peut 

s’évoluer suivant ses axes de lacet, tangage, et roulis. Pour effectuer un mouvement vertical, il 

faut faire tourner deux moteurs dans le sens d’aiguille d’une montre et les deux autres dans le 

sens inverse et avec les mêmes vitesses de rotation pour chaque moteur. Mais cela ne suffit 

pas pour stabiliser l’appareil, il faut mettre au point un système qui pilote la puissance des 

moteurs individuellement pour contrer l’inclinaison sur les différents axes [26]. 

 

Le principe de mouvement d’un quadrotor est assez particulier. En faisant varier les vitesses 

de rotation de chaque moteur, il est possible de manipuler le quadrotor suivant ses différents 

axes, soit selon l’axe z pour monter/descendre, ou selon les axes x et y pour l’incliner à 

gauche/à droite ou en avant/arrière, ou selon l’axe de lacet pour le faire pivoter sur lui-même. 

Comme nous montre la Figure 2.1, les moteurs arrière et avant (M1, M3) tournent dans le 

même sens qu’une aiguille d’une montre lorsque les moteurs droits et gauches (M2, M4) 

tournent dans le sens inverse.  Chaque actionneur produit une force Fi parallèle à son axe de 

rotation, et un couple résistant wi opposé au sens de rotation. La force de poussée totale 

exercée sur l’hélicoptère est la somme des quatre forces générées par chaque moteur soit  
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Ft = F1 +F2 +F3 + F4. La combinaison des forces Fi et des couples wi donne origine aux 

mouvements angulaires autour des axes principaux du quadrotor (lacet, tangage, et roulis) 

[14]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II.1 : Structure générale d’un quadrotor [15]. 

 

Ainsi le quadrirotor a les six mouvements suivants : 

 Mouvement vertical 

 Mouvement horizontal 

 Rotation de roulis 

 Rotation de tangage 

 Rotation de lacet 

 

II.2.1   Mouvement vertical 

Le mouvement vertical Figure II.2est un mouvement de translations sur l’axe Z qui 

représente l’action de décollage ou l’atterrissage. Ce mouvement est réalisé par la 

variation de la vitesse de rotation des quatre rotors en même temps et avec la même 

force de poussée. 

1. Pour le décollage on applique une grande vitesse de rotation 
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Figure II.2 : Rotations Moteur pour un décollage 

 

2. Pour l’atterrissage Figure II.3 on applique une vitesse faible de rotation. 

 

Figure II.3 : Rotations moteurs pour un atterrissage 

 

3. Pour un vol stationnaire Figure II.4, on applique une vitesse moyenne de rotation. 
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Figure II.4 : Vol stationnaire 

 

II.2.2    Mouvement Horizontal 

Le mouvement horizontal Figure II.5 est un mouvement de translations sur l’axe X et Y, 

cela est accomplie en variant la vitesse de deux rotors opposés (un plus rapide que 

l'autre) et en gardant une vitesse intermédiaire pour les deux autres rotors, virement sera 

dans la direction du rotor qui aura moins de vitesse. 
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Figure II.5 : Translations horizontale 

 

II.2.3    Mouvement de Roulis 

Ce mouvement Figure II.6 est obtenu en couplant un mouvement de rotation et un mouvement 

de translations sur l’axe Y, la variation de vitesse entre les rotors 1 et 3 provoque une rotation 

autour de l’axe X 

 

Figure II.6 : Roulis 

 

II.2.4    Mouvement de Tangage 

Ce mouvement Figure II.7est obtenu en couplant un mouvement de rotation et un mouvement 

de translations sur l’axe X, la variation de vitesse entre les rotors 2 et 4 provoque une rotation 

autour de l’axe Y. 
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Figure II.7 : Tangage 

 

II.2.5   Mouvement de Lacet 

C’est un mouvement Figure II.8 qui consiste à faire pivoter le drone sur lui-même c.-à-d. 

autour de l’axe Z, pour ce faire il faudrait augmenter la vitesse de deux rotors opposés de 

façon égale et diminuer la vitesse des deux autres eux aussi égaux, l’accélération de deux 

rotors doit être équivalente à la décélération des deux autres de façon à obtenir une 

compensation dans la force poussée [15]. 

 

Figure II.8 : Lacet 

 

 

 



Chapitre II : Modélisation de Quadrirotor   

 

26 

II.4    Mouvement dynamique du Quadrirotor 

La dynamique fortement non linéaire du quadrirotor et le couplage des différents états rendent 

la modélisation de son vol difficile. Pour réaliser cette tâche plusieurs hypothèses ont été 

proposées dans la littérature telle que [16][26] : 

Le centre de gravité de l’appareil est situé au centre de celui-ci et est considéré confondu avec 

le repère lié à la structure. 

 La structure composant le quadrirotor est supposé rigide et symétrique. 

 Les hélices sont supposées rigides pour pouvoir négliger l’effet de leurs déformations 

lors de la rotation. 

 Les forces de portance et de traînée sont proportionnelles aux carrés de la vitesse de 

rotation des rotors. 

Nous allons proposer dans ce qui suit un modèle qui nous permettra la simulation de notre 

système. 

Pour ce faire nous allons définir deux repères, un repère fixe lié à la terre Rb et un repère 

mobile lié au centre de gravité du quadrirotor Rm. 

 

Figure II.9 : Repères fixe et mobile du quadrirotor 
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Pour passer du repère fixe au repère mobile nous définissons une matrice de transformation T 

qui contient la position et l’orientation du repère mobile par rapport au repère fixe. 

                                                 T=[
𝑅 𝜁
0 1

]                                                                           (II.1) 

Avec R la matrice de rotation de l’objet mobile. 

𝜁= [𝑥𝑦𝑧] T, le vecteur de position. 

Pour déterminer les éléments de la matrice R nous allons utiliser les angles d’Euler 

 

II.4.1    Angles d’Euler 

Au début le repère mobile coïncide avec le repère fixe, puis celui-ci effectue trois 

mouvements de rotation, une rotation autour de l’axe X avec un angle de Roulis φ, une autre 

rotation autour de l’axe Y avec un angle de Tangage θ, et enfin une rotation autours de l’axe Z 

avec un angle de Lacet ψ. 

Nous supposons que (−
π

2
< φ <

π

2
 ) et (−

π

2
< θ <

π

2
 ) et (- π < ψ < π). 

Nous obtenons R comme suit : 

R = Rotz(ψ) × Roty(θ) × Rotx(φ)= 

[
𝑐𝑜𝑠(𝜓) −𝑠𝑖𝑛⁡(𝜓) 0
𝑠𝑖𝑛⁡(𝜓) 𝑐𝑜𝑠⁡(𝜓) 0

0 0 1

]. [
𝑐𝑜𝑠(𝜓) 0 𝑠𝑖𝑛⁡(𝜓)

0 1 0
−𝑠𝑖𝑛⁡(𝜓) 0 𝑐𝑜𝑠⁡(𝜓)

] . [
1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠⁡(𝜑) −𝑠𝑖𝑛⁡(𝜑)
0 𝑠𝑖𝑛⁡(𝜑) 𝑐𝑜𝑠⁡(𝜑)

] 

R=[

𝑐(𝜓). 𝑐(𝜃) 𝑠(𝜑). 𝑠(𝜃). 𝑐(𝜓) − 𝑠(𝜓). 𝑐(𝜑) 𝑐(𝜑). 𝑠(𝜃). 𝑐(𝜓) + 𝑠(𝜓). 𝑠(𝜑)
𝑠(𝜓). 𝑐(𝜃) 𝑠(𝜑). 𝑠(𝜃). 𝑠(𝜓) + 𝑐(𝜓). 𝑐(𝜃) 𝑐(𝜑). 𝑠(𝜃). 𝑠(𝜓) − 𝑠(𝜑). 𝑐(𝜓)
−𝑠(𝜃) 𝑠(𝜑). 𝑐(𝜃) 𝑐(𝜑). 𝑐(𝜃)

]       (II.2) 

Avec : c= cos   s =sin 

 

II.4.2    Vitesses angulaires  

Nous posons les vitesses de rotations Ω1, Ω2 et Ω3 dans le repère fixe, Ces vitesses sont 

exprimées en fonction des vitesses φ̇, θ̇ et ψ̇ dans le repère mobile. Au début les deux repères 

sont confondus et la rotation de Roulis a lieu, viens ensuite une rotation de Tangage le vecteur 

de vitesse doit être exprimé dans le repère fixe, on multiplie donc le vecteur θ ̇par 𝑅𝑜𝑡𝑥(φ)−1, 

et enfin nous avons la rotation de Lacet et pour exprimer le vecteur de vitesse ψ̇ dans le repère 

fixe on le multiplie par [𝑅𝑜𝑡𝑦(θ). 𝑅𝑜𝑡𝑥(φ)] −1 [17]. 

Nous avons donc : 

Ω =[
𝛺₁
𝛺₂
𝛺₃

] = [
𝜑 
0
0

]+ Rotx(φ)-1 0 . [
0
𝜃 

⁡0⁡⁡

] +[𝑅𝑜𝑡y(θ).𝑅𝑜𝑡𝑥(φ)] -1 . [
0
0
⁡𝜓 ⁡

]                                        (II.3) 
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Finalement nous obtenons : 

Ω=[
𝛺₁
𝛺₂
𝛺₃
] =[

𝜑 ⁡
0
0

]+[
0

𝜃 𝑐𝑜𝑠(𝜑)
−𝜃 𝑠𝑖𝑛(𝜑)

]+ [

−𝜓 𝑠(𝜃)
𝜓 𝑠𝑖𝑛(𝜑)𝑐𝑜𝑠(𝜃)
𝜓 𝑐𝑜𝑠(𝜑)𝑐𝑜𝑠(𝜃)

] = [

𝜑 − 𝜓 𝑠𝑖𝑛(𝜃)
𝜃 𝑐𝑜𝑠(𝜑) + 𝜓 𝑠𝑖𝑛(𝜑)𝑐𝑜𝑠(𝜃)
𝑐𝑜𝑠(𝜑)𝑐𝑜𝑠(𝜃) − 𝜃 𝑠𝑖𝑛(𝜑)

]       (II.4) 

Il est supposé que le quadrirotor fait de petites rotations de roulis et de tangage nous pouvons 

approximer comme suit : cos(𝜑)=cos(θ)=1 et sin(𝜑)=sin(θ)=0 la vitesse angulaire pourra 

donc s’écrire comme suit : 

                                           Ω=[

𝜑 

𝜃 

𝜓 
]                                                                                   (II.5) 

  

II.4.3     Effets physiques agissants sur le quadri rotor 

II.4.3.1    Les forces : 

Les forces agissant sur le système sont : 

II.4.3.1.1    La gravité 

La gravité agit sur le quadri rotor proportionnellement à sa masse et est donnée par : 

                                    𝑃=𝑚∗𝑔                                                                                      (II.6) 

Avec : m la masse du quadri rotor, g= 9.81m/s2 

 

II.4.3.1.2      Les forces de poussées 

Les hélices entrainées par les moteurs provoquent une force de poussé perpendiculaire au plan 

des hélices, ces forces sont proportionnelles au carrée de la vitesse de rotation des moteurs : 

                                𝐹𝑖=𝑏𝜔2
𝑖                                                                                                                    (II.7) 

 Avec i= {1,2,3,4} 

Et 𝑏 le coefficient de portance des hélices, il dépend de leurs formes, du nombre de pales et de 

la densité de l’air. 

 

II.4.3.1.3    La forces de trainée des hélices 

La trainée est la force qui s'oppose au mouvement d'un corps dans un liquide ou un gaz, elle 

agit comme un frottement. Dans le cas des hélices cette force est proportionnelle au carré de 

la vitesse de rotation de ces dernières et est donnée par la relation 

                                 𝑇𝑖 =𝑑𝜔2
𝑖                                                                                         (II.8) 

Avec d le coefficient de drag, il dépend de la fabrication de l’hélice. 
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Et 𝑖= {1,2,3,4} 

 

II.4.3.1.4    La trainée selon les axes 

Elle est due au mouvement du quadri rotor et est donnée comme suit  :  

                                  Ft= [
−𝐾𝑓𝑡𝑥 0 0

0 −𝐾𝑓𝑡𝑦 0
0 0 −𝐾𝑓𝑡𝑧

].V                                                     (II.9) 

Avec 𝐾ftx ,kfty  ,𝐾ftz les coefficients de trainée de translation et V la vitesse linéaire. 

 

II.4.3.2     Les moments 

Plusieurs moments agissent sur le quadri rotor, ils sont dus aux différentes forces de poussées 

et de trainées et aux effets gyroscopiques. 

II.4.3.2.1    Moments dus aux forces de trainée : 

Les couples de trainée de chaque hélice induisent un couple réactif qui agit sur la rotation 

autour de l’axe z, ce moment est donné par : 

                           Mz = d (ω1
2 – ω2

2 + ω3
2 – ω4

2)                                                            (II.10) 

 

 Les frottements aérodynamiques induisent des moments : 

                                       𝑀𝑎= [

𝐾𝑓𝑎𝑥. 𝜑 ²

𝐾𝑓𝑎𝑦. 𝜃² 

𝐾𝑓𝑎𝑧⁡. 𝜓 ²

]                                                                           (II.11) 

Avec 𝐾𝑓𝑎𝑥𝐾𝑓𝑎𝑦𝐾𝑓𝑎𝑧les coefficients de frottement aérodynamiques et 𝜑 , 𝜃 ⁡𝑒𝑡⁡𝜓  les vitesses 

angulaires. 

 

II.4.3.2.2     Moments dus aux forces de poussées 

 Lorsqu’il y a une différence entre les forces de portances des rotors 2 et 4, cela 

implique une rotation autour de l’axe X. Ce moment est donné par : 

                            Mx = l. (F4 - F2) = l.b(ω4
2 – ω2

2)                                                        (II.12) 

Avec l la longueur du bras où est fixé le quadri rotor. 

 Lors d’une rotation autour de l’axe Y, qui est due à une différence entre les forces de 

portances des rotors 1 et 3, nous obtenons un moment : 

                         My = l. (F3 – F1) = l.b(ω3
2 – ω1

2)                                                        (II.13) 
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II.4.3.3     L’effet gyroscopique 

Lorsqu’un objet tourne il est sujet à l’effet gyroscopique, c’est-à-dire que l’objet oppose une 

résistance au changement d’orientation de son plan de rotation. Nous avons donc deux 

moments gyroscopiques : 

II.4.3.3.1     Moment gyroscopique du quadri rotor : 

Ce sont les moments dus aux rotations du quadrirotor sur lui-même, ils sont décrits par la 

relation suivante : 

                                              𝑀𝑔𝑚 = 𝛺 ˄ 𝐽. 𝛺                                                                    (II.14) 

Avec J  la matrice d’inertie du système. 

 

II.4.3.3.2     Moment gyroscopique des hélices : 

Ce sont les Moments dus aux rotations des hélices sur leurs axes, ils sont définis comme suit 

[16] : 

              𝑀𝑔ℎ=∑ 𝛺4
𝑖=1 ˄⁡Jr [0    0    (−1)i+1ω𝑖] = [

𝐽𝑟𝜃 𝛺̅
−𝐽𝑟𝜑 
0

𝛺̅]                                             (II.15) 

Avec : Jr l’inertie des rotors et  𝛺=𝜔1𝜔2𝜔3𝜔4 

 

II.4.4    Modèle mathématique selon Newton-Euler 

La méthode Newton-Euler est une des méthodes les plus utilisées dans la modélisation de 

robots, elle consiste en les équations suivantes : 

                          

{
 
 

 
 𝜁  = 𝑣

𝑚𝜁̈ = 𝐹𝑓 + 𝐹𝑡 + 𝐹𝑔

𝑅 = 𝑅𝑆(Ω)

𝐽Ω = 𝑀𝑔𝑚 +𝑀𝑓 +𝑀𝑎 +𝑀𝑔ℎ

                                                                (II.16) 

Avec : 

-𝜁: le vecteur de position du quadrirotor. 

- m : la masse totale du quadri rotor. 

- Ω : le vecteur de vitesse angulaire exprimé dans le repère fixe 

- R : la matrice de rotation 

- J : la matrice d’inertie symétrique :        

                                 J=[
𝐼𝑥 0 0
0 𝐼𝑦 0
0 0 𝐼𝑧

]                                                                         (II.17) 



Chapitre II : Modélisation de Quadrirotor   

 

31 

- S(Ω) : la matrice antisymétrique associé au vecteur Ω, elle est donnée par 

                                          𝑆(Ω) = [
0 −Ω3 Ω2

Ω3 0 −Ω1

−Ω2 Ω1 0
]                                                        (II.18) 

- 𝐹𝑓 : la force de poussée totale générée par les quatre rotors : 

                            𝐹𝑓=𝑅 × [0     0     ∑ ⁡⁡𝐹4
𝑖=1 i  ]

ᵀ                                                                (II.19) 

- Ft : la force de trainée selon les axes (x.y.z) est donnée comme suit : 

                                           𝐹𝑡= [

⁡−𝐾𝑓𝑡𝑥⁡𝑥 
−𝐾𝑓𝑡𝑦⁡𝑦 
⁡−𝐾𝑓𝑡𝑧⁡𝑧 ⁡

]                                                                         (II.20) 

- Fg est donnée par : 

                                         𝐹𝑔= [
0
0

−𝑚𝑔
]                                                                                 (II.21) 

-𝑀𝑓 : moment provoqué par les forces de poussée et de trainée. 

                                        𝑀𝑓 =[
𝑀𝑥
𝑀𝑦
𝑀𝑧

]                                                                                  (II.22) 

 

II.4.4.1    Equation de mouvement de translation 

D’après le modèle de Newton-Euler nous avons : 

                              m𝜁 ̈= 𝐹f+𝐹𝑡+𝐹𝑔                                                                                         (II.23) 

Nous réalisons les transformations nécessaires pour aboutir à : 

  𝑀.[
𝑥̈
𝑦̈
𝑧̈

] = [

𝑐(𝜑). 𝑠(𝜃). 𝑐(𝜓) + 𝑠(𝜓). 𝑠(𝜑)

𝑐(𝜑). 𝑠(𝜃). 𝑠(𝜓) − 𝑠(𝜑). 𝑐(𝜓)

𝑐(𝜑). 𝑐(𝜃)
] . ∑ 𝐹4

𝑖=1 i + [

−𝐾𝑓𝑡𝑥⁡. 𝑥 
−𝐾𝑓𝑡𝑦⁡. 𝑦 

⁡−𝐾𝑓𝑡𝑧⁡. 𝑧 ]
] + [

0
0

−𝑚𝑔
]           (II.24) 

Nous obtenons donc les équations différentielles qui définissent le mouvement de translation 

comme suit : 

𝑥̈= 
1

𝑚
 (c(φ).s(θ).c(ψ)+s(ψ).s(φ)) (∑ 𝐹4

𝑖=1 i ) - 
𝐾𝑓𝑡𝑥

𝑚
𝑥  

                                 𝑦̈= 
1

𝑚
 (c(φ).s(θ).s(ψ)−s(φ).c(ψ)) ( ∑ 𝐹4

𝑖=1 i ) - 
𝐾𝑓𝑡𝑦

𝑚
𝑦                          (II.25) 

𝑧̈=  
1

𝑚
 (c(φ).c(θ)) ( ∑ 𝐹4

𝑖=1 i ) - 
𝐾𝑓𝑡𝑧

𝑚
𝑧  – g 
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II.4.4.2     Equations de rotation 

L’équation de rotation est donnée par : 

                                                J𝛺 =𝑀𝑔𝑚+𝑀𝑓+𝑀𝑎+𝑀𝑔ℎ                                                            (II.26) 

      [
𝐼𝑥⁡⁡⁡0⁡⁡⁡0
0⁡⁡⁡𝐼𝑦⁡⁡⁡0
0⁡⁡⁡0⁡⁡⁡𝐼𝑧⁡

] [

𝜑̈

𝜃̈
𝜓̈
]= - [

𝜑 

𝜃 

𝜓 
] ˄ 

[
 
 
 
[
𝐼𝑥⁡⁡⁡⁡0⁡⁡⁡0
0⁡⁡⁡𝐼𝑦⁡⁡⁡⁡0
0⁡⁡⁡⁡0⁡⁡⁡𝐼𝑧

] [

𝜑 

𝜃 

𝜓
] + [

𝑀𝑥
𝑀𝑦
𝑀𝑧

] − [

𝐾𝑓𝑎𝑥𝜑 2

𝐾𝑓𝑎𝑦𝜃2 

𝐾𝑓𝑎𝑧𝜓 2
] − [

𝐽𝑟𝜃 𝛺̅

−𝐽𝑟𝜑 𝛺̅
0

]

]
 
 
 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(II.27) 

                                       Ix .φ̈=−θ ψ (Iz−Iy) −JrΩ̅𝜃 −𝐾𝑓𝑎𝑥𝜑 2+(𝜔4
2−𝜔2

2) 

                                      Iy .θ̈=φ ψ (Iz−Ix) −JrΩ̅𝜑 −𝐾𝑓𝑎𝑦𝜃 2+(𝜔3
2−𝜔1

2)                                      (II.28) 

                                      Iz .ψ̈=−θ φ (Iy−Ix) −𝐾𝑓𝑎𝑧𝜓 2+(𝜔1
2−𝜔2

2+𝜔3
2−𝜔4

2) 

 

𝑁𝑜𝑢𝑠⁡𝑝𝑜𝑢𝑣𝑜𝑛𝑠⁡𝑚𝑎𝑖𝑛𝑡𝑒𝑛𝑎𝑛𝑡⁡𝑝𝑜𝑠𝑒𝑟⁡𝑢𝑛⁡𝑚𝑜𝑑è𝑙𝑒⁡𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡⁡𝑟é𝑔𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡⁡𝑢𝑛⁡𝑞𝑢𝑎𝑑𝑟𝑖𝑟𝑜𝑡𝑜𝑟⁡[7] ∶ 

𝜑̈⁡ = ⁡𝜃 𝜓⁡
 (𝐼𝑦 − 𝐼𝑧)

𝐼𝑥
⁡−

𝐽𝑟

𝐼𝑥
⁡𝛺̅𝜃 ⁡ − ⁡⁡

𝐾𝑓𝑎𝑥

𝐼𝑥
𝜑 2⁡ +

𝑈2

𝐼𝑥
 

𝜃̈ ⁡= 𝜑 𝜓 
(𝐼𝑧 − 𝐼𝑥)

𝐼𝑦
⁡−⁡

𝐽𝑟

𝐼𝑦
𝛺̅𝜑 ⁡ − ⁡

𝐾𝑓𝑎𝑦

𝐼𝑦
𝜃 2 +⁡

𝑈3

𝐼𝑦
 

                                              𝜓⁡̈ = 𝜃 𝜑 
(𝐼𝑥−𝐼𝑦)

𝐼𝑧
⁡−

𝐾𝑓𝑎𝑧

𝐼𝑧
𝜓 2 +

𝑈4

𝐼𝑧
                                                     (II.29) 

𝑥̈⁡ =
⁡(𝑐(𝜑). 𝑠(𝜃). 𝑐(𝜓) + 𝑠(𝜓). 𝑠(𝜑))

𝑚
𝑈1 −⁡

𝑘𝑓𝑡𝑥

𝑚
𝑥  

𝑦̈⁡ =
⁡(𝑐(𝜑). 𝑠(𝜃). 𝑠(𝜓) + 𝑐(𝜓). 𝑠(𝜑))

𝑚
𝑈1 −⁡

𝑘𝑓𝑡𝑦

𝑚
𝑦 ⁡ 

𝑧̈⁡ =
(𝑐(𝜑). 𝑐(𝜃))

𝑚
𝑈1 −⁡

𝐾𝑓𝑡𝑧

𝑚
𝑧 − 𝑔 

Avec : 

                                      [

𝑈1
𝑈2

𝑈3

𝑈4

] = [

𝑏⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑏⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑏⁡⁡⁡⁡⁡𝑏
0⁡⁡ − 𝑙𝑏⁡⁡⁡0⁡⁡⁡⁡𝑙𝑏
−𝑙𝑏⁡⁡⁡⁡⁡0⁡⁡⁡⁡⁡𝑙𝑏⁡⁡⁡⁡0
𝑑⁡ − 𝑑⁡⁡⁡⁡⁡𝑑⁡ − 𝑑

]

[
 
 
 
 
𝑤1

2

𝑤2
2

𝑤3
2

𝑤4
2]
 
 
 
 

                                              (II.30) 

 

II.4.5     Représentation d’état 

Nous allons réécrire notre modèle mathématique sous forme de modèle d’état, pour cela nous 

posons : 

𝑋 = [𝜑⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝜑⁡ ⁡⁡⁡⁡⁡𝜃⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝜃 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝜓⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝜓 ⁡⁡⁡⁡⁡𝑥⁡⁡⁡⁡⁡𝑥 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑦⁡⁡⁡⁡⁡𝑦 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑧⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑧 ]𝑇 

⁡⁡⁡⁡= [𝑥1𝑥2𝑥3⁡⁡⁡⁡⁡𝑥4⁡⁡⁡⁡⁡𝑥5⁡⁡⁡⁡𝑥6⁡⁡⁡⁡𝑥7𝑥8𝑥9⁡⁡⁡⁡𝑥10⁡⁡⁡⁡𝑥11⁡⁡⁡⁡𝑥12]
𝑇                                                 (II.31) 

Finalement nous obtenons la représentation d’état suivante 
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⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

𝑥 1 = 𝑥2
𝑥 2 = 𝑎1𝑥4𝑥6 + 𝑎2𝑥2

2 + 𝑎3Ω̅𝑥4 + 𝑏1𝑈2

𝑥 3 = 𝑥4
𝑥 4 = 𝑎4𝑥2𝑥6 + 𝑎5𝑥4

2 + 𝑎6Ω̅𝑥2 + 𝑏2𝑈3

𝑥 5 = 𝑥6
𝑥 6 = 𝑎7𝑥2𝑥4 + 𝑎8𝑥6

2 + 𝑏3𝑈4

𝑥 7 = 𝑥8

𝑥 8 = 𝑎9𝑥8 +
𝑐𝑥1𝑐𝑥5𝑠𝑥3+𝑠𝑥1+𝑠𝑥5

𝑚
𝑈1

𝑥 9 = 𝑥10

𝑥 10 = 𝑎10𝑥10 +
𝑐𝑥1𝑠𝑥3𝑠𝑥5−𝑠𝑥1+𝑠𝑥5

𝑚
𝑈1

𝑥 11 = 𝑥12

𝑥 12 = 𝑎11𝑥12 +
𝑐𝑥1𝑐𝑥3

𝑚
𝑈1 − 𝑔

                                                (II.32) 

Avec : 

𝑎1 =
𝐼𝑦−𝐼𝑧

𝐼𝑥
, 𝑎2 = −

𝐾𝑓𝑎𝑥

𝐼𝑥
,  𝑎3 = −

𝐽𝑟

𝐼𝑥
,  𝑎4 =

𝐼𝑧−𝐼𝑥⁡

𝐼𝑦
,  𝑎5 = −⁡

𝐾𝑓𝑎𝑦

𝐼𝑦
,  𝑎6 =

𝐽𝑟

𝐼𝑦
, 𝑎7 =

𝐼𝑥−𝐼𝑦

𝐼𝑧
,  𝑎8 =

−
⁡𝐾𝑓𝑎𝑧

𝐼𝑧
,   𝑎9 = −

𝐾𝑓𝑡𝑥

𝑚
,   𝑎10 = −⁡

⁡𝐾𝑓𝑡𝑦

𝑚
⁡⁡,⁡⁡⁡𝑎11 = −⁡

𝐾𝑓𝑡𝑧

𝑚
,  𝑏1 =

𝑙

𝐼𝑥
,  𝑏2 =

𝑙

𝐼𝑦
, 

𝑏3 =
𝑙

𝐼𝑧⁡⁡
 . 

 

II.4.6    Dynamique des moteurs 

Avant de pouvoir commander les moteurs il faut trouver la vitesse désirée de chaque moteur, 

pour cela nous utiliserons la formule suivante [17] : 

                                                            𝜔𝑑=𝑀−1𝑈                                                                     (II.33) 

Avec 𝜔𝑑 ⁡= (𝜔1
2, 𝜔2

2, 𝜔3
2, 𝜔4

2) ᵀ et 𝑈= (𝑈1, 𝑈2, 𝑈3, 𝑈4)ᵀ et M une matrice inversible obtenu à 

partir de (I.31) tel que : 

                                     𝑀−1 = [

𝑏 𝑏 𝑏⁡⁡⁡⁡⁡𝑏
0 −𝑙𝑏 0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑙𝑏
−𝑙𝑏 0 𝑙𝑏⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡0
⁡⁡𝑑⁡⁡⁡⁡⁡ − 𝑑⁡⁡⁡⁡⁡𝑑⁡⁡⁡⁡ − 𝑑⁡⁡⁡

]

−1

                                                                    (II.34) 

Les moteurs utilisés pour ce type d’appareil sont des moteurs à courant continu brushless, la 

dynamique est donc donnée comme suit : 

                                                 𝑉 = 𝑅𝑖 + 𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
 + 𝑘𝑒𝜔                                                                   (II.35) 

                                           𝑘𝑚𝑖 = 𝐽𝑟+ 
𝑑ω

𝑑𝑡
 + 𝐶𝑠 + 𝑘𝑟𝜔2                                                      (II.36) 

Avec : 

- V : la tension d’alimentation du moteur 

- R : la résistance du moteur. 



Chapitre II : Modélisation de Quadrirotor   

 

34 

- L : l’inductance du moteur. 

- Ke : la constante de couple mécanique. 

- ω : la vitesse de rotation du moteur. 

- Km : la constante de couple électrique. 

- i : le courant de l’induit. 

- Jr: l’inertie du rotor 

- Cs : frottement 

- Kr : la constante de couple de charge 

Comme les moteurs utilisés sont petits, ils ont donc une inductance faible. Par conséquent la 

dynamique des moteurs peut être approximé comme suit : 

                                     𝑉 =
𝐶𝑠𝑅

𝐾𝑚
 + 𝐾𝑒𝜔 + 

𝐾𝑟𝑅

𝐾𝑚
𝜔2 + 

𝐾𝑚

𝐽𝑟𝑅
𝜔                                                           (II.37) 

 

II.5 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous nous somme proposer de réaliser une modélisation complète d’un 

quadrotor. Nous avons commencé par la description du fonctionnement général d’un 

quadrotor et les différents mouvements qu’il peut effectuer lors d’un vol, nous avons ensuite 

défini les effets physiques qui affectent le vol d’un quadrotor, pour enfin poser un modèle 

mathématique décrivant la dynamique du quadrotor selon le formalisme de Newton-Euler que 

nous avons représenté dans un modèle d’état. 

A partir de la modélisation obtenue nous avons pu en conclure que le quadrotor est un 

système non linéaire, sous actionné et a forte interaction entre les états. Dans le chapitre 

suivant, nous présenterons la conception de la commande backstepping et le mode glissant 

pour le contrôle du quadrotor. 
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III.1   Introduction 

L'objectif principal de ce chapitre est la synthèse de lois de commande robustes, la commande 

backstepping et la commande par mode glissant du Quadrotor. La difficulté de son contrôle 

est due principalement à sa dynamique complexe, non linéaire, multi variable et surtout de 

son sous actionnement. 

Dans ce chapitre, nous allons appliquer, sur le modèle dynamique proposé, deux techniques 

de commande non linéaire le Backsepping et le mode glissant. La stratégie de commande non 

linéaire est basée sur le calcule d’une commande Ui qui stabilise l’attitude du Quadrotor par 

les deux méthodes [25]. 

L’idée de l’application des commandes sur le Quadrotor en attitude est de fixer la première 

commande U1 en une valeur constante et de calculer les autres commandes (U2, U3, U4) 

selon la figure suivante : 

 

 

Figure III.1 structure de la commande en altitude 

 

III.2    Technique de commande par Backstepping  

III.2.1     Algorithme de base :  

Afin d’illustrer le principe de la méthode backstepping, on considère le cas des systèmes non 

linéaires de la forme [18]:  
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⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡{

𝑥 1 = 𝑓1(𝑥1) + 𝑔1(𝑥1)𝑥2
𝑥 2 = 𝑓2(𝑥1, 𝑥2) + 𝑔2(𝑥1, 𝑥2)𝑥3

𝑥 3 = 𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) + 𝑔3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝑢

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 1) 

Ou, 𝑔𝑖 , 𝑓𝑖   (i=1, 2,3) sont des fonctions non linéaires connues tel que  𝑓𝑖(0)= 0 et  

𝑔𝑖 (x)≠ 0,⁡∀  (𝑥1,𝑥2,𝑥3) ∈ R3 .On désire faire suivre à la sortie 𝑦 = 𝑥1 le signal de référence  

𝑦𝑟,  

Ou,𝑦𝑟 , 𝑦 𝑟 , 𝑦̈𝑟⁡𝑒𝑡⁡𝑦
(3) sont supposées connues et uniformément bornées. Le système étant du 

troisième ordre, le design s’effectue en trois étapes. 

Etape 1 : 

On considère d’abord le premier sous-système : 

𝑥 1=𝑓1(𝑥1) + 𝑔1(𝑥1)𝑥2                                                                                   (III.2) 

La variable d’état x2 est traitée comme une commande et l’on définit la première valeur 

désirée (𝑥1)𝑑 = 𝛼0 =

𝑦𝑟 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 3)⁡ 

La première variable d’erreur se définit par : 

ℯ1= 𝑥1 − 𝛼0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 4) 

Sa dérivée est donnée comme suit : 

ℯ 1=𝑥 1−𝛼 0 = 𝑓1(𝑥1) + 𝑔1(𝑥1)𝑥2 −⁡𝛼 0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 5)⁡ 

 Pour un tel système, la fonction quadratique 

 V1(ℯ1) = 
1

2
𝑒1
2⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 6) 

Sa dérivée est donnée par : 

V 1 = ℯ1ℯ 1 = ℯ1[𝑓1(𝑥1) + 𝑔1(𝑥1)𝑥2 −⁡𝛼 0]⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 7) 

Un choix judicieux de⁡𝑥2 rendre⁡𝑉 1 négative et assure la stabilité de l’origine du sous-système 

décrit par (III.2), ce choix se donne comme suit:  

(𝑥2) d = 𝛼1 =
1

𝑔1
 [-k1⁡ℯ1−𝑓1 +𝛼 1]⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 8)⁡ 

K1>0 est un paramètre de design. 

Par conséquence, l’équation (III.7) devienne : 

𝑉 1 = - k1⁡ℯ1
2≤0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 9)⁡ 
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Etape 2 : 

On considère, dans ce cas, le deux premiers sous-systèmes : 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡{
𝑥 1 = ⁡𝑓1(𝑥1) + 𝑔1(𝑥1)𝑥2

𝑥 2⁡ = ⁡⁡ 𝑓2(𝑥1, 𝑥2) + 𝑔2(𝑥1, 𝑥2)𝑥3
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 10) 

Et on définit la nouvelle variable d’erreur : 

ℯ2= 𝑥2 − 𝛼1(III. 11) 

La dynamique des erreurs (ℯ1 , ℯ2) s’écrit comme suit : 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡{
ℯ 1 = 𝑓1 + 𝑔1(ℯ1 + 𝛼1) − 𝛼 0

ℯ 2 = 𝑓2 + 𝑔2𝑥3 −⁡𝛼1 
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 12) 

Pour lequel on choisit comme fonction de Lyapunov : 

V2 = (ℯ1,⁡ℯ2) = V1 + 
1

2
⁡ℯ2

2⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 13) 

Cette fonction de Lyapunov a pour dérivée : 

𝑉 2(ℯ1, ⁡ℯ2) = 𝑉 1+ ℯ2ℯ 2 

                 = ℯ1[𝑓1 + 𝑔1(ℯ1+⁡𝛼1)−𝛼 0] + ℯ2[𝑓2 + 𝑔2𝑥3 − 𝛼1 ]⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 14)⁡ 

                 = -k1⁡ℯ1
2 + ℯ2[𝑓2 + 𝑔1ℯ1 + 𝑔2𝑥3 − 𝛼 1] 

On prend 𝑥3comme une deuxième commande virtuelle, sa valeur est donné par : 

(𝑥3) d = 𝛼2 =
1

𝑔2
 [𝛼 1−⁡𝑔1ℯ1−𝑓2 −k2ℯ2]⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 15) 

Ou k2>0, avec 𝛼 1 calculée analytiquement 

𝛼 1 = 
𝜕𝛼1

𝜕𝑥1
𝑥 1+ 

𝜕𝛼1

𝜕𝑦𝑟
𝑦 r+ 

𝜕𝛼1

𝜕𝑦𝑟
𝑦̈r⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 16) 

Un tel choix permet de réduire la dérivée à : 

𝑉 2≤ −k1ℯ1
2 – k2ℯ2

2⁡≤0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 17)⁡ 

Etape 3 : 

Le système (III.1) est maintenant considéré dans sa globalité. La nouvelle variable d’erreur 

est : 

ℯ3 = 𝑥3– 𝛼2⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 18) 

Ce qui permet d’écrire la dynamique des erreurs (e1, e2, e3) : 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡{

ℯ 1 = 𝑓1 + 𝑔1(ℯ1 + 𝛼1) − 𝛼 0
ℯ 2 = 𝑓2 + 𝑔2(ℯ2 + 𝛼2) − 𝛼 1

ℯ 3 = 𝑓3 + 𝑔3𝑢 − 𝛼 2

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 19) 

On prend comme fonction de Lyapunov 
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V3 (ℯ1, ℯ2, ℯ3) =V2+
1

2
ℯ3
2⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 20) 

Sa dérivée s’écrit sous la forme : 

V 3(ℯ1, ℯ2, ℯ3) = 𝑉 2+⁡ℯ3ℯ 3 = -k1ℯ1
2 – k2ℯ2

2 + ℯ3[𝑓3 + 𝑔2ℯ2 + 𝑔3𝑢 − 𝛼 2]⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 21) 

Le choix approprié de la vraie commande𝑢 se donne par : 

𝑢 = 
1

𝑔3
[𝛼 2−𝑔2ℯ2−𝑓3 −k3ℯ3]⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 22) 

 

Où k3>0, avec  𝛼 2 calculée analytiquement: 

𝛼 2 = 
𝜕𝛼2

𝜕𝑥1
𝑥 1+

𝜕𝛼2

𝜕𝑥2
𝑥 2+ 

𝜕𝛼2

𝜕𝑦𝑟
𝑦 r+ 

𝜕𝛼2

𝜕𝑦 𝑟
𝑦̈r+ 

𝜕𝛼2

𝜕𝑦̈𝑟
𝑦r⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 23) 

Avec ce choix, on trouve : 

𝑉 3(ℯ1, ℯ2, ℯ3)≤ –k1ℯ1
2 – k2ℯ2

2 – k3ℯ3
2 ≤0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 24) 

D’où la stabilité en boucle fermée du système original (III.1), et la régulation à zéro de 

l’erreur de poursuite (𝑦 − 𝑦𝑟) Les deux principaux objectifs du design (la stabilité et la 

poursuite) sont alors atteints. 

 

III.2.2    Cas des systèmes d’ordre n  

L’extension de la procédure récursive de conception de la commande par backstepping à un 

système d’ordre 𝑛 du type [18] : 

⁡⁡⁡⁡

{
 
 
 

 
 
 
𝑥 1 = 𝑓1(𝑥1) + 𝑔1(𝑥1)𝑥2⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡
𝑥 2 = 𝑓2(𝑥1, 𝑥2) + 𝑔2(𝑥1𝑥2)𝑥3⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡
.⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡
.⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡
.⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡
.⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡
𝑥 𝑛−1 = 𝑓𝑛−1(𝑥1, 𝑥2, …… . , 𝑥𝑛−1) + 𝑔𝑛−1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥𝑛−1)𝑥𝑛
𝑥 𝑛 = 𝑓𝑛(𝑥1, 𝑥2, 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) + 𝑔𝑛(𝑥1, 𝑥2, 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛)𝑢⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 25)⁡ 

Donne : 

       

{
 
 
 

 
 
 
(𝑥1)𝑑 =⁡𝛼0 = 𝑦𝑟 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡

(𝑥𝑖+1)𝑑 =⁡𝛼1 =
1

𝑔𝑖
[𝜑𝑖𝑓 −3 −𝑔𝑖−1ℯ𝑖−1 −𝑤𝑖 − 𝑘𝑖𝑒𝑖]

.⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡

.⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡
.⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡
.⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡

𝑢 =
1

𝑔𝑖
[𝜑𝑛−1−𝑔𝑛−1ℯ𝑛−1−𝑤𝑛−𝑘𝑛ℯ𝑛]⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 26) 

Où 
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{
  
 

  
 

ℯ𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝛼𝑖−1

𝜑𝑖 = ∑(
𝜕𝛼𝑖−1
𝜕𝑥𝑘

𝑔𝑘𝑥𝑘+1 +
𝜕𝛼𝑖−1

𝜕𝑦𝑟
(𝑘−1) 𝑦𝑟

(𝑘)
) − 𝜔𝑖⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑖 = 1,… . , 𝑛⁡

𝑖

𝑘=1

𝜔𝑖 = 𝑓𝑖 −∑
𝜕𝛼𝑖−1
𝜕𝑥𝑘

𝑖

𝑘=1

𝑓𝑘

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ (III. 27) 

Les différentes fonctions de Lyapunov sont données par [24][30]: 

Vi = 
1

2
∑ [𝑥𝑗−𝛼𝑗−1]

2𝑖
𝑗=1 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 28) 

III.3 Commande par backstepping du Quadrotor  

Pour établir les différentes lois de commande « backstepping », nous utilisons le Modèle 

d’état du quadrotor donné par les équations (II.26) et (II.27) et nous suivons les étapes 

récursives suivantes [19][25] :  

D’abord, définissons les erreurs de poursuite comme suit 

ℯ𝑖={
𝑥𝑖𝑑−𝑥𝑖⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑖𝜖{1,3,5,7,9,11}

𝑥𝑖 − 𝑥 𝑖−1𝑑−𝛼𝑖−1ℯ𝑖−1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑖𝜖{2,4,6,8,10,12}
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 29) 

Avec 𝛼⁡> 0 ∀𝑖 ∈⁡[1,12] 

Les fonctions de Lyapunov prennent alors la forme suivante : 

𝑉𝑖 ={

1

2
ℯ𝑖
2⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑖 ∈ {1,3,5,7,9,11}

1

2
(𝑉𝑖−1+ℯ𝑖

2)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑖 ∈ {2,4,6,8,10,12}
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 30) 

À partir de (II.27), on trouve : 

                {
𝜑𝑑 = arcsin(𝑈𝑥 sin(𝜓𝑑) − 𝑈𝑦 cos(𝜓𝑑))

𝜃𝑑 = arcsin (
𝑈𝑥 cos(𝜓𝑑)−𝑈𝑦 sin(𝜓𝑑)

cos(𝜓𝑑)
)

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 31) 

Cas où i = 11 : 

{

ℯ11 = 𝑥11𝑑 − 𝑥11

𝑉11 =
1

2
ℯ11
2 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 32) 

𝑉 11= ℯ11ℯ 11= ℯ11(𝑥 11𝑑 − 𝑥12)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 33) 

Par application du théorème de lyapunov (𝑉 11 ≤ 0) la stabilisation de ℯ11peut être obtenue par 

l’introduction d’une nouvelle entrée de commande virtuelle 𝑥12 : 

𝑥12= 𝑥 11𝑑+𝛼11ℯ11⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 34) 

L’équation de⁡𝑉 11  devient alors : 
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𝑉 11=  −𝛼11ℯ11
2< 0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 35) 

Avec 𝛼11> 0 

Faisons le changement de variable suivant : 

ℯ12=𝑥12−𝛼11ℯ11 − 𝑥 11𝑑⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 36) 

Pour i = 12 : 

{

ℯ12 = 𝑥12 − 𝑥 11𝑑 − 𝛼11ℯ11

𝑉12 =
1

4
ℯ11
2 +

1

2
ℯ12
2 )⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 37) 

𝑉 12= 
1

2
ℯ11ℯ 11+ℯ12ℯ 12⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 38) 

La dérivée de ℯ12 est donnée par : 

ℯ 12=𝑎11𝑥12 +
𝑐𝑥1𝑐𝑥3

𝑚
𝑢1 − 𝑔 − 𝑥̈11𝑑 − 𝛼11ℯ 11⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 39) 

La loi de commande 𝑈1 est alors déduite en satisfaisant  𝑉 12< 0, nous obtenons : 

𝑈1=
𝑚

𝑐𝑥1𝑐𝑥3
{−𝑎11𝑥12 + 𝑍̈𝑑 + 𝑔 + 𝛼11(𝑍 𝑑 − 𝑥12) − 𝛼12ℯ12+⁡ℯ11}⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 40) 

Le terme 𝛼12ℯ12 est ajouté afin de stabiliser ℯ11 

Cas où i = 1 : 

{

ℯ1 = 𝑥1𝑑 − 𝑥1

𝑉1 =
1

2
ℯ1
2 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 41) 

𝑉 1= ℯ1ℯ 1= ℯ1(𝑥 1𝑑 − 𝑥2)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 42) 

Par application du théorème de lyapunov (𝑉 1 ≤ 0) la stabilisation de ℯ1peut être obtenue par 

l’introduction d’une nouvelle entrée de commande virtuelle 𝑥2 : 

𝑥2= 𝑥 1𝑑 +𝛼1ℯ1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 43) 

L’équation de⁡𝑉 1 devient alors : 

𝑉 1=  −𝛼1ℯ1
2< 0                                                                                                               (III. 44) 

Avec 𝛼1> 0 

Faisons le changement de variable suivant : 

ℯ2=𝑥2−𝛼1ℯ1 − 𝑥 1𝑑⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 45) 

Pour i = 2 : 

{

ℯ2 = 𝑥2 − 𝑥 1𝑑 − 𝛼1ℯ1

𝑉2 =
1

4
ℯ1
2 +

1

2
ℯ2
2)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 46) 

𝑉 2= 
1

2
ℯ1ℯ 1+ℯ2ℯ 2⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 47) 

La dérivée de ℯ2 est donnée par : 

ℯ 2=𝑎1𝑥4𝑥6 + 𝑎2𝑥2
2 + 𝑎3Ω⁡̅𝑥4 + 𝑏1𝑢2 − 𝑥̈1𝑑 − 𝛼1ℯ 1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 48) 
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La loi de commande 𝑈2 est alors déduite en satisfaisant  𝑉 2< 0, nous obtenons : 

𝑈2⁡=
1

𝑏1
{−𝑎1𝑥4𝑥6 − 𝑎2𝑥2

2 − 𝑎3Ω⁡̅𝑥4 + 𝜑̈𝑑 + 𝛼1(𝜑 − 𝑥2) − 𝛼2ℯ2+⁡ℯ1}⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 49) 

Le terme 𝛼2ℯ2 est ajouté afin de stabiliser ℯ1 

Cas où i = 3 : 

{

ℯ3 = 𝑥3𝑑 − 𝑥3

𝑉3 =
1

2
ℯ3
2 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 50) 

𝑉 3= ℯ3ℯ 3= ℯ3(𝑥 3𝑑 − 𝑥4)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 51) 

Par application du théorème de lyapunov (𝑉 3 ≤ 0) la stabilisation de ℯ3peut être obtenue par 

l’introduction d’une nouvelle entrée de commande virtuelle 𝑥4 : 

𝑥4= 𝑥 3𝑑 +𝛼3ℯ3⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 52) 

L’équation de⁡𝑉 3 devient alors : 

𝑉 3=  −𝛼3ℯ3
2< 0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 53) 

Avec 𝛼3> 0 

Faisons le changement de variable suivant : 

ℯ4=𝑥4−𝛼3ℯ3 − 𝑥 3𝑑 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 54) 

Pour i = 4 : 

{

ℯ4 = 𝑥4 − 𝑥 3𝑑 − 𝛼3ℯ3

𝑉4 =
1

4
ℯ3
2 +

1

2
ℯ4
2)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 55) 

𝑉 4= 
1

2
ℯ3ℯ 3+ℯ4ℯ 4⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 56) 

La dérivée de ℯ4 est donnée par : 

ℯ 4=𝑎4𝑥2𝑥6 + 𝑎5𝑥4
2 + 𝑎6Ω⁡̅𝑥2 + 𝑏2𝑢3 − 𝑥̈3𝑑 − 𝛼3ℯ 3⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 57) 

La loi de commande 𝑈2 est alors déduite en satisfaisant  𝑉 2< 0, nous obtenons : 

𝑈3⁡=
1

𝑏1
{−𝑎4𝑥2𝑥6 − 𝑎5𝑥4

2 − 𝑎6Ω⁡̅𝑥2 + 𝜃̈𝑑 + 𝛼3(𝜃 𝑑 − 𝑥4) − 𝛼4ℯ4+⁡ℯ3}⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 58) 

Le terme 𝛼4ℯ4 est ajouté afin de stabiliser ℯ3 

Cas où i = 5 : 

{

ℯ5 = 𝑥5𝑑 − 𝑥5

𝑉5 =
1

2
ℯ5
2 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 59) 

𝑉 5= ℯ5ℯ 5= ℯ5(𝑥 5𝑑 − 𝑥6)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 60) 

Par application du théorème de lyapunov (𝑉 5 ≤ 0) la stabilisation de ℯ5peut être obtenue par 

l’introduction d’une nouvelle entrée de commande virtuelle 𝑥6 : 

𝑥6= 𝑥 5𝑑 +𝛼5ℯ5⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 61) 
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L’équation de⁡𝑉 5 devient alors : 

𝑉 5=  −𝛼5ℯ5
2< 0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 62) 

Avec 𝛼5> 0 

Faisons le changement de variable suivant : 

ℯ6=𝑥6−𝛼5ℯ5 − 𝑥 5𝑑 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 63) 

Pour i = 6 : 

{

ℯ6 = 𝑥6 − 𝑥 5𝑑 − 𝛼5ℯ5

𝑉6 =
1

4
ℯ5
2 +

1

2
ℯ6
2 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 64) 

𝑉 6= 
1

2
ℯ5ℯ 5+ℯ6ℯ 6⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 65) 

La dérivée de ℯ6 est donnée par : 

ℯ 6=𝑎7𝑥2𝑥4 + 𝑎8𝑥6
2 + 𝑏3𝑢4 − 𝑥̈5𝑑 − 𝛼5ℯ 5⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 66) 

La loi de commande 𝑈4 est alors déduite en satisfaisant  𝑉 6< 0, nous obtenons : 

𝑈4⁡=
1

𝑏3
{−𝑎7𝑥2𝑥4 − 𝑎8𝑥6

2 + 𝜓̈𝑑 + 𝛼5(𝜓 𝑑 − 𝑥6) − 𝛼6ℯ6+⁡ℯ5}⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 67) 

Le terme 𝛼6ℯ6 est ajouté afin de stabiliser ℯ5 

Cas où i = 7 : 

{

ℯ7 = 𝑥7𝑑 − 𝑥7

𝑉7 =
1

2
ℯ7
2 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 68) 

𝑉 7= ℯ7ℯ 7= ℯ7(𝑥 7𝑑 − 𝑥8)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 69) 

Par application du théorème de lyapunov (𝑉 7 ≤ 0) la stabilisation de ℯ7peut être obtenue par 

l’introduction d’une nouvelle entrée de commande virtuelle 𝑥8 : 

𝑥8= 𝑥 7𝑑 +𝛼7ℯ7⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 70) 

L’équation de⁡𝑉 7 devient alors : 

𝑉 7=  −𝛼7ℯ7
2< 0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 71) 

Avec 𝛼7> 0 

Faisons le changement de variable suivant : 

ℯ8=𝑥8−𝛼7ℯ7 − 𝑥 7𝑑 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 72) 

Pour i = 8 : 

{

ℯ8 = 𝑥8 − 𝑥 7𝑑 − 𝛼7ℯ7

𝑉8 =
1

4
ℯ7
2 +

1

2
ℯ8
2)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 73) 

𝑉 8= 
1

2
ℯ7ℯ 7+ℯ8ℯ 8⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 74) 

La dérivée de ℯ8 est donnée par : 
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ℯ 8=𝑎9𝑥8 + 𝑈𝑥
𝑈1

𝑚
− 𝑥̈7𝑑 − 𝛼7ℯ 7⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 75) 

La loi de commande 𝑈𝑥 est alors déduite en satisfaisant  𝑉 8< 0, nous obtenons : 

𝑈𝑥⁡=
𝑚

𝑈1
{−𝑎9𝑥8 + 𝑋̈𝑑 + 𝛼7(𝑋 𝑑 − 𝑥8) − 𝛼8ℯ8+⁡ℯ7}𝑈1 ≠ 0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 76) 

Le terme 𝛼8ℯ8 est ajouté afin de stabiliser ℯ7 

Cas où i = 9 : 

{

ℯ9 = 𝑥9𝑑 − 𝑥9

𝑉9 =
1

2
ℯ9
2 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 77) 

𝑉 9= ℯ9ℯ 9= ℯ9(𝑥 9𝑑 − 𝑥10)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 78) 

Par application du théorème de lyapunov (𝑉 9 ≤ 0) la stabilisation de ℯ9peut être obtenue par 

l’introduction d’une nouvelle entrée de commande virtuelle 𝑥10 : 

𝑥10= 𝑥 9𝑑 +𝛼9ℯ9⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 79) 

L’équation de⁡𝑉 9 devient alors : 

𝑉 9=  −𝛼9ℯ9
2< 0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 80) 

Avec 𝛼9> 0 

Faisons le changement de variable suivant : 

ℯ10=𝑥10−𝛼9ℯ9 − 𝑥 9𝑑⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 81) 

Pour i = 10 : 

{

ℯ10 = 𝑥10 − 𝑥 9𝑑 − 𝛼9ℯ9

𝑉10 =
1

4
ℯ9
2 +

1

2
ℯ10
2 )⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 82) 

𝑉 10= 
1

2
ℯ9ℯ 9+ℯ10ℯ 10⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 83) 

La dérivée de ℯ10 est donnée par : 

ℯ 10=𝑎10𝑥10 + 𝑈𝑦
𝑈1

𝑚
− 𝑥̈9𝑑 − 𝛼9ℯ 9⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 84) 

La loi de commande 𝑈𝑦  est alors déduite en satisfaisant  𝑉 12< 0, nous obtenons : 

𝑈𝑦⁡=
⁡𝑚

𝑈1
{−𝑎10𝑥10 + 𝑌̈𝑑 + 𝛼9(𝑌 𝑑 − 𝑥10) − 𝛼10ℯ10+⁡ℯ9}𝑈1 ≠ 0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 85) 

Le terme 𝛼10ℯ10 est ajouté afin de stabiliser ℯ9 

Les lois de commande complet de quadrotor sont : 
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⁡⁡⁡⁡

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 𝑈1 =

𝑚

𝑐𝑥1𝑐𝑥3
{−𝑎11𝑥12 + 𝑧̈𝑑 + 𝑔 + 𝛼11(𝑧 𝑑 − 𝑥12) − 𝛼12𝑒12 + 𝑒11}

𝑈2 =
1

𝑏1
{−𝑎1𝑥4𝑥6 − 𝑎2𝑥2

2 − 𝑎3Ω̅𝑥4 + 𝜙̈𝑑 + 𝛼1(𝜙 𝑑 − 𝑥2) − 𝛼2𝑒2+𝑒1}

𝑈3 =
1

𝑏2
{−𝑎4𝑥2𝑥6 − 𝑎5𝑥4

2 − 𝑎6Ω̅𝑥2 + 𝜃̈𝑑 + 𝛼3(𝜃 𝑑 − 𝑥4) − 𝛼4𝑒4 + 𝑒3}

𝑈4 =
1

𝑏3
{−𝑎7𝑥2𝑥4 − 𝑎8𝑥6

2 + 𝜓̈𝑑 + 𝛼5(𝜓 𝑑 − 𝑥6) − 𝛼6𝑒6 + 𝑒5}

𝑈𝑥 =
𝑚

𝑢1
{−𝑎9𝑥8 + 𝑋̈𝑑 + 𝛼7(𝑋 𝑑 − 𝑥8) − 𝛼8𝑒8 + 𝑒7}

𝑈𝑦 =
𝑚

𝑢1
{−𝑎10𝑥10 + 𝑌̈𝑑 + 𝛼9(𝑌 𝑑 − 𝑥10) − 𝛼10𝑒10 + 𝑒9}

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 86) 

 

 

                      Figure III.2 : Illustration de la structure de commande du quadrotor [20]. 

 

III.4   Synthèse de commande par mode glissant : 

On considère le système non linéaire suivant [21] : 

(S){
𝑥 = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))

𝑦 = ℎ(𝑥(𝑡))
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 87) 

 

L’idée de base de la commande par mode glissant est premièrement d’attirer les états du 

système vers une surface de glissement convenablement choisie [27][29].  

, puis de concevoir une loi de commande stabilisante qui pourra maintenir le système sur cette 

surface. En résumé, une commande par mode glissant est divisée en trois parties [22] : 

 Choix des surfaces de glissement.  

 Définition des conditions d’existence et de convergence du régime glissant.  

 Détermination de la loi de commande.  
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Figure III.4 : Convergence du système glissant. 

 

 Choix de la surface de glissement  

Le choix de la surface de glissement concerne le nombre nécessaire ainsi que la forme de ces 

dernières, ces deux facteurs sont en fonction de l’application et l’objectif visé. Un système 

d’ordre n avec m entrées peut avoir jusqu’à (2m -1) surfaces. Pour le choix de la forme de la 

surface de glissement, Stoline a proposé une forme générale qui consiste à définir une 

fonction scalaire des surfaces de glissements dans le plan de phase, donnée par : 

S(x) = (
𝑑

𝑑𝑡
+⁡𝜆𝑥)

𝑟−1

 e(x)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 88) 

X : Variable à commander,  

e(x) : l’erreur de poursuite e(x)=𝑥 − 𝑥𝑑 . 

𝜆𝑥  : Une constante positive qui interprétera la dynamique de la surface. 

r : le degré relatif de système. 

 

 Conditions d’existence du régime glissant  

C’est la condition sous laquelle la trajectoire d’état va atteindre la surface de glissement, 

appelée aussi condition d’attractivité. Deux types de conditions d’accès à la surface de 

glissement sont présentés.  

Approche directe  

Cette approche est la plus ancienne, elle a été proposée par EMILYANOV et UTKIN.  

Elle est globale mais ne garantit pas en revanche un temps d’accès fini. 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡{
𝑆 (𝑥) > 0⁡𝑙𝑜𝑟𝑠𝑞𝑢𝑒⁡𝑆(𝑥) < 0⁡

𝑆 (𝑥) < 0⁡𝑙𝑜𝑟𝑠𝑞𝑢𝑒⁡𝑆(𝑥) > 0
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 89) 
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Cette condition est toutefois difficile à utiliser, particulièrement dans le cas d’un système 

multi entrées. 

Approche de LYAPUNOV  

Il s’agit de formuler une fonction scalaire définie positive V(x)>0 pour les variable d’état du 

système, et de choisir la loi de commutation qui fera décroître cette fonction. Elle est utilisée 

pour garantir la stabilité des systèmes non linéaires [29][30]. 

𝑉 (x) < 0 avec V(x) > 0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 90) 

En définissant la fonction de Lyapunov par : 

V(x)=
1

2
 S(x)2⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 91) 

Pour que la fonction de Lyapunov décroisse, il suffit d’assurer que sa dérivée est négative. 

Ceci est vérifié si : 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑆(𝑥)𝑆 (𝑥) < 0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 92) 

 

 Loi de commande  

Dans le but de forcer les trajectoires d’état du système à atteindre la surface de glissement et 

le contraindre à rester sur la surface de glissement malgré la présence d’incertitudes [27], La 

commande u contient deux termes : u = ueq+∆u , Le premier appelé la commande équivalente 

qui est un moyen de déterminer le comportement du système lorsque un régime glissant idéal 

est établi, calculée donc à partir de la condition d’invariance de la surface :  

                                               {
𝑆(𝑥, 𝑡) = 0

𝑆 (𝑥, 𝑡) = 0
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 93) 

Ce que revient à l’expression : 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑢𝑒𝑞(𝑥, 𝑡) = − [(
𝜕𝑠

𝜕𝑥
)
𝑇

𝑔(𝑥, 𝑡)]

−1

{(
𝜕𝑠

𝜕𝑥
)
𝑇

𝑓(𝑥, 𝑡) +
𝜕𝑠

𝜕𝑥
}⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ (III. 94) 

Le deuxième est une fonction discontinue calculée en vérifiant la condition d’attractivité : 

𝑆(𝑥)𝑆 (𝑥) < 0 

Elle est généralement de la forme : 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡∆𝑢 = −𝑘⁡𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 95) 

 

 Le phénomène de Chattering (Le broutemeent) 

La nature discontinue de la loi de commande des systèmes à structure variable provoque 

l’apparition d’un phénomène de réticence (chattering en anglais) caractérisé par de fortes 
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oscillations de hautes fréquences autour de la surface du glissement, on le voit sur la figure 

(III.5).  

En conséquence, les performances et la robustesse du système sont dégradées et cela peut 

même conduire à l’instabilité [28]. Pour remédier à ce problème, certaines solutions ont été 

proposées tels que : le remplacement de la fonction discontinue par une fonction continue (par 

exemple : fonctions sat, smooth...) ou la fuzzification de cette dernière et la synthèse d’une 

commande à structure variable d’ordre supérieur. 

 

           Figure III.5 : Trajectoire de l’état vis-à-vis de la surface de glissement 

 

III.4.1    Application de la commande sur le QUADROTOR :  

Les deux composantes de la commande sont : 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑈 = 𝑈𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑡𝑒 + 𝑈𝑎𝑡𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 96) 

𝑈𝑎𝑡𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒  : La commande équivalente ou nominale est déterminée par le modèle du système, 

dans ce cas il s’agit d’un modèle en immersion linéaire ou non linéaire. Cette partie est 

conçue avec la méthode de la commande équivalente, dont le principe est basé sur la 

détermination du comportement du système lorsqu’il est sur la surface de glissement S soit (S 

= 0). 

𝑈𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑡𝑒  : Le glissement est utile pour compenser les incertitudes du modèle. Il est 

constitué de la fonction signe “sign” de la surface de glissement, S multipliée par une 

constante K.  

La surface de glissement est définie dans l’espace d’état des erreurs afin de garantir la 

convergence des états du système. 

On prend le modèle d’état en attitude définie  

Soit les erreurs de poursuite suivantes : 

{
𝑒𝑖+1 = 𝑒 𝑖

𝑒𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖𝑑
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑖 ∈ [1,5]⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 97) 
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On choisit les surfaces de glissement (S) en fonction des erreurs de poursuite, ce qui donne : 

{

𝑆𝜙 = 𝑒2 + 𝜆1𝑒1
𝑆𝜃 = 𝑒4 + 𝜆2𝑒3
𝑆𝜓 = 𝑒6 + 𝜆3𝑒3

⁡⁡⁡⁡𝐴𝑣𝑒𝑐⁡𝜆𝑖 > 0⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 98) 

1. On prend la première surface et on montre les étapes de calcul de la commande pour la 

variable⁡𝜙, la fonction de Lyapunov candidate est comme suit :  

𝑉(𝑆𝜙) =
1

2
𝑆2⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 99) 

𝑆𝜙 = 𝑥2 − 𝑥 1𝑑+𝜆1𝑒1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 100) 

𝑆 𝜙 = 𝑥 2 − 𝑥̈1𝑑 + 𝜆1𝑒 1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 101) 

Pour garantir la stabilité au sens de Lyapunov, il faut avoir𝑉( 𝑆𝜙) < 0, ce qui mène à⁡𝑆𝜙𝑆 𝜙 <

0⁡, qui est la condition nécessaire de glissement. On choisit :  

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑆 𝜙 = −𝑘1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆𝜙)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 102) 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑆 𝜙 = 𝑥 2 − 𝑥̈1𝑑 + 𝜆1𝑒 1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 103) 

Donc 

𝑆 𝜙 = −𝑘1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆𝜙) = 𝑥 2 − 𝑥̈1𝑑 + 𝜆1𝑒 1 

⁡⁡⁡⁡= 𝑎1𝑥4𝑥6 + 𝑎2𝑥2
2 + 𝑎3𝑥4Ω̅ + 𝑏1𝑈2 − 𝑥̈1𝑑 + 𝜆1𝑒2⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 104) 

Il en résulte : 

𝑈2 =
1

𝑏1
[−𝑎1𝑥4𝑥6 − 𝑎2𝑥2

2 − 𝑎3𝑥4Ω̅ + 𝑥̈1𝑑 − 𝜆1𝑒2 − 𝑘1𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆𝜙)]⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 105) 

On sait que : 

𝑈2 = 𝑈2𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑡𝑒 +𝑈2𝑎𝑡𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒  

Donc : 

{
 

 𝑈2𝑎𝑡𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 =
𝑘1
𝑏1

𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆𝜙)

𝑈2𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑡𝑒 =
1

𝑏1
[−𝑎1𝑥4𝑥6 − 𝑎2𝑥2

2 − 𝑎3𝑥4Ω̅ + 𝑥̈1𝑑 − 𝜆1𝑒2]⁡

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 106) 

De même façon on calculer les autres commandes U3 et U4 donc : 

2. On prend la première surface et on montre les étapes de calcul de la commande pour la 

variable⁡𝜃, la fonction de Lyapunov candidate est comme suit :  

𝑉(𝑆𝜃) =
1

2
𝑆2⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 107) 

𝑆𝜃 = 𝑥4 − 𝑥 4𝑑+𝜆2𝑒3⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 108) 

𝑆 𝜃 = 𝑥 4 − 𝑥̈3𝑑 + 𝜆2𝑒 3⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 109) 
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Pour garantir la stabilité au sens de Lyapunov, il faut avoir⁡𝑉( 𝑆𝜃) < 0, ce qui mène à⁡𝑆𝜃𝑆 𝜃 <

0⁡, qui est la condition nécessaire de glissement. On choisit :  

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑆 𝜃 = −𝑘2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆𝜃)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 110) 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑆 𝜃 = 𝑥 4 − 𝑥̈3𝑑 + 𝜆2𝑒 3⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 111) 

Donc 

𝑆 𝜃 = −𝑘3𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆𝜃) = 𝑥 4 − 𝑥̈3𝑑 + 𝜆2𝑒 3 ⁡⁡⁡

= 𝑎4𝑥2𝑥6 + 𝑎5𝑥4
2 + 𝑎6𝑥2Ω̅ + 𝑏2𝑈3 − 𝑥̈3𝑑 + 𝜆2𝑒4⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 112) 

Il en résulte : 

     ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑈3 =
1

𝑏2
[−𝑎4𝑥2𝑥6 − 𝑎5𝑥4

2 − 𝑎6𝑥2Ω̅ + 𝑥̈3𝑑 − 𝜆2𝑒4 − 𝑘2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆𝜃)]⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 113) 

On sait que : 

𝑈3 = 𝑈3𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑡𝑒 +𝑈3𝑎𝑡𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒  

Donc : 

                   {
𝑈3𝑎𝑡𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 =

𝑘2

𝑏2
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆𝜃)

𝑈3𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑡𝑒 =
1

𝑏2
[−𝑎4𝑥2𝑥6 − 𝑎5𝑥4

2 − 𝑎6𝑥2Ω̅ + 𝑥̈3𝑑 − 𝜆2𝑒4]
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 114) 

 

3. On prend la première surface et on montre les étapes de calcul de la commande pour la 

variable⁡𝜓, la fonction de Lyapunov candidate est comme suit :  

𝑉(𝑆𝜓) =
1

2
𝑆2⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 115) 

𝑆𝜓 = 𝑥6 − 𝑥 5𝑑+𝜆3𝑒5⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 116) 

𝑆 𝜓 = 𝑥 6 − 𝑥̈5𝑑 + 𝜆3𝑒 5⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 117) 

Pour garantir la stabilité au sens de Lyapunov, il faut avoir⁡𝑉( 𝑆𝜓) < 0, ce qui mène à⁡𝑆𝜓𝑆 𝜓 <

0⁡, qui est la condition nécessaire de glissement. On choisit :  

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑆 𝜓 = −𝑘3𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆𝜓)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 118) 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑆 𝜓 = 𝑥 6 − 𝑥̈5𝑑 + 𝜆3𝑒 5⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 119) 

Donc 

𝑆 𝜓 = −𝑘3𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆𝜓) = 𝑥 6 − 𝑥̈5𝑑 + 𝜆3𝑒 5

= 𝑎7𝑥2𝑥4 + 𝑎8𝑥6
2 + 𝑏3𝑈4 − 𝑥̈5𝑑 + 𝜆3𝑒6⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 120) 

Il en résulte : 

𝑈4 =
1

𝑏3
[−𝑎7𝑥2𝑥4 − 𝑎8𝑥6

2 + 𝑥̈5𝑑 − 𝜆3𝑒6 − 𝑘3𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆𝜓)]⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(III. 121) 

On sait que : 
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𝑈4 = 𝑈4𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑡𝑒 +𝑈4𝑎𝑡𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒  

Donc : 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡

{
 

 𝑈4𝑎𝑡𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 =
𝑘3
𝑏3

𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆𝜓)

𝑈4𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣𝑎𝑙𝑒𝑛𝑡𝑒 =
1

𝑏3
[−𝑎7𝑥2𝑥4 − 𝑎8𝑥6

2 + 𝑥̈5𝑑 − 𝜆3𝑒6]

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ (III. 122) 

 

III.5 Résultats et simulation de la commande Backstepping : 

Le modèle de simulation du quadrotor a été implémenté sous Matlab/Simulink. La 

dynamique du quadrotor, est intégrée à Simulink à l’aide de Function-block tandis que le 

contrôleur, ainsi que le générateur de trajectoire.  

Dans cette section, on va présenter les résultats de simulations issues de l’application de la 

technique de commande par backstepping. L’ensemble des paramètres du modèle du 

Quadrotor sont illustrés dans le tableau (III.1). On a également effectué deux différents 

essaies de vol. Dans le premier essai, on a choisi une altitude Zd=cte. Ce premier essai va nous 

permettre à tester les performances de notre approche de commande. Tandis que le deuxième 

essai consiste à commander notre Quadrotor en orientation (𝜙, 𝜃,𝜓 ) et en altitude.  

 

III.5.1 Paramètres du modèle en simulation : 

Le tableau (III.1) présente les paramètres utilisés dans le modèle dynamique du quadrotor. 

 

Paramètre Valeur Désignation 

M 1.4 kg Masse du quadrotor 

G 9.806  m.𝑠−2 Force de gravité 

L 0.15 m Longueur du bras 

B 2,9842. 10−5 

N.m/rad/s 

Coefficient de 

portance 

D 3,320. 10−7 

N.m/rad/s 

Coefficient de trainé 

Jr 2.8385.10−5 N.m 

/rad / 𝑠2 
 

Inertie de rotor 

Ix 0.0155 kg.𝑚2 Matrice diagonale 

d’inertie du Iy 0.0155 kg.𝑚2 
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Iz 0.0247 kg.𝑚2 quadrotor 

Kfax 5,5670. 10−4N/rad/s Matrice diagonale  

Coefficient des 

frottements  

aérodynamique  
 

Kfay 5,5670. 10−4N/rad/s 

Kfaz 6,3540. 10−4N/rad/s 

Kftx 5,5670. 10−4N.m/s Matrice diagonale 

Coefficient des 

forces de trainées 

selon (X,Y,Z) 

Kfty 5,5670. 10−4N.m/s 

Kftz 6,3540. 10−4N.m/s 

 

Tableau III.1 : paramètres du quadrotor simulé [23] 

 

Le tableau (III.2) présente les paramètres des simulations sous l’environnement 

MATLAB/SIMULINK. 

Paramètres de simulation Valeurs 

Type de Solver Ode3(Bogacki-shampine) 

Fixed step size 1e-4 

Tableau III.2 : Paramètres de simulateur Matlab/Simulink 

 

III.5.2 Contrôle d’altitude : 

Pour atteindre une altitude Zd, on doit commander notre système par la commande U1, 

après simulation ( avec perturbation et sans perturbation en Z ) on obtient : 

 

Figure III.6: Schéma de contrôle d’altitude 
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Figure III.7 : Vitesses et positions angulaires du contrôle d’Altitude avec perturbation 

 



Chapitre III : Commande d’un Qudrirotor avec Backstepping et mode glissant  

 

53 

Figure III.8 : Vitesses et positions linéaires du contrôle d’Altitude avec perturbation 

 

 

 

Figure III.9 : Vitesses et positions angulaires du contrôle d’Altitude sans perturbation 
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Figure III.10 : Vitesses et positions linéaires du contrôle d’Altitude sans perturbation 

 

Figure III.11 : Signaux de Commande d’altitude 

 

Les figures de III.7 jusqu’à III.11 représente les positions et les vitesses angulaires, et les 

les résultats de simulation pour les angles du quadrotor, soit le suivi des valeurs des angles 

désirées selon les axes x,y,z en appliquant la loi de commande par Backstepping. 

On voit bien que l’altitude réelle suit bien la consigne envoyée en Zd, la courbe se stabilise au 

bout de t=0.0001 s.  

Dans le contrôle avec perturbation on a choisi les gains de commande Backstepping  

 (𝛼2 = 𝛼4 = 𝛼6 = 40; 𝛼8 = 𝛼10 = 𝛼12 = 0) 

Et le contrôle sans perturbation (𝛼2 = 𝛼4 = 𝛼6 = 𝛼8 = 𝛼10 = 𝛼12 = 400) 

Les gains de commande Backstepping permet de stabiliser l’erreur de poursuite, ainsi 

stabiliser la position et la vitesse du système. 

 

II.5.3 Contrôle de position : 
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Figure III.12 : schéma bloc de contrôle de position 

 

Ce contrôle de vol est effectué pour valider les performances de notre approche de commande 

à l’aide d’un autre type de trajectoire variante au cours du temps et de long des axes z, x et y. 

Le Quadrotor doit voler dans la direction z (vol vertical) suivi par un mouvement suivant x 

ensuite par un mouvement suivant y et finalement par un atterrissage lisse. 

 

Figure III.13 : Vitesses et positions linéaires du contrôle de position avec perturbation 
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Figure III.14 : Vitesses et positions linéaires du contrôle de position avec perturbation 

 

 

Figure III.15 : contrôle de position avec perturbation en 3D 
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Figure III.16 : Vitesses et positions linéaires du contrôle de position sans perturbation 

 

Figure III.17 : Vitesses et positions linéaires du contrôle de position avec perturbation 
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Figure III.18 : signaux de commande de position 

 

Figure III.19 : Contrôle de position sans perturbation en 3D 
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Les figures de III.13 jusqu’à III.19 montrent les performances de commande obtenues dans le 

cas de nos trajectoires. On obtient, une bonne précision de poursuite et nous remarquons que, 

dans ce cas, la poursuite s’effectue sans aucun dépassement.On constate que la commande 

Backstepping est robuste. 

 

III.6   Conclusion : 

Nous avons présenté dans ce chapitre la construction du contrôleur backstepping. Celle-ci a 

été effectuée en quatre étapes soit : le contrôle de la position linéaire, le contrôle de la vitesse 

linéaire, le contrôle de la position angulaire et le contrôle de la vitesse angulaire. À chaque 

étape, une fonction candidate de Lyapunov a été proposée. 

L’apport de la loi de commande par Backstepping, à stabiliser notre système, et assurer la 

convergence de ses états vers la consigne désirée, et cela malgré la présence de perturbations 

non modélisée. 
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Conclusion général 

Comme détaillé dans les trois chapitres, notre tâche était de commander le vol d’un 

Quadcopter le long d’une trajectoire prédéfinie. 

 

À travers ce mémoire nous avons pu acquérir les techniques de modélisation et de simulation 

d’un quadrotor sous l’environnement Matlab/Simulink. De ce fait nous avons décrit le 

quadrotor et ses possibilités de vol afin d’établir son modèle dynamique, puis nous avons 

simplifié le modèle afin de faciliter sa commande aussi la mise en œuvre de la stabilisation du 

quadrotor adopté en utilisant différentes stratégies de commandes non linéaires telles que ;  

 

La commande par backstepping qui nous a assuré la convergence et la stabilité du système et 

qui nous a garantie une grande robustesse des performances de poursuite des trajectoires 

désirées, aussi la commande par mode glissant qui nous a garanti une bonne précision de 

poursuite des trajectoires de références choisies avec un temps de réponse important, 

néanmoins la présence de phénomènes de chattering, finalement la commande par mode 

glissant d’ordre supérieur (Super Twisting) et l’atténuation de phénomène de chattering 

présenté dans la commande par mode glissant d’ordre simple. 

 

Dans la suite de ce travail et sous la pandémie du Coronavirus (Après la fermeture des 

établissements pédagogique ainsi la fermeture du centre de recherche Bousmail) on n’a pas pu 

terminer la partie pratique. Alors comme suite on a intégré les techniques de commandes 

citées ci-dessus dans le simulateur Matlab/Simulink afin d’obtenir des résultats de simulation 

valide. Ces résultats ont montré l’efficacité de la commande par backstepping en termes de 

poursuite et stabilité. 

Nos perspectives sont de tester l’efficacité de ces stratégies pour le contrôle de la dynamique 

complète du système quadrirotor avant de passer aux premiers tests expérimentaux. 
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 Code source 

 

%%%...Dessin des figures...%%% 

%%...Vitesses et position angulaires..%% 

figure 

subplot(3,2,1) 

plot(t,x1,'b-',t,phid,'r:') 

xlabel('Temps(s)') 

ylabel('Angle(deg)') 

xlim([min(t) max(t)]) 

title('phi') 

grid on 

 

subplot(3,2,2) 

plot(t,x2,'r') 

xlabel('vitesse angulaire (deg/sec)') 

ylabel('Temps (s)') 

xlim([min(t) max(t)]) 

title('P') 

grid on 

 

subplot(3,2,3) 

plot(t,x3,'b-',t,thetad,'r:') 

xlabel('Temps(s)') 

ylabel('Angle(deg)') 

xlim([min(t) max(t)]) 

title('theta') 

grid on 

 

subplot(3,2,4) 

plot(t,x4,'r') 

xlabel('vitesse angulaire (deg/sec)') 

ylabel('Temps (s)') 

xlim([min(t) max(t)]) 
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title('Q') 

grid on 

 

subplot(3,2,5) 

plot(t,x5,'b-',t,psid,'r:') 

xlabel('Temps(s)') 

ylabel('Angle(deg)') 

xlim([min(t) max(t)]) 

title('psi') 

grid on 

 

subplot(3,2,6) 

plot(t,x6,'r') 

xlabel('vitesse angulaire (deg/sec)') 

ylabel('Temps (s)') 

xlim([min(t) max(t)]) 

title('R') 

grid on 

 

%%..Vitesses et positions linéaires  ..%%  

figure 

subplot(3,2,1) 

plot(t,x7,'b-',t,xd,'r:') 

xlabel('Temps(s)') 

ylabel('Position (deg)') 

xlim([min(t) max(t)]) 

title('X') 

grid on 

 

subplot(3,2,2) 

plot(t,x8,'r') 

xlabel('vitesse linéaire (m/sec)') 

ylabel('Temps (s)') 

xlim([min(t) max(t)]) 

title('U') 
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grid on 

 

subplot(3,2,3) 

plot(t,x9,'b-',t,yd,'r:') 

xlabel('Temps(s)') 

ylabel('Position (deg)') 

xlim([min(t) max(t)]) 

title('Y') 

grid on 

 

subplot(3,2,4) 

plot(t,x8,'r') 

xlabel('vitesse linéaire (m/sec)') 

ylabel('Temps (s)') 

xlim([min(t) max(t)]) 

title('V') 

grid on 

 

subplot(3,2,5) 

plot(t,x11,'b-',t,zd,'r:') 

xlabel('Temps(s)') 

ylabel('Position (deg)') 

xlim([min(t) max(t)]) 

title('Z') 

grid on 

 

subplot(3,2,6) 

plot(t,x12,'r') 

xlabel('vitesse linéaire (m/sec)') 

ylabel('Temps (s)') 

xlim([min(t) max(t)]) 

title('W') 

grid on 
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%%..Signaux de Commande d’altitude..%% 

figure 

subplot(2,2,1) 

plot(t,u1) 

xlabel('Temps(s)') 

ylabel('U1 (N)') 

xlim([min(t) max(t)])  

title('La commande U1') 

grid on 

 

subplot(2,2,2) 

plot(t,u2) 

xlabel(' Temps (s)') 

ylabel('U2 (N)') 

xlim([min(t) max(t)]) 

title('La commande U2') 

grid on 

 

subplot(2,2,3) 

plot(t,u3) 

xlabel('Temps(s)') 

ylabel('U3(N)') 

xlim([min(t) max(t)]) 

title('La commande U3') 

grid on 

 

subplot(2,2,4) 

plot(t,u4) 

xlabel('Temps (s)') 

ylabel('U4(N)') 

xlim([min(t) max(t)]) 

title('La commande U4') 

grid on 
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%%..Contrôle de position en 3D..%% 

plot3(x7,x9,x11,'r') 

xlabel('X (m)') 

ylabel('Y (m)') 

zlabel('Z (m)') 

title('Controle de position en 3D') 

grid on 
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