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Résumé

Dans le cadre de la mécanique quantique non relativiste via la méthode des intégrales de
chemin de Feynman, nous calculerons les valeurs propres et les fonctions propres normalisées
correspondantes au potentiel Ecranté de Kratzer proposé pour les molécules diatomiques :
I’hydrure de lithium (LiH) et le chlorure d’hydrogéne (HCI), le spectre d’énergie relatif a ce
potentiel n’admet pas de solution exacte pour les états {0, pour cela nous avons utilisé une
approximation du terme centrifuge et une transformation spatio-temporelle. Nous passerons
d’un probléme complexe a un autre déja connu.

Par ailleurs, en utilisant le spectre d’énergie trouvé pour déterminer grandeurs
thermodynamiques. Les résultats obtenus seront comparé avec ceux données dans la
littérature.

Mots clés

Intégrales de chemin, potentiel de Kratzer, états Rotation-vibrationnels, propagateur, fonction

de Green, les grandeurs thermodynamiques.

Abstract

In the framework of non-relativistic quantum mechanics and with Feynman’s path integrals
method. We will calculate the energy eigenvalues and the corresponding normalized
eigenfunctions of a newly proposed screened Kratzer potential for lithium hydride (LiH) and
hydrogen chloride (HCI) diatomic molecules. The path integrals of this potential does not
admit exact solutions for states {#0, for this, we have used two approximations schemes of

the centrifugal term and the space-time transformation.



Moreover, by using the found energy spectrum we determine the thermodynamic quantities.
The obtained results are in good agreement with those given in the literature.

Key Words

Paths integrals, Kratzer potential, Rotation-vibrational states, Propagator, Green function,
thermodynamic quantities.
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Introduction

A la fin du XIX®"¢siecle, la mécanique classique était incapable d’expliquer plusieurs
phénomenes physiques ( leffet photoélectrique, 1’effet Compton, le rayonnement du corps
noir, le spectre d’émission de 'atome d’hydrogeéne, etc...), il a été donc, nécessaire de
formuler une nouvelle théorie pour donner des explications entiéres & ces phénomenes [1].

Trois formalismes mathématiques de la théorie quantique non relativiste ont été élabo-
rés afin d’expliquer ces phénomeénes : le formalisme de Schriodinger est basé sur une équa-
tion différentielle, ou les opérateurs sont fixes et les états évoluent dans le temps. D’autre
part, le formalisme de Heisenberg est basé principalement sur ’algébre des matrices, ou
les opérateurs évoluent dans le temps et les états sont fixés, un troisiéme formalisme de
la mécanique quantique a été développée vers 1948 par Feynman [2, 3.

Feynman a proposé une formulation lagrangienne de la mécanique quantique non re-
lativiste, il a imaginé une expérience semblable a celle des interférences de Young, mais
dans laquelle la lumiére monocromatique est remplacée par un faisceau d’électrons, Ces
¢électrons sont captés par un détecteur placé a différentes distances x du centre de ’écran.

La mécanique quantique (expérimentalement) prédit que la probabilité de détection
P(z) avec les deux fentes ouvertes ne veut pas la somme des deux probabilités Py (z) et
Py(x) avec chacune des fentes individuellement, nous pouvons conclure que le faisceau
d’électron est comporté comme un faisceau de lumiére monocromatique. Dans le but de
donner un sens physique a ces résultats, Feynman a introduit la notion d’amplitude de pro-
babilité complexe ¥(z), ot P(z) n’est autre que son module au carré |¥(z)[*ou ¥(z) peut
étre donnée par une somme d’une infinité d’amplitudes partielles ¥y (z) et Wy(x) associées
a chacun des chemins d’espace-temps. L’expérience précédente peut étre étendue au cas

d’un écran comportant un grand nombre des fentes. L’amplitude de probabilité totale,
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correspondant & tous les chemins possibles, est donnée par la somme des contributions
des amplitudes partielles relatives a toutes les fentes.

Par ailleurs, le formalisme de Feynman basé sur le principe de la superposition [2, 3] et
essentiellement basé sur la notion de propagateur, ce dernier qui représente physiquement
I’amplitude de probabilité d'une particule se déplagant d’un point espace-temps a un
autre, mais qu’il ne semblait avoir aucun role important dans la mécanique quantique. Il
a ensuite avancé que cette situation pourrait étre corrigée si le propagateur de la mécanique
quantique correspondait a [exp(%)] ou S est I’action classique évaluées le long du chemin
classique [4] donnée par S = | Ldt ou L est lagrangien de la particule.

L’application des intégrales de chemin aux problémes de la particule libre et de I'os-
cillateur harmonique s’est faite avec succeés. Cependant, ce formalisme a rencontré énor-
mément de difficultés dans I’étude des autres problémes, jusqu’a l'introduction en 1979,
de la transformation spatio-temporelles de Duru et Kleinert [5] pour construire le pro-
pagateur de Feynman associé au probléeme de ’atome d’hydrogéne. Le succés de calcul
de ce propagateur marqua un tournant important dans le développement du formalisme
des intégrales de chemin. Des exemples de problémes non relativistes ou relativistes ré-
solus exactement & ’aide de cette transformation spatio-temporelle de Duru et Kleinert
sont donnés dans la référence [6] . La méthode de Duru-Kleinert a permis a U'intégrale de
chemin de jeter des ponts aux domaines contigus de la physique mathématique et la phy-
sique théorique, il est donc nécessaire de mettre en ceuvre des méthodes d’approximation
puisque plusieurs intégrales de chemin ne sont pas encore résolues exactement, donc nous
permettant d’approcher le résultat exact avec de bonnes précisions. En particulier dans
I’espace tridimensionnel lorsque le moment cinétique ¢ # 0, ceci est dii & la présence du
terme centrifuge (1/72).

Dans la littérature, plusieurs travaux ont été réalisé sur le potentiel écranté de Krat-
zer, déduit du potentiel original et on a trouvé le spectre d’énergie et les parameétres
thermodynamiques.

L’objet de ce travail est la détermination du spectre des énergies relatives aux états "
¢ " pour le potentiel écranté de Kratzer et les fonctions des grandeurs thermodynamiques.

Ce mémoire comporte trois chapitres : le premier chapitre donne une bréve intro-

duction puis la présentation de généralités sur le formalisme des intégrales de chemin
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notamment la forme générale de propagateur dans I’espace des phases et la structure
générale de propagateur en coordonnées polaires. Dans le deuxieme chapitre, nous expo-
serons la transformation spatio-temporelle ensuite nous déterminerons les valeurs propres
et les fonctions propres des états " ¢ " normalisées correspondantes au potentiel écranté
de Kratzer. Dans le troisiéme chapitre, nous étudierons les différentes propriétés de la
thermodynamique et nous déterminerons une nouvelle expression du spectre d’énergie
contenant des parameétres thermodynamiques pour les molécules diatomique : I’hydrure

de lithium (LiH) et le chlorure d’hydrogene (HC).



Chapitre 1

Généralités sur le formalisme des

intégrales de chemin

1.1 Introduction

En 1933, Dirac a remarqué que ’action joue un roéle trés important dans la mécanique
classique mais qu’il ne semblait avoir aucun role central dans la mécanique quantique. En
1948 Richard Feynman a développé la proposition de Dirac [2] et a présenté un troisiéme
formalisme de la mécanique quantique. En effet, ce formalisme de Feynman a mis en
correspondance de fagon trés explicite les deux mécaniques quantique et classique.

Le but principal dans ce chapitre est de présenter des généralités sur cette formulation.

1.2 Propagateur

1.2.1 Définition

Le propagateur pour une particule non-relativiste, qui contient toute la dynamique du
systéme et qui est interprété comme ’amplitude de probabilité pour que la particule, a
une dimension, en mouvement sous l’action d’un potentiel V' (z,t) part de x, a I'instant

t,, arrive & x, a 'instant ¢,.



1.2. Propagateur

A(x,,ta) B(Xo, ts)

fig 1.1 : Le chemin possible

Le mouvement de la particule est régi par le lagrangien.

1 .2
L= gme — V(z,t).

Une variable spécifique S a chaque chemin est donnée par I’expression :

iy

S = /L(a;,:'c,t)dt,

ta

Est minimale. En d’autres termes, la variation de ’action
0S = S(xz+o0x) — S(x) =0,
Avec la condition que les points extrémes soient fixes, nous avons :
ox(ty) = dx(t,) =0

Au premier ordre en dz, nous avons :

tp
Sz +0x) = /L(x + 0z, x + 0z, t)dL,
ta
tp

= / [L(a:,g'c,t) - 6558—; - &va—L} dt,
or ox

ta
2

= S(x) —i—/ {&ta—l,/ +5ma—L} dt.
or Ox

ta

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)
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Apreés une intégration par partie, la variation de ’action devient

o= 2] - for 3 (2) - 2] ws

ty
Lorsque dx égale & zéro aux deux points initial et final, donc le premier terme [5$8—].;] de
z 1 ¢,
I’équation (1.6) est nul. De plus dx peut prendre n’'importe quelle valeur entre x, et zy.

La condition suivante est toujours satisfaite,

d (0L oL
—(—)—-—==0. (1.7)
dt \ 9z Ox
Cette équation est appelée équation d’Euler-Lagrange du mouvement de la particule.
En mécanique quantique, ce n’est pas seulement le chemin pour lequel 'action est

maximale qui est important mais tous les chemins possibles [7]. On associe a chacun de

ces chemins une amplitude de probabilité partielle ® [z(¢)] donnée par :
O [2(t)] = C /MSO], (1.8)

Ou S est 'action associée au chemin et C' est une constante.
Par la définition, de la probabilité de transition P(b,a) lors que la particule passe du

point x,a I'instant ¢, au point x; a I'instant ¢, est donnée par
P(b,a) = |K(b,a)[*. (1.9)

ou K (b,a) est Pamplitude ou propagateur. Cette amplitude est la somme des contri-

butions ® [z(t)] de chaque chemin

K(b,a) = > ® [(t)] . (1.10)

sur tous les chemins de
a a
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Comme les chemins sont trés proches les uns des autres, la somme peut étre remplacée

par une intégrale. Ainsi, nous obtenons I’expression du propagateur

K(b,a) = / D [2(t)] exp {%S [x(t)]} | (1.11)

Ou D [z(t)] est la mesure différentielle relative a tous les chemins.

1.2.2  Forme discréte du propagateur

Considérons une particule se déplace entre deux points x, et x; dans un intervalle de
temps [t,, ], en divisant cette intervalle en ” N 7 intervalles égaux de la largeur e. Il est
possible de définir une somme sur tous les chemins construits de cette maniére en prenant
une intégrale multiple sur toutes les valeurs de z(t,) pour n variant de 1 & N — 1, avec :

to = t, Ty = Ty €=1Tnt1 —tn

tNth IN = Ty NSth—ta

Positiondx)

ta tl tz tNm tb

fig 1.2 : Chemin espace-temps
Apres Dirac, le propagateur relatif & une particule se déplacant entre deux points trés

voisins et soumis & un potentiel V' (x) peut s’écrire comme [8, 9] :

K(xpi1,tni1; n,tn) = K(Tpg1,Tn;€) (1.12)

= () e {F [P v}
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D’prés décomposition de lintervelle [t,,t] en N intervalle égaux nous conduit au

propagateur globale

L m \1/2 dz,, ie [m(Tni1 — Tn)?
K(l'by th, Zq, ta) = Nh—r>noo <27Tlh€> / ..... / 1 (m—)—1/2 exp {E |: 9¢2 - V(I’n) .

(1.13)
Ou N N 2
STe0] = Y- Slananiie) = 3 |2 vy
D’une maniére condensée
Koty at) = [Dla(0)]exp [ﬁs [x(t)]] , (1.15)
Ou
Dla(t)] = lim_ (27%8)1/2 Hl %_ (1.16)

Ou D est la mesure différentielle.

1.3 Représentation du propagateur dans ’espace des
phases-produit de Lie-Trotter

Le propagateur de Feynman n’est autre que 1’élément de matrice de I'opérateur évo-

lution dans le temps entre deux états | z’) et | "),

, " e_ifT x’ our t” >t/
oty = el (1.17)
0 pour t" <t

K(z

Avec :

T=t"—+ (1.18)

T est le temps dans lequel, il s’effectue le passage | 2/, ') —| 2", t")
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Ou Dobservable H s’écrire comme :

H = Ec+V (1.19)
~2
p o~
- 4V
QmjL

E¢ est ’énergie cinétique de la particule
V est I’énergie potentiel de la particule

L’aidée de Feynman a utiliser ce qu’on appelle la formule de Trotter qui stipule que :

N
eMB = lim (e%e%) . (1.20)

N—o00
Ceci nous permet de mettre le propagateur K (z",t", 2/, ') = (2" | e % | ) sous

forme d’intégrale multiple de Reinman de dimension N, en décomposant ’opérateur d’évo-

lution en un produit de N opérateur infinitésimaux ( produit de Lie-Trotter ) [10] :

" N N N N
K(x t" 2 t") = i (x| eTAN e N ..., eIV e N | 'Y, (1.21)
Ou
. t” _ t/ T
A= u _ (1.22)

En injectant la relation de fermeture (N — 1) fois :

/ | ) (z, |= 1, (1.23)

Donc :

VCIe
K", t";2' ) = NlimOO dey_1(z" | eI e N | on_1) (1.24)
—
N oD
X/d$N2<£L’N1 | e e N | TN _2)...

N

a2
Xooo. /dx’(xl | eIV e N | '),
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Ou encore

N—o0

N
Kz t":2',t) = lim / / [ exp -2V (20on)] (1.25)
n=1
N—-1

(e | e |- ) TT
T exp | =5 | | Zu-1 11 Ty

Maintenant, en injectant la relation de fermeture de ’espace et des impulsions pour

calcul I’élément de matrice de I'opérateur énergie cinétique :

7 7
- 1) = - _ 1.2
o lexp | <5 | i) = [l ep |20 1ptn [o0dps, (120

En remplagant la valeur (x,, | p,) par son expression :

1.,
(T | pn) = \/ﬁeﬁ nbn (1.27)

Et la valeur (p,, | ©,—1) donné par :

1
\V2rh

e_%xn—lpn

(P | Tp-1) = , (1.28)

L’expression (1.26) devient :

2

D 1 [ i [ A\p?
(x| exp [— ZmN} | Tp_1) = Py - exp {—ﬁ <2m—N — pn(Tn — xnl))} dpn, (1.29)

En utilisant I'intégrale suivant sachant que :

2
/ea”CQBxda: — ¢ ia E, (1.30)
a

La relation (1.29) devient :

\p? m im 2
_ )= o 1.31
(e | eXp{ 2mN] | 1) =\ e P {2715(‘7”” Tn-1) } (1.31)




1.4. Intégrale de chemin en coordonnées polaires 15

La substitution de (1.31) dans (1.25) donne :

N-1

" 1/2 m
I/ / o 2
K(x " 2", ) = thoo/ / | | thg exp [—zhg(xn — Tp_1) —€V<xn)] | | dxy,.

n=1

(1.32)

On utilise la relation suivante, le passage du produit d’exponentielles & ’exponentielle

de la somme :

H wn — exp{ an} , (1.33)

Donc nous permet enfin de ramener le propagateur a la forme

N-1

S/ Y A : 2 _
K(x ,t" 2", t) = Nh_r)noo 27mﬁ€ / /exp [ 255( —xp1)” —eV(xy,) 71_[1 dx,.
(1.34)

1.4 Intégrale de chemin en coordonnées polaires

Les systémes physiques sont invariants par rotation aprés une transformation des coor-
données polaires, Il est naturel de se demander si une telle transformation en coordonnées
polaires est possible aussi avec une intégrale de chemin.

Nous allons aborder maintenant l'intégrale de chemin & deux dimensions en coordon-
nées polaires. Pour cela, considérons deux instants ¢’ et t” tels que t' < t" et t"—t' =T, le
propagateur de Feynman d’une particule de masse m se déplagant dans un espace a deux

dimensions dans un potentiel V(¢) = V(z,y). Ce dernier est donné par

N-1 . N
_)/I _)/ . _ Z
K(q ,q ;T)ZNhglooAN/-.../qujexp [ﬁZSj], (1.35)
Jj=1 7j=1
Avec 'action élémentaire donnée par la forme :

m

— — 2 —
Sj = % <Qj - Qj_1> —eV(a,), (1.36)

Avec les conditions aux limites :
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(1.37)

Ou Ay = [2;?55] 72 est la constante de normalisation.

Pour passer des coordonnées cartésiennes (z,y) au coordonnées polaires (r,6) nous
devons utiliser la régle du point milieu (mid-point). Nous devons également garder dans
la transformation les termes au plus des mémes ordres que €.

La notion du point milieu (mid-point) donnée par la formule

~ ] + Tj-1

= 1.38
T‘] 2 ) ( )
Alors,
477? = 7“]2» + 7‘]2»_1 + 2111, (1.39)
= (rj —rjm)’ + 4y
Ou

(L) (1.40)

rirji—1 = Tj — 1 s

Ou toutes les quantités doivent étre calculées & ce point milieu, nous pouvons écrire :

(84,)" = (4,-4,4) (L41)
—2 —2

= q,;+ q;_1— 2qjqj—1cos Ab;,

Avec

Agj = Qj — 9]‘_17 (142)

Ou encore

(A qj> = q; + qj-1 —2¢;q5-1 + 2¢;q5 (1 —cos AG;), (1.43)

En coordonnées polaires, nous avons :
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0\ 2
(A q; ) = 7’? + 7”]2;1 - 2Tjrj—1 + 2Tj7’j_1(1 — COS AHJ-), (144)
Avec, q; = ’ 4| =7

L’expression (1.44) devient :

N2
<qu> = (Ar)* + 2rjrj1 (1 = cos Ab;), (1.45)
En utilisant un développement en séries de puissances :

(A0;)? N (A0;)*

cos (AG;) =1— 51 m

Fo (1.46)

En remplagant les expressions (1.40) et (1.46) dans 'expression (1.45) :

(83) = @7y (1.47)
— (M) lﬁg_ (Arj)j [(A@)Q (A0;)*

7 ol 4l + ..,

Apreés la multiplication et la simplification on trouve ’expression suivante :

— 2 —
(29) = @7y (1.48)
1 1
= (Ar)? +75(00;) — ET”QJ‘(AHJ')4 — Z(Arj)Q(Aej)Q.
On ne peut pas prendre le terme supérieur car ils conduisent & des contributions en
g2 et &3,

Alors, on peut exprimer 'action élémentaire comme :

:ﬁ[

w |Qﬁ[$

5= g [P+ 72007) = ¥, = 2 [P0y + @0y o)

2¢e

Maintenant nous pouvons développer exp [% Z Sj] qui peut mettre sous la forme :
J
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exp [%ZSJ-] = exp{;{zﬁ[(mj)u%’;(wj)ﬂ—g%}] (1.50)

J
m 2
{1 o [anpony+ 20y}
Nous définissions maintenant 1’élément de surface dEj en coordonnées polaires comme

suit :

daj = d.’l?jdyj = Tjd?“jd@j, (151)

Transformons maintenant la mesure du systéme

N-1 N-1
H d(lfjdyj = H Tjd?”jd‘gj7 (152)
j=1 j=1
N-1
Pour écrire ’expression H rjdr;df; en fonction de point milieu nous pouvons déve-
j=1
N-1
lopper H rj comme suit :
j=1
N-1 L2 Y o P /2
0 1/2 1/2y, 1/2 1/2 /2 1/2 \TN
rj = TiTrg..TN_1= 1—/2(r1 T ) (ry s )....(7“]\,_17“N_1)1—/2 (1.53)
j=1 To N
N
= rir; ,
ToT’N H A 1

i

yo— ﬁ{?ﬁ—(ﬁﬂm (1.54)

N 1/2
1 H Ar;)?
VTOTN 5 473
N
1 Ar;)?
- [17 [1 - &) ] ,
\V/TorN 8r;
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Dron N-1 N N-1

~ 1 _ (A1)?] 1
dl’jdyj = rj ll B " d?”jd&j (155)

jl_[l VTorn ]1_[1 87 jl_[l

Donc le propagateur s’exprime également comme :
1 N-1 N
"ot 1ol o . ~

K" 0" r,0,7T) = — NEHMAN/..../ Jl;[l drjdﬁjjl;[lrj X (1.56)

X ﬂ {1 - % {(mj)z (0N6;)? + ? (Aej)‘*} } .

Toute fois I'intégrale sur dr;df; sera remplacé par celle relation a d Ar;d A6, (relation
de la démocratie ) on utilise la méthode de Laughlin-schulman qui consiste a intégrer sur

(Ar;) et (AB;) via la relation :

+oo 2
om _gMQ B (271— 1)”/ _ap”
prem 2w dp = —————— e 25du (1.57)
/ (a/B)" J s
1
Dans notre cas : § = —Z% et @« = ¢ ou
i

On a la contribution du terme :

ihe ihe ihe]?2
(Ary)? — 2= (AG;)? — mr;? , (A0) — % [ 2]

En rassemblant toutes les contributions précédentes et on remplace ’expression sui-

vante dans la relation de propagateur (1.56)

h 10
14 —|—...%exp{ 2}, (1.58)

8m?§

Alors, nous permet enfin de ramener le propagateur a la forme :

N—-1 N
"oon 1
K, 0 .0:7T) = li A //lld o ; ||N 1.59
(T y 0 ) ToTN Nlmoo N i rjaU; X = Ty X ( )

exp LE_L {;”_5 [(Ar)? +72(00,)] — ¢ (‘7]- + AVj) }] :
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Donc la correction quantique sur la mesure est définie comme suit :

AV, = — . (1.60)

1.5 Application

Van-Vleck-Pauli-Morette ont, proposé une méthode rapide pour arriver a ’expression

du propagateur relatif & des systémes physiques soumis a des potentiels de la forme :
N
Vig) =Y aig”.
i=1
Pour des lagrangiens de formes quadratiques en x et = nous utilisons la formule de

Van-Vleck-Pauli-Morette pour calculer le propagateur en fonction de I'action classique,

ce dernier est donné par :

t//

Scl = /L(l‘cl,fcl)dt, (161)

t/
Ou z satisfait I’équation d’Euler-Lagrange.

Nous pouvons donne la formule de Von-Vleck-Pauli-Morette comme suit :

N|e]

1 028,
K (ry, ty;7a, 1) = {ZME det aq,aql}
104;

et (1.62)
Sachant que D est la dimension
Ou : ¢;; prend les valeurs x,, T, Yo, Yp-
Afin d’illustrer cette méthode, nous ’appliquons au lagrangien de I'oscillateur harmo-
nique a deux dimensions, puisque la notion de ’oscillateur harmonique est trés importante

dans la mécanique quantique. En effet, elle peut intervenir dans la description de nom-

breux phénomeénes [11], ce dernier est donné par :

.. m .2 .2 m
L(x7y7$7y) = 5(1: +y ) - Ew2(x2 +y2)7 (163)

En tenant compte des conditions aux limites, avec t € [0, T

o(T) =7, y(T) =yr , x(0) = 20, y(0) = o
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Les équations du mouvement & deux dimensions donnent :
d (0L oL .
— [ — 0=+ r=0 (164)
dt \ or Ox
Et
d (0L oL .
J— JR— _ — = O e 2 = 0 1.65
pm < ay) 9 y+wy (1.65)
Les solutions de ces équations sont :
zq(t) = Acos(wt) + B sin(wt), (1.66)
Et
ya(t) = A cos(wt) + B sin(wt), (1.67)

On détermine les constantes A, A’, 5, 3" a partir des conditions aux limites, On trouve

z(0) =z9=A
Et
2(T) = xzp=mx¢cos(wT)+ Bsin(wT)
_ xp — xgcos(wT)
= p= sin(wT)
Et
y(0) = yo = A’
Et
y(T) = yr=yocos(wT) + 3 sin(wT)
— T
— = yr — Yo cos(w )’

sin(wT)

Donc :

(1.68)

(1.69)

(1.70)

(1.71)



1.5. Application

22

D’autre part :

Par conséquent, ’action classique a deux dimensions est donnée par :

Maintenant on calcule le déterminant :

o\.‘H o

o3 [ 3

xd(t) __ xpsin(wt)+x sin(w(T—t))

ycl(t) =

sin(wT)

yr sin(wt)+yo sin(w(T—t))

sin(wT)

zrw cos(wt) —zow cos(w(T—t))

J."cl (t) =
ycl(t> =

T
/L(x,y;i,y)

|

T
/ x(x —i—wxdt
0

SIE

mw

0?Se

det
0q;0qy

sin(wT)

yrw cos(wt)—yow cos(w(T—t))

.2 .2 m
(z 4y )+ —w

3 [

0

sin(wT)

2(2? + y2)} dt

T

@(T)xr +y(Tyr = ()0 + §(0)y0]

2 sin(wT) [(sz + 933 + y:2F + yg) cos(wT') — 2wrxo — 2yTy0] ,

T
y(y +wydt+— [mx+yy]

925, 828,
dxodxT 0xo0yr
028, 928,
OyodzT OyoOyr

—mnw
sinwT 0
—mw
0 sinwT
mw ) 2
sinwT

Le propagateur est défini par ’expression suivante :

K (ry, ty; 7o, th)

2
1 mw
2mih <Sin(wT)>

o exp { h2sin(wT) [(

(1.72)

(1.73)

(1.74)

(1.75)

(1.76)

x5+ x% + 93+ yg) cos(wT) — 2xpxg — 2yTy0] } )
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Ceci est le propagateur relatif de 'oscillateur harmonique & deux dimenssions.



Chapitre 2

Spectre des énergies relatives aux
états "/" pour le potentiel écranté de

Kratzer

2.1 Introduction

L’étude des solutions de l’équation de Schrodinger avec des techniques récentes a
fait I'objet de plusieurs travaux. Ces solutions jouent un réle primordial en mécanique
quantique, car elles contiennent toutes les informations nécessaires concernant le systéme
quantique étudié.

Les solutions analytiques exactes des équations d’ondes avec certains potentiels de
type exponentiel sont impossible a trouver pour I’état "¢ # 0”7 [12], des méthodes d’ap-
proximations doivent étre utilisées pour traiter le terme centrifuge.

Le but de ce chapitre est de déterminer, dans le cas du potentiel écranté de Kratzer
et via les intégrales de Feynman, le spectre des états ”¢” ainsi que les fonctions d’ondes

correspondantes.

24
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2.2 Les transformations spatio-temporelles de Duru-

Kleinert

Apres le succes de calcul de propagateur de I'oscillateur harmonique et de la particule
libre, le formalisme des intégrales de chemins est resté coincé jusqu’a l'introduction en
1979.

Duru et Kleinert ont élaboré une transformation spatio-temporelle appellée la trans-
formation de Duru-Kleinert [5]. Cette technique a permis de résoudre plusieurs problémes
non relativiste comme le probléme de l'atome d’hydrogene. Ils Ont pu ainsi ramener
le probléme coulombien dans 9R® & celui d’'un oscillateur harmonique dans 9R*, dont le
propagateur est connu exactement. Nous notons qu’il y a deux types de transformation
temporelle :

— Transformation globale du temps : transforme le parameétre temps ¢ en un nouveau

parameétre 7, ou t s’écrit en fonction de 7 comme suit :
t—g(r) — 7 =g"*(t) (2.1)

— Transformation locale du temps : est une transformation du temps dépendant de
la position

dr = flq(t)] dt (2.2)

Ces deux transformations sont les plus utilise seulement lorsqu’ont les combinées avec

une transformation de coordonnées appropriée [13].

2.2.1 Transformation locale du temps en mécanique classique

La transformation locale du temps est utilisée en mécanique classique dans le cas
des forces centrales (force de gravitation). Le principe vibrationnel 65 = 0, conduit en

coordonnées polaires & deux équations :

Et
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mr20 = { = cst. (2.4)

L’équation (2.4) présente la conservation de moment orbital ( ¢ ), alors que I’équation
(2.3) exprime la conservation de l'énergie total ( E ). Aprés 'intégration de 1’équation

(2.3) on obtient :

+V(r) = E = cst. (2.5)

Par I'intégration de (2.5), nous trouvons le chemin classique ( 7(t) ).
On s’intéresse, souvent en mécanique classique au calcul de ’équation de 1'orbite en

fonction de r = f(f). Ceci peut se réaliser en réécrivant 1’équation (2.4) comme suit :

4 = —dt, (2.6)

On peut considérer ’équation (2.6) comme une transformation locale du temps et cette
transformation devient plus intéressante encore lorsqu’elle est suivie de la transformation
de coordonnée r — u = f(r) avec, u = 1.

L’équation de 'orbite devient alors :

d*u m d

b= g V), (2.7)

Dans le cas de la gravitation (probléme de Kepler) :

K
Vir) = = V(u) = —Ku, (2.8)
Alors, 'équation (2.7) devient :
d*u K
W +u= mg—2 = cst. (29)

Cette équation n’est autre que celle d’un oscillateur harmonique de fréquence unité
. N f K
soumis a une force constante {mz g.
Ainsi, le probléme de Kepler a été ramené a celui d’un oscillateur harmonique via une

transformation locale de temps et une transformation locale des coordonnées.
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2.2.2 Concept du Promotor

La fonction de Green est la transformée de Fourier du propagateur [14] :

o 1 [ (iET\
G(q ,q;E):E/eXp( - )K(q ,q;T)dT, (2.10)
0
Ou encore :
_}// _}/ 1 R _}// _}/
Gla .q;B) =~ [Plq ,q;T)dT. (2.11)
0
Par identification :
I ZET ERZEN
P(q,q;T)Zexp< = )K(q,q;T), (2.12)

Ce dernier est dit "promotor", s’écrit sous sa forme intégrale comme suit :

P(q ., q;T) = / exp (%) o (4(1)). (2.13)

W = /Ldt + ET. (2.14)

Avec T =t" —t.
L’évaluation du propagateur est souvent confrontée au probléme de singularité, ce
dernier a été surmonté par lintroduction de la méthode des transformations spatio-

temporelles du Duru-Kleinert.

2.3 Expression générale du propagateur aprés 1’in-
troduction du double changement de variables
r—qet t — s

Considérons le cas a une dimension (D = 1).
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Le propagateur de forme discréte s’écrit comme suit :

N . N N-1
A Y NP m 2 i ' '
K" st ,t)—Nh_r{loo <2m’h€> /.../exp [h jEZl S; Eda:], (2.15)
O encore :
m
S5 =5z (@5 = i)t —eV(x)), (2.16)

Dans ce qui suit, comment se transforme I’expression générale du propagateur avec les
changement des variables t — ¢ et t — s. Le terme représentant 1’énergie cinétique de

la particule, de masse m, dans un intervalle de temps infinitésimal £ est donné par :

%(%‘ —x5)" _ m(f(g) — f(qge1))2, (2.17)

T =
=4 € 2 €

d’une maniére explicite, le terme (z; — x;_;), apparaissant dans 1’équation ci-dessus,

s’écrit :

Aq;)? Ag;)?
v — w1 = O f(g;) — ( 25) f(q) + ( 3,]) FOg) + . (2.18)
avec, Ag; = ¢; — ¢j—1
La notion du mid-point c}; donnée par :
- 1
q; = 5(%’ +qj-1), (2.19)
L’équation (2.18) se réduit a :
1~ 1 B)(~ 2
zj = xj1 = B4 | (@) + 5, 77(@) (Bg) (2.20)
Il en résulte,
m(D4)*f" (@) 1 2 fO(@)
T, = 1+ —(Ag; : 2.21

Par ailleurs, le terme de ’énergie potentiel V; se transforme comme suit :

eVi(zj) =eV [f(g;)] +0 [52] ) (2.22)
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Ou la nouvelle variable temps s est reliée a t par :

dt

L= [f o] (22)

Ce qui nous permet d’intégrer I’équation (2.23) et de la mettre sous la forme intégrale

"
S

t"—t=T= /dsle (q) (2.24)

0

Les deux parametres infinitésimaux ¢ et o; correspondant respectivement a t et s,
vérifiant 1’équation :

e= f(g)f (gj-1)0; (2.25)

Le développement de f'(g;) et f'(¢j—1) en série des puissances de g; et Ag; conduit a :

Fla) a0 = 1 @) |1+ B2 (f— - f—)] , (2.20

o

En remplagant dans I’équation (2.21), le paramétre € par son expression, il vient :

(z; —7;1)°  (Agy)? L (Bg)! [L’Q 2]63/’”] (2.27)

) Ry

2e 20'j 80']‘
Le terme exponentielle du propagateur est donnée par :

Hexp {%SJ] - Hexp {% {m(AQj)2 + m(Aqﬂ‘)4Aj s ffV(qj)H , (2.28)

E ; 20']‘ 80']'
Avec :
1> o I
i 3
Considérons, maintenant la mesure :
N-1 -1
dry = || f'(q;)dg;, (2.30)
j=1 j=1
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A une nouvelle forme pour la mesure :

N-1

P = [r@r@)] T[] (2.31)

J=1 J=1

X H dC]j,
j=1

vl

[Qﬂ'lhé‘

Nous pouvons exploiter le fait que (Agq;) et o; sont tres petits devants 1'unité pour

approximer le terme exponentiel par :

exp [%SJ} = [Hﬁ {(SAT?’J)A —o;f! v} [—iméifaijyu L (2:32)

Maintenant, en utilisant la technique de McLaughlin et Schulman [15], nous pouvons

montrer que :
/Hexp { } qu] = /Jhldqj (2.33)

(Aq) 2 3h2
XeXp{h{T]j—%’ Vit Ml

Nous permet enfin de ramener le propagateur a la forme :

N 1/2 N—1
noom . 1N g aN1—1/2 m '
K" d:s") = Jm (7)) 1;[[%,@] Mo e
) m A )2 2 3h2
<o [ { Mot - v 5]
J

2.4 Exemple d’application

Le but de notre travail est la détermination du potentiel transformé v(q), sachant que

ce dernier est donné par la forme :

(2.35)
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Et

A= (—) _2 (2.36)

f/

Soit la forme de potentiel V' (r) donné par :

V(r) =Vo(e™ —e™")? (2.37)

Ou : V , a sont des constantes.

Maintenant, en utilisant les changements des variables suivantes :

r=fla) =~ ng; di = [f/() ds (2.3%)
Nous trouvons :
fomm I'=— =g (2.39)
Et
ds = 0424q2’ et A = —3%2 (2.40)

La substitution de ces valeurs dans I’expression du potentiel transformé donne :

V0= s [ = - 5] 1 {5} 4

a?q? 8m

Ou encore

P(g) = 4 x Vogt Vot 2V E ] R
()é2q2 a2q2 052q2 Oé2q2 8mq2

Ce potentiel transformé est donné en fonction du nouveau parametre q.

2.5 Structure du potentiel écranté de Kratzer

(2.42)

L’étude des potentiels complexes [16, 17] revét une grande importance dans différents

domaine de la physique. En physique nucléaire, un potentiel complexe est introduit dans

I'interaction nucléon-nucléon [18].

Le potentiel de Kratzer est une combinaison du potentiel de coulomb et du potentiel

carré inverse. En général ce potentiel est utilisé pour étudier la structure atomique et

moléculaire [19, 20], il est donc joue un réle important dans le domaine chimie quantique.
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En mécanique quantique, les problémes analytiques est résolubles sont limités [21]. Dans
les systemes quantiques le potentiel Kratzer est 'un des rares potentiels qui & existe
une solution analytique exacte [22]. Les équations a potentielles de Kratzer dans ’espace
commutatif a été étudiés dans ces références [23, 24, 25]

Pour rappel, le potentiel Ecranté de Kratzer s’écrit :

r  2r2

Vi(r) = =2D. (é - E) e, (2.43)

A=r,

B =r?
Ou D, est le parameétre de la dissociation de I’énergie

Avec

a 'ordre de potentiel

r. la distance intermoléculaire

2.6 Fonction de Green et propagateur de Feynman

Le propagateur relatif au potentiel Ecranté de Kratzer entre deux points espace-temps

(r', t') et (r", t") s’écrit comme :

m 1/2 Z n n—1
K" ¢ ') = lim ( _ > // exp {— E Sj} dej. (2.44)
n—oo \ 2¢he h = ke

D’ou;
m
Sj = 2— (Tj — 7’]',1)2 — 8‘/6ff. (245)
€
Avec :
Ar;=r; —r;_ =t
TTT et ° (2.46)
EZAtj:tj—tj_l t”:tN
Ou Vey¢s est donné par :
R0+ 1)
Vopp = ——-—2 + Vig(r), 2.47
i k(1) (2.47)

avec Vi (r) donné par la relation (2.43).

En posant oo = 2¢/, I’équation (2.43) devient :
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A B

VK(’I“) =-2D, (? - 2—712> 6_2alr (248)

Dans le but de ramener le probléme des états ”¢” du potentiel du cas général & un

probléme simple des états ”s”, nous effectuons le changement de variable suivante :

- (2.49)

2.7 Approximation du terme centrifuge

Afin de surmonter le probléme centrifuge, nous appliquons I’approximation relative au

terme centrifuge suivante [26]

o ~ 2a/
(176_0”) ~ (1_6720/7‘)

~
~

3=

(2.50)

2
~ o2 ~ 4o/

1
7’_2 ~ (176_0”)2 ~ (176—2(1/7‘)2

La substitution de (2.49) dans (2.50) donne :

Iy 200 90/ (t+1

/2
Lo o o~ (t+ 1)

(1=(+1))
D’autre part, nous notons que le potentiel (2.48), n’est pas absolument dissoluble pour
les états (¢ # 0) dans le but de surmonter cette difficulté, nous utilisons pour le terme

centrifuge, 'approximation de ’équation (2.51). Alors le potentiel (2.48) devient :

Vk(r) = —2D. (A (%) - g (%)) e (2.52)

t
:—2De(2'At 1) — 20 B(t 12)—
WA+ 1)~ 20 B 1)

= 4D.o” Bt* + 4D,/ (o’ B — A)t
La substitution de (2.51) et (2.52) dans (2.47) on aura :

Vepp = Mt* +Tt+ N (2.53)
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Posons :

M =2""140 4 yp o B
T =40 1D 4 4D, (/B — A) (2.54)

N = 20/ 2L

Les fonctions hyperboliques déformées, définies pour la premiére fois par Arai [27]

comime suit :
coshy(z) = 5 {exp(z) + gexp(—x)}

sinhy(z) = 5 {exp(z) — gexp(—2)} (2.55)
sinhg (z
tanh,(z) = —Coshqix))

Ou ¢ est un parameétre réel.

Dans ce qui suit, nous pouvons écrire :

cosh(a/r) 1+4e 2" 1+ L

th(a'r) = = = —HL =241 2.56
coth(a’r) sinh(a/r) 1 —e22'r — HLl + ( )
Ce qui donne
th(a/r) —1
, _ coth(e’r) — 1 (2.57)
2
La substitution de (2.57) dans (2.53) en obtient :
M, T M M T
IATES T coth” (a/r) + (5 7) coth (a'r) + T 37 N (2.58)
En utilisant la relation suivante :
coth?(a/r) = 1 + 1 (2.59)
sinh?(a/r) '
Et en remplace (2.59) dans (2.58) en obtient :
T M M 1 M-T
Vepr=|=——= th (o — N 2.60
= (35 )o@+ Fomos t F TN 6
D’une maniére condensée :
, R
Vepr = —F coth (o/r) + + H, (2.61)

sinh?(a/r)
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Par identification entre (2.60) et (2.61) on trouve que :

_ M-T
F="5
M
R=M (2.62)
H=YXT4+N
Ou
F=—ao"4 4 oD o/A
R= 0/2% + D.o?B (2.63)
H=2d" _524(7?1) +2D,0'A
Nous utilisons le changement suivant [28] :
sinh,(a/r) = \/gsinh(a/
(') = Vasini(a'y) -
coshy(a/'r) = /g cosh(a'y)
Ou
1
r=y+ N In(\/q) (2.65)
Dans ce cas ¢ = 1, ceci conduit & :
, R
‘/;ff = —F COth (Oé y) + 2—/ + H (266)
sinh”(o/'y)

2.8 Transformation Spatio-temporelle

Pour que cette étude devient plus accessible, on est besoin d’utiliser une double trans-
formation d’espace-temps devrait étre trés utile pour reformuler l'intégrale de chemin
en termes de probléme simple a résoudre. Effectuons le changement de coordonnées de

I’espace suivant :

r = f(q), (2.67)

La transformation locale de temps est donnée par :

2

t—s<dt = f"(q)ds, (2.68)
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o a) = (5)2tanh2<q>. (2.69)

On aura alors :

"= (é) arccoth [2 coth?(q) — 1] (2.70)

Ces deux transformations, nous permettent de passer d’une forme de propagateur
difficile & calculer, & un propagateur facile est connu.

Nous avons, par ailleurs, que la fonction de Green relative a un propagateur donné
nous permet de tirer a partir des ses poles le spectre des énergies, et les fonctions d’ondes
correspondantes a partir des résidus aux poles. Cette fonction est obtenue a partir de la

transformé de Fourier du propagateur K;(r”,r’;T") comme suit :

+oo
1
K(r",r';T) = T/G(T”arl; E)e™ " dE (2.71)
i
La fonction de Green prend la forme suivante :
G B) = 5 1) f (") / Ki(g",q';s")ds'". (2.72)

0

Avec

1

= (4

Rl do) = [Datyen |3 [ {50 = F@ (fla) - B - V(@) fas| . 273)

La correction quantique AV est donné par :

Avig = {3[f;’<q>] _Qf;-"'<q>}_ 21

- 8m
Apres la dérivation de ’équation f(g) on obtient :

1
o' coth q

flq) = (2.75)
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"(q) = 2.76

s (2.76)
et [ ) ]
2 |coth®q—1

"(q) = —— 2.77

£1(0) =~ e (277

La correction quantique devient :

h? 1 3

AV (q) = — + (2.78)

8m |coth®’q sinh®q

La transformation de coordonnées (2.70) conduit & une nouvelle expression du potentiel
(2.66) :
Vert(f(q)) = —F (2coth? ¢ — 1) + 2R (2 coth? ¢ — 2) + H. (2.79)

On multiple (2.79) par (q) :

(H+F) AR (—H +F)

F A (@)Vers(f() = - 7 (2.80)

a” coth®q o/ sinh?¢ a
ainsi

P V@) - By + V() = AT 281

8SmR+¥  (E—H+F)

. 2
a”*2m sinh? ¢ o

Le propagateur radial s’exprime comme :

~

Ki(¢",¢;s") = exp[

: ”M] (2.82)

n’ o’

5”

i m.2  h [nn—1) v(w-1)
X/QQ(S)GXP ﬁ/{?q C2m [ sinh? ¢ a coth? ¢ }}ds

0

Ou encore :

~ 1 ,(E—-—H+F
Ki(¢",¢;5") = exp {;LS”—( e )} KM g5 8"). (2.83)
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avec
1 8mR
=—d4/14+ —— 2.84
T] 2 a/ﬁQ? ( 8 )
Et
1 —2m(E — H — F)
v=yg* \/ 3 : (2.85)

L’intégrale de chemin (2.83) est similaire a la mise a jour au potentiel de Poschl-Teller
modifiée, qui est un probléme résolu et connu. Nous appliquons la notion de Frank et Wolf,
la solution de I'intégrale de parcours lit 2s = (n — 1), 2¢ = v (v — 1), et en introduire

les nombres ki et ko qui sont définis en fonction de c et s.

1/2
hi=g[1+(G-29]7,
12 (2.86)
ke = [1£ (5 +2s)] :
KMPT est le propagateur qui correspond au potentiel de Poschl-Teller modifiée :
KM ;8" Zexp is"E)xa ™ (a0 (@) (2.87)

i - hk2 1,~R2 *(K1,R2
—|—/dK exp (—z /2m) X&? : )(QH)Xk(k * )(q’)

0

tel que N, est le nombre maximal des états.

1
0,1,...,71§Nm§k’1—k’2—§

2.9 Spectre d’énergie et les fonctions d’ondes

Pour déterminer le spectre d’énergies et les fonctions d’ondes correspondantes, la
fonction de Green nous donnera le spectre de 1’énergie a partir de ses poles et les fonctions

d’ondes & partir des résidus aux poles.



2.9. Spectre d’énergie et les fonctions d’ondes 39

En substituant (2.87) dans (2.83) nous trouvons :

N, .

~ L ) E—-—H+F kik *(k1,k

Ki(q".q;s") = ) exp {;Ls” {% —-EY PT] } < (@) (¢']2.88)
n=0

T i [(E—H+F) RK? .
x/dKeXp {ﬁsu |:( — ) . o :|} % Xy(ﬁ,kz)(q//)Xk(k1,k2)<q/)

On remplace (2.88) dans (2.72), la fonction de Green devient :

m . eff(ki,k ef fx(k1,k oo e ef fx
Gty — 3 Xl NG Jox G0 )
R —~ Byt~ E (B _piH-—EF
n= ’ 0 m
On introduit les valeurs ki, ks qui sont définis en fonction de s
_ 1 1 2mF
M= {1 talst2n+ )+ ﬁ?a’2<s+2n+1>} ' (2.90)
k2:%|:1+ 1—1—52722 =2[1+s] .
Maintenant, en considérant
1
u=g (1 — coth (a'r)). (2.91)

En substituant ces valeurs de k et ky dans (2.87) et (2.83), nous obtenons :

1
Xk Gy = N k) (1 ) /2Ryt 2mn o gy <—n, 2k —n = Lis+ 10— u)

o 2k — ) nIl 2k —n —1) 12 "
= 1 — exp (—2r))"
{F(n—l—s—l—l)F(Zkl—s—n—l) (1 = exp (=2r))
xexp { ~2r [k - S—n- L e e (2.92)

Donc, le spectre d’énergie est obtenu a partir des poles :
g

E =o”EBMPT P 4 H, (2.93)
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Alors
R’ (s +2n +1)° 2m F?

Eeff — _|_
! gm h2a” (s + 2n + 1)

+H. (2.94)

Cette expression représente le spectre d’énergie des états "¢”, elle sera utilisée dans le

calcul des grandeurs thermodynamiques.



Chapitre 3

Les propriétés de la
thermodynamiques pour les

molécules diatomiques (L:H ) et

(HCI)

3.1 Introduction

La thermodynamique est une branche de la physique qui étudie les systémes macro-
scopique (c’est a dire constitués d’un grand nombre de particules) dans le cadre d’une
approche énergétique. C’est une théorie qui s’applique & de nombreux systémes et qui
permet d’établir des relations trés générales entre les coefficients décrivant les états de la
matiere.

La physique statistique donne une interprétation microscopique aux quantités étu-
diées en thermodynamique. Dans les cas simples, les postulats de la physique statistique
permettent de retrouver, comprendre et interpréter les lois de la thermodynamique [29].

Dans ce chapitre, nous allons exposer les notions de base de la thermodynamique.

41
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3.2 Variables thermodynamiques

Les variables thermodynamiques sont des quantités permettant de caractériser un
systéme, comme la température 7', la pression P, la masse m, le volume V', le potentiel
chimique p, ’entropie S

Les variables thermodynamique sont des grandeurs extensives ot intensives.

» Grandeur extensive : Est une grandeur proportionnelle a la quantité de matiére
dans le systéme, c’est une grandeur additive comme la masse m, le volume V'

» Grandeur intensive : Est une grandeur indépendante de la quantité de matiére

comme la pression P, température T’

3.3 Notions générales sur la thermodynamique

3.3.1 Notion de température

La température est reliée au degré d’agitation moléculaire de la matiere [30].
On peut définir plusieurs échelles de température, telles que ’échelle Celsius qui pré-

céde toute autre échelle.

T. (K)=1T. (°C) + 273, (3.1)

Cette relation définit I’échelle de température absolue (K) en Kelvin en fonction du
Celsius.

Et I’échelle de Fahrenheit notée °F, telles que

T. "F)=32 + gTe ‘°C) (3.2)

Alors, cette relation définit 1’échelle de température absolue (°F) en fonction du (°C).

3.3.2 Notion de chaleur

La chaleur notée @), est I'énergie associée a la valeur ou au changement de la dynamique

d’un systéme composé de corps microscopiques de par I’agissement des forces diverses [31].
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3.3.3 Notion de pression

La pression est due aux nombreux chocs des atomes ou molécules de la matiére sur les

parois du récipient [32].

3.3.4 Notion de travail

Le travail est un transfert d’énergie qui provient du déplacement du point d’application
d’une force exercée par le milieu extérieur sur le systéme thermodynamique [30] :

D’ot le travail élémentaire est défini par la relation :

AW= —PdV. (3.3)

Pour une transformation finie entre 1’état initial (V;) et I’état final (V3); la variation

du travail est [32] :

Vo
Wi = — / PdV. (3.4)

Vi
3.4 Différents types de transformation réversibles

Les transformations réversible d’'un systéme sont des transformations idéales, et dans
les systémes fermés, la masse de la matiére peut subir différentes transformation de cette
nature [32] :

% Transformation isotherme : Elle s’effectue a température constante (7, = cst), avec :
PV =RV, (3.5)
% Transformation isochore : Elle s’effectue a volume constante (V' = cst), avec

a_ e (3.6)
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% Transformation isobare : Elle s’effectue a pression constante (P = cst), avec :

- (3.7)

% Transformation adiabatique : Une transformation adiabatique est une transforma-

tion au cours de laquelle le systéme n’échange pas de la chaleur avec le milieu extérieur

(@ #0), donc :

PV = BV, = Cte. (3.8)

3.5 Principes de la thermodynamique

3.5.1 Principe zéro (équilibre thermique) de la thermodyna-
mique

Deux systémes en équilibre thermique avec un troisiéme, sont en équilibre entre eux

[32].

3.5.2 Premiére principe de la thermodynamique

Le premier principe de la thermodynamique postule qu’il existe une fonction des va-
riables d’états extensive, appelée énergie totale, qui est conservative : sa variation est égale

a ’énergie recue par le systéeme du milieu extérieur, sous forme de travail et de chaleur

[30] :
dEtot - AW + AQ (39)

3.5.3 Deuxiéme principe de la thermodynamique

Pour tout systéme, il existe une fonction d’état extensive S : L’entropie du systéme,
qui satisfait les deux conditions suivantes [31] :
1) Principe d’évolution : Si le systéme est adiabatiquement fermé, S est une fonction

monotone non décroissante du temps.
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S(t) = — =ls=0. (3.10)

2) Principe d’équilibre : Si le systéme est isolé, S tend vers un maximum fini dans le
futur lointain. Ce principe est équivalent a : pour tout systéme isolé, I’énergie tend vers

un minimum dans un futur lointain.

3.5.4 Troisiéme principe de la thermodynamique

Le 3™ principe de la thermodynamique annonce que :
Au zéro absolue (0K) lentropie d’un cristal pur (solide de structure ordonnée) est

nulle :

Sox =0 (3.11)

Ce principe également appelé « hypothése de Nernst » affirme qu’au 0K, il régne un
ordre parfait c.-a-d. : il n’y a aucune agitation thermique a cette température et le cristal

est parfait [33].

3.6 Gaz parfait

Le gaz parfait est un modeéle thermodynamique qui permet de décrire le comportement
des gaz réels a basse pression. Ce modeéle suppose que les particules du gaz sont suffisam-
ment éloignées les unes des autres pour pouvoir négliger les interactions électrostatiques

qui dépendent de la nature physico-chimique du gaz [33].

3.6.1 Hypothése du gaz parfait (théorie cinétique) :

¢ Les atomes ou molécules sont assimilés a des masses ponctuelles ;
¢ Les molécules sont sans interaction entre elles ;

4 La pression est due aux nombreux chocs des molécules sur les parois de ’enceinte.
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3.6.2 Equation d’état d’un gaz parfait

Les variables d’états d’un gaz parfait sont :

& Le nombre de moles (n);

& La température thermodynamique 7, qu’on exprime en Kelvin (K) , (T.(K) = 6(°C)+
273,15);

& Le volume V' ;

& La pression P

& La constante des gaz parfaits R = 8.314J. K !.mole™!;

Ces variables sont reliées entre elle par une équation d’état qu’on appelle « Loi de gaz

parfait »

PV =nRT, (3.12)

3.7 Fonctions thermodynamiques

3.7.1 Fonction de partition

La fonction de partition en termes d’intégrale de chemins est définie comme étant la
trace de I'opérateur d’évolution [34].
7 ~ CH(E =t
Quialt' 1) = (011", #) = tr(exp [-i1=0].
C’est une fonction de température et d’autres paramétres comme : 1’énergie totale,

I'entropie, I’énergie libre, 'énergie interne. Elle est données par [35] :
Q= exp(—BE;). (3.13)
J

Ou:p= ﬁ, qu’on appellera abusivement température inverse.
e

K : la constante de Boltzmann K = 1.380622110 erg/k° et T, est la température

thermique.
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3.7.2 Entropie

L’entropie est une quantité contenue dans un corps, qui peut s’écouler d’'un corps
vers un autre. Elle peut étre crée (dans tout procédé irréversible) mais ne peut pas étre
détruite. L’entropie véhicule ’énergie dans les procédé thermiques [31].

L’entropie définit par la relation suivante :

Oln@
or,

S=KInQ+ KT, (3.14)

3.7.3 Energie interne

C’est une fonction d’état, elle peut étre définit en chaque point d’une transformation
dés qu’il existe un ensemble de variables permettant de décrire I’état de systéme. Donnée

par [35] :

JlnQ

U=-"5;

. (3.15)

3.7.4 Enthalpie

La fonction enthalpie désignée par la lettre (H) correspond a I’énergie totale d’un
systéme thermodynamique. Elle comprend 1’énergie interne (U) du systéme, a laquelle est
additionné le travail que ce systéme doit exercer contre la pression extérieur pour occuper
son volume. L’enthalpie est une potentielle thermodynamique. Il s’agit d’'une fonction
d’état qui est une grandeur extensive. L’enthalpie (H) est définie par la relation suivante
[32] :

H=U+PV. (3.16)

3.7.5 Energie libre

L’énergie libre F' est la transformation de Legendre de I’énergie interne du systéme

qui remplace I’entropie par la température comme variable indépendante, soit [31].

F=U-TS. (3.17)
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Cette formule est donc valable pour une phase (en particulier élémentaire).
D’un autre coté, c’est une fonction d’état, reliée & la fonction de partition ) par la

relation suivante [35] :
F=——InQ. (3.18)

3.7.6 Chaleur spécifique

La chaleur spécifique est sensible a tous les changements d’états car nouveaux degrés

de libertés [36], est donnée par la relation suivante

ou

C= —KﬁZ%. (3.19)

3.8 Molécules diatomiques

Molécules diatomiques : Constituées de deux atomes identiques ou différents (Ex : Oy, CO,).
Signalons qu’'une molécule diatomique constituée [37] :

I De deux atomes identiques est dite homonucléaire (Ex : Hy, Nj....).

" De deux atomes différents est dite hétéronucléaire (Ex : HCI, LiH....).

Les atomes n’existent pas a 1’état libre. Ils s’associent entre eux et constituent des
édifices chimique. L’édifice chimique est un assemblage de particules telles que atomes
(identique si le corps est simple, différents si le corps est composé) ou ions, selon que le

composé est moléculaire ou ionique [38].

Ex : Hy; HoO; HCI; LiH ; NaCl.

3.9 Représentation graphique des fonctions thermo-
dynamiques pour (LiH) et (HCI)

En calculant et en représentant les fonctions thermodynamiques pour les molécules
hétéronucléaires ’hydrure de lithium (LiH) et le chlorure d’hydrogeéne (HC1). Pour cela,

nous allons utilisé le logiciel Maple.
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En tenant : n =0, 1, 2, ....... , A:ou X =1,5et 10 [26] est le nombre maximal des

niveaux.

3.9.1 Fonction de partition ()

Dans le cas de la statistique quantique et pour ¢ = 0, la fonction de partition s’écrit

alors comme :

A

Q=) e B=@FkL) (3.20)

n=0
ou E, représente I'énergie donnée par I’équation (2.94), il en résulte pour le molécule

(LiH) :

(194,5525831) (6‘0.73798824 (3.084071483)
Qrin = e T ’4e T J4el T (3.21)

(17.38965514) (99.82422534 (246.8893697

+e Te +e Te +e Te
(455.3848158) (722.3784530 (1045.179814

+e Te +e Te +e Te
(1421316563) (184&513618

+e Te +e Te

De méme, la fonction de partition sera donnée pour le (HC!l) comme :

(2334.844621 (
Quar = e T +e e

3223.716234 (4239.582378) 3 22
e T (3.22)
5377.147078 6631.527959 7998.218078
( ) 4 el ) 4 el )
+e Te +e T +e T

9473.051809 (11052.17428 (12732.01399)

peTn ) TR

14509.25814 16380.83047

L p(umgmty | (103

Représentation graphique : On donne la fonction de partition en fonction de la

température @ = @Q (T.), pour les deux molécules diatomiques (LiH) et (HCI) :
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fig 3.1 : La fonction de partition () en fonction de température T, pour les deux

molécules (LiH) et (HCI).

3.9.2 Energie interne U :

Cette fonction est donnée par :

JlnQ
=55 "

(3.23)
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Pour le (LiH) :

Uug = 1.38069000- 1002 . 72( —

60.73798824

© 60.73798824 - R

194.5525831 - '~ .

2
Te
M)

 17.38965514 - el e

T2
3.084071483 - ¢* )
_ &

99.82422534
(=07

99.82422534 - ' Te

T2

T2

455.3848158 - R
_ e

1045.179814

1045179814 - U

T2

e
1848513618 )

1848513618 - T

246.8893697 - 6(246'8;‘33697
_ TeQ

722.3784530 - 6(722,3;3/1530
_ T€2

1421.316563 - "4
_ Te2

Tg )

3.084071483

(194.5525831) (60.73798824
(e T +e' T

17.38965514 )

—i—e( Te +e( Te

722.3784530

+ 6( Te + e( Te

(99.82422534) (246,8893697 455.3848158
+e'  Te +e T

(1045.179814) (1421,316563 (1848,513618
+e Te +e Te +e Te

De méme pour le (HCI) :

Uger = 1.380649000 - 10023 . 7%(

3223.716234 - '~ T

2334.844621 )

2334.844621 - ' T

2
TE
4239.582378 )

| 4239.582378 - ¢l T

12
5377147078 - o)
_ &

7998.218078

| 7998.218078 - e e

T?
6631.527959 - (T
_ =

9473.051809

~ 9473.051809 - e

T?
11052.17428 - ("2 )
_ -

14509.25814

 14509.25814 - ¢ T

Tz
12732.01399 - (1)
_ &

16380.83047

16380.83047 - e Te

T2 N T2 )/

e

2334.844621) 3223.716234)

e

4239.582378 5377.147078

(6( Te +eT T

6631.527959 7998.218078
( ) ( )
+e Te +e Te

(12732,01399) (14509,25814)
+e Te +e Te

+ e( Te + 6( Te

9473.051809 11052.17428)

+e( Te +e( Te

(W)

+e T )

(3.24)

(3.25)
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graphe :
| (LiH) (HC1|
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-5 107
TR T R
Ui
1.5 = 10
-2.0x 1071

fig 3.2 : L’énergie interne U en fonction de température 7, pour les deux molécules

(LiH) et (HC).

3.9.3 Chaleur spécifique C :

L’expression de cette fonction est :

oU
C — 8_7;’ (326)

Son calcul donne



3.9. Représentation graphique des fonctions thermodynamiques pour (LiH) et (HCI1H3

» pour (LiH) :

194.522583 60.7: 24
5 1) ( 737988 )

~ 194.5225831 - S _ 60.73798824 - ¢t T

Crig = 2.761298000 - 102 . T.( (3.27)

12 1z
3.084071483 ) (1738975514 ) (99.82422534
3.084071483 - ¢ Te 17.38975514 - e Te 99.82422534 - € Te
a T2 a T? a T2
(246.8893697 (1553848158 ) (1223784530 y
_ 246.8893697 - € Te _ 455.3848158 - e Te 722.3784530 - e Te
12 T2 - 12
1045.179814 ) (1421.316563 ) (1848.513618
B 1045.179814 - e Te 1421.316563 - e Te 1848.513618 - e Te Y
T2 T2 B T2
(6 194.5;25831) te 60.73;2882.1) 6(3.08/1’10{1183) et 6(1848.:23618)) 4 1.380649000 - 10(_23) ' T2
194.5225831 194.5225831 ) ¢
( ) ( ) 60.73798824
389.1051662 - e Te 37850.70759 - e Te 121.4759765 - e e )
( K + T + T3 +

(60.73798824) 246.8893697 1155,38/18158)

3689.103215 - €' Te 60954.36087 - e\~ T 910.7696316 - e\~ .
T€4 + . e _|_ T€4 + TEB

(455.3848158) (722.3784530 722.3784530)
2.073753305 - e Te 1444.756906 - e Te 5.218306294 - e Te
* i " T3 " T3

1045.179814 (1045.179814 4 1421316563 )

+2090.359628~e(7Te )+1.092400844~106-e Te +2842.633126-e Te

T3 T+ T3
2.020140772 - 106 - " T) 3697027236 - e T )
+ T + T +
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fig 3.3 : La chaleur spécifique C' en fonction de température 7, pour les deux molécules

(LiH) et (HCI) .

3.9.4 Entropie S :

L’entropie S a pour expression :

JdlnQ
S = k’an + kTEa—ﬂ’ (329)
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fig 3.4 : L’entropie S en fonction de température T, pour les deux molécules (LiH) et

(HCI).

3.9.5 Energie libre F :

Cette fonction est donnée par la relation suivante :

F=—-kET.InQ, (3.32)
Ceci donne
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FLZH _ _1380649000 ) 10(723) ) Te ) ln (6(1945&51625831) + e 6(]‘73,171:8824) 6(3084,10—‘21483) ,6,333)

17.38965514) 99.82422534) 246.8893697) 455.3848158) (722.3784530)
e Te +e Te +e Te +e Te +e Te +

(1045.17981/1) 1*121.316563) 18'18.513618)
e Te +e T +e  Te
» pour (HCI) :
2334.844621 3223.716234 4239.582378
Fyer = —1.380649000- 1002 .7, - In(e" = ) 4T ) 4T m ) (3.34)
5377.147078) (6631.527959) (7998.218078) (9473.051809) (11052.17428
e Te +e Te +e Te +e Te +e Te

(12732,01399) (145[)925814) (1633(]‘83047)
e Te +e' T +e T )




3.10. Discussion des résultats 58

Le graphe :

(HC1]
T (K)
o 1000 2000 3000 4000 S000 OO0

[— (i

-5.% 1070

-l.= 107 1%

-1.5= 1071

F(Iy

-2o= 1071

-235x 10°1%

-3.= 101

fig 3.5 : L’énergie libre F' en fonction de température T, pour les deux molécules (LiH)

et (HCI).

3.10 Discussion des résultats

Le spectre d’énergie trouvé dans le deuxiéme chapitre a été utilisé pour calculer les
grandeurs thermodynamiques pour les molécules hétéronucléaires ’hydrure de lithium
(LiH) et le chlorure d’hydrogéne (HCI) : la fonction de partition (3.20), ’énergie interne
(3.23), la chaleur spécifique (3.26), 'entropie (3.29) et I’énergie libre (3.32).

Nous constatons que la fonction de partition commence par une valeur limite 250 K
pour le (LiH) (2000K pour le (HCI)), et diminue progressivement. L’énergie interne
du (LiH) est plus grande que celle du (HCI), ceci est dit aux parameétres choisis de
méme pour l’énergie libre et l'entropie. Les graphes de la chaleur spécifique contient

un max & T, =400K pour la molécule (LiH) et T, =2200K pour la molécule (HCI).



Conclusion

Nous nous somme intéressés dans ce travail a 'utilisation de I’approche des intégrales
de chemin de Feynman.

Nous avons déterminé le spectre d’énergie des états "¢, ainsi que des fonctions d’ondes
correspondantes pour le potentiel écranté de Kratzer et le calcul de ses grandeurs ther-
modynamiques. Pour ce faire, nous avons reformulé le potentiel écranté de Kratzer. Nous
remarquons que ce dernier n’est pas exactement soluble pour les états "¢” #£ 0.

Nous avons adopté deux étapes dans nos calculs :

Premiére étape : en introduisant une approximation du terme centrifuge, celle-ci nous

a permis de passer de la résolution d’un probléme relatif aux états ”¢” a celui de I’état ”s”

(¢=0).

L’autre étape est d’adapté une transformation spatio-temporelle de Duru-Kleinert.
Cette derniére nous a permis de passer du propagateur relatif au potentiel similaire &
Kratzer, a un propagateur de forme plus maniable c’est celui de Poschl-Teller modifiée,

Dans le but de montrer 'efficacité de ’approximation qu’on a utilisée. Nous avons
calculé les spectres d’énergie et les fonctions d’ondes normalisées associes au potentiel
écranté de Kratzer pour différentes valeurs des parameétres du potentiel et des nombres
quantique n et £,

Ensuite, nous avons calculé et tracé les fonctions thermodynamiques comme : la fonc-
tion de partition, ’énergie interne, la chaleur spécifique, I’énergie libre, ainsi que ’entropie
en utilisant comme code de calcul le logiciel Maple.

Nous pouvons affirmer que ce formalisme peut étre considéré comme étant un outil de
travail trés puissant et efficace pour trouver le propagateur associé aux plusieurs problémes

de la physique quantique, en particulier les problémes non relativiste, et par lequel on

29
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pourrait franchir les domaines de la physique les plus ardus.
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