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Résumeé

Dans ce mémoire, on travail sur la généralisation des inégalités fractionnaires de type de Griiss d'une
part et de I’autre par les inégalités de Tchebychev, par I'utilisation de la proche des fonctions synchrones
au sens de l'intégrale fractionnaire (s, @) - Hadamard, sachant que ¢ est une fonction positive, crois-
sante de classe € C*([a, )).

Mots clés : Intégrale fractionnaire au sens de Hadamard, intégrale fractionnaire (s, ¢) Hadamard, in-

égalités fractionnaires de Chebyshev, inégalités fractionnaires de Chebyshev.

Abstract

In this thesis, we work on the generalization of Griiss -type fractional inequalities on the one hand and
on the other by Chebyshev inequalities, by the use of the close of synchronous functions in the sense

of the fractional integral (s, ¢) - Hadamard, konwing that ¢ is a posiytive, increasing function of class

e C'([a,b]).
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Introduction

En mathématiques, le calcul fractionnaire est une branche de 'analyse qui étudie des intégrales
et des opérateurs différentiels ayant un ordre non entier . L’objet ce travail est d’étudier et généraliser
quelque inégalités intégrales classiques en utilisant 'approche fractionnaire au sens de (s, ¢)- Hada-

mard .
Dans ce mémoire, nous allons proposer une introduction et trois chapitres .

Dans le premier chapitre on introduit des notions de base de I'intégrale fractionnaire au sens de Hada-

mard .
Le deuxiéme chapitre est consacré a établir quelque inégalités intégrables de type Griiss .

Enfin, notre dernier chapitre sera consacré a I’étude de quelque inégalité intégrales de type Chebyshev

a un et deux poids positif et généraliser des résultat classique .



Chapitre 1
Préliminaires sur le calcule fractionnaire

Dans ce chapitre on donne quelques rappelles et définitions sur la théorie de calcule fractionnaire,
on commence par les définitions des fonctions Gamma et Béta d’Euler et aprés on présente quelques

généralités sur les intégrales fractionnaires.

1 Fonctions spéciales

1.1 Fonction Gamma

Parmi les fonctions fondamentales qui interviennent dans la définition de l'intégrale fractionnaire,

la fonction Gamma d’ Euler qui généralise le factoriel d’un entie.

1.2 Définition

La fonction Gamma est définie par I'intégrale suivante :

+o0
INa) = / 2 e dr, a>0
0

1.3 proposition

La fonction Gamma est bien définie pour tout o > 0.



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES SUR LE CALCULE FRACTIONNAIRE

Démonstration. On va étudier la convergence de I'(«v) = f0+°° r*te % dr.

+oo
I'l) = / e “dr = 1.
0

Sia=1,ona

Siaa>1,ona

+o00 A 400
['(«) :/ e dx :/ xalemdx—i—/ e dr,
0 0

A

la premiére intégrale existe puisque la fonction 2% e~ est continue sur [0, A],

et pour la deuxiéme intégrale on montre qu’elle est bien définie .

Ona lim 2?7 'e*=0=Ve >0, 3B(e) >0, v > B(e) = 222" e < ¢,

T——+00
si e=1, 3B(1) >0 tq:Vz> B(1), onaz®*'e® < =,

(07

. + . . , 5. , + -1 — .
on voit que [ > %dx existe, il en résulte que I'intégrale [ * o le % dy existe.

donc I'(«) est bien définie.

pour 0 < o < 1, on trouve

“+o00 A “+oo
['a) = / e dr = / v e dx —|—/ v e " dur,
0 0

A

+too a—1

et |, x% ‘e “dx existe (méme preuve que o > 1).

C A a1 1 _

si [, 2 le "dr ,onaz®* e " ~ gt

; ; A a1,z A a-1 _ A°
implique [~ 2 e "dx ~ [ a2 ldr = 4,

, A o1 )
on résulte : fo e ?dx existe.

donc, I'(«) est définie pour tout o > 0.

Master 2 AMA 7



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES SUR LE CALCULE FRACTIONNAIRE

e La relation Récursive

Ma+1)=al(a).

Démonstration. en utilisant I'intégration par partie

+00 +oo
[(a+1) :/ e dr = [—xae_ﬂgm + a/ e " dy
0 0

=0+ aol'(a).

e la fonction Gamma généralise le factoriel d'un entier car I'(n + 1) = n!, Vn € N.

0! =T1(1) = f0+oo Ve dr = O+OO e *dr = 1.

ol =T(2) = 0+°° re %dr = [—xe ]I + f0+oo e Tdr = 1.

1.4 La fonction Béta :

on présente la définition de la fonction Béta

Définition 1. La fonction Béta d’Euler est définie par la formule d’intégration suivante :

B(p,q) —/0 P~ (1 — )77 'dt,  Re(p) > 0,Re(q) > 0.

Propriétés de la fonction Béta

1) La forme trigonométrique de Béta

Ona )
Bp.q) = / (1 — 1),
0
On pose
t =sin?f = dt = 2sinf cos Odb,
7
it =1 alors 0 = —
si alors 5
sit =0 alorsf = 0.
d’ou
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CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES SUR LE CALCULE FRACTIONNAIRE

/ sin®6)” cos2 Q)q_l (2sin 6 cos 0)db
2/ (sin 6)>P~(cos §)%4~V (sin A cos 6)dH
= 2/ (sin§)*~*(cos 0)%71dp.
0

e Liens entre la fonction Gamma et la fonction Béta

la relation est donnée par :
L))

B(p,q) = T tq)

Démonstration. On a

400 +o0 +o00 +oo
L(p)T'(q) :/ xp_le_””dx/ Yy e Vdy :/ / 2Pyt e @) dady,
0 0 0 0

prend : f0+°° 2P le *dx, on et met v = t2,
et pour :f0+oo y?teYdy, onpose y = s?,
on trouve
+o0 o0 2.0
['(p)L(q) = 4 / / 121 2L~ (%) gy,
0 0

si t =rcosf,s=rsinf,

on obtient
+00 %
= 4/ / 7 (cos 0)* 11?1 (sin §)* e " rdrdf
+oo
- ( Hypta—lper dr> <2/ (cosQ)Qp_l(siné’)Qq_lcw)
0
—9 (/ (r2)pta-ly T2dr> B(p, q),
pour r? = R,

Master 2 AMA 9



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES SUR LE CALCULE FRACTIONNAIRE

donc
L(p)I'(q) = ( /0 - R(”“)_le‘RdR) B(p, q)

L(p)T'(q) =T(p+q)B(p, q)-

D’ou le résultat.

2 Intégrale fractionnaire au sens de Hadamard

Définition 2. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On appelle intégrale fractionnaire au sens de
Hadamard de f d’ordre o > 0 l'intégrale définie par :

ITf(t) = ﬁ/t(logé)al % ds, a>0

3 Intégrale fractionnaire (s,) au sens de Hadamard

Définition 3. Soit f € L'[a, b] une fonction monotone positive et h € C*([a, b]) une fonction mesurable

,croissante .L’intégrale fractionnaire (s, ) Hadamard est définit par :

1, 00) = S [ (1 2O oo 2010 T a0

telleque) < a <t <bseR\{-1}.
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Chapitre 2

Inégalités fractionnaires de type Griiss

1 Introduction

On applique 'opérateur °I7 , pour étudier certaines inégalités de type Griiss .

2 Principaux résultats

2.1 Inégalité fractionnaire avec un seul parametre (o)

on présente notre premier résultat comme suit

Théoréme 1. Si f et g sont deux fonctions intégrables sur [0, co[ vérifiant les conditions suivantes
r<flz) <Rn<gx)<N, rRnNeR z¢€]labl. (2.1)

Alors ¥V t >0, a > 0,

ona

S (log™t (1) — log™'p(a)™ *I¢, f(t) = "Ig, (1) I¢ g(t)
(2.2)

s+1 1704[0 s+1 —lo s+1 a))e 2
< ((+) gzr(i(-?l) g*tp(a)) ) (R—?")(N—n).

avant de montrer ce théoréme on a besoin de montrer le lemme suivant

Lemme 1. Si f une fonction intégrable sur [0, co[ vérifie la condition (2.1) sur [0, 00[ . Alors ¥ t > 0,
a >0,

ona

11



CHAPITRE 2. INEGALITES FRACTIONNAIRES DE TYPE GRUSS

2

s+1)t-e s s a STO s TQX
- (log* 1 (t) — log**tp(a)™ 12, f2(t) — (I3, f(t))

= (R (log™+ (1) — log™* p(a))) — 12, 1(1))

(2.3)
(s+ 1)l

I'(a+1)

( In ft) = (log™(t) — logs“w(a))a)

— L2 (log* (1) — log* p(a))® *Ig (R — f(E)(f(t) — 7).

Démonstration. Si f intégrable sur [0, oo vérifié la condition (2.1) sur [0, 00[. V 7, p € [0, 00,

on a

(R = f(p))(f(r) = r) + (B = f(T)(f(p) —7)
—(R—=fO)(f () —r) = (R=F(p)(f(p) —7) (2.4)

= f2(1) + f2(p) = 2f(7) f (p),

En multlphant (2.4) par la quantité suivant % (log* T p(t) — log"™ o(7))* tog® ©(T) ":;(:)
€ (a,t),t >a

on trouve

—(R=f)(f (1) =7) = (B = F(p)(f(p) = T‘)}

(2.5)
alors

Master 2 AMA 12



CHAPITRE 2. INEGALITES FRACTIONNAIRES DE TYPE GRUSS

+(f(p) = 1) (2 (log* Lp(t) — log*+! (7)) Hlog® o(7) £ R

[(a)

<(541:1()a @ (logS“ (t)—logS'H o(7))" Yog® o(7) ;((:))f(T))

(R = f(r)(f(r) =)

—EE (log* T p(t) — log™ o(1))* Mlog® o(r) &

—(R= F(0)(f(p) = 1) EL (log*+1o(t) — log™*1 (7)™ log® (7) £z

= ERi (log™e(t) = log™" (r))"~og™ (r) 2 £2(7)

+F2(p) " (log* Lp(t) — log™+h (7)) Hlog® (7) £

~2f(p) S5k (log™ ' a(t) — log** o(r))°Hog® () £ f(7)
on intégre (2.6) par rapport a 7 sur (a, t),
on obtient
(B = FON( S log™o(t) = log™™ w(n)*og® (7) E31(7)
—rlT T [H(log* () — log™t! p(r)*Hog® p(r) £H) &
() = )BT [1log™o(t) — log™! (r))*log* (r) ZE &
—(SHEE [Hlog* () — log*t p(m)* Hog® p(r) EF f(r) &
—E T [ilog e(t) — log™t (7)) Mog* () ZE (R~ [(7)(f(7) = 1) &
—(R= (o) (f(p) =) ERE= [1Ulog™ 1 e(t) — log™*! o(r))* Mlog* (1) £ &

s 1-a s s a— s T
= B [Ylog*ta(t) — logtt (7)) Hlog® o(r) £ f2(r) &

s+1)t—e s s a— s (T T

+ () L [i(log™ () — log™t! () Hog® () £F &
s 11—« s s a— s IT -
—2f(p) L= [l (log™ p(t) — log™ ' o(7))* g o(r) £ f(7) &

(2.6)

(2.7)

Master 2 AMA 13



CHAPITRE 2. INEGALITES FRACTIONNAIRES DE TYPE GRUSS

alors

(R= F(p)CI2,f (1) = rEE [(log*+(t) — log™ (7)) Hog® o(r) £0))

+H(F(p) = 1) (RELLS [M(log*thp(t) — log** (7)) Hlog® o(T) £

— I3 ((BR = f(£)(f(t) — 7)) (2.8)

—(R = f(p)(f(p) = )5 [M(log* lp(t) — log*+! (7)) Mlog® o(7) £ &

= I+ PSS [Hlog i e(t) — log™t ¢(r)*Hog® o(r) 8 4 —2f(p)I2 (1)

Donc

(R— F(p)CIg,f (1) — rSH s (log*to(t) — log**! p(a))®

+H(F(p) = 1) (RS (log* ip(t) — log**t p(a))® — *I2,f(t))
— I8 (R— f@)(f(t) = 1)) (2.9)
—(R—[(p)(f(p) = )" (log*Hp(t) — log*! p(a))
= I PR + PSS (logtio(t) — log ! p(a)* — 2f(p)* I8, f(t)

en multipliant (2.9) par la quantité % (log*TLo(t) — log"™ p(p))*tog® ¢(p) (( £ e (a,t),
on a

L (log* (1) — log* @(p)* Hog® w(p) S8 (R = F(p)C 12, (1)

S 1-a s s «
P (1oge (1) — Lot p(a))

+(f(p) = ) (RETDS (log*+ip(t) — log™* () = *I2,f(t))

I (R— F®)(f(H) =)

Master 2 AMA 14



CHAPITRE 2. INEGALITES FRACTIONNAIRES DE TYPE GRUSS

~(R= J()(f(p) = 1) 2 (log* () = log** p(a))” }

+£(p )% (log*to(t) — log™*

ce qui donne

(12, £ (1) — S (log™Hp(t) —

s 1—a s s a— s !
Cr (log*Le(t) — log**t ¢ (p))*tlog® w(p) (8 (R~ f(p))

“2f () T8, (1) EEE (log i (t) -

par I'intégration de (2.11)par rapporta p sur (a,t),

B (log e(t) — log™™ ()2 Nlog® ¢(p) 22 {

Yo(a))r —2f(p)°

logs—H

log®™ ¢(a))®)

12, f(0)}

of2(1)

(2.10)

(2.11)

Master 2 AMA 15



CHAPITRE 2. INEGALITES FRACTIONNAIRES DE TYPE GRUSS

on trouve

(2.12)
I (log* 1o (t) — log™! @(p))™~

s l—a s
= I F20) SRh [y (log*tle(t) -

5 S s al(s 11—
P (10gH (1) — logH p(a) HL

[ (log**(t) — log®*! (p))*~

Ju (log*™o(t) — log™*

s 11—« s
(Slgmf(t) - T(FJ(F;L) (log*Tle(t) —

s+1)!- s s « ST
(RS2 tog* () — log®* wla)® = *I2,4(1))

S l-a s s «a sTQ
+ (RS (og™ (1) — log™ p(a) — *I2,f(1))

Master 2 AMA
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CHAPITRE 2. INEGALITES FRACTIONNAIRES DE TYPE GRUSS

Alors
(P12, (1) = P (log* i (t) — log™ ! (a))”)
— ) (log*H p(t) — log™ ! 9(a)™) *Lag (R~ F(1)) (F(2) = 1))
o (R f(0) (F(t) = 1)) Sy (log*Hp(t) — log™* p(a))) (2.13)
= B (log*Hp(t) — log* ! p(a))™ *I¢, F2(2)
+ 8 (log* (1) — log™™ (a))™ Ig,f2(1) — 2 (P12, f (1))
d’ou la résultat . ]

maintenant on peut montrer le théoréme

prouve de théoreme

Démonstration. Si f et g sont deux fonctions intégrables sur [a, b], vérifié les conditions (2.1) .On a

H(r,p) = (f(r) = f(p))(g(T) = g(p)), T.p€(at), t>a, (2.14)
alors
H (T, p) = f(1)g(1) + f(p)a(p) — f(T)a(p) — f(p)g(T), (2.15)
on multiplie (2.15) par - ( = (log*thp(t) — log*™ o(1))* og® (1) ‘g((:)),T € (a,t),
on obtient

K] l-«a s 5 . . "
CL (og™le(t) — log™™! o(r)*Hog® () £ H(r, p)

= CHIZ (1og (1) — log* p(r))*~Hog® (r) 2 f()g(r)

+EE2 (log*tp(t) — log* ()2 Hog® ¢(7) 22 f(p)g(p) (2.16)

s 1—a s s a— s T
— L (log* () — log*™! o(7))°Hog® () 25 F(7)g(p)

D (1og () — log™ p(r))*Mlog® o(r) 2D f(p)g(r)

par 'intégration de (2.16) par rapport a 7 sur (a, t),

Master 2 AMA 17



CHAPITRE 2. INEGALITES FRACTIONNAIRES DE TYPE GRUSS

on obtient
U [ilog™ 1 a(t) — log™™! ¢(r))* Nog® (r) EEH(r,p) &
= L2 [Mlogto(t) — log ! o(r)*Hog® o(r) D f(r)g(r) L
LS [Hlogp(t) — log™t @(7))* Mog® o(r) 25 F(p)a(p) & (2.17)
~EH Liog™ () — log™* p(r))Mog® w(r) S F(nale)
—LH [Ylogip(t) — log™t (7)) Hog® o(r) EE f(p)g(r) &
Alors

C Joog*tle(t) = log™! o(r))* Hlog* (1) ZHH(T,p) %

= Lo f g(t) + S (log*Hp(t) — log** (a)™ F(p)g(p) (2.18)

—9(p) *lapf(t) = f(p) *lapg(t)

maintenant on multiplie (2.18) par +( (log*TLo(t) — log"™ p(p))*tog® ¢(p) %, p € (a,t),

on trouve

s s s a— s : Y
D2 (log*+Hp(t) — log*+! ¢(p))*log® p(p) £ DS

Ja(log* ™ o(t) = log™™" (r))* Mlog® o(1) S H(r,p) dr

s l—«a s s a— S ' S
= B (log™o(t) = log™™" ¢(p))*Hog® w(p) 5 *Luf 9(t)

+EED (log*Hlp(t) — log** (p))*Hog® ¢(p) £ (2.19)
L2 (log* 1 p(t) — log™™ @(a)™ f(p)g(p)

S l-a s s a— ! s
— L (log™ () — log*™ 9(p)*Hlog® @(p) 28 g(p) *Layf(t)

s l-a s s a— s
— S (log* () — log* ! ¢(p)* Hlog® @(p) £ F(p) *Lapg(t)

Master 2 AMA 18



CHAPITRE 2. INEGALITES FRACTIONNAIRES DE TYPE GRUSS

on intégre (2.19) par rapport a p sur (a, t),on peut écrire

s+1)1—« s s a— s ! s+l
L [l p(t) — Log™ ! (p) Hog® (p) £ 2 )

f (log*+1(t) — log**t (1)) Yog® o(T) “f:((:))H(T, p)

T

= B [Ylog ™ (t) — log*™ @(p))* Hog® p(p) £L% I, . f g(t)

s 11—« s s o R ’
+EL [ (log (1) — log™™t p(p)°tlog® w(p) 4 (2.20)

b (logHp(t) — log™ p(a)* f(p)g(p) %

—EL5 [og () — log™ (p)*"Hog® @(p) EEg(p) *Tapf(t) %

— 0 [HlogThp(t) — log™™ (p))*Hog® (p) 28 f(p) *Lapg(t) %

Alors

S 1—a s s a— s /
G0 [2(og* () — log™ (p)*Hog® ¢(p) 2144

L2 [H(log*Lp(t) — log™ ! o(r))2 Hog® ¢(r) EE H(r, p) &=

e(7) T
(2.21)
=2 CH2 (log*tlp(t) — (logHp(a)” *I, fo(t)
_QSatpf() acpg()
maintenant on applique I'inégalité de Cauchy Schwarz, on a
(S5 G0y 0(t) — (log™ ()" *Tapfol0) = “Taiof (1) *apo(t))
< (S (logo(t) — (tog™ 1 o(a)* *Lupf(4F — (Lupf(0)?) @222
(Sr (og**e(t) — (log* o)™ Ig,g*(1) = (‘T2,.0(0)°)
comme (R — f(x))(f(x) —7) > 0et (N — g(x))(g(x) —n) > 0,alors
1 -«
S o olt) = to gl “IZ(R = JO)() =) 20, (229

Master 2 AMA 19



CHAPITRE 2. INEGALITES FRACTIONNAIRES DE TYPE GRUSS

o (;(2211_) (log** (1) — (log* (@)™ “Ig (N = g(t))(9(t) —n) >0, (224)
Alors

(R (ogt1p(t) = (log™ (@) — “I2,.f(2))

(12050 =S gl — (10 ot

— iy (o e(t) — (log™p(a))* *I2,(R— FO)(F(t) — ) (225)

< (RG2S (tog* (t) — (log*1o(a)® = *I2,f (1))

(12000 = S o ot0) - (log o))
et

(s+ 1)

(r=12,000) (*Tz000 - T

(log* (1) — (log™ p(a >>“)

—EH2 (log™(t) — (log*+ p(a))** 12 (N — g(1))(g(t) — n)

(2.26)
< (NS (og*(t) — (log*e(a) = *I2,,9(1))
-«
(v120t0) = n S o ot0) — (tog (@) )
a partir du lemme (1), on a
Gl (log(t) — (log™ (a) ™" 12, £2(t) — (12, f ()
< (RS2 (log*1(t) — (log*p(a)® — 12, /(1)) (2.27)

(s + 1)«

<s[3¢f(t) Tt D) (log"'o(t) — (log" ' ¢(a ))“>,
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et
S s s a ST s TQM 2
G2 (log*+1p(t) — (log**'p(a))® “I8,g%(t) — (“I2,g(1))

< (N G (log*Hp(t) — (log™p(a))® = *I7 gt )) (2.28)

(12000 - w8 (oot - (rog st

D’apres I'inégalité de Cauchy Schwarz on peut écrire

(S5 (tog™ () — (og™ (@)* I3, folt) = I3, (1) *Tg,0(0))

< (S8 og*(t) = (log*Hel@)® T2, f2(6) = ( *Io,0(1)°)

(525 1oy o(t) — (log™ () *I2,6%(1) — ( *I2,0(0)%).

a partir de (2.27) , (2.28) , on trouve

(SE5 (tog™1(8) — log™ @)™ I3, Folt) — "8 F(0)°T8,0())

IN

s Lo s s a s oz
(RS2 (log™ p(t) — (log*p(a)® — I,

<SI§“,¢f(t) DT o) — (log

T(a+1) (2.29)

X

I'(a+1)

)
(NS (tog*ta(t) = (log* (@)™ = *I2,9(0))

(s+1)i—= 1
syo t) — l s+ l s+1
< aa@g( ) n F(Oé—l—l) (09 ( ) 09
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par I'utilisation de I'inégalité élémentaire 4rs < (r + s)?,7,s € R,on a

(RS (tog™o(t) — (log™ (@) —*12,1(1)

(s +1)l-«

<s[§‘,wf(t) STy

(log® (1) — (logs“sz?(a))o‘) (2.30)

l—«a 2
< (572 (og*t(t) = (tog* (@) (R =),

et

s+~ s s a __ srta
4 (NG (log™ o(t) = (log™ (@) = *I2,9(1))

(s+1)l-@

<inwg(t) — nm

(log** (1) UWH%<W§ (231)

< (S (og™ () ~ (log™ (@) (N )

on remplacant (2.30) et (2.31) dans (2.29),

nous trouvons

(805 Gog™ (1) —log™*? (@)* *I¢,folt) "I, f(1)'I¢,0(0))

2

< (S tog* () — log** w(a)*(R 1))

(S8 (tog+15(0) — og™* (@) (N — m)’

G (logHe(t) — (log™ 1 p(a))° Sfci‘,gofg(t)—sfci“,(pf(t)sfcffgog(t)‘

(2.32)

< <(SJ§+1 (log*'e(t) — (log™*p(a ))“)2 (R—r)(N —n).
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2.2 Inégalités fractionnaires avec deux parametres (o, )

voici un autre résultat qu’est donné par le théoreme suivant

Théoréeme 2. Si f et g sont deux fonctions intégrables sur |0, co[ vérifié la condition (2.1) sur [0, co] alors
Vt>0,a>0,0>0,0na:

(G (log* lp(t) — (logp(a))® I, fo(t)+

Sy (og™elt) = (log™ pla) ™ Ig , Fo(t)

I f(O) T ,g(t) = I f () I5 g (1))

< (RS (log*e(t) — (log™ ' p(@))" L2, f(1))

S 1-p
(12,00 = ST o0 - (o9 et@))’)

+(515i@f(t)—r(s+1)l_a (log*™ (1) — (log*'¢ ())a)

Tla+1) (2.33)

(RS (tog™*1(0) — (log™ p(@)” = “I2,5(1)

x (NS (log* e (t) = (log*ip(a)* = *I7,9(1))

(NG (og™6(t) — (log™ p(@) — °I2,9(t)).

Pour montrer le théoréme (2), nous avons besoin des lemmes suivants :

Lemme 2. Si f et g sont deux fonctions intégrables sur [0, 0o[ alors¥V t > 0, > 0, > 0,

ona:
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(D (log™ 1 p(t) — (log™ ()™ 2., fg(t)+

—s 1 s S S ST
D' (log™p(t) — (log™ p(a)) 12, fg(t)

= I f @O0 ,9(t) = I f () 15 g(1)]?

< [ty (log™ (1) = (log™ ()™ I}, ()4 (234

DT (log™ (1) — (log™p(a) P 12, 12(t) — 2212, f(£)° 12 L f (1)]

KB (10t (1) — (log** i (a)) 17 g2 (t)+

S -8 s s s TQ STQ s
S (log™™i(t) — (log*™*'o(a)) I ,g°(t) — 2°I¢ g ()T Lg(1)).

Démonstration. On multiplie (2.18) par la quantité suivant (S?t)ﬁl)fﬁ (log*t1o(t) — (log*p(p ))5_llogsgp(p)%,

€ (0,t), on trouve

L= (log*tp(t) — (log*+'p(p))* " log*p(p) £
LIS [H(logo(t) — log ! h(7))* Mlog* ¢(r) X H(r,p) &
= B (log i (t) — (log™(p))~" log® o (p) 2212, fo(t)
+ CEIE (log*Hp(t) — (log™ @ (p)) " log*p(p) 28 CHL"ea el (o e(@)” £ () g ()

F(ﬂ

S 1-5 s s — s / Cl ge
CEDE (log* (1) — (log* ()" log*o(p) £Lg(p) *I2, £ (2)

s 1-5 s s — s ! sTO
— L (log™ ' p(t) — (log**'o(p))*~  log*p(p) S8 F(p)* 12 ,9(1),

T'(3)
(2.35)

en intégrant (2.35) par rapport a p sur (a, t),
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on obtient

L2 [(log () — (log™ ()P ) log*p(p) £2 %

(s41)1—a f (logerl (t)—logsH h(r))e~ og® o(7) (( (H(r, p)

I'(«)

= D P (log o(t) — (log™p(p) ! log*p(p) 28 2712, fo(t)

s 1-5 s s - s
+ CEL [ (logp(t) — (log*p(p) " log*p(p) £

s+ ((logst? —(log5TYp(a))®
(s+D)T(( gl“(oﬁftl)) (log***p(a)) f(p)g(p)df

s 1-8 S S — S ! CR g
CEDE [ (log™ o (t) — (log* o (p))*~Hog*v(p) £Eg(p) % 12, £ ()

/—\
v

Ll [l (log* ' p(t) — (log*(p))*~Hog*p(p) L2 f(p) 2 12 g(t).

Par conséquent

s -8 s s - s
DS [1log*+i(t) — (log*+1(p))P~ log*p(p) 25

S 1-a s 5 o . s
G (log ™ p(t) — Log™™ h(r))*log® p(r) S (H (7, )%

_s Ta s 7o (s+1)"7 B st+1 B8s 18
IS (o()) Ia,wfg(t)+—r(6+1) (log"™w(t) — (log™ ™ p(a))”* I, , fg(t)

sTQ s1B s18 sTQ
=05 ()15 o9(t) = 15 f(8)° 15 g (1)

(2.36)

(2.37)
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En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz , nous obtenons

s 1—a((jggstl —(log®t1p(a))® s (S+1)l_ﬂ((logs+l () (logs-i—l ( ))Bs (e
[( (s+1) 7(C gr(oiu(tl)) (log"T"p(a)) If’@fg(t) + TG D) 12, fy(t)

= I f O 5,01 = I f (4 15 9(1)])?

s s 8
< [ (o o) log ) s 78 g2y (s 4+ 1)'P((log*™p(t) — (log* T e(a))
= (at1) ayp T(3+1)

SIS fP() = 2818 ()10 f (1)

~5((loa* s g
(1)1 (log* ()~ og* o) s 15 2y o 5+ D (Uog™o(t) — (log™p(a))
x[( T(at1) apd (£) + I(B+1)

sTa 2 sTQ s1l
15,97 (1) = 2°15 g (8)° I3 ,g(t)].
O]

Lemme 3. Soit f une fonction intégrable sur |a, b] vérifié la condition (2.1) sur [a,b] . Alors¥ t > a,
a>0,0>0,ona:

G (log* 1 (t) — log™ p(a)* 17, £(t)
S 1 B s s S TN
B (log™ (1) — log*thp(a) P I F2(t)

T(6+1)

=2 L5 f() 15, ()

= (R(“}J(F;H (logSJrl (t) — logSHsO(a)a — S](igof(t))

(s+1)7

(e -y

EADT G001 0) — log™y <>ﬁ)
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+ (RS oy () — log*pla)” —I7,f(1)

(120000 = S o ot0) - ot

— G (log* 1 p(t) — logHp(a)* I (R — F(O)(f(t) — 1)

F(a—H

— D (log* (1) — log* p(a)* I3 (R — F(#)(F(8) — 7).

Démonstration. Onmultiplie (2.9) par la quantité suivant (W

p € (a,t), on obtient

s =8 s s — s
Cr i (log™™io(t) — log**! w(p))*~Hlog® ¢(p) L4

{(R — F(O)CI2,f (1) — 15 (log*Hp(t) — log**! p(a))

+<f(p) - T)(R I'(a+

(2.38)

(log**p(t)—log*** (p))*~log*p(p) %

(2.39)
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ce que donne

{15, f(t) — T(?ﬁﬂ (log™*(t) — log™*" p(a))*}

s+1)1-8 s s - S :
S (log™ () — log*™ ¢(p)*log w(p) L8 (R~ f(p))

RSy (log () — log™ w(a)™ = “Ig,f(1)}

SR (ogte(t) — log™ 9(p))*log” w(p) 55

—{ I8 (R — F(p)(f(p) — 1)} (log* p(t) — log** p(a))* R

(log*Lip(t) — log™* (p))*log® w(p) 22

S 1-a S S (0%
— S (log* (1) — log™™ (a))

S (log*p(t) — Log™ ¢(p))*Mlog® 9(p) ZL(R — £(p))(f(p) —7)
= SIS PA(1) S (log ™ p(t) — log™ p(a))”

S 1 B S S
L di— (log™ (1) — log™ ¢(p))*~Hlog® (p) £4

_|_(?—s(—1 (logs+1 (t) _ lOgs+1 (,O(G))a

S (log 1 o(t) — log™* ¢ (p))"log® o) 28 F(p)

21 ()" 12, £ (1) (log™ e(t) — log™ o(p))"~log" e(p) 22

(2.40)

Master 2 AMA 28
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on intégre (2.41) par rapport a p sur (a, t), on trouve

s s s als -8
LI F () =S} (log*e(t) — log™*! p(a))* S

Ji (log*p(t) — log™™* (p))?~log® w(p) ZE(R — f(p))%

S l—a ST« s s al(s 1-5
H{(REIDS — =12, f(1)}log* (1) — log** p(a)) 4

Julog™t1p(t) — log™™ w(p))*~og® w(p) 55 %

(12, (log™ (1) — log™*! p(a))*EHET
JAR = F)(Fp) ~ 1) (log™ () — log™! 9(p))*~log" (o) 2212

s+1 . s+1 a(s+1)t78
—(log™™p(t) — log™™" ¢(a)) T(5)

IS)

S (log*T (1) — log*™* ¢(p))*~Mlog® (p) EL (R — f(p))(f(p) —7) 2

s -5 s s — s !
= I8 A1) (og* p(t) — log*™t p(a)) kb [ (log™ (1) — log*™! ¢(p))*~Mlog® w(p) £L

s -8 s s — s !
+(log*(t) — log™* ! p(a))* s [7 (log*o(t) — log*™ ¢(p))*log* @(p) S8 f2(p) %

—2 18, f (1) [1(log* o(t) — log™™ ¢(p))*Hog* p(p) £8 f(p) 2
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C’est- 4 - dire

(12,0 () = 552 (tog* (1) — log** (a))?)

(RS (tog™ () = log™*! (a))® = I2,£(1))

+ (RG2S (log* 1o(t) — Log* pla)* —* 12, (1))

( f( ) (s+1 (logs“ (t) _ logs“ go(a))5>
(2.42)

— 12 (R = FO)(f() = 1) S (log e(t) — log**! o(a))?

— 2 (log*p(t) — log*+! p(a))® *IZ (R — F())(f(t) — 7))

s 1-B s s sSTa
= L (log* (1) — log™ ()P *I2,£2(1)

4-ﬁ¥i+1 (log* ' o(t) — log**t @(a)* *IL f2(t) — 2°I2,f(t) *17,f(t)

d’ou la résultat .

Preuve du théoréme 2

Démonstration. Si f et g sont deux fonctions intégrables sur [0, co[ vérifié la condition (2.1) sur [0, 00|

comme (R — f(x))(f(z) —7) > 0et (N —g(z))(g(x) —n) > 0. Alors

DL (log* (1) — log™ (a) I8 (R — f(0)(f(t) —7)

(2.43)
+CHE (log*Lp(t) — log™ () *I¢ (R — F(D)(f(t) = 1) > 0
et
L2 (log™ lp(t) — log™™ @(a))® *IZ (N — g(t))(g(t) — n)
(2.44)

+EH (log*p(t) — log*! @(a))* *Ig (N — g(t))(g(t) —n) > 0
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Nous avons

S 1 o s s o' sTa
(RS (ogp(t) — log™ wla)® = *Igf(t))

(s[ﬂ f( ) (S+513:1) (logs—i-l (t) . logSH cp(a))ﬁ)

(REHET (tog™(t) — log™ 9(@)® — *IL,f(1))

(re /(1) = PG (log* o(t) — log**t p(a))*)

— B (log™p(t) — log™*t (a))® *I2 (R — f())(f(t) = 1)

— S (log(t) — log*t (a)? L2 (R — () (f(t) —7) <

(RS (ogp(t) — log™! wla)® — “Ig, f(t))

(1270 = PS5 (g (t) — log*! ()

(R(S“ (log*tte(t) — log*™ p(a))? — 8[£¢f(t>)

s l-a s s a
(I 10 = S (og*ia(t) — log** ! p(a))”)

et

s+1)t @ 5 s a sTa
(VST (log™olt) — log™ @)™ — *Ig,0(0))

s 1-8 s s
(12,90 = nS (log* (1) — log**! (a))?)

S 1-5 s s s
(NGRS (g™ o(t) — log™* ol@))® — *IZ,0(1))

(*12,00) = nSER (log™ (1) — log™* p(a))°)

Master 2 AMA 31



CHAPITRE 2. INEGALITES FRACTIONNAIRES DE TYPE GRUSS

— B (log*tp(t) — log** () *12 (N — g(1)(g(t) — n)

— S (logp(t) — log*t p(a))? I (N — g(£))(g(t) — n) <

(NS (g™ ip(t) — log™ pla) — *I2,9(t))

(12,90 = nST (g™ (t) — log™*! (a))?)
s+1)1 =8 s s s
(NG (log™ (1) — log™ p(a))® — “I3,0(0))

S e s s e}
(#1200 = S (tog* (1) — log** p(a))*)

D’apres le lemme 3, on trouve

s s s s ST«
DL (log™ 1 p(t) — log™* (a))? *I¢,f(1)
+EEUE (log™(t) — log™ !t p(a))® *IZ f2(8) — 2712, f(t) *I2,f(t) <

(RS (ogp(t) — log™ wla)® — “Ig,f(t))
(2.45)

(Sfﬁ £(8) = S (log 1 o(t) — log*! go(a))ﬁ)

(R togtiolt) — log™t p(@)® — *IZ,f(1))

s 17 s s a
(T2 f) = 2 (g o (t) — log*! p(a))”)
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et

S 1-p S S ST
Sk (log™tp(t) — log™! p(a)? Ig,g*(1)

+<s+1 = (log**Lo(t) — log**t @(a))® 1P g (t) — 251 g(t) *I2 g(t) <

I(a+1

S Ire s s « sTo
(PSR ogto(t) — log" () — *Iz,9(0))
(2.46)

S 1-8 s s
(12,900 = PSS (g () — log™* (@)

(P4 (og™1(t) — log™! (@))? — *IZ,9(1)

(“I,0() = PSHES (log™o(t) — Lo ola))*)

et d’apres le lemme 2 on a

s L—a((logstl —(log®t1p(a))” s (S+1) ((l0g8+1 () (l0g8+1 ( ))Bs «
[( (s+D) gr(oﬁ?) (log**1p(a)) If,¢f9(t) + (ﬁ+ ) [awag(t)

= I f O 5,0t = I f () 5 9(1)])?

[(s+1)1 *((log®tLp(t)—(log®t1p(a))® slﬁ fZ() (S+ 1) ((logSJrl ( ) (l095+1(p( ))B
- Her L(B+1)

Lo S = 215 f()° L] f ()]

— S S B
(A (og™ ) (log™ (e s 82y (s 4+ 1) P((log*o(t) — (log*p(a))
Tlact) a9 L5 +1)

10,07 (1) = 213 g ()1 ,g(t)].
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Donc

1-p s+1 s+1 B
(s+1)1=2((log®t1p(t)—(log*t1p(a) s 18 (8 + 1) ((lOg 90< ) (lOg ( )) sTQ
[( I'(a+1) Ia,gofg(t) + F(ﬁ + 1) [ fg< )

— SIS FIE g(t) — I8 f()IC g(t)]? <

(RS2 (g p(t) — log™*t pla))® = “Ig, f(®) (*12,0(0) =iy (log* e(t) — log*! p(a))?)

s Lo s s «a s -8 s s sTQ
(Lo (1) = S (log*t(t) — log*t pla)®) (R (log* (1) — log* w(a))? — *I2,f(1))

(VT og () —log™ wla)® = *Iz0(0) (*I,90) =i (o9 o(0) — log™ 9(a))’)

S s S S -8 S S S Jo
+ (*12,9(0) = 52T (log*te(t) — log* 9(a)) (NS (log* (1) = log* pla)® — *I2,g(1))

Remarque 1. Sien prend o = 3 dons le théoréme 2, on trouve le théoréme 1.
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Chapitre 3

Inégalités fractionnaires de type Chebyshev

1 Introduction

Dons ce chapitre on présent quelques inégalités de type de Chebyshev .

2 Les fonctions synchrones

Définition 4. Soient f et g sont deux fonctions définies sur [a, b] .Les fonctions f et g sont dites synchrones
sur [a, b] si

(f(r) = f(p)(g(T) —g(p)) =0,  7,p€]a,b]

3 Principaux résultats

3.1 Inégalité pondérées avec un seul parametre (o)

on donne le premier résultat

Théoréeme 3. Si f et g sont deux fonctions synchrones sur [0, oo et soit [, p,q : [0,00[— [0, co[. Alors
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pour toutt > 0, > 0, ona:
LA CIop(®) CI2afe)(®) + “Iea(t) I8, (pfo)()]
I () 12 (a)(8) I, (Lfg)(t) >
W o re )] e D) L)) + I8, ah)(E) 1o, po)()] (1)
o) ) 2 (ag)(6) + I8 (ah)(E) I, (rg)(1)]

oIz D) e (6 + TN 12, rg)(1)] ]
avant de montrer ce théoréme on a besoin le lemme suivant

Lemme 4. Si f et gsont deux fonctions synchrones sur |0, oo et soit u, v :]0, co[—]0, co[. Alors ¥t >
0,aa>0,0na:

Hopu(t) TIE (wfg)(t) + CIT () Lo, (ufg)(t)
: (3.2)
> o (f) () LT, (vg)(t) + CIg (0f)(E) *I5,(ug)(t)

Démonstration. comme f et g sont des fonctions synchrones sur [0, co|, alors V7 > 0, p > 0, on peut

écrire :

(f(1) = f(p)(g(T) —g(p)) >0, (3.3)

implique que
f(M)g(m) + f(p)g(p) — f(T)g(p) — f(p)g(T) >0, (3.4)

c’est -a - dire
f(M)g(r) + f(p)g(p) = F(T)g(p) + f(p)g(T). (3.5)

Multipliant (3.5) par la quantité suivante (SJ;?:)_Q (log* 1 (t) — log* (7)) Hog® o(7)EZu(T) on

trouve :
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(841:2! (lOgS+1<P( ) _ logerl(p(T))afl logs (p(T) ‘g((:))u(T)f(T)g(T)

+EEDS (log* (1) — log*tp(r)* " log® o(r) £Zu(r) F(p)g(p)

() o(r
(3.6)
> B (log*tp(t) — log™o(r)* ™t log® ()23 u(r) f(7) g(p)
+EHE (log e (t) — log™t (7))~ log* (7). u(r) f(p) 9(7)
On intégrant (3.6) par rapport a 7 sur (a, t), on trouve :
s l—a s s a— s '(r T
Cr i [, (log*t (1) — log*t () log™ o(r)SE u(7) f(7) g(7)E
+ 50 [i(og*a(t) — log™ (7)) log® o(r) 25 u(T) f(p) 9(p) %
(3.7)
> C20 [N(log*Ha(t) — log*Ho(r))* ! log® o(r) 25 ul(r) f(7) g(p)L
S lma s s a— s (T T
+ 58 [a(log*a(t) — log (7))t log® o(r) 25 u(r) f(p) g(7) &
O
d’ou:
18, (ufg)(t) + F(p)g(p) SH [ (g™ p(t) — log™ ' p(7)* ! log® (7)) u(r) &
> g(p) R [ (log*H(t) — log* Lp(7))* ! log® o(r) 2T u(r) f(r) & (3.8)
S I—a s s a— s (T T
+1(p) S [, (log* (1) — log**1 (7)) log® (r) 5 u(7) g(7) &
Alors :
Ao (ufg)t) + f(p)g(p) I ut) = g(p) “Ig (uf)(t) + f(p) *I5,(ug)(t) (3.9)

maintenant on multiplie (3.9) par & +r( (log**rp(t) — log*™ (7)) Hog® ©(p) “;Lﬁ)) vip)

Master 2 AMA 37



CHAPITRE 3. INEGALITES FRACTIONNAIRES DE TYPE CHEBYSHEV

(a,t) On trouve

pE
CHI2 (log*thp(t) — log™™t ¢ (p))* " log® ¢(p) £2
+E157 (log™p(t) — log™™ o(p))*~" log* ¢(p) S8 v(p)f(p)g(p) I¢ ult)
(3.10)

> LU (log™p(t) — log™ ¢(p)* " log® w(p) 22 v(p)g(p) I, (uf)(®)

+EHL (log () — log™™ 9(p))*" log® @(p) 22 v(p) f(p)*I¢,(ug)(t)

de la méme maniere on intégre (3.10) par rapport a p sur (a,t) et on peut écrire
s+1)t-« s s a— s ! o
LI [0 (og™to(t) = log™* w(p)* ™" log* wlp) S8 v(p)'Igy,(ufg)(t)%
T o(p)2 log® wlp) S8 w(p) F(p)g(p) Ie ult) L
(3.11)

s 1—«a s
+HEEL [ (log™p(t) — log

Cr i Jo (g™t te(t) —log™t w(p))*~" log® ¢(p) L%

2 T
+ IR [ (log*thp(t) — log*™ ()™t log® ¢(p) 22 v(p) f(p)* 12, (ug)(t) L
ce qui donne
(s+1)1 s]a ¢ logst! — log*t! a=171,a8 ¥’ (p) dp
il e (ufa)() [, (log*tte(t) —log*™t ¢(p))*~" log* ¢(p) S8 v(p)%
+OS s (u)(t) [ (log™e(t) — log*™t @(p)*Hlog® ¢(p) 22 v(p) f(p) g(p)2
(3.12)
> L= sqe (uf)(t) [) (log™'(t) — log™™ w(p))*"Mlog® w(p) £& v(p) g(p)
(s+1)l-@ s Jo logsH! — logstt a=1 7,08 ' (p) dp
L= 212 (ug)(t) [y (log™*'p(t) — log™™* w(p))>~" log® w(p) S8 v(p) f(p)%
Alors :
g (uw)(t) *15,(vfg)(t)
(3.13)

e (0)(t) P15, (ufg)(t) +

> o (wf)(t) I (vg)(t) + g (0f)(E) *I5,(ug)(t)

Remarque 2.
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1. en appliquant le lemme (4) pour u = 1,0n trouve :
oo “Ig,(wfe)(t) + lgu(t) *1g,(fg)(t)
> L () PG (vg) () + I (0 f)(E) 15, (9)()

2. la méme chose siv =1

Mgpult) Clg (f)(t) + P15, (1) *Ig,(ufg)(t)
> o (uf)(t) CI5,(9)(0) + Lo () *Lg,(ug)(t)
3. pouru =v = 1,alors

op(1) LG, (fa)(t) + P15, (1) 15, (f9)(t)

oo (@) “I5,(9)(E) + CIS, () *15,(9)(t)
2 Clo (1) CIg,(fo)(t) = 2 PIS,(F)() *15,(9)(t)

I (f)(®) = (IS ,(1)) 7 I () *I2,(9)(D) (3.14)

maintenant on peut montrer le théoréme 1

Preuve du théoréme 1

Démonstration. par l'utilisation de le lemme (4) avec u = p,v = ¢, on a

Iopt) CIg,(afg)(t) + °Ign.a(t) *1g,(pfg)(t)
(3.15)

> Lo (pf)(E) “Ig(q9)(t) + “15,(af)(t) *Ig,(pg)(t)
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On multiplie (3.15) par */(, . ({)(t) on obtient :
Lop(D)(@) [ *10,p() IS, (af )] + “Lan(D)(t) [ *I2,a(t) IS, (pf9)(t)]

> La)(@) [ L, (pf)®) I8 (q9) ()] + T (r)(E) [ Lo (af)(t) *Ig,(pg)(t)]

On remplace u par | et v par q dans le lemme (4) on obtient :
Mg lt) LT (afg) () + LT a(t) CI5(Lfg)(t)
> CIL(UN)() CIE(a9)(t) + P15 (af) () 15, (lg)(1).
la méme chose On multiplie (3.17)par °I3 p(t), alors :
o) [ IR CI2(af)(t) + *I5a(t) *Ig,(1fg)()]

> e p(t) [ 1o (U)W I8 (a9)(t) + L5 (af)(t) “I5,(lg)(1)] -

On pose u =1[,v = p eten utilisant a nouveau le lemme (4) , on a
Mo ) CIS(afg) () + PG a(t) P15 (Lfg) (1)
> o (@) L5 (a9)(8) + I (af) () 15, (1g)(t)-
On multiplie (3.19) par I, ¢(t) , donc
Igpa(t) [ IR ) CI5(afg)(t) + L5 a(t) “I5,(Lfg)(t)]

> I2,q(t) [ 1o (L)) *I5,(ag9)(t) + *Ig,(af)(t) “Ig,(g)(®)].
On sommant les intégralités (3.15),(3.18),(3.20) on obtient 'intégrale (3.1).

Remarque 3.

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)
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1. On utilise le théoréme (3) sil = 1,on trouve :
Ie (0] “Leap(t) e lafo) )+ “Ig.alt) I (pf9)(b)]

U Lp(t) CL(a)(1) C1E,(Fa)(t) >

W 1 O] T eh®) Tl ®) + L ah)®) I, (ko))
I TN I ®) + T )W) T (9)(0)]
12,00 (TN I e)(0) + 12N I 0)0)] ]

2. On utilise le théoréeme (3) sip = l,on a:
Te O] 12,1 I (afe) )+ “Igalt) “I,(fo))]
I, 0) "I @)®) T, Ufg)(t) 2
W re )| 12 (00 "I a0 + I8, T (0)()]
I (D] I 0N )0 + I aNE) I, 09)(0)]

I I AN CIE0)0) + (N0 I 09)0)] ]
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3. de la méme fagon on appliquant le théoréme (3) sig =1 ona:
I )] CIep() T2 Fo) (1) + (1) Lo (pfe)(b)]
() T2 1) I g)() =
W re )| 1 mh®) L2 + I (D) 12, e b)]
1) | N0 L (00 + L) 12, (e)(0)]
oI )| T N0 o) (6 + TN 12, (e)0)] }
4. d’apres le théoréme (3) et sip = q = 1 on obtient :
T ) 100 I (FO )+ (I1) T fe)() =
3 re )| I N L2000 + TN 2,09
RO ARGIOI AR OION
5. la méme chose on applique le théoréme (3) sip = r = 1 on trouve :
Toa(t) C12,(0) P (FO )+ (L) CI(afo)()
W crz 0] *12,ah®) 1200 + 1200 1, (a9)0)]
I ) I (N0 I 9)®) ]

3.2 Inégalités fractionnaires pondérées avec deux parameétres (o, ()

voici un autre résultat qu’est donné par le théoréme suivant

Théoréme 4. Si f et g sont deux fonctions synchrones sur [a,b] et soit r,p,q : [a,b] — [a,b] sont des
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fonctions intégrables . Alors¥ t > a,a> 08>0, ona:
LA CIop(®) CIafe)(®) + “Iealt) I8, (pfo)()]
+ Lo pt) *I5,(0)@) *Ig,(1fg)(t) >
o re )| e )W) CI a0 + I8 ah)(E) T pe)() (3.21)
Lo TN 1 (ag)(6) + I (ah)() 1, (lg) ()]

oIt T D) e (6 + I 12, (g)0)] .
avant de montrer ce théoréme on a besoin le lemme suivant

Lemme 5. Si f et g sont deux fonctions synchrones sur [0, oo[ et u, v : [0, co[— [0, co[. AlorsV t > 0,
a>0,ona:

SIg u(t) 1] (v fg)(t) + 17 o () 15 (ufg)(t) =

. (3.22)
g (uf) () 1], (0g) (1) + Ly (0f ) (8)* 15 (ug) (¢)
on donne la preuve du lemme 02
Preuve de Lemme 2
Démonstration. Multipliant (3.9) par la quantité % " (log*+1 (1) —log** w(p))?~tog® ©(p) g(({f)) v(p)
;p € (a,t) on obtient
CH= (log (1) — log™ (p))*Ulog® ¢(p) 28 v(p)*I¢ (ufg)(t)
(s+1)1—8 l s+1 —1 s+1 5*11 s ©'(p) s Ja t
T (g™ (t) —log™™ »(p))"Hlog* @(p) S5 v(p)f(p)g(p) “15,u(t)
(3.23)

> L (log* 1 (t) — log™ ! @(p))*log® o) £8 v(p)glp) “Ig,(uf)(t)

+(S+p(g (log* () — log®™* ¢(p))’~Hog® w(p) 22 v(p)f(p) *I¢,(ug)(t)
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on intégre (3.23) par rapport a p sur (a, t), on trouve I'inégalité suivante
(s+1)1-8

D [ (logt(t) -

log*™ »(p))?~Yog® p(p) 2L

o [iogo(t) — log™™! o(p))*Mlog® w(p) £8

(3.24)
S 1-8 s s — s ! sTa
> B [1(log* () — log™ o(p))*og* w(p) £8 v(p)g(p) *Ig, (uf)(t) %
S —8 s s - s ! sTa
+510— [1(og () —log™™t w(p))*og™ ¢(p) S8 v(p)f(p) *I¢,(ug)(t) %
alors
S -8 s s — s !
I8 (ufg)(t) Sk [l(log*p(t) — log**t o(p))*Uog® w(p) S8 wl(p) %
s 1-5 s s — !
+ 212 u(t) CHE— [Hlog* e(t) —log™™ w(p))*~Mlog® wlp) S5 v(p)f(p)glp) %
(3.25)
1 B /
> cIg (wf)(t) S [i(og he(t) — log*™t ¢(p)Pog* w(p) S8 v(p)g(p)
S -8 s s /
+ 212, (ug)(t) S [i(log* e(t) —log™™ w(p))*Mlog® w(p) S8 v(p)f(p)
c’est-a-dire
slgspv(t)sfch(ufg)(t) + slﬁwu(t)sfgsa(vfg)(t) >
(3.26)
I (uf)(8)° 1] (vg) (8) + 15 (0 f) (£)° I3, (ug)(t)
O
maintenant on démontré le théoréme 02

Preuve du théoréme 02
Démonstration. D’apres le lemme (5) et u = p, v = ¢, on écrit

SIe p(t) 12 (q fo)(t) + °I0 q(t) *IS (u fg)(t) >

I8 (p £)(t) 10 (g 9)(t) + °I) (q /)(£)°I5 ,(p g)(t)

(3.27)
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et en multipliant (3.27) par *I3, (r)(t), on trouve le résultat suivant

T2 O [Tep®) I f O+ ety “Ieufo)®)] >

(3.28)
I8, (@) IS0 /@) *1(a9)t) + “I5,(a ) IS, 9)(1)]
On remplace u par [ et v par ¢ dans le lemme (5) , on obtient 'inégalité
SIS ) I (a f 9)(t) + “ID,a(t) “I (L f 9)(t) >
. (3.29)
e (UHE) *Igu(a 9)(t) + *17,(q F)) *I5, (1 9)()
la méme chose en multipliant les deux cotés de (3.29) par *I (p)(t), on a
SIS (p)(X) [ SIS 1 (a £ 9)() + “ID,a(t)* I, (Lfg)(1)] >
. (3.30)
Ig () () [ I8, H(E) *17,(a9)(t) + °17 (g () *I5,(1g)(t)]
d’aprés le lemme (5) et u = [, v = p, on peut écrire
SIS )L (P f 9)(t) + 17 p(t) I3 (1 f 9)(t) 2
. (3.31)
o L)1, (p 9)(8) + 17 (0 ()11 g)(1)
En multipliant (3.31) par “I3;,(¢)(t), on obtient
*Io () (1) PLe )10 (p f 9)(#) +°10,p()° IS, (1 f 9)(1)] =
. (3.32)
It (@) () IS, A @17 (0 9) (@) + 17 (0 F)(1)° 15, (L g)(2)]
En sommant les inégalités (3.28), (3.30) et (3.32), on trouve le résultat (3.21)
O

3.3 Inégalité fractionnaire de n fonctions

Théoréme 5. Si(f;),_, , sont des fonctions croissantes positives sur [0,00[. Alors ¥V t >0, a >0,

.....

Iy (Hﬁ) > (15,0) [Tz fi(). (333)

i=1

on a
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Démonstration. on peut démontrer ce théoréme par récurrence .
sin=1,ona

o, (f)(8) 2015, (f1) (), t>0,a>0,

et sin = 2, en appliquant (3.14), on trouve

sla (f1f2)< ) 2 ( ( )) s]a fl( ) z¢f2<t)7 t> 0,0é > 07

et par I'hypothése de récurrence on trouve
n—1
sTQ 2-n sTQ
Ie (H fz) > (*Ig, (1)) [P0, fi(0). (3.34)
i=1

comme (f;),_, , sont des fonctions croissantes positives, alors (H;:ll fi) (t) est une fonction crois-

77777

sante.

par I'inégalité (3.14) les fonctions Hl 1 fi=g, fn=1Ff ona

Iz, (m) ()= T2, (9O = (12,0) 712 (Hﬂ) ISTURNNCED

et par I'inégalité (3.34) , on obtient
n—1
' (H fz> > (Ig,(1) " ((515‘,@(1))2" (HSIO‘ ﬁ) (t )) Lo (fn) (1), (336)
i=1
ce qui implique

Lo (H f’) (1) 2 (o) P12 (),

i=1 i=1
O
Remarque 4. Si f et g sont deux fonctions définies sur [a, b].
(A) Suppose que f est une fonction croissante, g est une fonction différentiable et il existe un nombre
réel M := sup, g'(t) . AlorsV t > 0,a0 > 0, on a
STO™ ST -1 STO™ ST ST ST
I (f9)() = (15, (1) Lo f(8)° 15 ,9(t) — MEIZ f(t) + MOIZ(tf(2) (3.37)

pour toute t > a,a > 0.

(B) Suppose que f et g sont différentiables et il existe m; := inf;>o f'(x)
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my := infi>0 ¢'(t), alors on a

I3 (f9)(t) — ma® I3 tg(t) — mo®Ig Jtf () + mymo® IS t?
SJTQx -1 SJTCx ST STJTCx SJTCx ST SJTQ SJTCx 2
> ( [a,cp(l)) ( [a,cpf(t) Ia,gpg(t) —m [a,cpt [a,cpg(t) U Ia,got Ia,gof(t) + mime ( [a,cpt) )
(3.38)
(C) On supposons que f et g sont différentiables et qu’il existe M, := sup, f'(t), My := sup,5 9'(t).

Alors I'inégalité

I8 (fg)(t) — My tg(t) — MQIgf%tf(t) + Mlelgjth

a,

o -1 « « o o a o a 2
Z (-[ cp(]')) <Ia,4pf(t)la,gog(t> - Ml‘[a,apt]a,cpg(t) - MQIa,Lpt‘[a,gaf(t) + M1M2 (‘[a,gat) )

a,

(3.39)

est vérifié.

Démonstration.

(A) d’apres 'inégalité (3.14) les fonctions f et G(t) := g(t) — mot. on trouve le résultat

(B) le méme chose que (A)on applique I'inégalité (3.14) aux fonctions F' et G, ou : F(t) := f(t) —
mat, G(t) := g(t) — mat.

(C) aussi on peut appliquer 'inégalité (3.14) on obtient ce qu’on veut .

F(t):= f(t) — Myt, G(t) := g(t) — Mot.

Master 2 AMA 47



Bibliographie

[1]

(2]

3]

[4]

[5]

(6]

[7]

M. BEZZIOU, Z. Dahmani, M. Z. Sarikaya, New operators for fractional integration theory with
some applications, Journal of Mathematical Extension, 12(4), 2018, 87-100

Z. Dahmani, New inequalities in fractional integrals, International Journal of Nonlinear Science,
4,9, 2010, 493-497.

Z. Dahmani, L. Tabharit and S. Taf, New generalisations of Griiss inequality using Riemann-

Liouville fractional integrals, Bulletin of Mathematical Analysis and Applications, 2, 3(2010), 93-99.

S. Anber, Z. Dahmani and B. Bendoukha, Some new results using integration of arbitrary order,
Int. J. Nonlinear Anal. Appl. , 4(2), 2013, 45-52.

S. Belarbi, Z. Dahmani, On some new fractional integral inequalities,journal of inequalities in pure

and applied mathematics, 10, 2009, 3.

S. M. Malamuda, Some complements to the Jenson and Chebyshev inequalities and a problem of
W. Walter, Proc. Amer. Math. Soc., 129(9), 2001, 2671-2678.

S. Mubeen, and G. M. Habibullah, k-fractional integrals and application, Int. J. Contemp. Math.
Sciences, 7(2), 2012, 89-94.

B. G. PACHPATTE, A note on Chebyshev-Griiss type inequalities for differential functions, Tamsui
Oxford Journal of Mathematical Sciences, 22(1), 2006, 29-36.

A.Rehman, S. Mubeen, N. Sadiq and F. Shaheen, Some inequalities involving k-gamma and k-beta

functions with applications, Journal of Inequalities and Applications , 224(1) :16,2014

A.Rehman, R. Munir, S. S. Mubeen, A note on some k-functions and their probability distributions.
Sci. Int. (Lahore), 29(1), 2017, 35-40

S. G. Samko, A. A. Kilbas and O. . Marichev, Fractional Integrals and Derivatives Theory and Ap-
plication, Gordan and Breach Science, New York, 1993.

48



BIBLIOGRAPHIE

[12] D. Griiss, Uber das maximum des absoluten Betrages von
i [ F@)g(@) = g [, f(@)da [, g(x)dx, Math. Z. 39, 1935, 215-226.

Master 2 AMA 49



	Introduction
	Préliminaires sur le calcule fractionnaire
	Fonctions spéciales 
	Fonction Gamma
	 Définition 
	proposition 
	La fonction Bêta:

	Intégrale fractionnaire au sens de Hadamard
	Intégrale fractionnaire (s,) au sens de Hadamard 

	 Inégalités fractionnaires de type Grüss 
	Introduction
	Principaux résultats
	 Inégalité fractionnaire avec un seul paramètre ()
	 Inégalités fractionnaires avec deux paramètres (,)


	Inégalités fractionnaires de type Chebyshev 
	Introduction
	Les fonctions synchrones
	Principaux résultats
	 Inégalité pondérées avec un seul paramètre () 
	Inégalités fractionnaires pondérées avec deux paramètres (, ) 
	Inégalité fractionnaire de n fonctions


	Bibliographie

