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Résumé
Dans ce mémoire, on travail sur la généralisation des inégalités fractionnaires de type de Grüss d’une
part et de l’autre par les inégalités de Tchebychev, par l’utilisation de la proche des fonctions synchrones
au sens de l’intégrale fractionnaire (s, φ) - Hadamard, sachant que φ est une fonction positive, crois-
sante de classe ∈ C1([a, b]).

Mots clés : Intégrale fractionnaire au sens de Hadamard, intégrale fractionnaire (s, φ) Hadamard, in-
égalités fractionnaires de Chebyshev, inégalités fractionnaires de Chebyshev.

Abstract
In this thesis, we work on the generalization of Grüss -type fractional inequalities on the one hand and
on the other by Chebyshev inequalities, by the use of the close of synchronous functions in the sense
of the fractional integral (s, φ) - Hadamard, konwing that φ is a posiytive, increasing function of class
∈ C1([a, b]).
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Introduction

En mathématiques, le calcul fractionnaire est une branche de l’analyse qui étudie des intégrales
et des opérateurs différentiels ayant un ordre non entier . L’objet ce travail est d’étudier et généraliser
quelque inégalités intégrales classiques en utilisant l’approche fractionnaire au sens de (s, φ)- Hada-
mard .

Dans ce mémoire, nous allons proposer une introduction et trois chapitres .

Dans le premier chapitre on introduit des notions de base de l’intégrale fractionnaire au sens de Hada-
mard .

Le deuxième chapitre est consacré à établir quelque inégalités intégrables de type Grüss .

Enfin, notre dernier chapitre sera consacré à l’étude de quelque inégalité intégrales de type Chebyshev
à un et deux poids positif et généraliser des résultat classique .
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Chapitre 1

Préliminaires sur le calcule fractionnaire

Dans ce chapitre on donne quelques rappelles et définitions sur la théorie de calcule fractionnaire,
on commence par les définitions des fonctions Gamma et Bêta d’Euler et après on présente quelques
généralités sur les intégrales fractionnaires.

1 Fonctions spéciales

1.1 Fonction Gamma

Parmi les fonctions fondamentales qui interviennent dans la définition de l’intégrale fractionnaire,
la fonction Gamma d’ Euler qui généralise le factoriel d’un entie.

1.2 Définition

La fonction Gamma est définie par l’intégrale suivante :

Γ(α) =

∫ +∞

0

xα−1e−xdx, α > 0

1.3 proposition

La fonction Gamma est bien définie pour tout α > 0.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES SUR LE CALCULE FRACTIONNAIRE

Démonstration. On va étudier la convergence de Γ(α) =
∫ +∞
0

xα−1e−xdx.

Si α = 1, on a

Γ(1) =

∫ +∞

0

e−xdx = 1.

Si α > 1, on a

Γ(α) =

∫ +∞

0

xα−1e−xdx =

∫ A

0

xα−1e−xdx+

∫ +∞

A

xα−1e−xdx,

la première intégrale existe puisque la fonction xα−1e−x est continue sur [0, A],
et pour la deuxième intégrale on montre qu’elle est bien définie .

On a lim
x→+∞

x2xα−1e−x = 0 ⇒ ∀ε > 0, ∃B(ε) > 0, x > B(ε) ⇒ x2xα−1e−x < ε,

si ε = 1, ∃B(1) > 0 tq : ∀x > B(1), on a xα−1e−x < 1
x2 ,

on voit que
∫ +∞
A

1
x2dx existe, il en résulte que l’intégrale

∫ +∞
A

xα−1e−xdx existe.

donc Γ(α) est bien définie.

pour 0 < α < 1 , on trouve

Γ(α) =

∫ +∞

0

xα−1e−xdx =

∫ A

0

xα−1e−xdx+

∫ +∞

A

xα−1e−xdx,

et
∫ +∞
A

xα−1e−xdx existe ( même preuve que α > 1 ).

si
∫ A

0
xα−1e−xdx , on a xα−1e−x ≃ xα−1 ,

implique
∫ A

0
xα−1e−xdx ≃

∫ A

0
xα−1dx = Aα

α
,

on résulte :
∫ A

0
xα−1e−xdx existe.

donc, Γ(α) est définie pour tout α > 0.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES SUR LE CALCULE FRACTIONNAIRE

• La relation Récursive

on a
Γ(α + 1) = αΓ(α) .

Démonstration. en utilisant l’intégration par partie

Γ(α + 1) =

∫ +∞

0

xαe−xdx =
[
−xαe−x

]+∞
0

+ α

∫ +∞

0

xα−1e−xdx

=0 + αΓ(α).

• la fonction Gamma généralise le factoriel d’un entier car Γ(n+ 1) = n!, ∀n ∈ N.
•0! = Γ(1) =

∫ +∞
0

x0e−xdx =
∫ +∞
0

e−xdx = 1.

•1! = Γ(2) =
∫ +∞
0

xe−xdx = [−xe−x]+∞
0 +

∫ +∞
0

e−xdx = 1.

1.4 La fonction Bêta :

on présente la définition de la fonction Bêta

Définition 1. La fonction Bêta d’Euler est définie par la formule d’intégration suivante :

β(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt, Re(p) > 0, Re(q) > 0.

Propriétés de la fonction Bêta

1) La forme trigonométrique de Bêta

On a
β(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt,

On pose
t = sin2 θ =⇒ dt = 2 sin θ cos θdθ,

si t = 1 alors θ =
π

2
,

si t = 0 alors θ = 0.

d’où
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES SUR LE CALCULE FRACTIONNAIRE

B(p, q) =

∫ π
2

0

(
sin2 θ

)p−1 (cos2 θ)q−1
(2 sin θ cos θ)dθ

= 2

∫ π
2

0

(sin θ)2(p−1)(cos θ)2(q−1)(sin θ cos θ)dθ

= 2

∫ π
2

0

(sin θ)2p−1(cos θ)2q−1dθ.

• Liens entre la fonction Gamma et la fonction Bêta

la relation est donnée par :

β(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)

Démonstration. On a

Γ(p)Γ(q) =

∫ +∞

0

xp−1e−xdx

∫ +∞

0

yq−1e−ydy =

∫ +∞

0

∫ +∞

0

xp−1yq−1e−(x+y)dxdy,

prend :
∫ +∞
0

xp−1e−xdx, on et met x = t2,

et pour :
∫ +∞
0

yq−1e−ydy, on pose y = s2,

on trouve

Γ(p)Γ(q) = 4

∫ +∞

0

∫ +∞

0

t2p−1s2q−1e−(s
2+t2)dsdt,

si t = r cos θ, s = r sin θ,

on obtient

Γ(p)Γ(q) = 4

∫ +∞

0

∫ Π
2

0

r2p−1(cos θ)2p−1r2q−1(sin θ)2q−1e−r2rdrdθ

=

(
2

∫ +∞

0

(r2)p+q−1re−r2dr

)(
2

∫ +∞

0

(cos θ)2p−1(sin θ)2q−1dθ

)
= 2

(∫ +∞

0

(r2)p+q−1re−r2dr

)
B(p, q),

pour r2 = R,
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES SUR LE CALCULE FRACTIONNAIRE

donc

Γ(p)Γ(q) =

(∫ +∞

0

R(p+q)−1e−RdR

)
B(p, q)

Γ(p)Γ(q) = Γ(p+ q)B(p, q).

D’où le résultat.

2 Intégrale fractionnaire au sens de Hadamard

Définition 2. Soit f : [a, b] → R une fonction continue. On appelle intégrale fractionnaire au sens de
Hadamard de f d’ordre α ≥ 0 l’intégrale définie par :

Iαa f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(log
t

s
)α−1 f(s)

s
ds, α > 0

3 Intégrale fractionnaire (s,φ) au sens de Hadamard

Définition 3. Soit f ∈ L1[a, b] une fonction monotone positive et h ∈ C1([a, b]) une fonction mesurable
,croissante .L’intégrale fractionnaire (s, φ) Hadamard est définit par :

sIαa,φ(f(t)) =
(s+ 1)1−α

Γ(α)

∫ t

a

(
logs+1 φ(t)

φ(τ)

)α−1

× logsφ(τ)
φ′(τ)

φ(τ)
f(τ)

dτ

τ
, α > 0

telle que 0 < a < t 6 b, s ∈ R \ {−1}.
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Chapitre 2

Inégalités fractionnaires de type Grüss

1 Introduction

On applique l’opérateur sIαa,φ pour étudier certaines inégalités de type Grüss .

2 Principaux résultats

2.1 Inégalité fractionnaire avec un seul paramètre (α)

on présente notre premier résultat comme suit

Théorème 1. Si f et g sont deux fonctions intégrables sur [0,∞[ vérifiant les conditions suivantes

r ≤ f(x) ≤ R, n ≤ g(x) ≤ N, r,R, n,N ∈ R, x ∈ [a, b]. (2.1)

Alors ∀ t > 0, α > 0,

on a ∣∣∣ (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1φ(a))α sIαa,φfg(t)− sIαa,φf(t)

sIαa,φg(t)
∣∣∣

≤
(

(s+1)1−αlogs+1φ(t)−logs+1φ(a))α

2Γ(α+1)

)2
(R− r)(N − n).

(2.2)

avant de montrer ce théorème on a besoin de montrer le lemme suivant

Lemme 1. Si f une fonction intégrable sur [0,∞[ vérifie la condition (2.1) sur [0,∞[ . Alors ∀ t > 0,

α > 0,

on a

11



CHAPITRE 2. INÉGALITÉS FRACTIONNAIRES DE TYPE GRÜSS

(s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1φ(a)α sIαa,φ f 2(t)−

(
sIαa,φ f(t)

)2
=
(
R (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1φ(a))α)− sIαa,φ f(t)

)
(

sIαa,φ f(t)− r
(s+ 1)1−α

Γ(α + 1)
(logs+1φ(t)− logs+1φ(a))α

)

− (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1φ(a))α sIαa,φ(R− f(t))(f(t)− r).

(2.3)

Démonstration. Si f intégrable sur [0,∞[ vérifié la condition (2.1) sur [0,∞[. ∀ τ, ρ ∈ [0,∞[,

on a

(R− f(ρ))(f(τ)− r) + (R− f(τ))(f(ρ)− r)

−(R− f(τ))(f(τ)− r)− (R− f(ρ))(f(ρ)− r)

= f 2(τ) + f 2(ρ)− 2f(τ)f(ρ),

(2.4)

En multipliant (2.4) par la quantité suivant (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
,

τ ∈ (a, t), t > a

on trouve

(s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)

{
(R− f(ρ))(f(τ)− r) + (R− f(τ))(f(ρ)− r)

−(R− f(τ))(f(τ)− r)− (R− f(ρ))(f(ρ)− r)
}

= (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)

{
f 2(τ) + f 2(ρ)− 2f(τ)f(ρ)

}
,

(2.5)
alors

(R− f(ρ))( (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
f(τ)

− (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
r)
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CHAPITRE 2. INÉGALITÉS FRACTIONNAIRES DE TYPE GRÜSS

+(f(ρ)− r)( (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
R

−( (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
f(τ))

− (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
(R− f(τ))(f(τ)− r)

−(R− f(ρ))(f(ρ)− r) (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)

= (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
f 2(τ)

+f 2(ρ) (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)

−2f(ρ) (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
f(τ)

(2.6)

on intègre (2.6) par rapport à τ sur (a, t),
on obtient

(R− f(ρ))( (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
f(τ) dτ

τ

−r (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
) dτ

τ

+(f(ρ)− r)(R (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
dτ
τ

−( (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
f(τ) dτ

τ

− (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
(R− f(τ))(f(τ)− r) dτ

τ

−(R− f(ρ))(f(ρ)− r) (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
dτ
τ

= (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
f 2(τ) dτ

τ

+f 2(ρ) (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
dτ
τ

−2f(ρ) (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
f(τ) dτ

τ

(2.7)
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CHAPITRE 2. INÉGALITÉS FRACTIONNAIRES DE TYPE GRÜSS

alors

(R− f(ρ))(sIαa,φf(t))− r (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
) dτ

τ

+(f(ρ)− r)(R (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
dτ − sIαa,φf(t))

dτ
τ

− sIαa,φ((R− f(t))(f(t)− r))

−(R− f(ρ))(f(ρ)− r) (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
dτ
τ

= sIαa,φf
2(t) + f 2(ρ) (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
dτ
τ
− 2f(ρ)sIαa,φf(t)

(2.8)

Donc
(R− f(ρ))(sIαa,φf(t))− r (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α

+(f(ρ)− r)(R (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α − sIαa,φf(t))

− sIαa,φ((R− f(t))(f(t)− r))

−(R− f(ρ))(f(ρ)− r) (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α

= sIαa,φf
2(t) + f 2(ρ) (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α − 2f(ρ)sIαa,φf(t)

(2.9)

en multipliant (2.9) par la quantité (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
, ρ ∈ (a, t),

on a

(s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)

{
(R− f(ρ))(sIαa,φf(t))

−r (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α

+(f(ρ)− r)(R (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α − sIαa,φf(t))

− sIαa,φ((R− f(t))(f(t)− r))
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CHAPITRE 2. INÉGALITÉS FRACTIONNAIRES DE TYPE GRÜSS

−(R− f(ρ))(f(ρ)− r) (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α

}
= (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)

{s

Iαa,φf
2(t)

+f 2(ρ) (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α − 2f(ρ)sIαa,φf(t)

}
(2.10)

ce qui donne

(sIαa,φf(t))− r (s+1)1−α

Γ(α+1) (logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α)

(s+1)1−α

Γ(α) (logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)
φ(ρ) (R− f(ρ))

+((R (s+1)1−α

Γ(α+1) (logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α)− sIαa,φf(t))

(s+1)1−α

Γ(α) (logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)
φ(ρ) (f(ρ)− r)

− sIαa,φ(R− f(t))(f(t)− r)φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)
φ(ρ)

− (s+1)1−α

Γ(α+1) (logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α)

(s+1)1−α

Γ(α) (logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)
φ(ρ) (R− f(ρ))(f(ρ)− r)

= sIαa,φf
2(t) (s+1)1−α

Γ(α) (logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)
φ(ρ)

+ (s+1)1−α

Γ(α+1) (logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α

(s+1)1−α

Γ(α) (logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)
φ(ρ) f

2(ρ)

−2f(ρ)sIαa,φf(t)
(s+1)1−α

Γ(α) (logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)
φ(ρ)

(2.11)

par l’intégration de (2.11)par rapport à ρ sur (a, t),
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on trouve

(sIαa,φf(t))− r (s+1)1−α

Γ(α+1) (logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α) (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t
a (logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ) (R− f(ρ))dρρ

+((R (s+1)1−α

Γ(α+1) (logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α)− sIαa,φf(t))
(s+1)1−α

Γ(α)

∫ t
a (logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ) (f(ρ)− r) dρ
ρ

− sIαa,φ(R− f(t))(f(t)− r)
∫ t
a φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
dρ
ρ

− (s+1)1−α

Γ(α+1) (logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α) (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t
a (logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ) (R− f(ρ))(f(ρ)− r) dρ
ρ

= sIαa,φf
2(t) (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t
a (logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
dρ
ρ

+ (s+1)1−α

Γ(α+1) (logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t
a (logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ) f
2(ρ) dρ

ρ

−2sIαa,φf(t)
(s+1)1−α

Γ(α)

∫ t
a (logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ) f(ρ)
dρ
ρ

(2.12)

(
sIαa,φf(t)− r (s+1)1−α

Γ(α+1) (logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α
)

(
R (s+1)1−α

Γ(α+1) (logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α − sIαa,φf(t)
)

+
(
R (s+1)1−α

Γ(α+1) (logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α − sIαa,φf(t)
)
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Alors (
sIαa,φf(t)− r (s+1)1−α

Γ(α+1) (logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α
)

− (s+1)1−α

Γ(α+1) (logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α) sIa,φ ((R− f(t)) (f(t)− r))

−sIa,φ ((R− f(t)) (f(t)− r)) (s+1)1−α

Γ(α+1) (logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α)

= (s+1)1−α

Γ(α+1) (logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α sIαa,φf
2(t)

+ (s+1)1−α

Γ(α+1) (logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α sIαa,φf
2(t)− 2

(
sIαa,φf(t)

)2

(2.13)

d’où la résultat .

maintenant on peut montrer le théorème
prouve de théorème

Démonstration. Si f et g sont deux fonctions intégrables sur [a, b], vérifié les conditions (2.1) .On a

H(τ, ρ) := (f(τ)− f(ρ))(g(τ)− g(ρ)), τ, ρ ∈ (a, t), t > a, (2.14)

alors
H(τ, ρ) = f(τ)g(τ) + f(ρ)g(ρ)− f(τ)g(ρ)− f(ρ)g(τ), (2.15)

on multiplie (2.15) par (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
, τ ∈ (a, t),

on obtient

(s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
H(τ, ρ)

= (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
f(τ)g(τ)

+ (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
f(ρ)g(ρ)

− (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

h(τ)
f(τ)g(ρ)

− (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
f(ρ)g(τ)

(2.16)

par l’intégration de (2.16) par rapport à τ sur (a, t),
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on obtient

(s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
H(τ, ρ) dτ

τ

= (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
f(τ)g(τ) dτ

τ

+ (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
f(ρ)g(ρ) dτ

τ

− (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
f(τ)g(ρ) dτ

τ

− (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
f(ρ)g(τ) dτ

τ

(2.17)

Alors
(s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
H(τ, ρ) dτ

τ

= sIa,φf g(t) + (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α f(ρ)g(ρ)

−g(ρ) sIa,φf(t)− f(ρ) sIa,φg(t)

(2.18)

maintenant on multiplie (2.18) par (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
, ρ ∈ (a, t),

on trouve

(s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
(s+1)1−α

Γ(α)∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
H(τ, ρ) dτ

= (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
sIa,φf g(t)

+ (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)

(s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α f(ρ)g(ρ)

− (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
g(ρ) sIa,φf(t)

− (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
f(ρ) sIa,φg(t)

(2.19)
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on intégre (2.19) par rapport à ρ sur (a, t),on peut écrire

(s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
dρ
ρ

(s+1)1−α

Γ(α)∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
H(τ, ρ) dτ

τ

= (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
dρ
ρ

sIa,φf g(t)

+ (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)

(s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α f(ρ)g(ρ) dρ

ρ

− (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
g(ρ) sIa,φf(t)

dρ
ρ

− (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
f(ρ) sIa,φg(t)

dρ
ρ

(2.20)

Alors
(s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
dρ
ρ

(s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
H(τ, ρ) dτ

τ

= 2 (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a)

α sIa,φfg(t)

− 2 sIa,φf(t)
sIa,φg(t)

(2.21)

maintenant on applique l’inégalité de Cauchy Schwarz, on a(
(s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a)

α sIa,φfg(t)− sIa,φf(t)
sIa,φg(t)

)2
≤
(

(s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a)

α sIa,φf(t)
2 − (sIa,φf(t))

2
)

(
(s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a)

αsIαa,φg
2(t)−

(
sIαa,φg(t)

)2)
.

(2.22)

comme (R− f(x))(f(x)− r) ≥ 0 et (N − g(x))(g(x)− n) ≥ 0, alors

(s+ 1)1−α

Γ(α + 1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α sIαa,φ(R− f(t))(f(t)− r) ≥ 0, (2.23)
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et on a
(s+ 1)1−α

Γ(α + 1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α sIαa,φ(N − g(t))(g(t)− n) ≥ 0, (2.24)

Alors (
R (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α − sIαa,φf(t)

)
(

sIαa,φf(t)− r
(s+ 1)1−α

Γ(α + 1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α

)

− (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α sIαa,φ(R− f(t))(f(t)− r)

≤
(
R (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α − sIαa,φf(t)

)
(

sIαa,φf(t)−
(s+ 1)1−α

Γ(α + 1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α

)
,

(2.25)

et (
R− sIαa,φg(t)

)(
sIαa,φg(t)− r

(s+ 1)1−α

Γ(α + 1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α

)

− (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))αsIαa,φ(N − g(t))(g(t)− n)

≤
(
N (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α − sIαa,φg(t)

)
(

sIαa,φg(t)− n
(s+ 1)1−α

Γ(α + 1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α

)
,

(2.26)

à partir du lemme (1) , on a

(s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))αsIαa,φf

2(t)−
(
sIαa,φf(t)

)2
≤
(
R (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α − sIαa,φf(t)

)
(

sIαa,φf(t)− r
(s+ 1)1−α

Γ(α + 1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α

)
,

(2.27)
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et
(s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α sIαa,φg

2(t)−
(
sIαa,φg(t)

)2
≤
(
N (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α − sIαa,φg(t)

)
(

sIαa,φg(t)− n
(s+ 1)1−α

Γ(α + 1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α

)
,

(2.28)

D’après l’inégalité de Cauchy Schwarz on peut écrire(
(s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α sIαa,φfg(t)− sIαa,φf(t)

sIαa,φg(t)
)2

≤
(

(s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α sIαa,φf

2(t)−
(

sIαa,φf(t)
)2)

(
(s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α sIαa,φg

2(t)−
(

sIαa,φg(t)
)2)

,

à partir de (2.27) , (2.28) , on trouve
(
(s+1)1−α

Γ(α+1) (logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α sIαa,φfg(t)− sIαa,φf(t)
sIαa,φg(t)

)2
≤
(
R (s+1)1−α

Γ(α+1) (logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α − sIαa,φf(t)
)

(
sIαa,φf(t)− r

(s+ 1)1−α

Γ(α+ 1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α

)

×
(
N (s+1)1−α

Γ(α+1) (logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α − sIαa,φg(t)
)

(
sIαa,φg(t)− n

(s+ 1)1−α

Γ(α+ 1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α

)
.

(2.29)
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par l’utilisation de l’inégalité élémentaire 4rs ≤ (r + s)2, r, s ∈ R , on a

4
(
R (s+1)1−α

Γ(α+1) (logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α − sIαa,φf(t)
)

(
sIαa,φf(t)− r

(s+ 1)1−α

Γ(α+ 1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α

)

≤
(
(s+1)1−α

Γ(α+1) (logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α(R− r)
)2

,

(2.30)

et

4
(
N (s+1)1−α

Γ(α+1) (logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α − sIαa,φg(t)
)

(
sIαa,φg(t)− n

(s+ 1)1−α

Γ(α+ 1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α

)

≤
(
(s+1)1−α

Γ(α+1) (logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α(N − n)
)2

,

(2.31)

on remplaçant (2.30) et (2.31) dans (2.29) ,
nous trouvons (

(s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α sIαa,φfg(t)− sIαa,φf(t)

sIαa,φg(t)
)2

≤
(

(s+1)1−α

2Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α(R− r)

)2
(

(s+1)1−α

2Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α(N − n)

)2
.

d’où ∣∣∣ (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α sIαa,φfg(t)− sIαa,φf(t)

sIαa,φg(t)
∣∣∣

≤
(

(s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α

)2
(R− r)(N − n).

(2.32)
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2.2 Inégalités fractionnaires avec deux paramètres (α, β)

voici un autre résultat qu’est donné par le théorème suivant

Théorème 2. Si f et g sont deux fonctions intégrables sur [0,∞[ vérifié la condition (2.1) sur [0,∞[ alors
∀ t > 0, α > 0, β > 0, on a :

[ (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α sIβa,φfg(t)+

(s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))βsIαa,φfg(t)

−sIαa,φf(t)
sIβa,φg(t)− sIβa,φf(t)

sIαa,φg(t)]
2

≤
(
(R (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α − sIαa,φf(t)

)
(

sIβa,φf(t)− r
(s+ 1)1−β

Γ(β + 1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))β

)

+

(
sIαa,φf(t)− r

(s+ 1)1−α

Γ(α + 1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α

)
(
R (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))β − sIβa,φf(t)

)
×
(
N (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α − sIαa,φg(t)

)
(

sIβa,φg(t)− n
(s+ 1)1−β

Γ(β + 1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))β

)

+

(
sIαa,φg(t)− n

(s+ 1)1−α

Γ(α + 1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))α

)
(
N (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))β − sIβa,φg(t)

)
.

(2.33)

Pour montrer le théorème (2), nous avons besoin des lemmes suivants :

Lemme 2. Si f et g sont deux fonctions intégrables sur [0,∞[ alors ∀ t > 0, α > 0, β > 0,

on a :
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[ (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))αsIβa,φfg(t)+

(s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))βsIαa,φfg(t)

− sIαa,φf(t)
sIβa,φg(t)− sIβa,φf(t)

sIαa,φg(t)]
2

≤ [ (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))αsIβa,φf

2(t)+

(s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))βsIαa,φf

2(t)− 2sIαa,φf(t)
sIβa,φf(t)]

×[ (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))αsIβa,φg

2(t)+

(s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))βsIαa,φg

2(t)− 2sIαa,φg(t)
sIβa,φg(t)].

(2.34)

Démonstration. Onmultiplie (2.18) par la quantité suivant (s+1)1−β

Γ(β)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(ρ))β−1 logsφ(ρ)φ

′(ρ)
φ(ρ)

,

ρ ∈ (0, t), on trouve

(s+1)1−β

Γ(β)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(ρ))β−1 logsφ(ρ)φ

′(ρ)
φ(ρ)

(s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 h(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
H(τ, ρ) dτ

τ

= (s+1)1−β

Γ(β)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(ρ))β−1 logsφ(ρ)φ

′(ρ)
φ(ρ)

sIαa,φfg(t)

+ (s+1)1−β

Γ(β)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(ρ))β−1 logsφ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
(s+1)1−α((logs+1φ(t)−(logs+1φ(a))

α

Γ(α+1)
f(ρ)g(ρ)

(s+1)1−β

Γ(β)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(ρ))β−1 logsφ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
g(ρ) sIαa,φf(t)

− (s+1)1−β

Γ(β)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(ρ))β−1 logsφ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
f(ρ)sIαa,φg(t),

(2.35)
en intégrant (2.35) par rapport à ρ sur (a, t),
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on obtient

(s+1)1−β

Γ(β)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(ρ))β−1) logsφ(ρ)φ

′(ρ)
φ(ρ)

dρ
ρ

(s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 h(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
(H(τ, ρ)dτ

τ

= (s+1)1−β

Γ(β)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(ρ))β−1 logsφ(ρ)φ

′(ρ)
φ(ρ)

dρ
ρ
sIαa,φfg(t)

+ (s+1)1−β

Γ(β)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(ρ))β−1 logsφ(ρ)φ

′(ρ)
φ(ρ)

(s+1)1−α((logs+1φ(t)−(logs+1φ(a))
α

Γ(α+1)
f(ρ)g(ρ)dρ

ρ

(s+1)1−β

Γ(β)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(ρ))β−1logsφ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
g(ρ)dρ

ρ
sIαa,φf(t)

− (s+1)1−β

Γ(β)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(ρ))β−1logsφ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
f(ρ)dρ

ρ
sIαa,φg(t).

(2.36)

Par conséquent

(s+1)1−β

Γ(β)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(ρ))β−1 logsφ(ρ)φ

′(ρ)
φ(ρ)

dρ
ρ

(s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 h(τ))α−1logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
(H(τ, ρ)dρ

ρ

=s Iαa,φ(φ(t))
sIαa,φfg(t) +

(s+ 1)1−β

Γ(β + 1)
(logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))βsIβa,φfg(t)

−sIαa,φf(t)
sIβa,φg(t)− sIβa,φf(t)

sIαa,φg(t).

(2.37)
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En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz , nous obtenons

[( (s+1)1−α((logs+1φ(t)−(logs+1φ(a))
α

Γ(α+1)
sIβa,φfg(t) +

(s+ 1)1−β((logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))
β

Γ(β + 1)
sIαa,φfg(t)

− sIαa,φf(t)
sIβa,φg(t)− sIβa,φf(t)

sIαa,φg(t)]
2

≤ [ (s+1)1−α((logs+1φ(t)−(logs+1φ(a))
α

Γ(α+1)
sIβa,φf

2(t) +
(s+ 1)1−β((logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))

β

Γ(β + 1)

sIαa,φf
2(t)− 2sIαa,φf(t)

sIβa,φf(t)]

×[( (s+1)1−α((logs+1φ(t)−(logs+1φ(a))
α

Γ(α+1)
sIβa,φg

2(t) +
(s+ 1)1−β((logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))

β

Γ(β + 1)

sIαa,φg
2(t)− 2sIαa,φg(t)

sIβa,φg(t)].

Lemme 3. Soit f une fonction intégrable sur [a, b] vérifié la condition (2.1) sur [a, b] . Alors ∀ t > a,

α > 0, β > 0, on a :

(s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1φ(a)αsIβa,φf

2(t)

+ (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1φ(a)βsIαa,φf

2(t)

−2sIαa,φf(t)
sIβa,φf(t)

=
(
R (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1φ(a)α − sIαa,φf(t)

)
(

sIβa,φf(t)− r
(s+ 1)1−β

Γ(β + 1)
(logs+1φ(t)− logs+1φ(a)β

)
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+
(
R (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1φ(a)β − sIβa,φf(t)

)
(

sIαa,φf(t)− r
(s+ 1)1−α

Γ(α + 1)
(logs+1φ(t)− logs+1φ(a)α

)

− (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1φ(a)αsIβa,φ(R− f(t))(f(t)− r)

− (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1φ(a)βsIαa,φ(R− f(t))(f(t)− r).

(2.38)

Démonstration. Onmultiplie (2.9) par la quantité suivant (s+1)1−β

Γ(β)
(logs+1φ(t)−logs+1 φ(ρ))β−1logsφ(ρ)φ

′(ρ)
φ(ρ)

,

ρ ∈ (a, t) , on obtient

(s+1)1−β

Γ(β)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ){
(R− f(ρ))(sIαa,φf(t))− r (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α

+(f(ρ)− r)(R (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α − sIαa,φf(t))

sIαa,φ((R− f(t))(f(t)− r))

−(R− f(ρ))(f(ρ)− r) (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α

}
= (s+1)1−β

Γ(β)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)

{s

Iαa,φf
2((t))

+f 2(ρ) (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α − 2f(ρ)sIαa,φf(t)

}

(2.39)
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ce que donne

{sIαa,φf(t)− r (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α}

(s+1)1−β

Γ(β)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
(R− f(ρ))

+{(R (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α − sIαa,φf(t))}

(s+1)1−β

Γ(β)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)

−{sIαa,φ(R− f(ρ))(f(ρ)− r)} (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α (s+1)1−β

Γ(β)

(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)
φ(ρ)

− (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α

(s+1)1−β

Γ(β)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
(R− f(ρ))(f(ρ)− r)

= sIαa,φf
2((t)) (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α

(s+1)1−β

Γ(β)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)

+ (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α

(s+1)1−β

Γ(β)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
f 2(ρ)

−2f(ρ)sIαa,φf(t)
(s+1)1−β

Γ(β)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)

(2.40)
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on intègre (2.41) par rapport à ρ sur (a, t), on trouve

{sIαa,φf(t)− r (s+1)1−α

Γ(α+1)
} (logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α (s+1)1−β

Γ(β)∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
(R− f(ρ))dρ

ρ

+{(R (s+1)1−α

Γ(α+1)
− sIαa,φf(t))}(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α (s+1)1−β

Γ(β)∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
dρ
ρ

−{sIαa,φ(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α (s+1)1−β

Γ(β)
}∫ t

a
(R− f(ρ))(f(ρ)− r) (logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
dρ
ρ

−(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α (s+1)1−β

Γ(β)∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
(R− f(ρ))(f(ρ)− r) dρ

ρ

= sIαa,φf
2((t))(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α (s+1)1−β

Γ(β)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
dρ
ρ

+(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α (s+1)1−β

Γ(β)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
f 2(ρ) dρ

ρ

−2sIαa,φf(t)
∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
f(ρ) dρ

ρ

(2.41)
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C’est- à - dire (
sIαa,φf(t)− r (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α

)
(
R (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))β −s Iβa,φf(t)

)
+
(
R (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α −s Iαa,φf(t)

)
(
sIβa,φf(t)− r (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))β

)
− sIαa,φ((R− f(t))(f(t)− r)) (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))β

− (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α sIβa,φ((R− f(t))(f(t)− r))

= (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))β sIαa,φf

2(t)

+ (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α sIβa,φf

2(t)− 2 sIαa,φf(t)
sIβa,φf(t)

(2.42)

d’où la résultat .

Preuve du théorème 2

Démonstration. Si f et g sont deux fonctions intégrables sur [0,∞[ vérifié la condition (2.1) sur [0,∞[

comme (R− f(x))(f(x)− r) ≥ 0 et (N − g(x))(g(x)− n) ≥ 0 . Alors

(s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α sIβa,φ(R− f(t))(f(t)− r)

+ (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α sIαa,φ(R− f(t))(f(t)− r) ≥ 0

(2.43)

et
(s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α sIβa,φ(N − g(t))(g(t)− n)

+ (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α sIαa,φ(N − g(t))(g(t)− n) ≥ 0

(2.44)
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Nous avons (
R (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α − sIαa,φf(t)

)
(

sIβa,φf(t)− r (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))β

)
(
R (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))β − sIβa,φf(t)

)
(

sIαa,φf(t)− r (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α

)
− (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α sIαa,φ(R− f(t))(f(t)− r)

− (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))β sIβa,φ(R− f(t))(f(t)− r) 6

(
R (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α − sIαa,φf(t)

)
(

sIβa,φf(t)− r (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))β

)
(
R (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))β − sIβa,φf(t)

)
(

sIαa,φf(t)− r (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α

)
et (

N (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α − sIαa,φg(t)

)
(

sIβa,φg(t)− n (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))β

)
(
N (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))β − sIβa,φg(t)

)
(

sIαa,φg(t)− n (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α

)
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− (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α sIαa,φ(N − g(t))(g(t)− n)

− (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))β sIβa,φ(N − g(t))(g(t)− n) 6

(
N (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α − sIαa,φg(t)

)
(

sIβa,φg(t)− n (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))β

)
(
N (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))β − sIβa,φg(t)

)
(

sIαa,φg(t)− n (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α

)
D’après le lemme 3 , on trouve

(s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))β sIαa,φf

2(t)

+ (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α sIβa,φf

2(t)− 2 sIαa,φf(t)
sIβa,φf(t) 6(

R (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α − sIαa,φf(t)

)
(

sIβa,φf(t)− r (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))β

)
(
R (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))β − sIβa,φf(t)

)
(

sIαa,φf(t)− r (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α

)

(2.45)
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et
(s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))β sIαa,φg

2(t)

+ (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α sIβa,φg

2(t)− 2 sIαa,φg(t)
sIβa,φg(t) 6(

P (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α − sIαa,φg(t)

)
(

sIβa,φg(t)− p (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))β

)
(
P (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))β − sIβa,φg(t)

)
(

sIαa,φg(t)− p (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α

)

(2.46)

et d’après le lemme 2 on a

[( (s+1)1−α((logs+1φ(t)−(logs+1φ(a))
α

Γ(α+1)
sIβa,φfg(t) +

(s+ 1)1−β((logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))
β

Γ(β + 1)
sIαa,φfg(t)

− sIαa,φf(t)
sIβa,φg(t)− sIβa,φf(t)

sIαa,φg(t)]
2

≤ [ (s+1)1−α((logs+1φ(t)−(logs+1φ(a))
α

Γ(α+1)
sIβa,φf

2(t) +
(s+ 1)1−β((logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))

β

Γ(β + 1)

sIαa,φf
2(t)− 2sIαa,φf(t)

sIβa,φf(t)]

×[( (s+1)1−α((logs+1φ(t)−(logs+1φ(a))
α

Γ(α+1)
sIβa,φg

2(t) +
(s+ 1)1−β((logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))

β

Γ(β + 1)

sIαa,φg
2(t)− 2sIαa,φg(t)

sIβa,φg(t)].
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Donc

[( (s+1)1−α((logs+1φ(t)−(logs+1φ(a))
α

Γ(α+1)
sIβa,φfg(t) +

(s+ 1)1−β((logs+1φ(t)− (logs+1φ(a))
β

Γ(β + 1)
sIαa,φfg(t)

− sIαa,φf(t)
sIβa,φg(t)− sIβa,φf(t)

sIαa,φg(t)]
2 ≤

(
R (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α − sIαa,φf(t)

)(
sIβa,φf(t)− r (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))β

)
+
(

sIαa,φf(t)− r (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α

)(
R (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))β − sIαa,φf(t)

)
(
N (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α − sIαa,φg(t)

)(
sIβa,φg(t)− n (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))β

)
+
(

sIαa,φg(t)− n (s+1)1−α

Γ(α+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))α

)(
N (s+1)1−β

Γ(β+1)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(a))β − sIαa,φg(t)

)
Remarque 1. Si en prend α = β dons le théorème 2 , on trouve le théorème 1 .
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Chapitre 3

Inégalités fractionnaires de type Chebyshev

1 Introduction

Dons ce chapitre on présent quelques inégalités de type de Chebyshev .

2 Les fonctions synchrones

Définition 4. Soient f et g sont deux fonctions définies sur [a, b] .Les fonctions f et g sont dites synchrones
sur [a, b] si

(f(τ)− f(ρ))(g(τ)− g(ρ)) ≥ 0, τ, ρ ∈ [a, b].

3 Principaux résultats

3.1 Inégalité pondérées avec un seul paramètre (α)

on donne le premier résultat

Théorème 3. Si f et g sont deux fonctions synchrones sur [0,∞[ et soit l, p, q : [0,∞[→ [0,∞[. Alors
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pour tout t > 0, α > 0, on a :

sIαa,φl(t)
[

sIαa,φp(t)
sIαa,φ(qfg)(t) +

sIαa,φq(t)
sIαa,φ(pfg)(t)

]
+ sIαa,φp(t)

sIαa,φ(q)(t))
sIαa,φ(lfg)(t) ≥

1
2

{
sIαa,φr(t)

[
sIαa,φ(pf)(t)

sIαa,φ(qg)(t) +
sIαa,φ(qf)(t)

sIαa,φ(pg)(t)
]

+ sIαa,φp(t)
[

sIαa,φ(rf)(t)
sIαa,φ(qg)(t) +

sIαa,φ(qf)(t)
sIαa,φ(rg)(t)

]
+ sIαa,φq(t)

[
sIαa,φ(rf)(t)

sIαa,φ(pg)(t) +
sIαa,φ(pf)(t)

sIαa,φ(rg)(t)
]}

.

(3.1)

avant de montrer ce théorème on a besoin le lemme suivant

Lemme 4. Si f et gsont deux fonctions synchrones sur ]0,∞[ et soit u, v :]0,∞[→]0,∞[. Alors ∀t >
0, α > 0, on a :

sIαa,φu(t)
sIαa,φ(vfg)(t) +

sIαa,φv(t)
sIαa,φ(ufg)(t)

≥ sIαa,φ(uf)(t)
sIαa,φ(vg)(t) +

sIαa,φ(vf)(t)
sIαa,φ(ug)(t)

. (3.2)

Démonstration. comme f et g sont des fonctions synchrones sur [0,∞[, alors ∀τ ≥ 0, ρ ≥ 0, on peut
écrire :

(f(τ)− f(ρ))(g(τ)− g(ρ)) ≥ 0, (3.3)

implique que
f(τ)g(τ) + f(ρ)g(ρ)− f(τ)g(ρ)− f(ρ)g(τ) ≥ 0, (3.4)

c’est -à - dire

f(τ)g(τ) + f(ρ)g(ρ) ≥ f(τ)g(ρ) + f(ρ)g(τ). (3.5)

Multipliant (3.5) par la quantité suivante (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1φ(τ))α−1logs φ(τ)φ

′(τ)
φ(τ)

u(τ) on
trouve :
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(s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1φ(τ))α−1 logs φ(τ)φ

′(τ)
φ(τ)

u(τ)f(τ)g(τ)

+ (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1φ(τ))α−1 logs φ(τ) φ′(τ)

φ(τ)
u(τ)f(ρ)g(ρ)

≥ (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1φ(τ))α−1 logs φ(τ)φ

′(τ)
φ(τ)

u(τ) f(τ) g(ρ)

+ (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1φ(τ))α−1 logs φ(τ)φ

′(τ)
φ(τ)

u(τ) f(ρ) g(τ)

(3.6)

On intégrant (3.6) par rapport à τ sur (a, t), on trouve :

(s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1φ(τ))α−1 logs φ(τ)φ

′(τ)
φ(τ)

u(τ) f(τ) g(τ)dτ
τ

+ (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1φ(τ))α−1 logs φ(τ)φ

′(τ)
φ(τ)

u(τ) f(ρ) g(ρ)dτ
τ

≥ (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1φ(τ))α−1 logs φ(τ)φ

′(τ)
φ(τ)

u(τ) f(τ) g(ρ)dτ
τ

+ (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1φ(τ))α−1 logs φ(τ)φ

′(τ)
φ(τ)

u(τ) f(ρ) g(τ) dτ
τ

(3.7)

d’où :

sIαa,φ(ufg)(t) + f(ρ)g(ρ) (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1φ(τ))α−1 logs φ(τ)φ

′(τ)
φ(τ)

u(τ) dτ
τ

≥ g(ρ) (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1φ(τ))α−1 logs φ(τ)φ

′(τ)
φ(τ)

u(τ) f(τ) dτ
τ

+f(ρ) (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1φ(τ))α−1 logs φ(τ)φ

′(τ)
φ(τ)

u(τ) g(τ) dτ
τ

(3.8)

Alors :

sIαa,φ(ufg)(t) + f(ρ)g(ρ) sIαa,φu(t) ≥ g(ρ) sIαa,φ(uf)(t) + f(ρ) sIαa,φ(ug)(t) (3.9)

maintenant on multiplie (3.9) par (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(τ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
v(ρ) ;
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ρ ∈ (a, t) On trouve

(s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1 logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
v(ρ)sIαa,φ(ufg)(t)

+ (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1 logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
v(ρ)f(ρ)g(ρ)sIαa,φu(t)

≥ (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1 logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
v(ρ)g(ρ)sIαa,φ(uf)(t)

+ (s+1)1−α

Γ(α)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1 logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
v(ρ)f(ρ)sIαa,φ(ug)(t)

(3.10)

de la même manière on intègre (3.10) par rapport à ρ sur (a,t) et on peut écrire

(s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1 logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
v(ρ)sIαa,h(ufg)(t)

dρ
ρ

+ (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1 logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
v(ρ)f(ρ)g(ρ)sIαa,φu(t)

dρ
ρ

≥ (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1 logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
v(ρ)g(ρ)sIαa,φ(uf)(t)

dρ
ρ

+ (s+1)1−α

Γ(α)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1 logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
v(ρ)f(ρ)sIαa,φ(ug)(t)

dρ
ρ

(3.11)

ce qui donne

(s+1)1−α

Γ(α)
sIαa,φ(ufg)(t)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1 logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
v(ρ)dρ

ρ

+ (s+1)1−α

Γ(α)
sIαa,φ(u)(t)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
v(ρ) f(ρ) g(ρ)dρ

ρ

≥ (s+1)1−α

Γ(α)
sIαa,φ(uf)(t)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
v(ρ) g(ρ)dρ

ρ

(s+1)1−α

Γ(α)
sIαa,φ(ug)(t)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))α−1 logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
v(ρ) f(ρ)dρ

ρ

(3.12)

Alors :

sIαa,φ(v)(t)
sIαa,φ(ufg)(t) +

sIαa,φ(u)(t)
sIαa,φ(vfg)(t)

≥ sIαa,φ(uf)(t)
sIαa,φ(vg)(t) +

sIαa,φ(vf)(t)
sIαa,φ(ug)(t)

(3.13)

Remarque 2.
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1. en appliquant le lemme (4) pour u = 1,on trouve :

sIαa,φ(1)
sIαa,φ(vfg)(t) +

sIαa,φv(t)
sIαa,φ(fg)(t)

≥ sIαa,φ(f)(t)
sIαa,φ(vg)(t) +

sIαa,φ(vf)(t)
sIαa,φ(g)(t)

.

2. la même chose si v = 1

sIαa,φu(t)
sIαa,φ(fg)(t) +

sIαa,φ(1)
sIαa,φ(ufg)(t)

≥ sIαa,φ(uf)(t)
sIαa,φ(g)(t) +

sIαa,φ(f)(t)
sIαa,φ(ug)(t)

.

3. pour u = v = 1, alors

sIαa,φ(1)
sIαa,φ(fg)(t) +

sIαa,φ(1)
sIαa,φ(fg)(t)

≥ sIαa,φ(f)(t)
sIαa,φ(g)(t) +

sIαa,φ(f)(t)
sIαa,φ(g)(t)

2 sIαa,φ(1)
sIαa,φ(fg)(t) ≥ 2 sIαa,φ(f)(t)

sIαa,φ(g)(t)

sIαa,φ(fg)(t) ≥
(

sIαa,φ(1)
)−1 sIαa,φ(f)(t)

sIαa,φ(g)(t) (3.14)

maintenant on peut montrer le théorème 1

Preuve du théorème 1

Démonstration. par l’utilisation de le lemme (4) avec u = p, v = q, on a

sIαa,φp(t)
sIαa,φ(qfg)(t) +

sIαa,hφq(t)
sIαa,φ(pfg)(t)

≥ sIαa,φ(pf)(t)
sIαa,φ(qg)(t) +

sIαa,φ(qf)(t)
sIαa,φ(pg)(t)

(3.15)
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On multiplie (3.15) par sI(a,φ)(l)(t) on obtient :

sIa,φ(l)(t)
[

sIαa,φp(t)
sIαa,φ(qfg)(t)

]
+ sIa,h(l)(t)

[
sIαa,φq(t)

sIαa,φ(pfg)(t)
]

≥ sIa,h(l)(t)
[

sIαa,φ(pf)(t)
sIαa,φ(qg)(t)

]
+ sI(a,φ)(r)(t)

[
sIαa,φ(qf)(t)

sIαa,φ(pg)(t)
] (3.16)

On remplaçe u par l et v par q dans le lemme (4) on obtient :

sIαa,φl(t)
sIαa,φ(qfg)(t) +

sIαa,φq(t)
sIαa,φ(lfg)(t)

≥ sIαa,φ(lf)(t)
sIαa,φ(qg)(t) +

sIαa,φ(qf)(t)
sIαa,φ(lg)(t).

(3.17)

la même chose On multiplie (3.17)par sIαa,φp(t), alors :

sIαa,φp(t)
[

sIαa,φl(t)
sIαa,φ(qfg)(t) +

sIαa,φq(t)
sIαa,φ(lfg)(t)

]
≥ sIαa,φp(t)

[
sIαa,φ(lf)(t)

sIαa,φ(qg)(t) +
sIαa,φ(qf)(t)

sIαa,φ(lg)(t)
]
.

(3.18)

On pose u = l, v = p et en utilisant à nouveau le lemme (4) , on à

sIαa,φl(t)
sIαa,φ(qfg)(t) +

sIαa,φq(t)
sIαa,φ(lfg)(t)

≥ sIαa,φ(lf)(t)
sIαa,φ(qg)(t) +

sIαa,φ(qf)(t)
sIαa,φ(lg)(t).

(3.19)

On multiplie (3.19) par sIαa,hq(t) , donc

sIαa,φq(t)
[

sIαa,φl(t)
sIαa,φ(qfg)(t) +

sIαa,φq(t)
sIαa,φ(lfg)(t)

]
≥s Iαa,φq(t)

[
sIαa,φ(lf)(t)

sIαa,φ(qg)(t) +
sIαa,φ(qf)(t)

sIαa,φ(lg)(t)
]
.

(3.20)

On sommant les intégralités (3.15),(3.18),(3.20) on obtient l’intégrale (3.1).

Remarque 3.
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1. On utilise le théorème (3) si l = 1,on trouve :

sIαa,φ(1)
[

sIαa,φp(t)
sIαa,φ(qfg)(t) +

sIαa,φq(t)
sIαa,φ(pfg)(t)

]
+ sIαa,φp(t)

sIαa,φ(q)(t))
sIαa,φ(fg)(t) ≥

1
2

{
sIαa,φ(1)

[
sIαa,φ(pf)(t)

sIαa,φ(qg)(t) +
sIαa,φ(qf)(t)

sIαa,φ(pg)(t)
]

+ sIαa,φp(t)
[

sIαa,φ(f)(t)
sIαa,h(qg)(t) +

sIαa,φ(qf)(t)
sIαa,φ(g)(t)

]
+ sIαa,φq(t)

[
sIαa,φ(f)(t)

sIαa,φ(pg)(t) +
sIαa,φ(pf)(t)

sIαa,φ(g)(t)
]}

.

2. On utilise le théorème (3) si p = 1,on a :

sIαa,φl(t)
[

sIαa,φ(1)
sIαa,φ(qfg)(t) +

sIαa,φq(t)
sIαa,φ(fg)(t)

]
+ sIαa,φ(1)

sIαa,φ(q)(t))
sIαa,φ(lfg)(t) ≥

1
2

{
sIαa,φl(t)

[
sIαa,φ(f)(t)

sIαa,φ(qg)(t) +
sIαa,φ(qf)(t)

sIαa,φ(g)(t)
]

+ sIαa,φ(1)
[

sIαa,φ(lf)(t)
sIαa,φ(qg)(t) +

sIαa,φ(qf)(t)
sIαa,φ(lg)(t)

]
+ sIαa,φq(t)

[
sIαa,φ(lf)(t)

sIαa,φ(g)(t) +
sIαa,φ(f)(t)

sIαa,φ(lg)(t)
]}

.
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3. de la même façon on appliquant le théorème (3) si q = 1 on a :

sIαa,φl(t)
[

sIαa,φp(t)
sIαa,φ(fg)(t) +

sIαa,φ(1)
sIαa,φ(pfg)(t)

]
+ sIαa,φp(t)

sIαa,φ(1)
sIαa,φ(lfg)(t) ≥

1
2

{
sIαa,φl(t)

[
sIαa,φ(pf)(t)

sIαa,φ(g)(t) +
sIαa,φ(f)(t)

sIαa,φ(pg)(t)
]

+ sIαa,φp(t)
[

sIαa,φ(lf)(t)
sIαa,φ(g)(t) +

sIαa,φ(f)(t)
sIαa,φ(lg)(t)]

+ sIαa,φ(1)
[

sIαa,φ(lf)(t)
sIαa,φ(pg)(t) +

sIαa,φ(pf)(t)
sIαa,φ(lg)(t)

]}
.

4. d’après le théorème (3) et si p = q = 1 on obtient :

sIαa,φl(t)
sIαa,φ(1)

sIαa,φ(fg)(t) +
(
sIαa,φ(1)

)2 sIαa,φ(lfg)(t) ≥

1
2

{
sIαa,φ(1)

[
sIαa,φ(lf)(t)

sIαa,φ(g)(t) +
sIαa,φ(f)(t)

sIαa,φ(lg)(t)
]

+ sIαa,φ(l)(t)
sIαa,φ(f)(t)

sIαa,φ(g)(t)
}
.

5. la même chose on applique le théorème (3) si p = r = 1 on trouve :

sIαa,φq(t)
sIαa,φ(1)

sIαa,φ(fg)(t) +
(
sIαa,φ(1)

)2 sIαa,φ(qfg)(t) ≥

1
2

{
sIαa,φ(1)

[
sIαa,φ(qf)(t)

sIαa,φ(g)(t) +
sIαa,φ(f)(t)

sIαa,φ(qg)(t)
]

+ sIαa,φ(q)(t)
sIαa,φ(f)(t)

sIαa,φ(g)(t)
}
.

3.2 Inégalités fractionnaires pondérées avec deux paramètres (α, β)

voici un autre résultat qu’est donné par le théorème suivant

Théorème 4. Si f et g sont deux fonctions synchrones sur [a, b] et soit r, p, q : [a, b] → [a, b] sont des
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fonctions intégrables . Alors ∀ t > a, α > 0 β > 0, on a :

sIαa,φl(t)
[

sIαa,φp(t)
sIαa,φ(qfg)(t) +

sIαa,φq(t)
sIαa,φ(pfg)(t)

]
+ sIαa,φp(t)

sIαa,φ(q)(t))
sIαa,φ(lfg)(t) ≥

1
2

{
sIαa,φl(t)

[
sIαa,φ(pf)(t)

sIαa,φ(qg)(t) +
sIαa,φ(qf)(t)

sIαa,φ(pg)(t)
]

+ sIαa,φp(t)
[

sIαa,φ(lf)(t)
sIαa,φ(qg)(t) +

sIαa,φ(qf)(t)
sIαa,φ(lg)(t)

]
+ sIαa,φq(t)

[
sIαa,φ(rf)(t)

sIαa,φ(pg)(t) +
sIαa,φ(pf)(t)

sIαa,φ(lg)(t)
]}

.

(3.21)

avant de montrer ce théorème on a besoin le lemme suivant

Lemme 5. Si f et g sont deux fonctions synchrones sur [0,∞[ et u, v : [0,∞[−→ [0,∞[. Alors ∀ t > 0,

α > 0, on a :

sIαa,φu(t)
sIβa,φ(vfg)(t) +

sIβa,φv(t)
sIαa,φ(ufg)(t) ≥

sIαa,φ(uf)(t)
sIβa,φ(vg)(t) +

sIβa,h(vf)(t)
sIαa,h(ug)(t)

. (3.22)

on donne la preuve du lemme 02

Preuve de Lemme 2

Démonstration. Multipliant (3.9) par la quantité (s+1)1−β

Γ(β)
(logs+1φ(t)−logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
v(ρ)

; ρ ∈ (a, t) on obtient

(s+1)1−β

Γ(β)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
v(ρ)sIαa,φ(ufg)(t)

+ (s+1)1−β

Γ(β)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
v(ρ)f(ρ)g(ρ) sIαa,φu(t)

≥ (s+1)1−β

Γ(β)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
v(ρ)g(ρ) sIαa,φ(uf)(t)

+ (s+1)1−β

Γ(β)
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
v(ρ)f(ρ) sIαa,φ(ug)(t)

(3.23)
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on intègre (3.23) par rapport à ρ sur (a, t), on trouve l’inégalité suivante

(s+1)1−β

Γ(β)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
v(ρ)sIαa,φ(ufg)(t)

dρ
ρ

+ (s+1)1−β

Γ(β)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
v(ρ)f(ρ)g(ρ) sIαa,φu(t)

dρ
ρ

≥ (s+1)1−β

Γ(β)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
v(ρ)g(ρ) sIαa,φ(uf)(t)

dρ
ρ

+ (s+1)1−β

Γ(β)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
v(ρ)f(ρ) sIαa,φ(ug)(t)

dρ
ρ

(3.24)

alors

sIαa,φ(ufg)(t)
(s+1)1−β

Γ(β)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
φ(ρ) dρ

ρ

+ sIαa,φu(t)
(s+1)1−β

Γ(β)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
v(ρ)f(ρ)g(ρ) dρ

ρ

≥ sIαa,φ(uf)(t)
(s+1)1−β

Γ(β)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
v(ρ)g(ρ) dρ

ρ

+ sIαa,φ(ug)(t)
(s+1)1−β

Γ(β)

∫ t

a
(logs+1φ(t)− logs+1 φ(ρ))β−1logs φ(ρ) φ′(ρ)

φ(ρ)
v(ρ)f(ρ) dρ

ρ

(3.25)

c’est-à-dire

sIβa,φv(t)
sIαa,φ(ufg)(t) +

sIαa,φu(t)
sIβa,φ(vfg)(t) ≥

sIαa,φ(uf)(t)
sIβa,φ(vg)(t) +

sIβa,φ(vf)(t)
sIαa,φ(ug)(t)

(3.26)

maintenant on démontré le théorème 02

Preuve du théorème 02

Démonstration. D’après le lemme (5) et u = p, v = q , on écrit

sIαa,φp(t)
sIβa,φ(q f g)(t) + sIβa,φq(t)

sIαa,φ(u f g)(t) ≥

sIαa,φ(p f)(t)
sIβa,φ(q g)(t) + sIβa,φ(q f)(t)

sIαa,φ(p g)(t)

. (3.27)
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et en multipliant (3.27) par sIαa,h(r)(t), on trouve le résultat suivant

sIαa,φ(l)(t)
[
sIαa,φp(t)

sIβa,h(q f g)(t) + sIβa,φq(t)
sIαa,φ(u f g)(t)

]
≥

sIαa,φ(l)(t)
[
sIαa,φ(p f)(t)

sIβa,φ(q g)(t) + sIβa,φ(q f)(t)
sIαa,φ(p g)(t)

] . (3.28)

On remplaçe u par l et v par q dans le lemme (5) , on obtient l’inégalité

sIαa,φl(t)
sIβa,φ(q f g)(t) + sIβa,φq(t)

sIαa,φ(l f g)(t) ≥

sIαa,φ(l f)(t)
sIβa,φ(q g)(t) + sIβa,φ(q f)(t)

sIαa,φ(l g)(t)

. (3.29)

la même chose en multipliant les deux côtés de (3.29) par sIαa,φ(p)(t), on a

sIαa,φ(p)(t)
[

sIαa,φl(t)
sIβa,φ(q f g)(t) + sIβa,φq(t)

sIαa,φ(lfg)(t)
]
≥

sIαa,φ(p)(t)
[

sIαa,φ(l f)(t)
sIβa,φ(qg)(t) +

sIβa,φ(q f)(t)
sIαa,φ(l g)(t)

] . (3.30)

d’après le lemme (5) et u = l, v = p, on peut écrire

sIαa,φl(t)
sIβa,φ(p f g)(t) + sIβa,φp(t)

sIαa,φ(l f g)(t) ≥

sIαa,φ(l f)(t)
sIβa,φ(p g)(t) +

sIβa,φ(p f)(t)
sIαa,φ(l g)(t)

. (3.31)

En multipliant (3.31) par sIαa,h(q)(t), on obtient

sIαa,φ(q)(t)
[
sIαa,φl(t)

sIβa,φ(p f g)(t) + sIβa,φp(t)
sIαa,φ(l f g)(t)

]
≥

sIαa,φ(q)(t)
[
sIαa,φ(l f)(t)

sIβa,φ(p g)(t) +
sIβa,φ(p f)(t)

sIαa,φ(l g)(t)
] . (3.32)

En sommant les inégalités (3.28), (3.30) et (3.32), on trouve le résultat (3.21)

3.3 Inégalité fractionnaire de n fonctions

Théorème 5. Si (fi)i=1,...,n sont des fonctions croissantes positives sur [0,∞[. Alors ∀ t > 0 , α > 0,
on a

sIαa,φ

(
n∏

i=1

fi

)
(t) ≥

(
sIαa,φ(1)

)1−n
n∏

i=1

sIαa,φfi(t). (3.33)
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Démonstration. on peut démontrer ce théorème par récurrence .
si n = 1 , on a

sIαa,φ (f1) (t) ≥ sIαa,φ (f1) (t), t > 0, α > 0,

et si n = 2 , en appliquant (3.14), on trouve

sIαa,φ(f1f2)(t) ≥
(
sIαa,φ(1)

)−1 sIαa,φf1(t)
sIαa,φf2(t), t > 0, α > 0,

et par l’hypothèse de récurrence on trouve

sIαa,φ

(
n−1∏
i=1

fi

)
(t) ≥

(
sIαa,φ(1)

)2−n
n−1∏
i=1

sIαa,φfi(t). (3.34)

comme (fi)i=1,...,n sont des fonctions croissantes positives, alors
(∏n−1

i=1 fi
)
(t) est une fonction crois-

sante.
par l’inégalité (3.14) les fonctions

∏n−1
i=1 fi = g, fn = f , on a

sIαa,φ

(
n∏

i=1

fi

)
(t) = sIαa,φ(fg)(t) ≥

(
sIαa,φ(1)

)−1 sIαa,φ

(
n−1∏
i=1

fi

)
(t)sIαa,φ (fn) (t). (3.35)

et par l’inégalité (3.34) , on obtient

sIαa,φ

(
n∏

i=1

fi

)
(t) ≥

(
sIαa,φ(1)

)−1

((
sIαa,φ(1)

)2−n

(
n−1∏
i=1

sIαa,φfi

)
(t)

)
sIαa,φ (fn) (t), (3.36)

ce qui implique
sIαa,φ

(
n∏

i=1

fi

)
(t) ≥

(
sIαa,φ(1)

)1−n
n∏

i=1

sIαa,φfi(t).

Remarque 4. Si f et g sont deux fonctions définies sur [a, b].
(A) Suppose que f est une fonction croissante, g est une fonction différentiable et il existe un nombre
réel M := supt≥0 g

′(t) . Alors ∀ t > 0, α > 0, on a

sIαa,φ(fg)(t) ≥
(
sIαa,φ(1)

)−1 sIαa,φf(t)
sIαa,φg(t)−MtsIαa,φf(t) +M sIαa,φ(tf(t))

pour toute t > a, α > 0.
(3.37)

(B) Suppose que f et g sont différentiables et il existem1 := inft≥0 f
′(x)

Master 2 AMA 46



CHAPITRE 3. INÉGALITÉS FRACTIONNAIRES DE TYPE CHEBYSHEV

m2 := inft≥0 g
′(t), alors on a

sIαa,φ(fg)(t)−m1
sIαa,φtg(t)−m2

sIαa,φtf(t) +m1m2
sIαa,φt

2

≥
(
sIαa,φ(1)

)−1
(
sIαa,φf(t)

sIαa,φg(t)−m1
sIαa,φt

sIαa,φg(t)−m2
sIαa,φt

sIαa,φf(t) +m1m2

(
sIαa,φt

)2)
.

(3.38)
(C) On supposons que f et g sont différentiables et qu’il existeM1 := supt≥0 f

′(t),M2 := supt≥0 g
′(t).

Alors l’inégalité

Iαa,φ(fg)(t)−M1I
α
a,φ tg(t)−M2I

α
a,φtf(t) +M1M2I

α
a,φt

2

≥
(
Iαa,φ(1)

)−1
(
Iαa,φf(t)I

α
a,φg(t)−M1I

α
a,φtI

α
a,φg(t)−M2I

α
a,φtI

α
a,φf(t) +M1M2

(
Iαa,φt

)2) (3.39)

est vérifié.

Démonstration.
(A) d’après l’inégalité (3.14) les fonctions f et G(t) := g(t)−m2t. on trouve le résultat
(B) le même chose que (A)on applique l’inégalité (3.14) aux fonctions F et G, où : F (t) := f(t) −
m1t, G(t) := g(t)−m2t.

(C) aussi on peut appliquer l’inégalité (3.14) on obtient ce qu’on veut .

F (t) := f(t)−M1t, G(t) := g(t)−M2t.
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