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Résumé

Dans ce mémoire, on consacrée un système de type Timoshenko dans un espace monodi-

mentiel.

Notre objectif est d’étudié la stabilité, le taux de décroissance de la solution et l’existence

et l’unicité de la solution de ce système dans un domaine borné et un domaine non borné.

Les méthodes appliqués sont basées sur la méthode de multiplication, la méthode de l’énergie

dans un espace de Fourier et le théorème de Hille-Yosida.

5



Notations

Ω := un ouvert borné de Rn.

K := le corps des nombres réelles où complexes.

R := l’ensemble des nombres réelles.

b(., .) := la forme bilinéaire.

< ., . > := le produit scalaire.

‖.‖ := la norme .

F , ˆ := la transformée de Fourier.

Re := le parte réel.

H := l’espace de Hilbert.

Lp(Ω) := l’espace de Lebesgue, 1 6 p 6 ∞.

Ck(Ω) := l’espace des fonctions k fois dérivable et la dérivé d’ordre k est continue.

Wm,p(Ω) := l’espace de Sobolev, 1 6 p 6 ∞.

Wm,p
0 (Ω) := la fermeture de C∞

c (Ω) dans Wm,p(Ω) , 1 6 p 6 ∞.

Hm(Ω) := Wm,2(Ω)).

φt := ∂φ
∂t

= φ′ la dérivée de φ par rapport à t .

ψt := ∂v
∂t

= ψ′ la dérivée de ψ par rapport à t .

φtt := ∂2φ
∂t2

la dérivée d’ordre 2 de φpar rapport à t.

ψtt := ∂2ψ
∂t2

la dérivée d’ordre 2 de ψ par rapport à t.

φx := ∂φ
∂x

la dérivée de φ par rapport à x.

ψx := ∂ψ
∂x

la dérivée de ψ par rapport à x.

φxx := ∂2φ
∂x2

la dérivée d’ordre 2 de φ par rapport à x.

ψxx := ∂2ψ
∂x2

la dérivée d’ordre 2 de ψ par rapport à x.

φxt := ∂2φ
∂x∂t

la dérivée d’ordre 2 de φ par rapport à x par rapport à t .

ψxt := ∂2ψ
∂x∂t

la dérivée d’ordre 2 de ψ par rapport à x par rapport à t.
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INTRODUCTION

Ce mémoire porte essentiellement sur l’étude de la stabilité, le taux de décroissance de la

solution et l’existence et l’unicité d’un système de type Timoshenko .

Dans ce travail, on considère le système de Timoshenko donnée par : φtt − (φx + ψ)x = 0,

ψtt − ψxx + (φx + ψ) + α(t)ψt = 0,
(1)

avec les conditions initiales :  φ(0, .) = φ0, φt(0, .) = φ1,

ψ(0, .) = ψ0, ψt(0, .) = ψ1,
(2)

Où φ est le déplacement transversal d’un point matériel de référence x dans une poutre, ψ

l’angle de rotation du filament, α est une fonction bornée sur [0,∞[, et (x, t) ∈ Ω × R+ avec

Ω ⊆ R.

Le système de Timoshenko est introduit par le mathématicien Ukrainien Stephen Timo-

shenko né le 22 décembre 1878 en Ukraine et mort le 29 Mai 1972 en Allemagne, qui est

considéré comme un père de mécanique, il a développé la théorie de l’élasticité des plaques et

des coques .

Timoshenko , a définit son système à traverse de deux équations hyperboliques couplées : ρutt = (K (ux − φ))x , dans(0, L)× (0,+∞),

Iρφtt = (EIφx)x +K (ux − φ) , dans(0, L)× (0,+∞)
(3)

C’est un modèle simple décrivant les vibrations d’une poutre où t est le variable du temps,

x est le variable de l’espace au long du poutre de longueur L, u est le déplacement transversale
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de la poutre et φ représente l’angle du filament du poutre.

Les coefficients ρ, Iρ, E, I et K sont, respectivement, la masse linéaire , le moment polaire

d’inertie, le coefficient d’élasticité , le moment d’inertie et le module d’étirement.

Ce système a été étudie par beaucoup d’auteurs, par exemple :

— Kim et Renardy [6] ont Considéré (3) avec deux contrôles au bord de la forme

K

(
φ(L, )− ∂u

∂x
(L, .)

)
= α

∂u

∂t
(L, .), ∀t ≥ 0

EI
∂φ

∂x
(L, .) = −β∂φ

∂t
(L, .), ∀t ≥ 0

— Ammar-khodja et al [7]. Ils ont considéré le système :
αutt = (β (ux + φ))x , dans(0, L)× (0,∞)

γφtt = (δφx)x −K (ut + φ) , dans(0, L)× (0,∞)

u(0, .) = u(L, .) = 0, φx(0, .) = cφt(0, .), φx(L, .) = −dφt(L, .),∀t ≥ 0

(4)

où α, β, γ et δ sont des fonctions positives de classe C1 et ont prouvé que la stabilité

uniforme de (4) est obtenue si et seulement si les vitesses des ondes sont égales (δ/γ =

β/α dans(0, L)), sinon seulement la stabilité asymptotique a été prouvée.

— Toujours Ammar-khodja et al [8] Ont considéré un système linéaire de type Timoshenko

avec un terme mémoire de la forme : ρ1φtt −K (φx + ψ)x = 0,

ρ2ψtt − bψxx +
∫ t
0
g(t− s)ψxx(s)ds+K (φx + ψ) = 0.

(5)

dans (0, L)× (0,+∞), avec des conditions aux limites homogènes, et ont démontré, en

utilisant la techniques des multiplicateurs, que le système (4) est uniformément ( expo-

nentiellement ou polynomiale-ment) stable si et seulement si les vitesses des ondes sont

égales (K/ρ1 = b/ρ2) et g décroit uniformément. Précisément, ils ont prouvé la décrois-

sance exponentielle si g décroit de façon exponentielle et la décroissance polynomiale si

g décroit dans un taux polynomial. Ils ont aussi besoin de conditions supplémentaires

sur les g′ et g′′ pour obtenir leurs résultats.

Ce mémoire est divisée en trois chapitres :
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Dans le premier chapitre nous rappelons quelques notation de base, des définitions, des

propriétés de l’analyse fonctionnelle qui serait utilisés dans ce mémoire.

Dans le deuxième chapitre, on a étudié le système de Timoshenko (1) avec Ω = (0, 1), on a

montrée l’existence et l’unicité de la solution en utilisant le théorème de Hille-Yosida, et on a

aussi montrée la stabilité exponentielle de la solution par la méthode de multiplicateur.

Un problème de Cauchy associé système de Timoshenko était l’objet du troisième chapitre,

on a étudie la stabilité et le taux de décroissance de la solution dans Ω = R, par la méthode

d’énergie dans un espace de Fourier.
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Chapitre 1

Préliminaire et rappels
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1.1 Espace de Lebesgue dans Lp(Ω)

Définition 1.1. Soit Ω un ouvert de Rn et p ∈ R avec 1 ≤ p <∞, on définit :

Lp(Ω) =

{
f : Ω −→ R mesurable et

∫
Ω

|f(x)|pdx < +∞
}
.

Définition 1.2. On définit sur Lp(Ω) la norme :

‖f‖Lp(Ω) =

[∫
Ω

|f(x)|pdx
] 1

p

.

Définition 1.3. On pose : L∞(Ω) = {f : Ω −→ R, f mesurable et il existe une constante C

telle que :

|f(x)| ≤ Cp.p surΩ},

On note : ‖f‖L∞ = inf{C, |f(x)| ≤ C p.p sur Ω},

‖ · ‖L∞ est une norme.

1.2 Espace de Sobolev dans R

1.2.1 Espace de Sobolev W 1,P (I)

Définition 1.4. [1] Soit I =]a, b[ un intervalle borné ou non et soit P ∈ R avec 1 ≤ P ≤ ∞

Un espaces de Sobolev W 1,P (I) est défini par :

W 1,P (I) =

{
u ∈ LP (I);∃g ∈ LP (I) tel que

∫
I

uφ′ =

∫
I

gφ ∀φ ∈ C1
c (I)

}
,

on pose :

H1(I) = W 1,2(I),

Notations :

l’espace W 1,P est muni de la norme :

‖u‖W 1,P = ‖u‖LP + ‖u′‖LP ,

l’espace H1 est muni du produit scalaire :

(u, v)H1 = (u, v)L2 + (u′, v′)L2 ,

11



la norme associée :

‖u‖H1 =
(
‖u‖2L2 + ‖u′‖L2

)1/2
,

est équivalente à la norme de W 1,2.

Exemple 1.1. Soit I =]− 1,+1[. Vérifier à titre d’exercice que :

1. La fonction u(x) = 1
2
(|x| + x) appartient à W1,p(I) pour tout 1 6 p 6 ∞ et que u′ = H

où

H(x) =

 +1 si 0 < x < 1,

0 si −1 < x < 0,

plus généralement une fonction continue sur I et continûment dérivable par morceaux

sur I appartient à W1,p(I) pour tout 1 6 p 6 ∞.

2. La fonction H n’appartient pas à W1,p pour tout 1 6 p 6 ∞.

1.2.2 Espace de Sobolev Wm,P (I)

Définition 1.5. [1] Étant donnés un entier m ≥ 2 et un réel 1 ≤ p ≤ ∞, on définit par

récurrence l’espace

Wm,p(I) =
{
u ∈ Wm−1,p(I), u′ ∈ Wm−1,p(I)

}
.

On pose

Hm(I) = Wm,2(I),

l’espace Wm,p est muni de la norme :

‖u‖Wm,p = ‖u‖Lp +
m∑
α=1

‖Dαu‖Lp ,

et l’espace Hm est muni du produit scalaire :

(u, v)Hm = (u, v)L2 +
m∑
α=1

(Dαu,Dαv) .

1.2.3 Espace de Sobolev Wm,P
0 (I)

Définition 1.6. [1]

Étant donné 1 ≤ p ≤ ∞ et m ∈ N. On désigne par Wm,p
0 (I) la fermeture deCm

c (I) dans

Wm,p(I). On note Hm
0 (I) = Wm,p

0 (I) .
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L’espace W 1,p
0 muni de la norme induit par W 1,p est un espace de Banach séparable, il est

de plus réflexif pour 1 < p <∞.

L’espace H1
0 muni du produit scalaire induit par H1 est un espace de Hilbert séparable.

1.3 Quelques propriétés des espace de Hilbert :

Définition 1.7. (forme bilinéaire). On dit qu’une forme bilinéaire a : H ×H → R, est : telle

que :

1. Continue, s’il existe une constante C telle que :

|a(x, y)| ≤ C ‖ x ‖H‖ y ‖H , ∀x ∈ H, y ∈ H,

2. Coercive, s’il existe une constante α > 0 telle que :

a(x, x) ≤ α ‖ x ‖2H , ∀x ∈ H.

1.3.1 Théorème de Lax-Milgram
Théorème. 1 :

[1] Soit a(., .) une forme bilinéaire, continue et coercive sur H, alors pour tout φ ∈ H ′ il

existe u ∈ H unique tel que :

a(u, v) = 〈φ, v〉(H′,H) ∀v ∈ H,

de plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété :

u ∈ H et 1

2
a(u, u)− 〈φ, u〉 = min

v∈H

{
1

2
a(v, v)− 〈φ, v〉

}
,

Définition 1.8. (Operateur maximal monotone).[1]

Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur non borné sur H de domaine D(A).

On dit que A est monotone (ou accrétif) si :

∀f ∈ D(A), < Af, f >≥ 0.
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On dit que A est maximal monotone si de plus Im(Id + A) = H.

1.3.2 Théorème de Hille-Yosida
Théorème. 2 :

[1] Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H, alors pour tout

u0 ∈ D(A) il existe une fonction :

u ∈ C1 ([0,+∞[;H) ∩C ([0,+∞[;D(A)) ,

unique telle que :  du
dt

+Au = 0 sur [0,+∞[,

u(0) = u0 (donnée initiale) ,

de plus on a :

|u(t)| 6 |u0| et
∣∣∣∣dudt (t)

∣∣∣∣ = |Au(t)| 6 |Au0| ∀t > 0.

Remarque 1. L’intérêt principal du théorème de Hille-Yosida réside dans le fait que pour

résoudre le problème d’évolution on se ramène à vérifier que A est maximal monotone, c’est-à-

dire, à étudier l’équation stationnaire u+ λAu = f .

1.4 Quelques inégalités utiles

1.4.1 L’inégalité de Cauchy-Schwarz
Théorème. 3 :

[1] Soit (E, 〈· | ·〉) un espace prehilbertien reel . Soit ‖ · ‖ la norme euclidienne associée

ȧ(· | ·)2. Alors :

∀(x, y) ∈ E2, |〈x | y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖.
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Théorème. 4 :

[1] En se plaçant sur E = C(| a, b],R) (avec (a, b) ∈ R2) muni du produit scalaire

(f, g) 7→ 〈f | g〉 =
∫ b
a
f(t)g(t)dt, on obtient :

∀(f, g) ∈ (C([a, b],R))2,
∣∣∣∣∫ b

a

f(t)g(t)dt

∣∣∣∣ ≤
√∫ b

a

f(t)2dt ·

√∫ b

a

g(t)2dt.

1.4.2 L’inégalité de Young
Théorème. 5 :

[1] Pour tout a, b ∈ R, nous avons :

ab ≤ εa2 +
b2

4e3
,

où e est toute constante positive.

Démonstration. Prenant le résultat bien connu :

(2εa− b)2 ≥ 0, ∀a, b ∈ R+,

pour tous ε > 0, on a :

4e2a2 + b2 − 4eab ≥ 0,

cela implique :

4εab ≤ 4ε2a2 + b2,

par conséquent :

ab ≤ εa2 +
b2

4ε
.

Cela achève la démonstration.

1.4.3 Inégalité de Minkowski
Théorème. 6 :

[1] Soit 1 ≤ p ≤ ∞, pour f, g mesurable

‖f + g‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖g‖Lp .

15



1.4.4 L’inégalité de Hölder
Théorème. 7 :

[1] Soit f ∈ Lp et g ∈ Lq avec 1 ≤ p ≤ ∞. Alors f, g ∈ L1 et

∫
Ω

|fg|dx ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq .

1.4.5 L’inégalité de Sobolev-Poincaré
Théorème. 8 :

[1] Soit Ω un ouvert de Rn que l’on suppose borné, alors il existe une constante CΩ > 0 telle

que, pour toute fonction u ∈ H1
0 (Ω) on a :

‖u‖L2(Ω) ≤ CΩ‖∇u‖L2(Ω).

Démonstration. On a Ω = [a, b], On peut écrire, pour x ∈ [a.b],

u(x) =

∫ x

a

u′(y)dy,

alors :
u2(x) =

(∫ x

a

u′(y)dy

)2

,

≤
∫ x

a

(u′(y))
2
dy

∫ x

a

dy,

donc :

⇒
∫ b

a

u2(x) ≤
∫ b

a

[∫ x

a

(u′(y))
2
dy × (x− a)

]
dx ≤ ‖u′‖2L2(a.b) ×

∫ b

a

(x− a)dx,

cela implique :

‖u‖2L2(a.b) ≤
(b− a)2

2
‖u′‖2L2(a.b) =⇒ ‖u‖L2(a.b) ≤

(b− a)√
2

‖u′‖L2(a.b) ,

d’où

‖u‖L2(Ω) ≤ C‖∇u‖L2(Ω), ∀u ∈ H1
0 (Ω).
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1.4.6 Fonction gamma

Définition 1.9. La fonction gamma est une fonction de type Euler définie par :

Γ(α) =

∫ +∞

0

xA−1e−xdx. (1.1)

Lemme. 1 :

Pour tout k ≥ 0, c ≥ 0, il existe une constante C > 0, telle que pour tout t ≥ 0 on a

l’estimation suivante :

∫
|z|≤1

|ξ|δe−c|ξ|2tdξ ≤ C(1 + t)−(δ+1)/2. δ ∈ R. (1.2)

Démonstration. par changement de variable tels que r = |ξ|, on obtient :

∫
|Z|≤1

|ξ|δe−c|ξ|2tdξ = 2

∫ 1

0

rδe−cr
2tdr,

il suffit de prouver que pour c > 0 et δ > 0, nous avons :

∫ 1

0

rδe−cr
2tdr ≤ C(1 + t)−(δ+1)/2,

pour tout les t > 0, où C est une constante positive indépendante de t. Pour voir cela, observer

d’abord que, pour 0 < t < 1, l’estimation (1.2) est évidente. D’autre part, pour t > 1, nous

avons :

(1 + t) ≤ 2t,

on utilise (1.10) et par changement de variable tel que z = cr2t, on obtient :

2−(δ+1)/2c(δ+1)/2(1 + t)(δ+1)/2

∫ 1

0

rδe−cr
2tdr, ≤ c(δ+1)/2t(δ+1)/2

∫ 1

0

rδe−cr
2tdr,

=

∫ 1

0

(
cr2t

)δ/2
(ct)1/2e−cr

2tdr,

=
1

2

∫ ct

0

zδ/2z−1/2e−zdz,

≤ 1

2

∫ ∞

0

z(δ+1/2)−1e−zdz,

=
1

2
Γ

(
δ + 1

2

)
<∞.

telle que Γ c’est la fonction Gamma.
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Donc ∫ 1

0

rδe−cr
2tdr ≤ 1

2
Γ

(
δ + 1

2

)
2(δ+1)/2c−(δ+1)/2(1 + t)−(δ+1)/2,

≤ C(1 + t)−(δ+1)/2.

Ce qui termine la démonstration.

1.5 Quelques propriétés sur la transforme de Fourier :

1.5.1 Transformation de Fourier de la dérivé d’une fonction :

Définition 1.10. [5] Soit f ∈ L1
(
RN

)
, N ∈ N∗, On appelle transformation de Fourier de la

fonction f la fonction suivante :

ξ → f̂(ξ) =

∫
RN

f(x)e−2iπξxdx; ξ ∈ RN .

ξ.x désigne le produit scalaire dans RN .L ’application qui associe la nouvelle fonction f̂ a f est

appelée la transformation de Fourier et est notée aussi F(f)

Remarque 2. Il existe des variantes dans la definition de la transformée de Fourier. On

rencontre aussi :

f̂(ξ) =

∫
Rd

f(x)e−2iπ⟨x,ξ⟩dx ou f̂(ξ) =
1

(
√
2π)d

∫
Rd

f(x)e−i⟨x,ξ⟩dx.

Il est donc important, en lisant un ouvrage ou une table de transformées de Fourier, de s’assurer

de la définition utilisée.

1.5.2 propriétés :
Proposition. 1 :

[5] Conjugaison : Soit f une fonction admettant une transformée de Fourier , Alors :f̄ 7→
¯f(x). admet également une transformée de Fourier et :

ˆ̄f(ξ) =
¯̂
f(−ξ)

.

18



Proposition. 2 :

[5] Translation : Soit f une fonction admettant une transformée de Fourier ,soit τ ∈ R et

posons g : 7→ f(x− τ). Alors : g admet une transformée de Fourier et :

F [g](ξ) = ĝ(ξ) = F [f(x− τ)](ξ) = e−iξτ f̂(ξ)

.

Proposition. 3 :

[5] Modulation : Soit f une fonction admettant une transformée de Fourier ,concéderons

pour α ∈ R, fα 7→ eiαxf(x). Alors : fα admet une transformée de Fourier et :

f̂α(ξ) = f̂(ξ − α)

.

Proposition. 4 :

[5] Changement d’échelle : Soit f une fonction admettant une transformée de Fourier ,

pour µ ∈ R, µ 6= 0, posons g(x) = f(µx) Alors : g admet une transformée de Fourier et :

ĝ(ξ) =
1

| µ |
f̂(
ξ

µ
)

.

1.5.3 Transformation de Fourier et dérivation :
Proposition. 5 :

[5] Dérivée de la transformée de Fourier : soient f, xf ∈ L1(R). Alors : f̂ et dérivable

et on a :

f̂ ′(ξ) = −iF [xf(x)](ξ).

Remarque 3. Si f, xnf ∈ L1(R), n ∈ N, alors :

f̂ (n)(ξ) = (−i)nF [xnf(x)](ξ).
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Proposition. 6 :

transformée de Fourier de la Dérivée : soit f ∈ L1(R) continue avec dérivée

continue(f ∈ C1) et f ′ ∈ L1(R)(admet une transformée de Fourier) Alors on a :

F [f ′(x)](ξ) = (iξ)f̂(ξ).

Remarque 4. Si f, f ′, ...f (n − 1) ∈ L1(R), n ∈ (N) continues et f (n) ∈ L1(R) continue

(f ∈ Cn(R), n ∈ N, ) , alors on a :

F [f (n)(x)](ξ) = (iξ)nf̂(ξ).

1.5.4 Théorème de Plancherel

Pour tout f ∈ L1
(
Rd

)
, on a

‖f̂‖22 = (2π)d‖f‖22.
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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE D’UN SYSTÈME DE TYPE TIMOSHENKO
DANS UN DOMAINE BORNÉE :

2.1 Introduction :

Considérons le système de Timoshenko suivant :

φtt − (φx + ψ)x = 0, dans[0, 1]× R+,

ψtt − ψxx + (φx + ψ) + α(t)ψt = 0, dans [0, 1]× R+,

φ(0, t) = φ(1, t) = ψ(0, t) = ψ(1, t) = 0, t ∈ R+,

φ(x, 0) = φ0(x), φt(x, 0) = φ1(x), ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x), x ∈ [0, 1],

(2.1)

Où φ est le déplacement transversal d’un point matériel de référence x dans une poutre de

longueur 1, et ψ l’angle de rotation du filament. α est une fonction bornée sur [0,∞[.

2.2 Existence et unicité :

Dans cette section, en utilisant le théorème de Hille-yosida, nous démontrons l’existence et

l’unicité de la solution du système (2.1).

On peut se reformuler le système (2.1) comme un système du premier ordre. pour cela, on

pose u = φt et v = ψt, le système (2.1) devient :

φt − u = 0,

ut − (φx + ψ)x = 0,

ψt − v = 0

vt − ψxx + (φx + ψ) + α(t)v = 0,

φ(0, t) = φ(1, t) = ψ(0, t) = ψ(1, t) = 0,

(2.2)

ainsi le système (2.2) peut être écrit sous la forme : Ut + AU = 0,

U(0) = U0,
(2.3)

où U = (φ, u, ψ, v)T , U0 = (φ0, u0, ψ0, v0)
T et l’opérateur A est défini par :

AU =


−u,

− (φx + ψ)x ,

−v,

−ψxx + (φx + ψ) + α(t)v,
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Soit l’espace de Hilbert suivant :

H = H1
0 (0, 1)× L2(0, 1)×H1

0 (0, 1)× L2(0, 1),

L’espace H muni du produit scalaire :

< U,U ′ >H=

1∫
0

[uu′ + vv′ + (φx + ψ)(φ′
x + ψ′) + ψxψ

′
x]dx,

tels que U = (φ, u, ψ, v)T , U ′ = (φ′, u′, ψ′, v′)T ∈ H.

La norme de H correspondante est donnée par :

‖ U ‖2V=
1∫

0

[u2 + v2 + (φx + ψ)2 + ψ2
x]dx.

Le domaine de l’opérateur A est donné par :

D(A) = [H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1)×H1

0 (0, 1)]
2.

Ainsi nous obtenons le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Théorème. 9 :

Soit (φ0, u0, ψ0, v0)
T ∈ D(A), le système (2.1) admet une solution forte unique, (φ, ψ)

satisfaisant :

φ ∈ C[(0,+∞), H2([0, 1]) ∩H1
0 ([0, 1])] ∩ C1[(0,+∞), H1

0 ([0, 1])] ∩ C2[(0,+∞), L2([0, 1])],

ψ ∈ C[(0,+∞), H2([0, 1]) ∩H1
0 ([0, 1])] ∩ C1[(0,+∞), H1

0 ([0, 1])] ∩ C2[(0,+∞), L2([0, 1])].

Démonstration. Pour obtenir le résultat ci-dessus, nous allons prouver que A est un opérateur

monotone maximal.

Monotone de A :

Pour tout A appartient D(A), on a :
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< AU,U >H =

∫ 1

0

−u (φx + ψ)x dx+

∫ 1

0

v [−ψxx + (φx + ψ) + α(t)v] dx,

+

∫ 1

0

(−ux − v) (φx + ψ) dx−
∫ 1

0

ψxvxdx,

=

∫ 1

0

−u (φx + ψ)x dx−
∫ 1

0

ψxxvdx+

∫ 1

0

(φx + ψ) vdx+

∫ 1

0

α(t)v2dx,

−
∫ 1

0

(ux + v) (φx + ψ) dx−
∫ 1

0

vxψxdx,

en utilisant une intégration par parties et les conditions au bord, nous obtenons :

< AU,U >H =

∫ 1

0

ux (φx + ψ) dx+

∫ 1

0

ψxvxdx+

∫ 1

0

(φx + ψ) vdx+

∫ 1

0

α(t)v2dx,

−
∫ 1

0

(ux + v) (φx + ψ) dx−
∫ 1

0

vxψxdx.

Donc A est monotone.

Maintenant, on démontre que A+ I est surjective :( ie R(A+ I) = H).

Soit G = (g1, g2, g3, g4)
T ∈ H . Il faut trouver U = (φ, u, ψ, v)T ∈ D(A) tel que :

(A+ I)U = G, (2.4)

l’équation (2.4) est équivalente à :

φ− u = g1, (1)

u− (φx + ψ)x = g2, (2)

ψ − v = g3, (3)

v − ψxx + (φx + ψ) + α(t)v = g4. (4)

(2.5)

En substituant φ−g1 = u et ψ−g3 = v dans la deuxième et la quatrième, équations du système

(2.5), nous obtenons : φ− (φx + ψ)x = g2 + g1 = h1 ∈ L2(0, 1), (1)

(1 + α(t))ψ − ψxx + (φx + ψ) = (1 + α(t))g3 + g4 = h2 ∈ L2(0, 1), (2)
(2.6)

multipliant respectivement les équations du système (2.6) par des fonctions φ̃, ψ̃ ∈ H1
0 (0, 1) et
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intégrant par parties sur [0, 1], nous obtenons :
∫ 1

0

φφ̃dx+

∫ 1

0

φ̃x (φx + ψ) dx =

∫ 1

0

h1φ̃dx, (1)∫ 1

0

ψψ̃dx+

∫ 1

0

ψxψ̃xdx+

∫ 1

0

(φx + ψ) ψ̃dx+

∫ 1

0

α(t)ψψ̃dx =

∫ 1

0

h2ψ̃dx, (2)

(2.7)

additionnons (1) et (2) de (2.7), on obtient :

∫ 1

0

(
h1φ̃+ h2ψ̃

)
dx =

∫ 1

0

φφ̃dx+

∫ 1

0

(φx + ψ)
(
φ̃x + ψ̃

)
dx+

∫ 1

0

ψxψ̃xdx+

∫ 1

0

(1+α(t))ψψ̃dx,

PourX = (φ, ψ), X̃ = (φ̃, ψ̃) ∈ [H1
0 (0.1)] × [H1

0 (0.1)] , on définit sur [H1
0 (0.1)] × [H1

0 (0.1)] une

forme bilinéaire a(X, X̃) et une forme linéaire L(X̃) par :

a(X, X̃) =

∫ 1

0

φφ̃dx+

∫ 1

0

(φx + ψ)
(
φ̃x + ψ̃

)
dx+

∫ 1

0

ψxψ̃xdx+

∫ 1

0

(1 + α(t))ψψ̃dx,

L(X̃) =

∫ 1

0

(
h1φ̃+ h2ψ̃

)
dx.

Pour qu’on prouve que (1) et (2) de (2.7) admet une solution, on applique le théorème de Lax

Milgram, sur l’espace H1
0 (0, 1) pour la forme bilinéaire a(U,U) et la forme linéaire L(U), il suffit

montrer que a est continue et coercive, et que L est continue.

1. Continuité de a(., .) :

On a :

|a(X, X̃)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

[
φφ̃+ (φx + ψ)

(
φ̃x + ψ̃

)
+ ψψ̃ + ψxψ̃x + α(t)ψψ̃

]
dx

∣∣∣∣ ,
en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

|a(X, X̃)| ≤ ‖φ‖L2‖φ̃‖L2 + ‖φx‖L2 ‖φ̃x‖L2 + ‖φx‖L2 ‖ψ̃‖L2 + ‖ψ‖L2 ‖φ̃x‖L2 + ‖ψ‖L2‖ψ̃‖L2 ,

+ ‖ψ‖L2‖ψ̃‖L2 + ‖ψx‖L2

∥∥∥ψ̃x∥∥∥
L2

+ | supα(t)|‖ψ‖L2‖ψ̃‖L2 ,

≤ C
(
‖φ‖H1

0
+ ‖ψ‖H1

0

)(
‖φ̃‖H1

0
+ ψ̃‖H1

0

)
,

≤ C‖X‖
[H1

0 ]
2‖X̃‖

[H1
0 ]

2 .

Donc a(., .) est continue.
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2. Coercivité de a(., .)

a(X,X) =

∫ 1

0

φ2dx+

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+

∫ 1

0

ψ2dx+

∫ 1

0

α(t)ψ2dx,

≥ C
(
‖φ‖2H1

0
+ ‖ψ‖2H1

0

)
,

≥ C‖X‖2H1
0
.

Donc a(., .) est coercive.

3. Continuité de L :

|L(X̃)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

h1φ̃dx+

∫ 1

0

h2ψ̃dx

∣∣∣∣ ,
≤ ‖h1‖L2 ‖φ̃‖L2 + ‖h2‖L2 ‖ψ̃‖L2 ,

≤ max (‖h1‖L2 + ‖h2‖L2) ‖X̃‖H1
0

≤ C‖X̃‖H1
0
.

Donc L est continue.

a(., .) est bilinéaire, continue et coercive sur H1
0 (0, 1), et L(.) est linéaire et continue sur H1

0 (0, 1).

D’après le théorème de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution unique

X = (φ, ψ)T ∈ [H1
0 (0, 1)]

2
, telle que :

a
(
(φ, ψ)T , (φ̃, ψ̃)T

)
= L

(
(φ̃, ψ̃)T

)
, ∀φ̃ ∈ H1

0 ,∀ψ̃ ∈ H1
0 ,

ce qui signifie que :

u = φ− g1 ∈ H1
0 ,

et deψ − v = g3, on aura :

v = ψ − g3 ∈ H1
0 ,

il reste à montrer que φ ∈ H2(0, 1). En prenant ψ̃ = 0, on a :

∫ 1

0

h1φ̃dx =

∫ 1

0

(φx + ψ) φ̃xdx+

∫ 1

0

φφ̃dx,

en utilisant l’intégration par parties, on trouve :

∫ 1

0

h1φ̃dx = −
∫ 1

0

(φx + ψ)x φ̃dx+

∫ 1

0

φφ̃dx,
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alors : ∫ 1

0

(φ− φxx − ψx − h1) φ̃dx = 0, ∀φ̃ ∈ H1
0 (0.1),

il en résulte que :

φxx = −φ− ψx + h1, p.p

en utilisant (1) de (2.6) on déduit alors :

φxx = −u− ψx + h2 ∈ L2(0.1),

alors

φ ∈ H2(0.1),

il résulte que φ ∈ H2(0.1) ∩H1
0 (0.1), de même, si φ̃ = 0, on a :

∫ 1

0

h2ψ̃dx =

∫ 1

0

(φx + ψ) ψ̃dx+

∫ 1

0

ψxψ̃xdx+

∫ 1

0

ψψ̃dx+

∫ 1

0

α(t)ψψ̃dx,

On intègre par parties, on obtient :

∫ 1

0

h2ψ̃dx =

∫ 1

0

(φx + ψ) ψ̃dx−
∫ 1

0

ψxxψ̃dx+

∫ 1

0

ψψ̃dx+

∫ 1

0

α(t)ψψ̃dx,

alors :

∫ 1

0

((φx + ψ)− ψxx + (1 + α(t))ψ − h2) ψ̃dx = 0, ∀ψ̃ ∈ H1
0 (0, 1),

ce qui implique que :

φx + ψ + (1 + α(t))ψ − ψxx = h2,

en utilisent (3) de (2.6) on déduit alors :

ψxx = (1 + α(t))v + φx − g2 ∈ L2(0, 1),

alors

ψ ∈ H2(0, 1),

il résulte que ψ ∈ H2(0.1) ∩H1
0 (0.1).

Le théorème de Hille-Yosida assure l’existence et l’unicité d’une solution de (2.1), ceci termine

la démonstration.
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2.3 Stabilité exponentielle

Dans cette section on va étudier la stabilité exponentielle du système de type Timoshenko

(2.1).

2.3.1 Calcul de l’énergie :
Lemme. 2 :

Soit (φ, ψ) la solution de système (2.1), on définit l’énergie E (t) associé au système (2.1),

pour tout t ≥ 0 on a :

E(t) =
1

2

[ ∫ 1

0

φ2
t + ψ2

t + (φx + ψ)2 + ψ2
x

]
, (2.8)

avec :

E ′(t) = −
∫ 1

0

α(t)ψ2
t ≤ 0. (2.9)

Démonstration. En multipliant les deux équations de (2.1) par φt et ψt respectivement,et on

intègre sur (0.1),on obtient :

∫ 1

0

φttφtdx−
∫ 1

0

(φx + ψ)x φtdx = 0, (2.10)

et ∫ 1

0

ψttψtdx−
∫ 1

0

ψxxψtdx+

∫ 1

0

(φx + ψ)ψtdx+

∫ 1

0

α(t)ψ2
t dx = 0, (2.11)

et par une intégration par partier sur les deux équttion (2.10)et(2.11), on obtient :

1

2

∂

∂t

∫ 1

0

φ2
tdx− [(φx + ψ)φt]

1
0 +

∫ 1

0

(φx + ψ)φxtdx = 0, (2.12)

et

1

2

∂

∂t

∫ 1

0

ψ2
t dx− [ψtψx]

1
0 +

∫ 1

0

ψxψxtdx+

∫ 1

0

(φx + ψ)ψtdx+

∫ 1

0

α(t)ψ2
t dx = 0, (2.13)

grâce aux conditions aux limites , on trouve :

1

2

∂

∂t

∫ 1

0

φ2
tdx+

∫ 1

0

(φx + ψ)φxtdx = 0, (2.14)
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et
1

2

∂

∂t

∫ 1

0

ψ2
t dx+

1

2

∂

∂t

∫ 1

0

ψ2
xdx+

∫ 1

0

(φx + ψ)ψtdx+

∫ 1

0

α(t)ψ2
t dx = 0, (2.15)

l’addition des deux équations (2.14) et (2.15) donne :

1

2

∂

∂t

[∫
0

φ2
t + ψ2

t + (φx + ψ)2 ψ2
xdx

]
= −

∫ 1

0

α(t)ψ2
t ,

d’ou :

E ′(t) = −
∫ 1

0

α(t)ψ2
t ≤ 0,

et

E(t) =
1

2

[ ∫ 1

0

φ2
t + ψ2

t + (φx + ψ)2 + ψ2
x

]
.

D’où le résultat.

2.3.2 Résultats principaux
Proposition. 7 :

Soit (φ, ψ) une solution du problème (2.1). Alors le problème (2.1) est exponentiellement

stable. et on a l’estimation suivante :

E(t) ≤ Ce−dt. (2.16)

Avec C et d sont deux constantes positives.

Démonstration. La preuve de la proposition (7), sera donnée à travers plusieurs lemmes.
Lemme. 3 :

Soit (φ, ψ) la solution du système (2.1), on définit la fonction F1(t) par :

F1(t) := −
∫ 1

0

(ψψt + φφt) dx, (2.17)

alors on a :

d

dt
F1(t) ≤ −

∫ 1

0

(
ψ2
t + φ2

t

)
dx+

∫ 1

0

(ψ + φx)
2 dx+ c

∫ 1

0

ψ2
xdx+ c

∫ 1

0

ψ2
t dx. (2.18)
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Démonstration. On a :

d

dt
F1(t) = −

∫ 1

0

ψ2
t + ψψtt + φ2

t + φφttdx,

on utilise les deux equations de (2.1) on obtient :

d

dt
F1(t) = −

∫ 1

0

[
ψ2
t + ψ (ψxx − (φx + ψ)− α(t)ψt) + φ2

t + φ (φx + ψ)x
]
dx,

= −
∫ 1

0

(
ψ2
t + φ2

t

)
dx−

∫ 1

0

ψψxxdx+

∫ 1

0

ψ (φx + ψ) dx+

∫ 1

0

α(t)ψψtdx−
∫ 1

0

φ (φx + ψ)x dx,

on intègre par parties et on utilise les conditions au bord on obtient :

d

dt
F1(t) =−

∫ 1

0

(
ψ2
t + φ2

t

)
dx+

∫ 1

0

ψ2
xdx+

∫ 1

0

ψ (φx + ψ) dx+

∫ 1

0

α(t)ψψtdx,

+

∫ 1

0

φx (φx + ψ) dx,

= −
∫ 1

0

(
ψ2
t + φ2

t

)
dx+

∫ 1

0

ψ2
xdx+

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+

∫ 1

0

α(t)ψψtdx,

on applique l’inégalité de Young, on trouve :

∫ 1

0

α(t)ψψtdx ≤ 1

2

∫ 1

0

|α(t)|2ψ2dx+
1

2

∫ 1

0

ψ2
t dx,

d’où

d

dt
F1(t) ≤ −

∫ 1

0

(
ψ2
t + φ2

t

)
dx+

∫ 1

0

ψ2
xdx+

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+
1

2

∫ 1

0

|α(t)|2ψ2dx+
1

2

∫ 1

0

ψ2
t dx,

on applique l’inégalité de Poincaré, on obtient :

d

dt
F1(t) ≤ −

∫ 1

0

(
ψ2
t + φ2

t

)
dx+

∫ 1

0

ψ2
xdx+

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+

∫ 1

0

1

2
|α(t)|2ψ2

xdx+

∫ 1

0

1

2
ψ2
t dx,

≤ −
∫ 1

0

(
ψ2
t + φ2

t

)
dx+

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+ c

∫ 1

0

ψ2
xdx+ c

∫ 1

0

ψ2
t dx.

avec c > 0.
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Lemme. 4 :

Soit (φ, ψ) la solution du système (2.1), on définit la fonction F2(t) par :

F2(t) :=

∫ 1

0

ψt (ψ + φx) dx+

∫ 1

0

ψxφtdx, (2.19)

alors on a :

d

dt
F2(t) ≤ [ψx + φx]

x=1
x=0 − (1− ε)

∫ 1

0

(φx.ψ)
2 dx+ c

(
1 +

1

ε

)∫ 1

0

ψ2
t dx. (2.20)

pour tout c > 0 et ξ < 1.

Démonstration. On a

d

dt
F2(t) =

∫ 1

0

ψtt (φx + ψ) + ψt (φxt + ψt) dx+

∫ 1

0

φttψx + ψxtφtdx,

on utilise les deux equations de (2.1) on obtient :

d

dt
F2(t) =

∫ 1

0

(φx + ψ) [ψxx − (φx + ψ)− α(t)ψt] dx+

∫ 1

0

(φxt + ψt)ψtdx,

+

∫ 1

0

(φx + ψ)x ψx + ψxtφtdx,

=

∫ 1

0

ψxx (φx + ψ) dx−
∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx−
∫ 1

0

α(t)ψt (φx + ψ) dx+

∫ 1

0

(φxt + ψt)ψtdx,

+

∫ 1

0

(φx + ψ)x ψxdx+

∫ 1

0

ψxtφtdx,

on intègre par parties on obtient :

d

dt
F2(t) = [ψx (φx + ψ)]x=1

x=0 −
∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx−
∫ 1

0

α(t)ψt (φx + ψ) dx+

∫ 1

0

ψ2
t dx,

on utilise les conditions au bord on obtient :

d

dt
F2(t) = [ψxφx]

x=1
x=0 −

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx−
∫ 1

0

α(t)ψt (φx + ψ) dx+

∫ 1

0

ψ2
t dx,

on applique l’inégalité de Young, on trouve :

∫ 1

0

α(t)ψt (φx + ψ) dx ≤ 1

4ε

∫ 1

0

|α(t)|2ψ2
t dx+ ε

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx
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d’où

d

dt
F2(t) ≤ [ψxφx]

x=1
x=0 −

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+

∫ 1

0

ψ2
t dx+

1

4ε

∫ 1

0

|α(t)|2ψ2
t dx+ ε

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx,

≤ [ψxφx]
x=1
x=0 − (1− ε)

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+ c

(
1 +

1

ε

)∫ 1

0

ψ2
t dx,

Lemme. 5 :

Soit (φ, ψ) la solution du système (2.1), et Soit z ∈ C1([0, 1]) une fonction vérifie z(0) =

−z(1) = 2. on définit la fonction F3(t) par :

F3(t) :=
1

4ε

∫ 1

0

z(x)ψtψxdx+ ε

∫ 1

0

z(x)φtφxdx, (2.21)

alors on a :

d

dt
F3(t) ≤ − 1

4ε

((
ψ2
x(1, t)

)
+
(
ψ2
x(0, t)

))
− ε

((
φ2
x(1, t)

)
+
(
φ2
x(0, t)

))
+ εc

∫ 1

0

φ2
tdx

+

(
1

4
+ εc

)∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+
c

ε2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ c

(
1 +

1

ε

)∫ 1

0

ψ2
t dx.

(2.22)

pour tout c > 0 et ξ < 1.

Démonstration. On a

d

dt
F3(t) =

1

4ε

∫ 1

0

z(x)ψttψxdx+
1

4ε

∫ 1

0

z(x)ψtψxtdx+ ε

∫ 1

0

z(x)φttφxdx+ ε

∫ 1

0

z(x)φtφtxdx,

On utilise les deux equations de (2.1) on obtient :

d

dt
F3(t) =

1

4ε

∫ 1

0

z(x) [ψxx − (ψ + φx)− α(t)ψt]ψxdx+
1

4ε

∫ 1

0

z(x)ψtψxtdx+ ε

∫ 1

0

z(x)φtφtxdx

+ ε

∫ 1

0

z(x) (ψ + φx)x φxdx,

=
1

4ε

∫ 1

0

z(x)
1

2

d

dx
ψ2
xdx−

1

4ε

∫ 1

0

z(x)ψx (ψ + φx) dx−
1

4ε

∫ 1

0

z(x)α(t)ψtψxdx

+
1

4ε

∫ 1

0

z(x)
1

2

d

dx
ψ2
t dx+ ε

∫ 1

0

z(x)
1

2

d

dx
φ2
tdx+ ε

∫ 1

0

z(x) (ψ + φx)x (ψ + φx) dx

− ε

∫ 1

0

z(x) (ψ + φx)x ψdx,
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On intègre par parties on obtient :

d

dt
F3(t) =

1

4ε

[
1

2
z(x)ψ2

x

]1
0

− 1

8ε

∫ 1

0

z′(x)ψ2
xdx−

1

4ε

∫ 1

0

z(x)ψx (ψ + φx) dx

− 1

4ε

∫ 1

0

z(x)α(t)ψtψxdx+
1

4ε

[
1

2
z(x)ψ2

t

]1
0

− 1

8ε

∫ 1

0

z′(x)ψ2
t dx+ ε

[
1

2
z(x)φ2

t

]1
0

− ε

2

∫ 1

0

z′(x)φ2
tdx+ ε

[
1

2
z(x) (φx + ψ)2

]1
0

− ε

2

∫ 1

0

z′(x) (φx + ψ)2 dx

− ε [z(x)ψ (φx + ψ)]10 + ε

∫ 1

0

(z(x)ψ)x (ψ + φx) dx,

On utilise les conditions au bord on obtient :

d

dt
F3(t) =− 1

4ε

[
ψ2
x(1, t) + ψ2

x(0, t)
]
− 1

8ε

∫ 1

0

z′(x)ψ2
xdx−

1

4ε

∫ 1

0

z(x)ψx (ψ + φx) dx

− 1

4ε

∫ 1

0

z(x)α(t)ψtψxdx−
1

8ε

∫ 1

0

z′(x)ψ2
t dx−

ε

2

∫ 1

0

z′(x)φ2
tdx− ε

[
φ2
x(1, t) + φ2

x(0, t)
]

− ε

2

∫ 1

0

z′(x) (ψ + φx)
2 dx+ ε

∫ 1

0

z′(x)ψ (ψ + φx) dx+ ε

∫ 1

0

z(x)ψx (ψ + φx) dx

On applique l’inégalité de Young, et de Poincaré, et en utilisent le fait que :

φ2
x ≤ 2 (ψ + φx)

2 + 2ψ2, on obtient :

d

dt
F3(t) ≤ − 1

4ε

[
ψ2
x(1, t) + ψ2

x(0, t)
]
+
c

ε

∫ 1

0

ψ2
xdx+

c

ε2

∫ 1

0

ψ2
xdx+

1

4

∫ 1

0

(ψ + φx)
2 dx

+
c

ε2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ c

∫ 1

0

ψ2
t dx+

c

ε

∫ 1

0

ψ2
t dx+ cε

∫ 1

0

φ2
tdx− ε

[
φ2
x(1, t) + φ2(0, t)

]
+ cε

∫ 1

0

(ψ + φx)
2 dx+

1

4

∫ 1

0

ψ2
xdx+ cε

∫ 1

0

(ψ + φx)
2 dx+

1

4

∫ 1

0

ψ2
xdx

+ cε

∫ 1

0

(ψ + φx)
2 dx

D’ou

d

dt
F3(t) ≤ − 1

4ε

(
(ψx(1, t))

2 + (ψx(0, t))
2)− ε

(
(φx(1, t))

2 + (φx(0, t))
2)+ εc

∫ 1

0

φ2
tdx

+

(
1

4
+ εc

)∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+
c

ε2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ c

(
1 +

1

ε

)∫ 1

0

ψ2
t dx
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Lemme. 6 :

Soit (φ, ψ) la solution du système (2.1), Pour ε fixé et assez petit et pour c > 0, on définit

la fonction F (t) par :

F (t) := 2cεF1(t) + F2(t) + F3(t), (2.23)

Alors on a :
d

dt
F (t) = 2cε

d

dt
F1(t) +

d

dt
F2(t) +

d

dt
F3(t), (2.24)

Et on a l’estimation suivant :

d

dt
F (t) ≤ −1

2

∫ 1

0

(ψ + φx)
2 dx− γ

∫ 1

0

φ2
tdx+ c

∫ 1

0

ψ2
t dx+ c

∫ 1

0

ψ2
xdx, (2.25)

avec γ = cε,

Démonstration. On utilise les résultats des trois lemmes (3), (4) et (5) on obtient :

d

dt
F (t) ≤ 2cε

[
−
∫ 1

0

(
ψ2
t + φ2

t

)
dx+

∫ 1

0

(ψ + φx)
2 dx+ c

∫ 1

0

ψ2
xdx+ c

∫ 1

0

ψ2
t dx

]
+ [ψx + φx]

x=1
x=0 − (1− ε)

∫ 1

0

(ψ + φx)
2 dx+ c

∫ 1

0

ψ2
t dx+

c

ε

∫ 1

0

ψ2
t dx

− 1

4ε

(
(ψx(1, t))

2 + (ψx(0, t))
2)− ε

(
(φx(1, t))

2 + (φx(0, t))
2)+ εc

∫ 1

0

φ2
tdx

+

(
1

4
+ εc

)∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+
c

ε2

∫ 1

0

ψ2
xdx+

c

ε

∫ 1

0

ψ2
t dx

On applique l’inégalité de Young,on obtient :

ψxφx ≤ εφ2
x +

1

4ε
ψ2
x

d

dt
F (t) ≤− 2cε

∫ 1

0

(
ψ2
t + φ2

t

)
dx+ 2cε

∫ 1

0

(ψ + φx)
2 dx+ 2c2ε

∫ 1

0

ψ2
xdx+ 2c2ε

∫ 1

0

ψ2
t dx

+

[(
εφ2

x(1, t) +
1

4ε
ψ2
x(1, t)

)
−

(
εφ2

x(0, t) +
1

4ε
ψ2
x(0, t)

)]
− (1− ε)

∫ 1

0

(ψ + φx)
2 dx

+ c

∫ 1

0

ψ2
t dx+

c

ε

∫ 1

0

ψ2
t dx−

1

4ε

(
(ψx(1, t))

2 + (ψx(0, t))
2)− ε

(
(φx(1, t))

2 + (φx(0, t))
2)

+ εc

∫ 1

0

φ2
tdx+

(
1

4
+ εc

)∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+
c

ε2

∫ 1

0

ψ2
xdx+

c

ε

∫ 1

0

ψ2
t dx,

≤
[
2cε− (1− ε) +

(
1

4
+ εc

)]∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+

[
−2cε+ 2c2ε+

2c

ε
+ c

] ∫ 1

0

ψ2
t dx

+ cε

∫ 1

0

φ2
tdx+

c

ε

∫ 1

0

ψtdx+
[
2c2ε+

c

ε2

] ∫ 1

0

ψ2
xdx,
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0n choisit ε assez petit tel que :

2cε+ ε+ εc <
1

4

alors :
d

dt
F (t) ≤ −1

2

∫ 1

0

(ψ + φx)
2 dx− γ

∫ 1

0

φ2
tdx+ c1

∫ 1

0

ψ2
t dx+ c2

∫ 1

0

ψ2
xdx,

où γ = cε, −2cε+ 2c2ε+ 2c
ε
+ c et c2 = 2c2ε+ c

ε2

Lemme. 7 :

Soit (φ, ψ) la solution du système (2.1), on définit la fonction θ(t) la solution de :

− θxx = ψx, θ(0) = θ(1) = 0. (2.26)

Alors on a l’estimation suivant :

∫ 1

0

θ2xdx ≤
∫ 1

0

ψ2dx et
∫ 1

0

θ2t dx ≤
∫ 1

0

ψ2
t dx. (2.27)

Démonstration. On a

−θxx = ψx,

On multiple l’équation (2.26) par θ et on intègre sur [0,1] on obtient :

−
∫ 1

0

θxxθdx =

∫ 1

0

ψxθdx,

On intègre par parties on obtient :

∫ 1

0

θ2xdx− [θxθ]
1
0 = −

∫ 1

0

ψθxdx+ [θψ]10,

On utilise les conditions au bord on obtient :

∫ 1

0

θ2xdx = −
∫ 1

0

ψθxdx

et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

∫ 1

0

θ2xdx ≤

√∫ 1

0

θ2xdx

√∫ 1

0

ψ2dx
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Après une simplification, on trouve√∫ 1

0

θ2xdx ≤

√∫ 1

0

ψ2dx

D’où ∫ 1

0

θ2xdx ≤
∫ 1

0

ψ2dx

En dérivant par rapport à t, on obtient :

∫ 1

0

θ2xtdx ≤
∫ 1

0

ψ2
t dx

L’inégalité de Poincaré implique :

∫ 1

0

θ2t dx ≤
∫ 1

0

θ2xtdx ≤
∫ 1

0

ψ2
t dx

Lemme. 8 :

Soit (φ, ψ) la solution du système (2.1), on définit la fonction K(t) tell que :

K(t) =

∫ 1

0

(ψψt + θφt) dx, (2.28)

alors on :

K ′(t) ≤ −1

2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ c

(
1 +

1

δ

)∫ 1

0

ψ2
t dx+ cδ

∫ 1

0

φ2
tdx, (2.29)

pour tout 0 < δ < 1 .

Démonstration.

K ′(t) =

∫ 1

0

(
ψ2
t + ψψtt + θtφt + θφtt

)
dx,

=

∫ 1

0

ψ2
t dx+

∫ 1

0

ψ [ψxx − (φx + ψ)− α(t)ψt] dx+

∫ 1

0

θtφtdx+

∫ 1

0

θ (φx + ψ)x dx,

une l’intégration par parties, donne :

K ′(t) =

∫ 1

0

ψ2
t dx+ [ψψx]

x=1
x=0 −

∫ 1

0

ψ2
xdx−

∫ 1

0

ψ (φx + ψ) dx−
∫ 1

0

α(t)ψψtdx+

∫ 1

0

θtφtdx

+ [θ (φx + ψ)]x=1
x=0 −

∫ 1

0

θx (φx + ψ) dx,
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on peut écrire aussi :

K ′(t) =

∫ 1

0

ψ2
t dx−

∫ 1

0

ψ2
xdx−

∫ 1

0

ψ (φx + ψ) dx−
∫ 1

0

α(t)ψψtdx+

∫ 1

0

θtφtdx

−
∫ 1

0

θx (φx + ψ) dx,

Grâce à l’inégalité de Young, on obtient :

K ′(t) =

∫ 1

0

ψ2
t dx−

∫ 1

0

ψ2
xdx+

1

4δ

∫ 1

0

ψ2dx+ δ

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+
1

2

∫ 1

0

ψ2dx+
c

2

∫ 1

0

ψ2
t dx

+ δ

∫ 1

0

θ2t dx+
1

4δ

∫ 1

0

φ2
tdx+

1

4δ

∫ 1

0

θ2xdx+ δ

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx,

or d’après le Lemme (7) on arrive à :

K ′(t) =

∫ 1

0

ψ2
t dx−

∫ 1

0

ψ2
xdx+

1

4δ

∫ 1

0

ψ2dx+ δ

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx+
1

2

∫ 1

0

ψ2dx+
c

2

∫ 1

0

ψ2
t dx

+ δ

∫ 1

0

ψ2
t dx+

1

4δ

∫ 1

0

φ2
tdx+

1

4δ

∫ 1

0

ψ2dx+ δ

∫ 1

0

(φx + ψ)2 dx,

et d’après l’inégalité de Poincaré, on a :

K ′(t) ≤ −1

2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ c

(
1 +

1

δ

)∫ 1

0

ψ2
t dx+ cδ

∫ 1

0

φ2
tdx.

Lemme. 9 :

Soit (φ, ψ) la solution du système (2.1), on définit la fonction de Lyapunov L(t) par :

L(t) := N1E(t) +N2K(t) + F (t),

avec N1, N2 > 0, et les fonctions E et L(t) sont équivalents, alors :

d

dt
L(t) ≤ −K1

∫ 1

0

ψ2
xdx−K2

∫ 1

0

φ2
tdx−

1

2

∫ 1

0

(ψ + φx)
2 dx−K3

∫ 1

0

ψ2
t dx. (2.30)
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Démonstration.

L′(t) ≤ −N1

∫ 1

0

α(t)ψ2
t dx+N2

[
−1

2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ c

(
1 +

1

δ

)∫ 1

0

ψ2
t dx+ cδ

∫ 1

0

φ2
tdx

]
− 1

2

∫ 1

0

(ψ + φx)
2 dx− τ

∫ 1

0

φ2
tdx+ c

∫ 1

0

ψ2
t dx+ c

∫ 1

0

ψ2
xdx,

≤
(
−N1c+ c

N2

δ
+ c

)∫ 1

0

ψ2
t dx+

(
−N2

2
+ c

)∫ 1

0

ψ2
xdx+ (cδN2 − τ)

∫ 1

0

φ2
tdx

− 1

2

∫ 1

0

(ψ + φx)
2 dx,

maintenant, on fixe N2 tel que

K1 :=

(
N2

2
− c

)
> 0,

et on choisit δ assez petit pour que

K2 := (τ − cδN2) > 0,

Finalement, on choisit N1 assez grand tel que

K3 := N1c− c
N2

δ
− c > 0,

d’où

L′(t) ≤ −K1

∫ 1

0

ψ2
xdx−K2

∫ 1

0

φ2
tdx−

1

2

∫ 1

0

(ψ + φx)
2 dx−K3

∫ 1

0

ψ2
t dx

on a : pour d1 > 0

L′(t) ≤ −d1E(t),

et comme et L(t) ∼ E(t), on a pour d > 0 :

L′(t) ≤ −dL(t),

une intégration simple mené à :

L(t) ≤ L(0)e−dt ∀t ≥ 0,
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l’équivalence de L et E implique. pour un certain R > 0

E(t) ≤ Ce−dt ∀t ≥ 0.

Ceci termine la démonstration de la proposition (7).

39



3chapterchapterchapterchapterchapterchapterchapterchapterchapterchapterchapterchapterchapterchapterchapterchapterchapter

Chapitre 3

COMPORTEMENT

ASYMPTOTIQUE D’UN

SYSTÈME DE TYPE

TIMOSHENKO DANS UN

DOMAINE NON BORNÉ :

40



COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE D’UN SYSTÈME DE TYPE TIMOSHENKO
DANS UN DOMAINE NON BORNÉE :

3.1 Introduction :

On considére le système de Timoshenko suivant :

φtt − (φx + ψ)x = 0 Dans R× R+,

ψtt − ψxx + (φx + ψ) + αψt = 0 Dans R× R+,

φ(0, .) = φ0, φt(0, .) = φ1,

ψ(0, .) = ψ0, ψt(0, .) = ψ1,

(3.1)

Avec t désigne la dérivée par rapport à la variable t et l’indice x désigne la dérivée par rapport

à la variable spatiale x, φ est le déplacement transversal du poutre, et ψ est l’angle de rotation

du filament du poutre.

De plus, α est une constante positive caractérise les propriétés physiques de la poutre et du

filament.

On écrit le système (3.1) sous forme d’un système des equations différentielles du premier ordre.

Par le changement des variables suivants :

v = φx + ψ, u = φt, z = ψx, y = ψt.

Le système (3.1) devient : 

vt − ux − y = 0,

ut − vx = 0,

zt − yx = 0,

yt − zx + v + αy = 0,

(3.2)

Avec les conditions initiales suivantes :

(v, u, z, y)(x, 0) = (v0, u0, z0, y0), (3.3)

Le système (3.2), (3.3) s’écrit aussi sou la forme : AUt +BUx + CU = 0,

U(x, 0) = U0 Ut(x, 0) = U1,
(3.4)

Avec U est la solution du système (3.2), A, B et C sont des matrices.
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tell que :

U =


v

u

z

y

 , A =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , B =


0 −1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 −1 0

 , C =


0 0 0 −1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 α


et U0 = (v0, u0, z0, y0)

T ,

Une transformation de Fourier appliquée au système (3.2),(3.3) donne :



v̂t − iξû− ŷ = 0,

ût − iξv̂ = 0,

ẑt − iξŷ = 0,

ŷt − iξẑ + v̂ + αŷ = 0,

(3.5)

3.2 Calcul de l’énergie :
Lemme. 10 :

Soit (v̂, û, ẑ, ŷ) la solution de système (3.5), on définit l’énergie Ê (ξ, t) associé au système

(3.5), pour tout t ≥ 0 on a :
dÊ (ξ, t)

dt
= −α|ŷ|2, (3.6)

Avec :

Ê (ξ, t) =
1

2
(|v̂|2 + |û|2 + |ẑ|2 + |ŷ|2) = 1

2
|Û(ξ, t)|2 (3.7)

Démonstration. En multipliant les quatre équations de (3.5) par ¯̂v, ¯̂u, ¯̂z et ¯̂y respectivement,on

obtient : 

Re(¯̂vv̂t)− Re(iξ ¯̂vû)− Re(¯̂vŷ) = 0, (1)

Re(¯̂uût)− Re(iξ ¯̂uv̂) = 0, (2)

Re(¯̂zẑt)− Re(iξ ¯̂zŷ) = 0, (3)

Re(¯̂yŷt)− Re(iξ ¯̂yẑ) + Re(¯̂yv̂) + Re(α¯̂yŷ) = 0, (4)

(3.8)

En combinant (1), (2), (3) et (4) on trouve la relation suivante :
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1

2

d

dt

(
|v̂|2 + |û|2 + |ẑ|2 + |ŷ|2

)
+ α|ŷ|2 = 0,

dÊ (ξ, t)

dt
= −α|ŷ|2,

D’où Ê (ξ, t) = 1
2
(|v̂|2 + |û|2 + |ẑ|2 + |ŷ|2 ),

D’où le résultat.

3.3 Résultats principaux
Proposition. 8 :

Soit Û(ξ, t) la solution du système (3.5), Pour tout t ≥ 0 et ξ ∈ R, on a l’estimation

suivante :

|Û(ξ, t)|2 ≤ Ce−cρ(ξ)t|Û(ξ, 0)|2, (3.9)

Avec ρ(ξ) = ξ2

(1+ξ2)2
, et C , c sont deux constants positive.

Démonstration. La preuve de la proposition (8), sera donnée à travers plusieurs lemmes.

Lemme. 11 :

Soit Û = (v̂, û, ẑ, ŷ) la solution du système (3.5), on définit la fonction F̂ (ξ, t) par :

F (ξ, t) = Re(iξv̂û+ iξŷẑ), (3.10)

alors, on a :
dF (ξ, t)

dt
+ ξ2 (|û|2 + |ẑ|2)− ξ2 (|v̂|2 + |ŷ|2)

= Re(iξŷû)− Re(iξv̂ ¯̂z)− Re(αiξŷ ¯̂z),
(3.11)

et pour tout ϵ1 > 0 on a l’estimation suivant :

dF (ξ, t)

dt
+ (1− ϵ1)ξ

2|û|2 + (1− ϵ1)ξ
2|ẑ|2

≤ C(ϵ1)(1 + ξ2)(|v̂|2 + |ŷ|2),
(3.12)

Démonstration. En multipliant la première équation de (3.5) par iξ ¯̂u on obtient :

Re(iξûv̂t) + ξ2|û|2 − Re(iξûŷ) = 0, (3.13)

43



COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE D’UN SYSTÈME DE TYPE TIMOSHENKO
DANS UN DOMAINE NON BORNÉE :

et en multipliant la deuxième équation par −iξ ¯̂v on obtient :

Re(−iξv̂ût)− ξ2|v̂|2 = 0, (3.14)

l’addition des deux équations (3.13) et (3.14) donne :

d

dt
Re(iξ(v̂û) + ξ2|û|2 − ξ2|v̂|2 − Re(iξŷû) = 0. (3.15)

de même, en multipliant la troisième équation de (3.5) par −iξ ¯̂y on obtient :

Re(−iξẑt ¯̂y)− ξ2|ŷ|2 = 0, (3.16)

et la quatrième équation de (3.6) par iξ ¯̂z on obtient :

Re(iξŷt ¯̂z) + ξ2|ẑ|2 +Re(iξv̂ ¯̂z) + Re(αiξŷ ¯̂z) = 0, (3.17)

l’addition des deux dernières égalités(3.16)-(3.17) on obtient :

d

dt
Re(iξŷẑ) + ξ2|ẑ|2 − ξ2|ŷ|2 +Re(iξv̂ ¯̂z) + Re(αiξŷ ¯̂z) = 0, (3.18)

en combinant les égalités (3.15) et (3.18) on obtient :

d

dt
Re(iξ(v̂û+ ŷẑ)) + ξ2(|û|2 + |ẑ|2)− ξ2(|v̂|2 + |ŷ|2)− Re(iξŷû) + Re(iξv̂ ¯̂z) + Re(αiξŷ ¯̂z) = 0,

i.e
dF (ξ, t)

dt
+ ξ2 (|û|2 + |ẑ|2)− ξ2 (|v̂|2 + |ŷ|2)

= Re(iξŷû)− Re(iξv̂ ¯̂z)− Re(αiξŷ ¯̂z).
(3.19)

Avec

F (ξ, t) = Re(iξv̂û+ iξŷẑ). (3.20)

On applique l’inégalité de Young ,au deuxième membre de l’équation (3.19), on obtient :

dF (ξ, t)

dt
+ ξ2 (|û|2 + b|ẑ|2)− ξ2 (|v̂|2 + |ŷ|2)

≤ ϵ1ξ
2 (|û|2 + |ẑ|2) + C(ϵ1)(|v̂|2 + |ŷ|2) pour tout ϵ1 > 0.

44



COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE D’UN SYSTÈME DE TYPE TIMOSHENKO
DANS UN DOMAINE NON BORNÉE :

ceci implique que :
dF (ξ, t)

dt
+ (1− ϵ1)ξ

2|û|2 + (1− ϵ1)ξ
2|ẑ|2

≤ C(ϵ1)(1 + ξ2)(|v̂|2 + |ŷ|2).

Ce qui termine la démonstration du lemme(11).

Lemme. 12 :

Soit Û = (v̂, û, ẑ, ŷ) la solution du système (3.5), on définit la fonction K (ξ, t) par :

K (ξ, t) = Re(¯̂vŷ − ¯̂uẑ), (3.21)

alors, on a :
d

dt
K (ξ, t) + |v̂|2 − |ŷ|2 = −Re(αŷ¯̂v), (3.22)

et pour tout ϵ2 > 0 on a l’estimation suivant :

dK (ξ, t)

dt
+ (1− ϵ2) | v̂ |2≤ C(ϵ2) | ŷ |2 . (3.23)

Démonstration. En multipliant la première équation de (3.5) par ¯̂y,et la quatrième équation

par ¯̂v, on obtient :

Re(¯̂yv̂t)− Re(iξ ¯̂yû)− | ŷ |2= 0, (3.24)

et

Re(¯̂vŷt)− Re(iξẑ ¯̂v)+ | v̂ |2 +Re(αŷ¯̂v) = 0, (3.25)

l’addition des deux équations (3.24) et (3.25), donne :

d

dt
Re(¯̂vŷ)− | ŷ |2 + | v̂ |2 −Re(iξ ¯̂yû)− Re(iξẑ ¯̂v) + Re(αŷ¯̂v) = 0. (3.26)

De même, en multipliant la deuxième équation de (3.5) par −¯̂z, on obtient :

Re(−¯̂zût) + Re(iξ ¯̂zv̂) = 0, (3.27)

et la troisième équation de (3.5) par ¯̂u on obtient :

Re(−¯̂uẑt) + Re(iξ ¯̂uŷ) = 0, (3.28)

l’addition des deux dernières égalités(3.27)-(3.28), donne :
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d

dt
Re(−¯̂uẑ) + Re(iξ ¯̂zv̂) + Re(iξ ¯̂uŷ) = 0, (3.29)

En combinant les égalités (3.26) et (3.29), on obtient :

d

dt
Re(¯̂vŷ − ¯̂uẑ)− | ŷ |2 + | v̂ |2 +Re(αŷ¯̂v) = 0, (3.30)

ceci implique que :
d

dt
K (ξ, t) + |v̂|2 − |ŷ|2 = −Re(αŷ¯̂v), (3.31)

avec

K (ξ, t) = Re(¯̂vŷ − ¯̂uẑ). (3.32)

L’inégalité de Young implique que pour tout ϵ2 > 0 on a :

dK (ξ, t)

dt
+ (1− ϵ2) | v̂ |2≤ C(ϵ2) | ŷ |2, (3.33)

ce qui termine la démonstration du lemme (12).

On définit la fonction Lyapunov L (ξ, t) par :

L (ξ, t) = N Ê (ξ, t) +
ξ2

1 + ξ2
F (ξ, t) + γK (ξ, t) (3.34)

telle que γ et N sont des constantes positives avec N suffisamment grand.

Lemme. 13 :

Pour N > 0, assez grand, il existe deux réels positifs β1 et β2 vérifiant :

β1(1 + ξ2)Ê (ξ, t) ≤ L (ξ, t) ≤ β2(1 + ξ2)Ê (ξ, t). (3.35)

Autrement dit , les fonctions Ê et L sont équivalentes.

Démonstration. On a :

| L (ξ, t)−N Ê (ξ, t) | =| F (ξ, t) + γK (ξ, t) |,

=| Re(iξv̂ ¯̂u) + Re(iξŷ ¯̂z) + γ Re(iξ ¯̂vŷ)− γ Re(iξ ¯̂uẑ) | .
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A l’aide de l’inégalité de Young, on a :

| L (ξ, t)−N Ê (ξ, t) |≤ C(γ)(1 + ξ2)(| v̂ |2 + | û |2 + | ŷ |2 + | ẑ |2).

ceci implique que :

(N − C(γ))(1 + ξ2)Ê (ξ, t) ≤ L (ξ, t) ≤ (N + C(γ))(1 + ξ2)Ê (ξ, t).

on prend N très grand , pour β1 = N − C(γ) et β2 = N + C(γ) , on a l’inégalité (3.35) ce qui

termine la démonstration du lemme (13) .

Maintenant, nous somme prêts à prouver la proposition (8) .

Regroupant les dérivées des fonctions Ê ,F , et K on utilisant les équations (3.6),(3.12) et

(3.23) on trouve :

dL (ξ, t)

dt
+N(α|ŷ|2) + (1− ϵ1)

ξ2

1 + ξ2
|û|2 + (1− ϵ1)

ξ2

1 + ξ2
|ẑ|2 − C(ϵ1)(|v̂|2 + |ŷ|2)

+γ
(
(1− ϵ2) | v̂ |2 −C(ϵ2) | ŷ |2

)
≤ 0,

i.e
dL (ξ, t)

dt
+
(
γ(1− ϵ2)− C(ϵ1)

)
| v̂ |2 +(1− ϵ1)

ξ2

1 + ξ2
|û|2

+(1− ϵ1)
ξ2

1 + ξ2
|ẑ|2 +

(
Nα− C(ϵ1, ϵ2, γ)

)
|ŷ|2 ≤ 0.

(3.36)

;

• On choisit ϵ1 et ϵ2 assez petits telle que :

ϵ1 < 1 et ϵ2 < 1 ,

• On choisit γ pour que :

γ >
C(ϵ1)

1− ϵ2
,

• Finalement on choisit N assez grand pour que :

N >
C(ϵ1) + γC(ϵ2)

α
.

Par conséquent, pour un certain β0 > 0, on a :

dL (ξ, t)

dt
+ β0{| v̂ |2 + | ŷ |2 + ξ2

1 + ξ2
| û |2 + ξ2

1 + ξ2
| ẑ |2} ≤ 0, (3.37)

47



COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE D’UN SYSTÈME DE TYPE TIMOSHENKO
DANS UN DOMAINE NON BORNÉE :

L’équation (3.37) s’écrit aussi :

dL (ξ, t)

dt
+ β0W (ξ, t) ≤ 0, ∀t ≥ 0, (3.38)

avec

W (ξ, t) =| v̂ |2 + | ŷ |2 + ξ2

1 + ξ2
| û |2 + ξ2

1 + ξ2
| ẑ |2 . (3.39)

D’autre part, a partir de l’équation (3.7) et l’équation (3.39),on en déduit que :

W (ξ, t) ≥ α0
ξ2

1 + ξ2
Ê (ξ, t). ∀t ≥ 0, (3.40)

Les estimations (3.7),(3.35)et(3.40),donne :

dL (ξ, t)

dt
≤ −β0W (ξ, t),

≤ −β0α0
ξ2

1 + ξ2
Ê (ξ, t),

ceci implique que :
dL (ξ, t)

dt
≤ β0α0

β2

(ξ2

1 + ξ2)2
L (ξ, t), (3.41)

Une intégration simple de l’équation (3.41) par rapport a t, mène a :

L (ξ, t) ≤ Ce−cρ(ξ)tL (ξ, 0), (3.42)

Alors l’inégalité (3.35) et l’estimation (3.42) implique que :

| Û(ξ, t) |2= Ce−cρ(ξ)t | Û(ξ, 0) |2, (3.43)

avec ρ(ξ) = ξ2

(1 + ξ2)2
.

Ce qui termine la démonstration du proposition(8) .
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3.4 Taux de décroissance de la solution
Théorème. 10 :

Soit s un entier positif, et on suppose que :

U0 = (v0, u0, z0, y0) ∈ Hs(R) ∩ L′
(R),

Alors la solution U = (v, u, z, y) du système (3.8)vérifier l’estimation suivante :

‖ ∂kxU(t) ‖L2≤ C(1 + t)−(2k+1)�2 ‖ U0 ‖2L1 +C(1 + t)−l ‖ ∂k−lx U0 ‖2L2 . (3.44)

ou k et l sont des entier positives satisfaisant k + l ≤ s et c une constante positive.

Démonstration. La preuve du théorème est basée sur la proposition (8).

Utilisant le théorème de Plancherel, et l’estimation (3.9), ona :

‖ ∂kxU(t) ‖22 =
∫
R
| ξ |2k| Û(ξ, t) |2 dξ,

≤
∫
R
| ξ |2k e−cρ(ξ)t | Û(ξ, 0) |2 dξ,

(3.45)

on remarque que ρ(ξ) dépend du comportement de ξ donc on a : ρ(ξ) ≥ c1ξ
2 si | ξ |≤ 1,

ρ(ξ) ≥ c1ξ
−2 si | ξ |≥ 1,

(3.46)

telle que c1 et c2 sont des constantes positives.

Donc, on écrit (3.45) comme suit :

‖ ∂kxU(t) ‖22 = C

∫
|ξ|≤1

| ξ |2k e−cρ(ξ)t | Û(ξ, 0) |2 dξ +
∫
|ξ|≥1

| ξ |2k e−cρ(ξ)t | Û(ξ, 0) |2 dξ,

= I1 + I2.

(3.47)

• Pour | ξ |≤ 1 :

I = C

∫
|ξ|≤1

| ξ |2k e−cρ(ξ)t | Û(ξ, 0) |2 dξ ≤ C ‖ Û0 ‖2∞
∫
|ξ|≤1

| ξ |2k e−cξ2tdξ, (3.48)
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utilisant l’inégalité
∫ 1

o

| ξ |σ e−cξ2tdξ ≤ C(1 + t)−(σ+1)�2, on en déduit que :

I ≤ C ‖ U0 ‖21 C(1 + t)−(2k+1)�2, (3.49)

• pour | ξ |≥ 1 :
I2 = C

∫
|ξ|≥1

| ξ |2k eρ(ξ)tdξ,

= C

∫
|ξ|≥1

| ξ |2k e−cξ−2tdξ,

≤ CSup
(
| ξ |−2l e−cξ

−2t
)∫

|ξ|≥1

| ξ |2(k+l) dξ.

(3.50)

D’autre part, utilisant l’inégalité :

sup
|ξ|≥1

{
| ξ |−2l e−cξ

−2t
}
≤ (1 + t)−l. (3.51)

On en déduit que :

I2 ≤ C(1 + t)−l ‖ ∂k−lx U0 ‖22 . (3.52)

En combinat (3.49) et (3.52) dans (3.47) on obtient :

‖ ∂kxU(t) ‖L2≤ C(1 + t)−(2k+1)�2 ‖ U0 ‖2L1 +C(1 + t)−l ‖ ∂k−lx U0 ‖2L2 .

Ce qui termine la démonstration du théorème(10) .
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CONCLUSION

Dans ce travail, on a considéré le système de Timoshenko suivant : φtt − (φx + ψ)x = 0,

ψtt − ψxx + (φx + ψ) + α(t)ψt = 0,

On a utilise le théorème de lax-Miligram et Hille-yosida pour montrer l’existence et l’unicité

de la solution, et par la méthode de multiplicateur, on a montré la stabilité exponentielle de

l’énergie de ce système dans Ω = (0, 1) ; En suite, on a étudié le taux de décroissance de la

solution de ce système dans Ω = R .par la méthode de l’énergie dans un espace de Fourier.
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