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Résumé

Ce mémoire est divisé en trois chapitres fondamentaux. Le premier chapitre est consacré
aux théorémes et notions de base du calcul fractionnaire. Le deuxiéme chapitre est dédié a I’étude
de l'existence des solutions positives pour les équations différentielles fractionnaires non-linéaires
avec des conditions aux limites fractionnaires non-locales et intégro-différentielles dans un domaine
non-borné par le bais du théoréme de I’alternative non-linéaire de Leray-Schauder. Le dernier cha-
pitre se focalise sur un modéle mathématique dédié au traitement du cancer par radiothérapie, ce
dernier utilise la dérivée fractionnaire de Hadamard, il s’agit d’examiner 'existence et 1'unicité de

la solution.

Mots clés : Fonction Gamma d’Euler, Fonction Béta d’Euler, Intégral fractionnaire de Riemann,
Dérivée fractionnaire de Riemann, Intégral fractionnaire de Hadamard, Dérivée fractionnaire de

Hadamard, probléme fractionnaire non linéaire.
Abstract

This work is divided into three fundamental chapters. The first chapter is devoted to theo-
rems and basic concepts of fractional calculus. Then the second chapter studied the existence of
positive solutions for nolinear fractional differential equations with nolocal fractional boundary
conditions and integro-differential in unbounded domain by Leray-Schauder’s nolinear alternative
theorem. The last chapter deals with a mathematical model dedicated to cancer treatment by
radiotherapy, by the use of Hadamard’s fractional derivative, it involves examining the existence

and uniqueness of the solution.

Keywords : Euler Gamma Function, Euler Beta Function, Riemann Fracional Integral, Rie-
mann Fractional Derivative, Hadamard Fracional Integral, Fractional Devirative of Hadamard,

Nonlinear Fractional problem.
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Notations

I'() := fonction Gamma d’Euler.
B(-,-) := fonction Béta d’Euler.

I? := L’integral fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre a.

RLpo .= La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre a.
H* .= L’integral fractionnaire au sens de Hadamard d’ordre a.

HD* .= La dérivée fractionnaire au sens de Hadamard d’ordre a.

_4d
Cdt

1
L'0,1] := {u : [0,1] — R est mesurable on [0, 1] et / lu(t)| < oo}
0

D

C¥la,b] := {u:[0,1] = R; u a des derivées continues d’ordre k }.
Cla,b] := C°a, b].

C(Q) :={u:QC X — X; u est continue on Q}.
_ - supre, LMD L .
X ={ueC(JR): Suprer ] tail} espace de fonctions.

J =10, +00).



Introduction

Le calcul fractionnaire est devenu trés populaire, I'une des raisons de sa popularité est du au
comportement non local des opérateurs d’ordre fractionnaire contrairement aux opérateurs d’ordre
entier. Cette propriété est a ’origine de I'utilisation de la modélisation fractionnaire en prenant en
compte les notions du calcul fractionnaire. Les exemples incluent diverses disciplines scientifiques
et techniques. De plus les résultats de certaines expérimentations indiquent que les opérateurs
intégraux et dérivées d’ordre fractionnaire possédent certaines caractéristiques liées aux systémes
complexes ayant une mémoire longue dans le temps. Les problémes de valeur aux limites des
equations différentielles d’ordre fractionnaire ont fait 'objet de recherches approfondies au cours
des derniéres années et divers résultats sur le sujet ont été établis.

Dans ce mémoire nous étudions une classe de problémes d’équations différentielles fractionnaires
avec des conditions aux limites non locales sur un domaine non-borné. Précisément, nous consi-

dérons le probléme suivant

Du(t) + f(t,u(t)) =0, 1<a<2teJ=]0,+00),
I*~u(0) = 0,
D ly(4o00) = A% tu(n), 0<\,n <.
Il est bien connu, que le cancer est I'un des maladies mortelles du siécle dernier. Des traitements
ont été préconisés sous différentes formules, plus exactement, il y a quatre types de traitements
conventionnels du cancer a savoir : la chirurgie, la chimiothérapie, la radiothérapie et 'immuno-
thérapie.
Le troisiéme chapitre sera consacré au traitement par radiothérapie, qui est I'un des plus impor-
tants types de traitement contre le cancer. Le but est d’éliminer les cellules cancéreuses par le
rayonnement.
La prolifération des cellules cancéreuses sont ciblées. Toutefois, la reproduction des cellules nor-
males environnantes est affectée lorsque les cellules cancéreuses sont exposées au rayonnement.
La modélisation mathématique est trés importante pour analyser les problémes du monde réel

afin de trouver des méthodes de qualités
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Bilostotski, a fourni un modele représentant l'interaction entre les cellules normales et cancéreuses.
Le rayonnement d’entré dans le corps est d'une grande importance et se produit de quatre types
différents, motivé en particulier par 'un de ces travaux, le troisiéme chapitre s’intéresse a 1’exis-
tence de solutions pour la dérivée fractionnaire au sens de Hadamard, concrétement nous étudions
le systéme suivant d’équations différentielles fractionnaires puis le traitement du cancer, le modéle

est donné par
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1.1 Préliminaires en calcul fractionnaire

1.1.1 La fonction Gamma

Une des fonctions de base du calcul fractionnaire®, la fonction Gamma I'(2) qui généralise le

factoriel, n!.

Definition 1.1.1 La fonction Gamma (I') est définie comme suit :

I'(a) = /0 ety (1.1)

Theoreme 1.1.1 La fonction I'(«) est convergente pour Re(a) > 0. ]

Exemple 1.1.1 En évaluant T’ (%) par définition 1.1.1

1 oo 1
ri=)= —e tdt.
(2) / NG

puis on utilise le changement de variable suivant t = s?,

dt = 2sds,
ol
1 oo
r (—) = / —e %" 9sds
2 0o S
+o00 5
2/ e % ds.
0

Calculer [F (%)]2, on trouve

G -

pour

z=1rcosf T
, T € |:O,+OO |:,0€ [O,§:|

s =rsinf

1. Léonarde Euler (1707-1783) c’était un Suisse mathématicien, physicien, astronome, logicien et ingénieur
qui a des importants et influents découverts dans de nombreuses branches des mathématiques, comme le calcul
infinitésimal et la théorie des graphes, tout en mettant a contribution innovatrice a plusieurs branches telles que

la topologie et la théorie analytique des nombres
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on va obtenir

2] T>® s
r 2
— 4 —62 ] do
o Vo
= 7
1
Quelques propriétés de la fonction Gamma
Les propriétés basiques de la fonction Gamma :
1. La fonction I'(«) vérifie la propriété suivante :
Fa+1) =al(a). (1.2)
Puis on a
Ma+1) = / e "tdt = — [e_tta];o + a/ e 't ldt = al'(a). (1.3)
0 0

2. La suite des valeurs particuliéres pour la fonction I' peut étre utile pour finir le calcul :

I'(n+1) =nl,
()

,1
R
w4,
~—
I

ol i
R

DN o

—
VR
SR
N—
I
w
-
)

1.1.2 La fonction Béta

Definition 1.1.2 La fonction Béta d’Euler est définie par :

1
Blp.q) — / (1 — 1) d,
0

ol

Re(p) > 0 et Re(q) > 0.
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Quelques propriétés de la fonction Béta

Les propriétés basiques de la fonction Béta sont :

1. Pour tout Re(p) > 0 and Re(q) > 0, on a:

B(p,q) = B(q,p).

Puis on utilise le changement de variable suivant t =1 — s

1 0 1
B(p,q) = / tp_l(l — ) ldt = —/ (1-— s)p_lsq_lds = / sq_l(l — s)p_lds = B(q,p).
0 1 0

2. Pour tout Re(p) > 0 and Re(q) > 0, qui vérifié I'identité :

L'(p)L'(q)

Blp.g)= T(p+aq)

Puis on utilise la définition 1.1.1 on obtient

F(p)F(q):/ e_ttp_ldt/ e_ssq_lds:/ / 6_(t+s)t”_13q_1dtd$:/ / F(t, s)dtds.
0 0 o Jo o Jo

Maintenant, nous appliquons le changement de variables t = zy = ¢(z,y) et s = x(1—y) =
W (z,y) pour cette intégral double.
Notons quet+s=zet que) <t <ocet < s <ooimpliqueque ) <z <ocet<y<l.

Le Jacobien de cette transformation est

96 9¢

Yy i

Puis > 0 nous conclurons que
dtds = |Jac|dzdy = xdxdy.
Donc on a

/ F(d(a, ), ¥z, y))| Jacldedy
0

o\c\

/ e TP Pt (1 — )T adady
0

o0

— —:cherq 1dx/ ypil(l _ y)q’ldy
0

(p+q)B(p,q).

I
’10
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1.1.3 L’opérateur intégral et différentiel de Riemann-Liouville

Definition 1.1.3 Soit u(t) une fonction continue, pour tout Re(a) > 0, l'intégral frac-

tionnaire d’ordre o au sens de Riemann ®Liowville® est définie :

ITu(t) = ﬁ/ (t — 5)* tu(s)ds, —oo<a<t<oo. (1.4)

a. B. Riemann (1826-1866) c’était un mathématicien Allemand qui a fait des contributions a I’analyse,

la théorie des nombres et de la géométrie différentielle.

b. J. Liouville (1809-1882)c’était un mathématicien frangais, connu par son travail dans l'analyse, la

géométrie différentielle et la théorie des nombres.

Exemple 1.1.2 Nous considérons la fonction u(t) = (t — a)” et nous allons calculer son intégral

d’ordre o ou Re(a) > 0

& —aﬁzL t —5)* (s —a)’ds
-0 = s [ = ) (15

Nous supposons le changement de variable s = a + (t — a)T on obtient :
ds = (t — a)dr,
s=a=—717=0,

s=t—>71=1.

Alors
ot —a)’ = FL/ (t—a+(t—a)r)* Ya+ (t — a)r — a)’(t — a)ds
= FL/ (t—a)* ' (1 =7)"'(t —a)’TP(t — a)dr
_ ¢ _F(a;+ﬂ/o (1—7)'7%dr
- (Egr)(a(+ﬁ+)1)(t a)*™”
= %(t—a)a” (1.6)

Corollaire 1.1.1 Soit u une fonction continue de deuz variables (s, z), nous avons la prochaine

égalité de Dirichlet?

t s t t
//u(s,z)dzds:/ / u (s, z)dsdz.

2. J.P.G.L. Dirichlet (1805-1859) c¢’était un mathématicien Allemand qui a fait des profondes contributions a

la théorie des nombres et la théorie des séries de Fourier et d’autre sujets d’analyse mathématique.
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Si u ne dépend pas de s, mais sur z seulement (voir le domaine d’intégration dans la figure 1.1) :

// dzds—// dsdz_/:u(z)/:dsdz .
- [w@-2a Y

Lorsque la durée indéterminée de la limite de l'intégration vient d’abord, (1.7) devient ( Figure 1.1

/ / 2) dzds = / / sz = [ u(e) [ asa: .

- [ -t

[

a / Tt a

FIGURE 1.1 — Gauche : le domaine d’intégration de (1.7); droite : le domaine d’intégration de

(1.8)

Definition 1.1.4 Soit m — 1 < a <m avec m € N\ {0}, on appelle dérivée d’ordre o

au sens de Riemann-Liouville la fonction définie par

(FDE f) (a) = (%)m (" f) (2)] . (19

Exemple 1.1.3 On calcule la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville de
fz) = (z —a)’
RLDa(x _ a)ﬁ — i " [Imfa(az _ a)ﬁ} )
“ dx

On a vu lexpression de ["intégrale d’ordre o de cette fonction ,donc pour ’ordre m — o on obtient

m—a _ 1(6+ 1) m—a
Ia (x_a)ﬁ_f‘(ﬁjtl—i—m—a)(m_a)/ﬂ )
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alors
L e d\" L(B+1 I
pite=0’ = () [reram=me 0]
I'(B+1 d\" m—a
T T(B +<1 + m)— a) (%) (&~ a)’
_ I'B+1) F(B—l—m—a—l—l)(x_a)ﬂ_a
rg+14+m—-a) I'(B—a+1)
= _LB+1) (x —a)’@.
I'—a+1)
Car

(%)m(l’—a)mma:(5+m—&)(ﬁ+m—a—1))...(ﬁ+m_a_(m_l))(x_a)ﬁa

(B+m—a)!

:(6+m—a—m)!(x_a)ﬁia
_IB+m—a+1) ba
- I'(B—a+1) (x—a)
(1.10)
RL ya _ B+ —a
= Da(x—a)ﬁ—m(x—a)ﬁ . (1.11)

Exemple 1.1.4 Maintenant,on aura la dérivée d’ordre o d’une fonction constante, d’aprés [’exemple

précédent, on prendre B =0 on obtient

T(0+1)

f0—a+n &~ a)’

DY (x —a)® =" Dg1 =

RLpat = (x —a)™®. (1.12)

I(a+1)

Ce qui veut dire que la dérivée d’une constante au sens de Riemann-Liouville n’est pas nulle.

1.1.4 L’opérateur intégral et différentiel de Hadamard

Definition 1.1.5 Soit w wune fonction continue sur [a,b] a wvaleurs dans R avec
0<a<b< ooeta>0. Liwntégrale fractionnaire d’ordre o au sens de Hadamard de u

est définie par

[fu(x) = ﬁ /: (111 %)a_l @dt; a<x<b, (1.13)

ou I' est la fonction Gamma d’Fuler.
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Quelques propriétés

Proposition 1.1.1 Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] a valeurs dans R.

VA, € R,Va>0ona:

I3 (A f () + Aag(@) = MG fz) + Aol g(z).
Proposition 1.1.2 Soit f : [a,b[— R une fonction continue, f € LP(]a,b]).
Va,8€RY, on a :
LI f(x) = 1777 f (@)

= 1,13 f(2).

(1.14)

Preuve

Vo, € R} ona:

1% f(2) = m/ /: (mf)‘“ (mé)ﬁ_l f(s)%%. (1.15)

On remarque que :
a<t<czx

et a <s <t

Donc, on prend s <t < x.

Puis, on pose le changement de variable :

(1.16)

On obtient alors :
1 e A A dt| ds
7B _ i v at| as
IS f(x) REORE) /a [/s (ln t) (111 s) f(s) ; ] < (1.17)
On remplace (1.16) dans (1.17), on obtient :

f; (In z)a_l (lnt)ﬁ_l fls)% = fol Iz —ynZ—1In s}a_l [yInZ +Ins — log 5]6_1
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égalité (1.15) devient :

De la méme maniére, on trouve :

LI f(x) = I f ().

D’ou la résultat.
||

Exemple 1.1.5 :
Soient a >0, >0 et f(t) = (In (%))ﬁil

I f(t) = % (m (2)>a+ﬁ_l. (1.18)

En effet,

I (m (2))5_1 - ﬁ /at (m 2) " (m 2)61 %. (1.19)

Effectuant le changement de variable

2w = 82 ;; . (1.20)
Alors (1.19) devient a
I%(In t . = —(ln ﬁ)aw_l 1(1 — ) (1.21)
a ING) 0

En utilisant la définition (1.5) et la propriété (1.4) on aboutit a :

rp) =S ()

(c a
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Definition 1.1.6 Soit f une fonction continue sur [a,+00) a4 valeurs dans R avec av > 0

d
eta<b<oo, d=x—.
dx

La dérivation fractionnaire au sens de Hadamard de la fonction f est définie par :

DS f(x) =o0"I“f(x)

_ (xd%) = () (1.22)

Oun—1<a<n,n=la]+1.

Une des propriétés importantes qui lie la dérivée fractionnaire au sens de Hadamard avec I'intégrale

fractionnaire de Hadamard est la suivante :

Proposition 1.1.3 Pour a >0 et f € Cla,b], on a

DI f(t) = f(¢). (1.23)
La propriété (1.23) signifie que l'opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Hadamard

est un inverse gauche de l'opérateur d’intégration fractionnaire au sens de Hadamard du méme

ordre.

1.2 Notions de topologie et d’analyse fonctionnelle

1.3 Critére de compacité

Dans cette section, nous rappelons quelques éléments de base liés a la théorie de compacité.

Pour cela, soient (E, ||.||z) et (F, ||.||z) deux espaces de Banach et € C E une partie non vide.

Definition 1.3.1 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé et complet.

Definition 1.3.2 On dit qu’un espace vectoriel normé est complet si toute suite de

Cauchy est convergente dans cet espace .




1.3. Critére de compacité

14

Definition 1.3.3 Soit une suite (U,), € N dans un espace normé (E,|| . ||) est dite de
Cauchy si :
Ve>0,INeNVp,g>N, |U,-U, ||<e.

Definition 1.3.4 Soient E et F' deux espaces de Banach. On dit que 'opérateur continu
T est complétement continu s’il transforme tout borné de E en une partie relativement

compacte de F'.

Definition 1.3.5 On dit que l'opérateur linéaire T est compact de E dans F', si T est
continu et que toute partie bornée de E est transformée en une partie relativement compact

de F'.

Definition 1.3.6 Fquicontinuité
Soit (f,) une famille de fonctions définies sur l'intervalle I a valeurs dans R.

On dit que la suite (f,) est équicontinue si :

Ve el,Ve>0,30 >0 tels que Vn e NVy € 1: |z —y| <0 = |fulz) — fuly)| < ¢

Definition 1.3.7 Soit X un ensemble quelconque et soit A une application de X dans
lui méme.

On appelle point fixe de A tout point x € X, tel que : Ax = .

Definition 1.3.8 Soit (E,|.|| ) un espace vectoriel normé, une application A : E — E

est dite contractante s’il existe un nombre K € [0.1] tel que pour tout z,y € E, on a :

[A(z) = Ay)ll < Kllz = yl|.

Definition 1.3.9 Soit D C I X E ou E est un espace normé. On dit qu’une application f
est lipschitzienne par apport a la deuxiéme variable sur D si :

il existe une constante K > 0 telle que : V(t,z) € D,¥(t,y) € D

I f({t2) = fty) le< Kz =y e

St k < 1, alors f est contractante.
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1.3.1 Opérateurs compacts

Definition 1.3.10 Une application f : Q — F' est dite compacte si et seulement si

1. f est continue

2. f (ﬁ) est un compact.

D’autre part, on vérifie sans peine que tout opérateur linéaire borné, envoie un ensemble
relativement compact dans un ensemble relativement compact. Donc la propriété de compacité
est généralement plus forte que la continuité ; par exemple, 'opérateur identité défini sur un espace
de dimention infinie, n’est pas compact, puisqu’il envoie la boule unité dans elle méme, or celle-ci

n’est pas compacte.

Definition 1.3.11 Une application f : Q) — F est dite complétement continue si et seule-

ment st

1. f est continue

2. pour tout B C Q) borné = f (B) est compact .

Remarque 1.3.1 Si f est linéaire, alors f complétement continue < f compacte.

1.3.2 Critére de compacité dans C([a,b]; R)

Definition 1.3.12 On dit qu’une fonction d’un sous-ensemble M C C([a,b];R) est uni-
formément bornée, s’il existe une constante ¢ > 0 telle que |x(t)| < ¢ pour tout x de M et

quel soit t € [a, b].

Definition 1.3.13 On dit qu’une fonction d’un sous-ensemble M C C([a,b];R) est équi-
continue, st pour tout € > 0, il existe 6 > 0 dépendant uniquement de ¢, tel que pour tous
t1,ts € [a,b] satisfaisant a l'inégalité |t; — to| < § et pour toute fonction x de M l'on ait

2 (t) — z (t)] < &

Le Théoréme suivant est généralement utilisé pour prouver la compacité d’un opérateur 7'.

Theoreme 1.3.1 (Théoreme d’Ascoli-Arzela). Soit M C C([a,b];R), M est relativement

compact (i.e M est compact) si et seulement si :

1. M est uniformément borné.

2. M est équicontinu.
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Remarque 1.3.2 Le théoréeme d’Arzela-Ascoli ne peut étre appliqué a ’espace de Banach C([a, +o0[; R),
ceci étant di au fait que Uintervalle [0, +o0[ n'est pas compact. Le critére de compacité de Cordu-

neanu nous sera utile pour contourner ce probléme.

Soit I'espace de Banach suivant

Ci([0, +o0[,R) = {y € C([0,4[,R) : lim y(t) existe}

t——+o0

Theoreme 1.3.2 Soit M C Ci([0,+o0[,R). Alors M est relativement compact dans

Ci([0, 400, R) si les conditions suivantes sont satisfaites :

(a). M est uniformément bornée dans C)([0, +oo[,R)

(b). Les fonctions appartenant a M sont presque équicontinues sur [0, +oo[; i.e., équi-

continues sur chaque intervalle compact de [0, +00].

(c). Les fonctions de M sont equiconvergentes; i.e., Pour tout € > 0, il existe une
constante T'(e) > 0 telle que
lz(t) — 1| <e

pour tout t > T'(e) et x € M.

A partir du théoréme ci-dessus nous avons déduit le résultat suivant

Soit I'espace de Banach suivant

t
E= uEC([O,+oo[,R):supM<+oo ,2<a<3
teg 1+t>1

Lemme 1.3.1 [/ Soit M C E un ensemble borné. Alors M est relativement compact

dans E si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. Pour toutue M, t — 1ft(i)_1 est équicontinu sur tout intervalle compact [0, 400].

2. Pour tout € > 0, il existe une constante T =T (g) > 0 telle que

u(ty)  u(ta)
T+t 14+t

pour tout t1,ts > T et u(t) € M.
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1.4 Quelques théorémes de points fixes

17

Theoreme 1.4.1 Contraction de Banach
Soit E un espace de Banach et A : E — E est un opérateur contractant. Alors, il existe

un unique point fite v € E tel que Ar=x.

Theoreme 1.4.2 voir [/] Leray-Schauder (Alternative mon linéaire) Soit C un
sous ensemble convexe d’un espace de Banach, et soit U un sous ensemble ouvert de C' et
0 € U. Alors, toute fonction N tel que N : U — C' complétement continue a au moins
une des deux propriétés suivantes :

(1)- N a un point five dans U.

(2)- 1l existe x € Ou et A € (0.1) tel que : v = ANx.
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Probléme Non Linéaire D’équations Différentielles Fraction-

naires Sur Un Domaine Non Borné

Les problemes différentiels & conditions non-locales dans des domaines non-bornés ont été
abordés par plusieurs auteurs.
Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’étude d’un probléme différentiel d’ordre fractionnaire
avec des conditions initiales non-locales dans un domaine non-borné. Ce chapitre est structuré
comme suit :
Dans la premiére section, nous étudions l'existence et 'unicité de solution. Nous montrons a
I’aide de lemme 2.2.3 et de théoréme de ’alternative non-linaire de Leray-schauder 1.4.2, que sous
certaines hypothéses nous obtiendrons l'existence et 1'unicité d’une solution pour notre probléme.
Dans la deuxiéme section, et par ’application de méme théoréme nous montrons que notre solution

est positive. Finalement on donne un exemple illustratif.

2.1 Problématique

Cette section est consacrée a I'étude de 'existence et 1'unicité de la solution d’un probléme
sur les équations différentielles fractionnaires avec des conditions aux limites non locales sur des

domaines illimités. Précisément, nous considérons le probléme suivant :

Du(t) + f(t,u(t) =0, 1l<a<2;teJ=][0,+00),
I22q(0) = 0, (2.1)
Do lu(+00) = A tu(n), 0< A\ n < oo.
Ou : D® est la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre «.
1% est 'intégral fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre «.

f € (J x R;R™) une fonction continue.

Pour la suite, on suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées :
Hy : T(2a — 1) > A2,

H, : il existe des fonctions positives a(t) et b(t) définies sur [0 + oo) et Ip > 0 constant, tel que :

[F(t u(®)] < a(t) + b(@) |u(t)]?
fOJrOO a(t)dt = a* < +o0 (2.2)

J70b(t) (14t dt = b < +oc.
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2.2 Lemmes

Lemme 2.2.1 Soient o(t) € C([0,+00)) et [* o(s)ds < +00 pour T'(2a — 1) # An>*~2,

Le probleme fractionnaire au limite associé au probleme (2.1), est donné comme :

Du(t)+o(t) =0, 1<a<2,
2oy(0) = 0,
D ly(4o00) = A% tu(n),

admet une seule solution donnée par :

ou !
—(T2a—1) = M 72) (t = s)*!
+ (20— 1) = A —s)?*72) 7!, s<ts<n,
1 (TR2a—1)=An—s)> )t 0<t<s<n,
G(t,s) = —
Al —(@@a—1) = A 2) (t—s)*!
+I(2c — 1)t 1, 0<n<s<t,
L F(ZOé — 1)ta_1, S 2 t, S Z m,
tel que :

A=T(a)(T2a—1)—Ax*7?).

Lemme 2.2.2 Soit @ > 0 et u € C(0,400) N L(0,400) alors :
I°Du(t) = u(t) + 1t + ot + ... 4 ¢t ™"
Pour ¢; e R; i=1.n, n = [a] + 1.

Preuve

On a d’aprés (2.3) et par le lemme 2.2.2 on a :

D%u(t) = —o(t)
I°D%u(t) = —1%(t)

u(t) — e t* P4 cpt® = —I%(2).

20

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)
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Alors
u(t) = —I%(t) + 1t + ot 2.

Ot ¢y, c; €ER
e De (2.7) on a:
I u(t) = 1971 [ 1% (t) + et + ot

= —[20{710'@) + Cljailtail + Colailta72

I'2a—1) I'2a—2)
Et
7 =17 [=I%(t) + ext* ™" + cot* 7]
= —I?o(t) + e P 4 co P2

[(a)

I'(2)
I*~u(t) = —I*o(t) + il (@ — 1)t + coT'(a — 1).

= —I?0(t) + ¢

t+ CQF(Oé—)

Et on a aussi :

D tu(t) = D H—I%(t) + cot® 2 + c1t*7]

[a—1)

=—I'o(t) + T0)

t+ ch(a)

D tu(t) = —I'o(t) + eil'(a) = o1 (a) — /0 o(s)ds.
Et

D*u(t) = D72 [=1%(t) + c1t* ' + ot .
= D2 [~1%(t)] + c; D* 2 4 D22,
D 2u(t) = —IPo(t) — o T'(a — 1)t + col'(a — 1).
En utilisant les conditions aux limites données, dans (2.7)

e D’aprés (2.9) on a :

I**u(0) = —I?0(0) + col'(a — 1)
—0

I?0(0) = col'(ar — 1).
Ce qui implique qui

_ —I*0(0)
" a1y

r r
7 M(t) = —1*7 o (t) + ¢ (@) 2072 (@) (203

21
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tel que 1 <a <2
Donc ¢y=0.
Maintenant on va calculer ¢; :

e D’apres (2.8) et (2.10) on a :

D tu(400) = M*u(n)

On remplace les valeurs de ¢ et ¢; dans (2.7).

I'(«) ['(a) — A

Clr(Oé) o IIU(+OO) — /\ |:_12a—10_(n> + 1 F(CY) 772a—2
200 — 1
+o00o F(a)
_ — _ 2a—1 o\ 202
ol () /o o(s)ds A**"o(n) + Cl/\F(Qa — 1)7] :
Alors :
['(a) 202 /+OO 2a—1
o (I(a) — )\F(204 Y )= i o(s)ds — N[ o(n)
Donc
B fOJrOO o(s)ds — A\[**1a(n)
“ T(a) — A
Tel que

t(p_ g)a-l a—1 a-1 o0
u(t) = —/0 ua(s)ds - )\t—lza_la(n) + t—A/O o(s)ds

22
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On remplace A par sa valeur

o Pt — s)a_lg s ['(2c — 1)Ae!
o) == [ O~ G
RUEE ne (20 — 1)t
XA Ta—1) "t T e = 1) = a2

(2.12)

xiwag@
:Awam@agw.

telle que G est donnée dans (2.5).

Remarque 2.2.1 On prend en compte hypothése (Hy ), la fonction de Green G(t,s) satisfait les

propriétés sutvantes :

(1) G(t,5) = 0,

Y G(t,s) I'( )
t,s 200 — 1
’ < =1L. 2.1
1+t = I'(a) [I'(2a — 1) — Anp?2—2] (213)
On introduit [’espace :
|u(t)]
X = C(J,R): 2.14
{ue (J;R) : sup -7y < oo p (2.14)
munit de la norme :
Ju(?)]
= — 2.15
lullx = sup 7= (2.15)
Notons que X est un espace de Banach.
On définit l'opérateur T : X — X tel que :
Twﬂ_/‘G@gﬂ&MQM& (2.16)
0

Alors le probleme (2.1) admet une solution si l'opérateur T a un point fize.
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Preuve

1.0n preuve que G(t,s) >0

On sait que
(
—(T(2a — 1) — Ap?*72) (t — s)~!

+(T(2a —1) = A —s)272) o7t s<t,s <,
1] TRa-1)=An-—s)* )7t 0<t<s<n,

G(t,s) = —
— (T'(2a = 1) = Apo=2) (£ — s)*7
+I'(2a — 1)t 1, 0<n<s<t,
(2 — 1)t 1, s2>1,5 21,

Tel que
A=T(a) (T(2a—1)—Ax*7?).

4On a d’apres (H;) :

P(2a — 1) > A2~

2a—1) = Ap**2 >0

L(a)[T(2a — 1) — Ap?**72|> 0

Donc A =T'(a)[['(2a — 1) — Ap**~2] > 0 Alors il reste que de montrer :

1°" cas : Pour s <t, s <,

D20 —1) — Mp22 > 0

F2a—1)—An—29)**"2>0

Et T(2a—1) = A(n—s)** 2 >T(2a — 1) — Mp**2

()7t > (t—s)!

T(2a —1) — A(n — s)?* 2t > T2 — 1) — Ap**2|(t — s)* !
—[C2a —1) = A?*2|(t — s)* 1+ [T2a — 1) = A(n —s)** 7 @)* >0

27¢ cas : Pour 0 <t <5 <,
Onal(2a—1)—Ap**2>0

et (N—s)>0=>n—s<n=(n—s)? 2 <p?
FRa—1)—An—98)22>T2a—-1) = A**2>0
=T2a—1)—An—15)*2>0

= [[(2a — 1) — A(n — s)** 2t > 0

3" cas : Pour 0 <n<s<t,

24
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F2a—1) = An?* 2 <T'(2a — 1)

(t —s)> ! < gt

=T2a—1) = M2t —s)* ! <T(2a — 1)t !
—T2a—1) = M2t — 8)* '+ T(2a — 1)t*' >0

4°"¢ cas : Pour s > t, s > n,

Onal(2a—1)>0et t* ' >0 donc I'2a — 1)t* 1 > 0
Donc G(t,s) > 0.

2.0n preuve que
G(t,s) < ['2a—1)

A
pe— L.
L+t~ =7 I'(a) [[(2a — 1) — Anp?e—?]

1¢" cas : Pour s <t, s <,

On a
I toc—l
TR2a—1)—An—2s)*2] <T(2a—1) et T <1
o o _ <\2a—2]4a—1

1+ o1

D’autre part on a

o (t _ S)oz—l
F(2a—1)—)\772 2>Oetm>0
Donc

- _ 200—2 _ a—1
[[(2a —1) = A2 (t — s) >0

1+ tart
Ce qui implique que

Lo —1) = Mn—s)* ! [[Qa—1) =Mt =) Ly )y
1 + ta—l 1 + ta—l -

25
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2°m¢ cas : Pour 0 <t <s<mn,

2eme

d’aprés le résultat précédant le cas est bien vérifié.

39" cas : Pour 0 <n <s<t,

On a
ot I(2a — 1)t
— <l ———"—— <T'2a—-1
14 te-1 — 14 to1 < T2 )
Et on sait que
_ _ 200—2 _ oa—1
C(2c — 1) — An**~?(t — s) >0

1+ ¢t
Ce qui implique que

T'(2c0 — 1 a—1 I'(2a — 1) — 200—2 _ a—1
T VA NCIT VI Vi [t Sl
14 tat 14 to!

4¢m¢ cas : Pour s > t, s > n,

4eme

D’apres le résultat précédant le cas est vérifié.

Lemme 2.2.3 Si (Hy) et (Hy) sont vérifiées, alors l'opérateur T : X — X est complétement

continu.

Preuve

On divise la preuve sur deux étapes :
(i) Popérateur T : X — X est uniformément borné.

Soit €2 un sous ensemble borné de X. Alors, il existe une cte L; tel que :

| wlx < Ly par (H2) on a :
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> Gt
s =sup [ s u(splas

< L/Ooo {a(s) +b(s) (1+s*71)° L)lp)}, ds

(14 so-1 (2.17)
< L(a*+0b"LY)
< 00.
Ce qui preuve que 'opérateur T est uniformément borné sur €.
(ii)) T': X — X continu :
On prend u,,u € X, tel que || u, ||< +o0 , ||ul|yx < +00 et u, — u quand n — +o0.
Alors par (Hy), on a :
|2 e ds < 1 [ lats) +009) bl ds
o 1+t 0 (2.18)
< La* + Lb* |Ju, || < o0,
ot L est définie par (2.13).
Par le théoréme de convergence dominante de Lebesgue et la continuité de f on obtient :
, * G(t,s) < G(t,s)
Jim i Wf (s, un(s)) ds = /0 Wf(sa u(s))ds, (2.19)
tel que n — 400, on a :
T G(t,s)
|Tu, — Tul|ly =sup | ————= % |f(s,un(s)) — f(s,u(s))|ds — 0. (2.20)
teg Jo 14+ttt

Donc l'opérateur T est continu.
(iii) T: X — X est équicontinu. On considére deux cas :
a) soit I C J un intervalle compact quelconque; et t1,ty € I tel que t; < ts.

Soit €2 un sous ensemble quelconque borné de X ;alors pour tout u € €2, On a :

Tu(tg) . Tu(tl)
1+t27 1+t17

= 5™ (St — ) £(s,u(s))ds| (2.21)

< o [Ea) — S (afs) + b(s) (1+ 57 Jull) ds

G(t,s)

Tho 1 est uniformément continue sur un

Puisque G(t,S) est continue sur J X J, on a
ensemble compact I x 1.

De plus, pour S > t la fonction considérée ne dépend que de t, en conséquence elle est

uniformément continue sur I x (J x J) Alors on a pour tout S € J et t1,t, € I, la propriété
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suivante vérifie que :
Ve > 0,3 d(e), tel que [t —to |[< 6= |G (ta,s) ) (1+57") =G (tr,8) / (1+t77")| <e
Et d’aprés (2.21) on a :

/000 (a(s) +b(s) (1 +s* )" Ly) ds < <. (2.22)

On peut conclure que T2 est équicontinue on I.

b) Quand ¢ — +oo on a :

Gt,s) 1 ] M 2=An—s)?2% s<n

im = — (2.23)
t—oo 1 4 to—1 A )\1,]201727 0< n < s.
Donc, pour € > 0. Il existe un cte 7" = T"(¢) > 0 tel que :
t t
Gltys)  Glhs) (2.24)

T+t 149t
Vi1, to > T et S € J puis T est équiconvergente en +oo.

Ainsi, la conclusion du lemme 1.3.1 s’applique que T est relativement compact sur J. Donc,

T : X — X est complétement continu. Ceci termine la preuve.

2.3 Reésultats principaux

Theoreme 2.3.1 supposons que (Hy) et (Hs) sont vérifiées avec p = 1. Il existe r > 0 tel

que

r(1— Lb*) > La*. (2.25)

Avec L donné par (2.13), alors le probleme (2.1) admet une solution u(t) satisfaisant.

u(t)

S m S T, fO?”t e J (226)

Preuve

Soit U = {u € X, || X||x < r} pour u € 9U. S’ existe v € (0,1) tel que u = vTu, alors

nous avons
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1+ to1 (2.27)

< La* + Lb*||u||x.

Cela implique que

r(1—Lb*) < La*, (2.28)

ce qui contredit (2.25) par le lemme 2.2.3 et le théoréme 1.4.2 nous conclurons que le

probléme (2.1) a une solution u(t) satisfaisant

u(?)
0< —2—<r, tel 2.29
Slppei=" S (2.29)

Ce qui termine la preuve.

m Dans le suite, nous formulons ’existence de résultats pour les cas 0 < p < 1 et p > 1. Nous
ne montrons pas la preuve de ces resultats car elle est similaire a celle de théoreme 2.3.1. pour

cela, nous notons (Hy) avec 0 < p < 1 et p > 1, respectivement, par (Hs) et (Hy).

Theoreme 2.3.2 On suppose que les hypothéses (Hy) et (Hs) sont satisfaites. Alors le

probléme (2.1) admet une solution u(t) qui satisfait.

u(t)
0<—" <y telJ 2.30
STppa =" S (2.30)

ou r > max{2La*, (2Lb*)ﬁ} avec L donnée par (2.13).

Theoreme 2.3.3 On suppose que les hypothéses (Hy) et (Hy) sont satisfaites et qu’il
existe 2La* < r < (2Lb*)ﬁ avec L donnée par (2.13).Alors le probleme (2.1) admet une

solution u(t) telle que

<r telJ (2.31)

Exemple 2.3.1 Aveca =3/2, A =1/2 et n = 1, nous considérons le probléme au limite suivant :
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3/2 [u(t)|+sin u(t) 4
D32 (t) + S (141 o =0, t€0,400)

I'24(0) = 0
D2y (+00) = $1'%u(1).
Clairement la condition (H,) est vérifiée comme T'(2a — 1) =T(2) =1, A\p** 2 =1/2.
Tel que a(t) = 4/(t +4)2, b(t) = 1/(4(1 +tY2)(1 + t)?), on trouve que

|u(t)] + sin u(t) 4
8(14+tY2)(1+1)2  (t+4)?
< a(t) + b(t)[u(t)]

+oo
a(t)dt =1 < 400

F(t,ult)) =

S—

00 1
/ (147" b(t)dt = 7 < T
0

30

(2.32)

(2.33)

Ceci montre que (Hy) est vraie. finalement, en fizant r > 1/(y/7 — 1), il est facile de vérifier que

la condition (2.25) est satisfaite, ainsi toutes les conditions de théoréme 2.3.1. De plus, par le

théoreme 2.3.1 le probléme (2.25) admet une solution u(t) telle que :

0< )

—r <
T l4tet T

(2.34)
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Un modéle fractionnaire pour le traitement du cancer par
radiothérapie

Dans ce chapitre, nous allons étudier 'existence et I'unicité de la solution positive pour un
probléme fractionnaire pour le traitement du cancer par la radiothérapie , ce chapitre est divisé
sur trois section
Dans la premiére section, nous présentons notre probléme fractionnaire avec quelques lemmes et
propositions qu’ils nous auront besoin dans la suite.

Dans la deuxiéme section, nous étudions 'existence de la solution pour notre modéle fractionnaire
en utilisant le critére de compacité et le théoréme d’Arzela-Ascoli 1.3.1, puis par le théoréme 3.2.1
nous montrons la positivité de la solution.

Finalement, la derniére section est consacrée a 1’étude de 'unicité de la solution & laide de théo-

réme de contraction de Banach 1.4.1.

3.1 Le modéle fractionnaire

Le modéle fractionnaire pour le traitement du cancer par radiothérapie a 'aide de la dérivée

fractionnaire au sens de Hadamard est donné comme :

D0 oy (1 - Sﬁ) — Bipa—=D(t)p
dOC‘l_it) — ma (1 _ 5%) — Bopar — D(t)ax (3.1)

Tel que :
e p(t) représente la concentration des cellules saines.
e «(t) représente la concentration des cellules cancéreuses.
e D(t) est la stratégie de la radiothérapie, il est supposé que :
D(t)=v > 0 ,quand t € [nw;nw + L) phase de traitement.
D(t)=0; quand t € [nw + L; (n + 1)w) pas de phase de traitement.

VvV n=0,1,2,... ou w est le temps de traitement de la radiothérapie.

& Le systéme (3.1) avec la dérivée au sens de Hadamard est donné comme :
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HD"p(t) = agp <1 — -5%) — Bipa —eD(t)p

ADra(t) = asa (1 — S%) — Bapa — D(t)« (3.2)

p(0) = po, a(0) = ap.

Proposition 3.1.1 Soit R(a) > 0,n = [R(a)]+1 et 0 < a < b < oo. l’égalité (D2 f)(x) =0 est

vérifiée si et seulement si

n

flz) = ZCJ- (ln g)a_j.

J

Ou C; € R(j =1,...,n) sont des constantes arbitraires.
En particulier, si 0 < R(a) < 1, la relation (D f)(x) = 0 est satisfaite si et seulement si,

f(x) = C’(lnf)a_1 pour tout C' € R.
a

Pour montrer la proposition on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.1.1 Soit g : (a,b) — R une fonction et n € N*

Alors D™g(x) = 0 si et seulement si

ot les dj sont des constantes réelles pour tout K=0,...,n.

Preuve

Supposons que les hypothéses de la proposition sont satisfaites.

On a,

(Dgf) (x) =0,

signifier que

d" (I f) (x) = 0.

Alors d’aprés le lemme précédent, on a

()@= e (m )",
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ol ¢ € R pour tout k=1,2,....n
On applique l'intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre o aux deux membres de 1’équation

précédente, on obtient
(I f) ( ch ([O‘(ln ) >( )
“Tla+k+1) N —i— k —i— 1) a

n—1 k?'
_kZ:OF(aJrk:Jrl)ck (1

=
SIS
~—
Q
Jr
S

Par suite,

flx) =d" (I;'f) (x)

. < k! x\ otk
=d (;—F(a—l—k+l)ck <lna> >

1

3
|

k! x\ otk

=N v 5 (lnZ

ZTla+k+1)™ (na>

— k! [(o+k+1) x\ o+k-n
5 ()

~T(a+k+1) Tlat+k+1-—n) a

n—1

k! x\atk-—n

— In =

kZOF(a+k+1—n)ck<na>

Si on pose j=n-k, on obtient

flz) = Zn; %CH j (hl g)a—j

=
n . Y

Yo ()

J=1

o=

T T(atk—g) "

Réciproquement, si

C; <1n g) o

Jj=1

On applique la dérivée fractionnaire au sens de Hadamard aux deux membres de 1’équation

précédente, on obtient
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Il
9!
VR
-
2D
[
B
ISR
N—
Q
<
N~

n
Proposition 3.1.2 Pour a > 0; f € Cla,b], on a :

DUIf(t) = [f(t).

Preuve

Delef =dre e = d ' f = f.

Lemme 3.1.2 Soient u € C([a,b],R) et a >0, on a :
Alors :

T ("Dru) (t) = u(t) — i cj (ln é)r_j

=1
oucieR, j=1,2,..,netn—1<a<n,n=][a]+1.

Preuve

On a d’apres la proposition 3.1.2, on sait que
DL f =T
Ce qui donne
D313 (D3 f) = Dg f.
C’est-a-dire
Dg (IgDgf = f)=0.

Par suite d’aprés la proposition 3.1.1, on a

n

- a
Jj=1

Ou C; € C.

Maintenant on va déterminer C; pour tout j=1,....n.

D1 (@) = (@) + Y e, (D)™

35

(3.3)
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En appliquant l'opérateur I~ aux deux membres de 1’égalité (3.3), on obtient :
a—j
I:Def (@) = [ (@) + Zc]f" : ( -)

— " f(x Z —J + 1) (m g)n_j

=1""f(x)+ ch_jr(a +jj'_ nt+l) <1n g)j :
J=0 '

Comme pour tout 0 < j7<n—1,on a

lim DII"D%f(x) = limJr I D% f(x) = 0.
T—ra

r—a+

Et

k Isik = 7
lim D” (111 f) = J J
rat a 0 sinon
On obtient
r — 1 .

@i =m0 5 i DI f(a).

,]' Tr—a

Coej

Ce qui donne
lim, ,, DI - I f(x)

| —
! MNa+j—n+1)

On remplace dans (3.3), on obtient

1mx~)a5 ln—« oa—j
I3D; f(x) = f(z) — Zl T(a— n[+ 1)f( - (m §> '

3.2 L’existence de solution

Dans cette section, nous allons étudier I'existence de la solution pour le modéle fractionnaire
de traitement du cancer par radiothérapie.

Maintenant en appliquant I'opérateur 1" pour le systéme (3.2), on obtient le systéme suivant :

p(t) — ¢ (In g)r_l =H (ozlp (1 — —> Brpa — 6D(t)p)

ot) = d (0 §) = 1" (000 (1= ) = fapar = D(B)a) 34

Pour simplifier, nous définissons le noyau.
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Qt.p(t) = aup (1= £) = Brpa— =D(t)p
Q(t, a(t)) = (1 _ —> Bopa — D(t)a

Maintenant on définit un opérateur E, tel que £ : H — H, puis, nous avons :

poty = (m2) i [ (wt) Loty
Ba(t) = dy (m 2)1 + ﬁ / t (m é)l Mds.

Nous montrons ensuite que cet opérateur est compact.

(3.5)

Lemme 3.2.1 L’opérateur £ : H — H est complétement continu.

Preuve

Soit S C H un ensemble borné Jiy,1ls > 0 tel que || p ||[< 1 et || a ||< 2.

Soit Mi=maz.<i<r,_,., |Q(t, p(t))| and Mo=maz,<i<r,_,_, |Qt a(t))|

ool <a ()14 t(lng)’” Qsuls)
t
< el (“a) T(
t 1 t N\ ds
< ‘61’ (na) + (W ) (hl ;) ?> M,

T\ 1 T\"
< - —(In— .
Bl <l (1w2) 4 (g (2) )
IEa|| < |di mi M+ U (T u
all = lafimy T(r+1) Y z

Alors :

De méme fagon :

Donc : E(S) est bornée, aprés on considére ti,to € [a,T], tel que : t; < ¢y et p,a € S,

et on a:
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Bp (1) — Bp ()] <ex ((N—) - (m t—)) |

.
ot [ (02) e atn

Et

—>0, as t; — to.

respectivement.

i ()7 (o) st

E(S) est équicontinue ; donc E(S) est compact d’aprés le théoréme de Arzela-Ascoli.
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Notons que le coté droit de ci-dessous D’inégalités (3.6) et (3.7) sont indépendantes de p,a € S

chaque t € [py, pa]

0 <ui(t) <wus(t), pr <t < po.

Ainsi, I’équation admet une solution positive.

Theoreme 3.2.1 Soit D :[p1, pa] X [0, +00) — [0, +00), Alors D(t,.) est croissant pour

Il existe uj,us > 0 tel que : B(n)uy < Q(t,uy) et B(n)us < Q(t,us) tel que :

Preuve

Nous avons seulement besoin de considérer le point fixe de 'opérateur E, on considére

E : H — H complétement continu. Soit p; < p2 et oy < .
Alors :
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Et

Donc E est croissant, alors E{uy,us) — (ug,us) est compact et continu d’aprés le Lemme

3.2.1, donc H est un cone normal de E.

3.3 L’unicité des solutions

Basé sur le point fixe de la théorie, dans la section précédente, nous avons montré que le
couplage de traitement du cancer de modéle fractionnaire implique 'existence de la solution pour
la dérivée fractionnaire au sens de Hadamard.

Le but de cette section est de montrer I'unicité des solutions du modéle (3.2); pour cela, nous
supposons qu’il existe deux couples spéciaux de solution pi, py et aq,ay lorsque les conditions
suivantes sont vérifiés :

(A1)7 AN, >0

Q (&, p1(t)) = Q (t, p2(1)| < Ny lp1 — pal ,VE € [a,T],Vp1, p2 € R.

1Q (t,a1(t)) — Q (t,aa(t))| < Ny lon — |, Vt € [a, T],Vaq, an € R.
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Theoreme 3.3.1 Etant donné que les conditions (A;) et (Ay), en addition, si
N, T\’ N. T\
———|In—) <1 et ——|In— ) <1
F(r—i—l)(na) ‘ F(r+1)<na>

Alors, le systéme (3.2) admet une unique solution positive.

Preuve

Dans la solution précédente, nous avons prouvé que 'opérateur E est borné, ensuite nous

montrons que 'opérateur est contractant, alors :

|Ep1(t) — Epa(t)] < %/@t <ln é)r_ 1Q (s, p1(5)) — Q (s, pa2(s))] %
|

< Np\ — /t hrlE ’"*1§
_F(r) P1— P2 j . .

Implique :

a

N T\"
|Ep1 — Eps| < F(r——il) (ln ) llp1 — p2l|

< le - PQH

De méme fagon :

N, T\"
||EO./1 — EO(QH S m (hl E) ||O./1 — CYQH

< [lar = as].

|
Ce qui implique que l'opérateur E est contractant, puis par théoréme de contraction de Banach
1.4.1, nous pouvons dire que le traitement du cancer du modéle fractionnaire a une unique solution

positive.
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