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Résumé

Dans ce mémoire, on consacrée un systeme de type Timoshenko dans un espace monodi-

mentiel.

Notre objectif est d’étudié la stabilité, le taux de décroissance de la solution et ’existence

et I'unicité de la solution de ce systéme dans un domaine borné et un domaine non borné.

Les méthodes appliqués sont basées sur la méthode de multiplication, la méthode de I’énergie

dans un espace de Fourier et le théoreme de Hille-Yosida.



Notations

Q := un ouvert borné de R".

K = le corps des nombres réelles ou complexes.
R := l’ensemble des nombres réelles.

b(.,.)  :=la forme bilinéaire.

< .,.> := le produit scalaire.

-] := la norme .

F, := la transformée de Fourier.

Re := le parte réel.

H := l'espace de Hilbert.

LP(2)  :=l'espace de Lebesgue, 1 < p < 0.

C*(Q)) :=l'espace des fonctions k fois dérivable et la dérivé d’ordre k est continue.

)
WmP(Q):= l'espace de Sobolev, 1 < p < o0.
WP(Q) := la fermeture de C°(Q) dans W™?(Q) ; 1 < p < oc.
H™(Q) = Wm™2(Q)).

Ot = %—f = ¢’ la dérivée de o par rapport a t .

Wy = % =)’ la dérivée de v par rapport a ¢ .

o = %22 la dérivée d’ordre 2 de ¢par rapport a t.

Wy = %QTlf la dérivée d’ordre 2 de v par rapport a t.

Og = g—i la dérivée de ¢ par rapport a x.

Uy = g—f la dérivée de ¢ par rapport a x.

P = %29 la dérivée d’ordre 2 de ¢ par rapport a x.

Voo = g%é’ la dérivée d’ordre 2 de v par rapport a x.

Pt = % la dérivée d’ordre 2 de ¢ par rapport a x par rapport a t .
YVt = % la dérivée d’ordre 2 de v par rapport a x par rapport a t.



INTRODUCTION

Ce mémoire porte essentiellement sur 1’étude de la stabilité, le taux de décroissance de la

solution et l'existence et I'unicité d’un systéme de type Timoshenko .

Dans ce travail, on considere le systeme de Timoshenko donnée par :

Pt — (901 + w):p =0,
wtt - wmx + (pr + 1/)) + O‘(t)wt = 07

avec les conditions initiales :

©(0,.) =0,  @(0,.) =,
w(0a> :%7 wt(oa) :1#17

(2)

Ou ¢ est le déplacement transversal d'un point matériel de référence x dans une poutre,
I'angle de rotation du filament, « est une fonction bornée sur [0, 00[, et (x,t) € Q x RT avec

QCR.

Le systeme de Timoshenko est introduit par le mathématicien Ukrainien Stephen Timo-
shenko né le 22 décembre 1878 en Ukraine et mort le 29 Mai 1972 en Allemagne, qui est
considéré comme un pere de mécanique, il a développé la théorie de 1'élasticité des plaques et

des coques .

Timoshenko , a définit son systeme a traverse de deux équations hyperboliques couplées :

Pl = (K (uﬂﬁ - (10)):07 dans((), L) X (07 +OO)7
Lpw = (Elp,), + K (uy, —¢), dans(0,L) x (0,400)

(3)

C’est un modele simple décrivant les vibrations d’une poutre ou t est le variable du temps,

x est le variable de 'espace au long du poutre de longueur L, u est le déplacement transversale



de la poutre et ¢ représente 'angle du filament du poutre.

Les coefficients p, I,, E, I et K sont, respectivement, la masse linéaire , le moment polaire

d’inertie, le coefficient d’élasticité , le moment d’inertie et le module d’étirement.

Ce systeme a été étudie par beaucoup d’auteurs, par exemple :

— Kim et Renardy [6] ont Considéré (3) avec deux controles au bord de la forme

ou ou
~ 2N ) =as(L,. >
K (o2 = 5H00) =aGet). viz0
dp Oy
El—(L,.)=—-B—=(L vVt >0
8:70( ) B@t( )
— Ammar-khodja et al [7]. IIs ont considéré le systeme :

auy = (B (ug +¢)),, dans(0,L) x (0,00)
You = (0¢s), — K (uy + ), dans(0,L) x (0,00) (4)
u(0,.) =u(L,.) = 0,¢9,(0,.) = cpi(0,.), p(L,.) = —dpy(L,.),¥t >0

ol a, 3,7 et § sont des fonctions positives de classe C! et ont prouvé que la stabilité
uniforme de (4) est obtenue si et seulement si les vitesses des ondes sont égales (§/v =
f/adans(0, L)), sinon seulement la stabilité asymptotique a été prouvée.

— Toujours Ammar-khodja et al [3] Ont considéré un systéme linéaire de type Timoshenko

avec un terme mémoire de la forme :

prow — K (0r +v), =0,

t (5)
ptht - bw:m: + f() g(t - S)wxm<3)d5 + K ((10:1: + ¢) = O

dans (0, L) x (0,400), avec des conditions aux limites homogenes, et ont démontré, en
utilisant la techniques des multiplicateurs, que le systéme (4) est uniformément ( expo-
nentiellement ou polynomiale-ment) stable si et seulement si les vitesses des ondes sont
égales (K/p; = b/ps) et g décroit uniformément. Précisément, ils ont prouvé la décrois-
sance exponentielle si g décroit de fagon exponentielle et la décroissance polynomiale si
g décroit dans un taux polynomial. Ils ont aussi besoin de conditions supplémentaires
sur les ¢’ et g” pour obtenir leurs résultats.

Ce mémoire est divisée en trois chapitres :



Dans le premier chapitre nous rappelons quelques notation de base, des définitions, des

propriétés de I'analyse fonctionnelle qui serait utilisés dans ce mémoire.

Dans le deuxieme chapitre, on a étudié le systeme de Timoshenko (1) avec 2 = (0, 1), on a
montrée 'existence et 'unicité de la solution en utilisant le théoreme de Hille-Yosida, et on a

aussi montrée la stabilité exponentielle de la solution par la méthode de multiplicateur.

Un probleme de Cauchy associé systeme de Timoshenko était I'objet du troisieme chapitre,
on a étudie la stabilité et le taux de décroissance de la solution dans €2 = R, par la méthode

d’énergie dans un espace de Fourier.



Chapitre 1l

Préliminaire et rappels
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1.1 Espace de Lebesgue dans L(f)

Définition 1.1. Soit Q un ouvert de R" et p € R avec 1 < p < oo, on définit :
LP(Q) = {f : Q — R mesurable et / |f(z)|Pdx < —i—oo} :
Q

Définition 1.2. On définit sur LP(Q2) la norme :

o= [ [ f(x)|pd:rr |

Définition 1.3. On pose : L>®(2) = {f : Q@ — R, f mesurable et il existe une constante C
telle que :
|f(z)] < Cp.psurQ},

On note : ||f||z~ = inf{C,|f(x)] < C p.p sur Q},

H : HLoo est une norme.

1.2 Espace de Sobolev dans R

1.2.1 Espace de Sobolev W17 (T)

Définition 1.4. [I] Soit I =|a,b[ un intervalle borné ou non et soit P € R avec 1 < P < 00

Un espaces de Sobolev WHT'(I) est défini par :

WtP(1) = {u € LP(I);3g € L*(I) tel que /wp’ = /ggp Vi € Cg(f)} :
I I

on pose :

HY(I) = WH(I),

Notations :

I'espace WF est muni de la norme :
[ullwre = flullpe + W' p
I'espace H' est muni du produit scalaire :
(w,0) = (u,v) 2 + (W',0) 12,

11



la norme associée :

lullm = (full + 1] )",

est équivalente a la norme de WhH2,

Exemple 1.1. Soit I =] — 1,+1[. Vérifier a titre d’exercice que :

1. La fonction u(zx) = 5(|z| + ) appartient & W(I) pour tout 1 < p < oo et que v’ = H

o
+1 si O<x<1,

H(z) =

0 si —1<x<0,

plus généralement une fonction continue sur I et continument dérivable par morceauz

sur I appartient a WHP(I) pour tout 1 < p < oo.

2. La fonction H n’appartient pas a WHP pour tout 1 < p < oo.

1.2.2 Espace de Sobolev W™ ()
Définition 1.5. [/] Etant donnés un entier m > 2 et un réel 1 < p < oo, on définit par
récurrence l’espace
WmP(I) ={ue Wm (), « eWm™ " P(I)}.
On pose
H™(I) = W™(I),

I'espace W™P est muni de la norme :

m
lullwms = [lullee + Y 1Dl
a=1
et I'espace H™ est muni du produit scalaire :

(u,v)gm = (u,v)r2 + Z (D%, D).

a=1

1.2.3 Espace de Sobolev W (1)

Définition 1.6. [/]
Etant donné 1 < p < oo et m € N. On désigne par Wi*(I) la fermeture de C7(I) dans
W™P(I). On note Hy"(I) = Wy"P(I) .

12



L’espace Wol’p muni de la norme induit par WP est un espace de Banach séparable, il est
de plus réflexif pour 1 < p < oo.

L’espace H} muni du produit scalaire induit par H' est un espace de Hilbert séparable.

1.3 Quelques propriétés des espace de Hilbert :

Définition 1.7. (forme bilinéaire). On dit qu’une forme bilinéaire a : H x H — R, est : telle

que :

1. Continue, s’il existe une constante C' telle que :
a(z, )| <Cllzllully lu, VYoeeH, yeH,
2. Coercive, s’il existe une constante o > 0 telle que :

a(w,x) <alel Voel.

1.3.1 Théoreme de Lax-Milgram

Théoréme. 1 :

[1] Soit a(.,.) une forme bilinéaire, continue et coercive sur H, alors pour tout ¢ € H' il

existe u € H unique tel que :
a(u,v) = (@, v) gy Yv € H,
de plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété :

1 1
u € H et 5(1(“7“) - <907u> = gél}[l {5(1(1},?}) - <(,0,U>} )

Définition 1.8. (Operateur mazimal monotone).[1]
Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur non borné sur H de domaine D(A).

On dit que A est monotone (ou accrétif) si :

Vfe D(A), <Af f>>0.

13



On dit que A est mazximal monotone si de plus Im(Id + A) = H.

1.3.2 Théoréeme de Hille-Yosida

Théoréme. 2 :

[1] Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H, alors pour tout

up € D(A) il existe une fonction :
u € C' ([0, +00[; H) N C ([0, +oo[; D(A)) |

unique telle que :
&t Au=0 sur [0,+ocf,
u(0) =ug (donnée initiale) ,
de plus on a:

du

u(t)] < |uo| et —(t)':\Au(t)]<|Au0| vt > 0.

dt

Remarque 1. L’intérét principal du théoréeme de Hille-Yosida réside dans le fait que pour
résoudre le probléme d’évolution on se raméne a vérifier que A est maximal monotone, c’est-da-

dire, a étudier [’équation stationnaire u + ANAu = f.

1.4 Quelques inégalités utiles

1.4.1 L’inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme. 3 :

[1] Soit (E, (- | -)) un espace prehilbertien reel . Soit || - || la norme euclidienne associée

a(-|-)?. Alors :

V(@,y) € % I{z | )| < llll - llyll-

14



Théoréme. 4 :

[1] En se plagant sur E = C’(] a,b],R) (avec (a,b) € R?) muni du produit scalaire
(fr9) = (f19) f f(t)g(t)dt, on obtient :

V(f,9) € (C(

b Wf Pt \// -

1.4.2 L’inégalité de Young

Théoréme. 5 :

[1] Pour tout a,b € R, nous avons :

2

b < + b
ab < ea® + —
4e3’

ou e est toute constante positive.

Démonstration. Prenant le résultat bien connu :
(2ea —0)* >0, Va,becRT,
pour tous € > 0, on a :
4e2a® + b? — 4eab > 0,

cela implique :

deab < 4e%a® + 17,

par conséquent :
b2
ab < ea® + —.
4e

Cela acheve la démonstration.

1.4.3 Inégalité de Minkowski

Théoréeme. 6 :

[1] Soit 1 < p < oo, pour f, g mesurable

If + gl <[ fllee + llgllze-

15



1.4.4 L’inégalité de Holder

Théoréme. 7 :

[1] Soit fe LPetge L9 avec 1 < p < oo. Alors f,g € L' et

/Q Fldz < | lloellgllon

1.4.5 L’inégalité de Sobolev-Poincaré

Théoréme. 8 :

[1] Soit €2 un ouvert de R™ que I'on suppose borné, alors il existe une constante C, > 0 telle

que, pour toute fonction u € H} () on a :

ullz2@) < CallVul|r2q)-

Démonstration. On a §2 = [a,b], On peut écrire, pour = € [a.b],

ua) = [ i,

alors :

donc :

-/ () < / b [ o )| de < W x [ (o — a)de,

cela implique :

(b—a)*
2

b—a
( - D oy

2
||u||%2(a.b) < ||u,||L2(a.b) = ||ullL2ap) <

d’ou

16



1.4.6 Fonction gamma

Définition 1.9.  La fonction gamma est une fonction de type Fuler définie par :

I'a) = /O+OO A e " dx. (1.1)

Lemme. 1 :

Pour tout £ > 0,c¢ > 0, il existe une constante C' > 0, telle que pour tout ¢t > 0 on a

['estimation suivante :

/ €% Ptdg < C(1 4+ ¢)~tD/2 5 e R. (1.2)
|z|<1

Démonstration. par changement de variable tels que r = |£|, on obtient :

1
/ ’5‘5670\£|2td£ _ 2/ 7aéefcrztd?a,
1Z|<1 0

il suffit de prouver que pour ¢ > 0 et 6 > 0, nous avons :
! 2
/ e tdr < O(1 +t)~CT/2)
0

pour tout les ¢t > 0, ou C est une constante positive indépendante de ¢t. Pour voir cela, observer
d’abord que, pour 0 < t < 1, l'estimation (1.2) est évidente. D’autre part, pour ¢ > 1, nous

avons

(1+1) <2,

on utilise (1.10) et par changement de variable tel que z = cr?t, on obtient :

1 1
2(5+1)/2C(6+1)/2(1+t)(5+1)/2/ 7,,(56CTQth,,SC(5+1)/2t(5+1)/2/ ,réefcrgtd,r’

0 0
1
:/ (07“2 )5/2 (Ct)l/Q —cr2tdr’

/ 1/2 _ZdZ

"2y

1 9]

_/ Z5+1/2 -1 —zdz

2 0

lr (5+1>
2

\)

telle que I' c’est la fonction Gamma.

17



Donc

1
/ rﬁechQtdr < EI‘ <5 + 1) 2(6+1)/207(6+1)/2(1 + t)—(5+1)/2
-2 2 ’

0

Ce qui termine la démonstration. Il

1.5 Quelques propriétés sur la transforme de Fourier :

1.5.1 Transformation de Fourier de la dérivé d’une fonction :

Définition 1.10. /5] Soit f € L' (RN) , N € N*, On appelle transformation de Fourier de la

fonction f la fonction suivante :
Ef©) = [ fla)e ™ dn; £ERY.
RN

& désigne le produit scalaire dans RN .L “application qui associe la nouvelle fonction f a f est

appelée la transformation de Fourier et est notée aussi F(f)

Remarque 2. Il existe des variantes dans la definition de la transformée de Fourier. On

rencontre aussi :

(&) = x)e 2@ dr ou f(€) = 1 z)e "8 dy.
fle) = [ S e on fl6) = o [ fe)eniea

1l est donc important, en lisant un ouvrage ou une table de transformées de Fourier, de s’assurer

de la définition utilisée.

1.5.2 propriétés :

Proposition. 1 :

[5] Conjugaison : Soit f une fonction admettant une transformée de Fourier , Alors :f

f(z). admet également une transformée de Fourier et :

F&) = f(=¢)

18



Proposition. 2 :

[5] Translation : Soit f une fonction admettant une transformée de Fourier ,soit 7 € R et

posons g :— f(x — 7). Alors : g admet une transformée de Fourier et :

Flgl(€) = §(€) = Flf(x — 7))(&) = e " f(£)

Proposition. 3 :

[5] Modulation : Soit f une fonction admettant une transformée de Fourier ,concéderons

pour a € R, f, +— eiaxf(x). Alors : f, admet une transformée de Fourier et :

~

fal®) = f(€ - )

Proposition. 4 :

[5] Changement d’échelle : Soit f une fonction admettant une transformée de Fourier ,

pour u € R, pu # 0, posons g(z) = f(ux) Alors : g admet une transformée de Fourier et :

8(6) =

e’ G

= |m

1.5.3 Transformation de Fourier et dérivation :

Proposition. 5 :

[5] Dérivée de la transformée de Fourier : soient f,zf € L'(R). Alors : f et dérivable

etona:

F1(©) = —iF[zf(2)](9).

Remarque 3. Si f,2"f € L'(R),n € N, alors :

A

FOUE) = (=) Fla" f(2))(€)-

19



Proposition. 6 :

transformée de Fourier de la Dérivée : soit f € L'(R) continue avec dérivée

continue(f € C') et f' € L'(R)(admet une transformée de Fourier) Alors on a :

FIf' (@)(€) = (i) f(£).

Remarque 4. Si f, f',...fln — 1) € LY(R),n € (N) continues et fn) € L*(R) continue
(f €eC*(R),neN, ), alors on a :

FIfn)(@)](€) = (i)™ f(€).

1.5.4 Théoréme de Plancherel

Pour tout f € L' (R?), on a
£l = @m) 13-

20
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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE D’UN SYSTEME DE TYPE TIMOSHENKO
DANS UN DOMAINE BORNEE :

2.1 Introduction :

Considérons le systeme de Timoshenko suivant :

([ — (9 + ), =0, dans[0,1] x R,
Uit — Vuz + (pz + ) + a(t)y =0, dans [0,1] x Ry,
0(0,1) = p(1,t) = ¥(0,t) = ¥(1,t) =0, teRy,
| 0(2,0) = po(z),  @ilx,0) = @1(x), ¢(x,0) = tho(z), P1(2,0) = Y1 (x), z € [0,1],

(2.1)

Ou ¢ est le déplacement transversal d’'un point matériel de référence x dans une poutre de

longueur 1, et ¢ 'angle de rotation du filament. « est une fonction bornée sur [0, ool.

2.2 Existence et unicité :

Dans cette section, en utilisant le théoreme de Hille-yosida, nous démontrons 'existence et
I'unicité de la solution du systeme (2.1).
On peut se reformuler le systeme (2.1) comme un systéme du premier ordre. pour cela, on

pose u = @ et v = 1y, le systeme (2.1) devient :

(

gOt—U,:07
ut—(§0x+¢)xzoa
by v =0 (2.2)

Ut — ¢zw + (9033 + 77Z)) + O[(t)?} = 07
@(Oat) = Qp(lvt) = ¢(07t) = ¢(17t) =0,

\

ainsi le systéme (2.2) peut étre écrit sous la forme :

Ut+AU:O,
U(O) - UQ,

(2.3)

ot U = (p,u,v,v)T, Uy = (0, ug, 1o, vo)T et I'opérateur A est défini par :

_ru/’

- (@x +1/))x7

_U,

AU =
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Soit I'espace de Hilbert suivant :
H = Hy(0,1) x L*(0,1) x Hy(0,1) x L*(0,1),

L’espace H muni du produit scalaire :

1

U >y / [t + 00" + (10 + )& + ') + Yetfllde,
0

tels que U = (¢, u, ¥, )T, U = (¢, u/, ¢, v")T € H.

La norme de H correspondante est donnée par :

1

U 3= / 2 40 + (o + 1) + P2de.
0

Le domaine de 'opérateur A est donné par :
D(A) = [H*(0,1) N Hy(0,1) x Hy (0, 1)]*.

Ainsi nous obtenons le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Théoréme. 9 :

Soit (0, o, Yo, v0)T € D(A), le systéme (2.1) admet une solution forte unique, (¢,)
satisfaisant :
¢ € C[(0, +00), H*([0, 1]) N Hy ([0, 1])] N C*[(0, +00), Ho ([0, 1])] N C[(0, +00), L2([0, 1])],
Y € C[(0,+00), H2([0, 1]) N Hy ([0, 1])] N C{(0, +00), Hy ([0, 1])] N C*[(0, +00), L2([0, 1])].

Démonstration. Pour obtenir le résultat ci-dessus, nous allons prouver que A est un opérateur

monotone maximal.

Monotone de A :

Pour tout A appartient D(A), on a :
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1

g+ )b+ [ vl (o +0) + a0l da,
0
1

(_ufv - U) (9033 + 77Z)) dx — /0 ¢IUIdI,

1 1 1
—u (g dz — wvd . d t)v2dz,

u (g + 1), dx A@bvx+[:w-+va+[:M)vx

1
(udf + U) (pr + ¢) dx — / wasz?,
0

en utilisant une intégration par parties et les conditions au bord, nous obtenons :

1 1 1 1
< AU, U >4 = / Uy (pr + 1) dx + / YU dx + / (pz + 1) vdx + / a(t)vidz,
0 0 0 0

1 1
- / (ug +v) (g2 + ) do — / VU d.
0 0

Donc A est monotone.

Maintenant, on démontre que A + [ est surjective :(ie R(A+ 1) =H).
Soit G = (gl,gg,gg,g4)T € H . 1l faut trouver U = (p,u,,v)" € D(A) tel que :

(A+ 1)U =G,
I'équation (2.4) est équivalente a :
(
P —u=gi, (1)
u— (. +v), = g2, (2)
w — U = gs, (3)
|V Voo + (e +¥) +at)o =91 (4)

En substituant o —g; = u et ¥ — g3 = v dans la deuxieme et la quatrieme, équations du systeme

(2.5), nous obtenons :

0 — (e + 1), =g2+91=h1 € L*(0,1), (1)
(14 a(t)V = Yoo + (e + ) = (1 + (t))gs + g4 = hy € L*(0,1), (2)

multipliant respectivement les équations du systéme (2.6) par des fonctions ¢, Y e H;y (0,

1) et
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intégrant par parties sur [0, 1], nous obtenons :

1 1 1
/ opdr + / Ou (0 + ) da = / hipdz, (1)
0 0 0 ) (2.7)

/01 Yibdz + /01 Ypthudr + /01 (¢x + ) oz + /01 a(t)ipda = /0 hatdz, 2)

additionnons (1) et (2) de (2.7), on obtient :

/01 (h1¢+h2¢3) dx :/0

1

optrt [ (oot w) (pu+0)dot [ vdudes [ (+at)wia,

forme bilinéaire a(X, X)

(¢, 1) € [HL(0.1)] x [H}(0.1)], on définit sur [H{(0.1)] x [HL(0.1)] une
et

une forme linéaire L(X) par :

1

o, %)= [ potrt [ oot w) (pord)dos [ e [0 a)eiar

L(X) = /0 1 (h@ + hﬂL) dz.

Pour qu’on prouve que (1) et (2) de (2.7) admet une solution, on applique le théoréme de Lax
Milgram, sur l'espace Hy (0, 1) pour la forme bilinéaire a(U, U) et la forme linéaire L(U), il suffit
montrer que a est continue et coercive, et que L est continue.
1. Continuité de af(.,.) :
On a:

ja(X, X)| =

Y

1
/ [w? + (02 +9) (s?)z + QZ) + U + Yoty + a(t)W] dx
0

en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

00X, 01 < el @lee + leal e I1@all e + Iall o s + 1612 Ballze + ol 2
el + eall e |[ ]|, + Tsup @@l lz2 1922,
<C (Ielmy + 1l ) (180 + 2l )
< CUX 1K -

Donc af.,.) est continue.
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2. Coercivité de af.,.)

1 1 1 1
a(X,X):/O g02dx+/o (cpx+1/))2dx+/0 ¢2dx+/0 a(t)y?da,

> C (llplizg + Il )
> Ol XI5,

Donc af(.,.) est coercive.

3. Continuité de L :

LX) =

Y

1 1
/ hi@d + / hothdzx
0 0

< Ml e 19l ze + [[2ll g2 1901l 2,

< max (|l g2 + 1hell g2) 11X |l

< C|I X -
Donc L est continue.

a(.,.) est bilinéaire, continue et coercive sur Hj (0, 1), et L(.) est linéaire et continue sur H; (0, 1).

D’apres le théoreme de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution unique

X = (p,9)" € [H§(0, 1)), telle que :

a (0 0)" (@ 0)) = L(@0)7), veeH, ¥ e Hp,

ce qui signifie que :

u:¢_gleﬂé7

et dey) —v = g3, on aura :

U:¢_Q3EH(}7

il reste & montrer que ¢ € H*(0,1). En prenant Y =0,0na:

1 1 1
/ higdr = / (pz + ) @pdx + / ppdz,
0 0 0

en utilisant 'intégration par parties, on trouve :

1 1 1
/ hde = — / (60 + ), ¢do + / pida,
0 0 0
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alors :

1
/ (90_90xw_wac_h1> @dSL’:O, V@E Hé(Ol),
0

il en résulte que :

Pz = —¥ — % + hf1> b.p

en utilisant (1) de (2.6) on déduit alors :
Prx = —U — wx + h2 < LQ(Ol),

alors

o € H*(0.1),

il résulte que p € H%*(0.1) N H(0.1), de méme, si =0, on a :

/01 hotpda = /01 (0 + ) Pda + /01 Vpthpdr + /01 Vipdr + /01 a(t) iz,

On integre par parties, on obtient :

/01 hythdr = /01 (o + ) Pz — /01 Yuatdz + /01 ibda + /01 a(t)idz,

alors :

1
ce qui implique que :
Or + w + (1 + a(t))¢ - wmx = h27

en utilisent (3) de (2.6) on déduit alors :
Vee = (14 a(t))v + 0 — g2 € L*(0,1),
alors
v e H*(0,1),

il résulte que ¢ € H?*(0.1) N H(0.1).
Le théoreme de Hille-Yosida assure I'existence et 'unicité d’une solution de (2.1), ceci termine

la démonstration. O
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2.3 Stabilité exponentielle

Dans cette section on va étudier la stabilité exponentielle du systeme de type Timoshenko

(2.1).

2.3.1 Calcul de I’énergie :

Lemme. 2 :

Soit (¢, 1) la solution de systeme (2.1), on définit I'énergie & (¢) associé au systeme (2.1),

pour tout ¢ > 0 on a:

50 =3[ [ 442+ G b 4], 28)

avec .

E@=—Aa@ﬁ§0 (2.9)

Démonstration. En multipliant les deux équations de (2.1) par ¢, et 1, respectivement, et on

integre sur (0.1),on obtient :

1 1
/ puprdr — / (%2 + ), pudz =0, (2.10)
0 0
et
1 1 1 1
/ Ytprdr — / Yppthrdr + / (e + ) Ydx + / a(t)yidr =0, (2.11)
0 0 0 0
et par une intégration par partier sur les deux équttion (2.10)et(2.11), on obtient :
10 1 ) L 1
57 | wrdr = e ) o+ [ (o +1) pude =0, (2.12)
20t 0 0

et

1

o 1 1 1
. /0 W2de — [} + /0 T /0 (60 + ) v + /0 a(tyidr =0, (2.13)

20t
grace aux conditions aux limites , on trouve :

18 1 ) 1
——/ %d$+/ (pz + ) pudzx = 0, (2.14)
20t J, 0
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et
1 1 1
2 _
28t/ w dx —|—§a/ wmdx—l—/o (90z+w)1/1tdx+/0 a(t)wfda:—o, (2.15)

I'addition des deux équations (2.14) et (2.15) donne :

10 !
50 | [+ ot et outas] = [Cau,

d’ou :
1
B(0) =~ [ alui <o
0
et
1 1
E(t) = 5[/ @F U+ (9o + 0+ 02,
0
D’ou le résultat. [

2.3.2 Résultats principaux

Proposition. 7 :

Soit (,1) une solution du probleme (2.1). Alors le probléme (2.1) est exponentiellement

stable. et on a I'estimation suivante :
E(t) < Ce . (2.16)

Avec C' et d sont deux constantes positives.

Démonstration. La preuve de la proposition (7), sera donnée a travers plusieurs lemmes.

Lemme. 3 :

Soit (¢, 1) la solution du systéeme (2.1), on définit la fonction Fy(t) par :

E@%Z—A(¢%+¢%M% (2.17)

alorson a:

d

1 1 1 1
2
EFI( ) < /0 (V7 + ¢}) dz + /0 (Y + @) dx + C/o Yidz + c/o Yidz.  (2.18)
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Démonstration. On a :

d 1
EFl(t) = —/ %2 + Py + 903 + ppudz,
0

on utilise les deux equations de (2.1) on obtient :

1 1 1 1 1
_ 2 2 _ _
— /0 (qpt + gpt) dz /0 Y)ppdr + /0 U (@r + ) dx + /0 a(t)ipdx /0 ¢ (pz + ), dz,

on integre par parties et on utilise les conditions au bord on obtient :

d B 1 ) ) 1 ) 1 1
TR0 == [ e [ vt [ v rv)dos [ alds

1
+/D 0z (2 + 1) do,

1 1 1 1
_ 2 2 2 2
_ / (2 +¢2) do + / e + / (0 + )% do + / a(t)biida,

on applique I'inégalité de Young, on trouve :

1 1 1 5 o 1 1 )
| atwvdr <5 [Clawpeae+ [ oa,

d’ou

d 1 1 1 1 1 1 1
—Fy(t) < —/ (v7 + ¢}) da:+/ wid:c+/ (sox+w)2da:+—/ |oz<t)!2w2dx+—/ Vidz,
dt 0 0 0 2 0 2 0

on applique I'inégalité de Poincaré, on obtient :

d 1 1 1 1 1 1 1
—IF(t) < —/ (V7 + ¢7) d$—|—/ l/)idﬂﬁ‘/ (0o +10)° d$—|—/ —|@(t)|2¢§d$+/ —yidz,
dt 0 0 0 0 2 0 2

1 1 1 1
g—/ (w3+<p§)dx+/ (S%—F;D)de—i—c/ ¢§d:c+c/ Vidz.
0 0 0 0

avec ¢ > 0.
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Lemme. 4 :

Soit (,) la solution du systeme (2.1), on définit la fonction Fy(t) par :

1 1
Fy(t) 22/0 Ui (1/J+90m)dx+/0 Voprda, (2.19)

alorson a:

SRO <t el - -9 [ erere(1+l) [a @2

pour tout ¢ > 0 et £ < 1.

Démonstration. On a

d

1 1
GFO = [ b lort0) - e (ot v o+ [ putsa+ v,

on utilise les deux equations de (2.1) on obtient :

dt
1
+ / (pr + 77Z})g; ¢x + ¢zt90tdx;
0
1 1 1 1
—_ J— 2 PR
- / o (00 + ) do / (60 + ) da / a(E)4 (e + ) di + / (ot + ) tda,

1 1
T /0 (0 + ), adr + /O o,

on integre par parties on obtient :

d

1 1 1
GRO =t 0T - [t ol o= [Caui et v)dot [ o

on utilise les conditions au bord on obtient :

d

1 1 1
- _ z=1 2 - 2
th2<t) [wz@r]x:o /0 (9036 + 7/}) dx /(; C“(t)wt (Som + 1)) dx + /0 Yrde,

on applique I'inégalité de Young, on trouve :

[eonernws L [owp e [t vra
0 t Qox _48 0 t 0 90:1:
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d’ou

d . 1 1 1 1
C R < mm@%%o%ﬂww+AﬁM+EAmwmegémﬁw%x

<ted - 0-0) [ vt e(1+l) [t

Lemme. 5 :

Soit (¢,) la solution du systéme (2.1), et Soit z € C'([0,1]) une fonction vérifie z(0) =
—z(1) = 2. on définit la fonction F3(t) par :

1 1 1
Fylt) = o= / oy / At (2.21)
0 0
alorson a:

TR0 <~ (0201,) + (420.0) == (201, + (¢20.0) + ec | ot

1 ! 2 c [P, n [,
+ |7 tec (e +9)dz+ = | Ypdz+c|l+-= VYidx
4 0 € Jo €/ Jo

pour tout ¢ > 0 et £ < 1.

(2.22)

Démonstration. On a

d 1 1 1
—F3(t) = —/ 2(z)ythpda + —/ ) Pythda + 8/ z(x)puprdr + 8/ z2(x)ppprde,

On utilise les deux equations de (2.1) on obtient :

d 1 1
SO = [ 20 W= @+ @ vade b 1 [ @ Wade e [ 0o
1
ve [ @) 0+ ) ad
1! 1d I
- i z(x)——?/)i ——/ ), @/}Jrcpgg)algc—E i z(x)a(t) ), dx

1 /! 1d !

b [ @ aiitrve [ gt [ )@+ e), 0 o) d
1

- T da

SAZ@Mw+¢Mww
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On integre par parties on obtient :

d _1 1 2 ! 2 1 '
1 1

-+ | s@avmdr+ [—z ] >wtdx+s{§z< )soﬂ

1

0
1

—%/Olz'(x)go?dmjte[%()(S%—Hﬂ)] —2/0 () (@0 + ) dz

0

e [(2) (g + D))+ € / (@) 0)s (¥ + g0) da

On utilise les conditions au bord on obtient :

%Fg()z——wQ(lt)er(()t)] < [ oL [ e

L[ @ wtwm——/ fdx——/o (a)gidz — < [GA(L1) + @2(0.1)]

€

—5/0 K@) e [ et dete [ A e de

0

On applique l'inégalité de Young, et de Poincaré, et en utilisent le fait que :

02 <2(¢+ 9%)2 + 292, on obtient :

d 1 1 1 1 1
GR0 <~ 0+ 00+ £ [ S [t [ wrera

1 1 1 1
+ 5_02 / Vidr + c/ Vidx + g / Vidr + ce/ prdr — e [©2(1,t) + ©*(0,1)]
0 0 0 0

1 1 1 1
—i—ca/ (¢+g01)2dx+—/ widx—i—ce/ (¢+<px)2dx+—/ ¢§d:c
0 4 Jo 0 4 Jo

1
+ cs/ (¥ + p,)* dx
0
D’ou

TR0 <~ (L0 + ((0.0)°) =& (a1, + (l0.0)7) +2 | i

1 1 ) c ! , 1 1 )
+17tec (ot ) de+ = [ Yide+c|1+ = 2da
4 0 e Jo € 0
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Lemme. 6 :

Soit (¢, ) la solution du systeme (2.1), Pour ¢ fixé et assez petit et pour ¢ > 0, on définit

la fonction F(t) par :

F(t) :=2ceFi(t) + F5(t) + F3(t), (2.23)
Alors on a :
d d d d

Et on a I'estimation suivant :

1 1 1 1 1
L —F() < / (W + gox)z dzx — 7/ gpfdx + c/ wfdx + c/ @/}idx, (2.25)
dt 2 0 0 0 0

avec y = ce,

Démonstration. On utilise les résultats des trois lemmes (3), (4) et (5) on obtient :

jtF( t) < 2ce [—/01 (1/%2—HO?)dx—l—/ol(1/1—1-sﬁx)Qda:—i-c/olwidx—i-c/Olwtzdx}
+ (Vs + )iz (1—8)/01(¢+901)2dx+c/01wt2dx+g/ol¢fdx
- 4—15 (e (1,8))% + (02(0,8))?) — & ((p2(1,1))* + (92(0,1))%) + 50/01 P

1 ! 2 c [ty c [ty
+ |5 tec (o + ) do+ — [ Ypde+ - [ Yjde
4 0 g2 Jo e Jo

On applique I'inégalité de Young,on obtient :

1
Vopr < e + —P2
4e

d

1 1 1 1
th( ) < — 205/ (V7 + ¢f) dz + 2(38/ (Y + g )° da + 2025/ Vidw + 2025/ Vido
0 0 0 0

- Kesoi(l,t) - iwi(l,t)) - (esoi(o,t) + %wﬁ(o,t))] - —5)/01 (b + o) da
+ C/ Yrde + - / e — — (Ve (1,1)° + (¥2(0,)%) — e ((pa(1,8))* + (¢.(0,1))*)

+a/0 dx+<4+6c)/0 (o + ) dz + — /deer /sz

1 1
< [2@5—(1—5)%— (;14—50)}/ (0o + ) da + [—2664—26264—?4-6}/ Vidx
0 0

1 - o [
+ ca/ ordx + —/ Ppdx + [2025 + —2} / Vidu,
0 € Jo € 0
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On choisit € assez petit tel que :

1
2c<€+8—|—5c<1

alors :

d 1 1 1 1 1
—F(t) < —= / (1 + ) da — fy/ ordx + ¢ / Vida + / Vida,
dt 2 Jo 0 0 0

ou vy = cg, —208—1—20284—%—1—0@‘5 C2:202€+a%

~

Lemme. 7 :

‘gscx = 1/)$7 0(0) = 9(1) = 0.

Alors on a I'estimation suivant :

1 1 1 1
/ 02dr < / VAo et / 02dx < / Yidz.
0 0 0 0

Soit (i, ) la solution du systeme (2.1), on définit la fonction 6(t) la solution de :

(2.26)

(2.27)

Démonstration. On a

_eazx = Q/J:m

On multiple I’équation (2.26) par 6 et on integre sur [0,1] on obtient :

1 1
—/ Qxxed.x:/ Y0dx,
0 0

On integre par parties on obtient :

/0 02dx — [0.6); / YO dx + (0],

On utilise les conditions au bord on obtient :

1 1
/ 02dr = — / V0, dx
0 0

et en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

1 1 1
/ 02dxr < / 0%dx / V2dx
0 0 0
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Apres une simplification, on trouve

| 1 | 1
/ 02dx < / V2dx
0 0
1 1
/ 02dr < / Vi
0 0

En dérivant par rapport a ¢, on obtient :

/Wm</mm

D’ou

L’inégalité de Poincaré implique :

1
/QthxS/ 02dx</¢tda:
0

Lemme. 8 :

Soit (¢, 1) la solution du systeme (2.1), on définit la fonction K (t) tell que :

K(t) = / (e + O0y) di, (2.28)

1 1 1
K'(t) < —%/ Yidz + c (1 + %) / Yidz + 05/ pidz, (2.29)
0 0 0

pourtout 0 < <1 .

alors on :

Démonstration.

1
K'(t) = /0 (@th + Yihy + Orpr + 9%%&) dz,

1 1 1 1
= 2d xx x - d Orpud 0 z d
/Om x+/0 0 o — (00 + ) — () x+/0 o x+/0 (s + ), do

une l'intégration par parties, donne :

/ e + [l /O 2 /0 (o4 ) da - /O ()it + /0 bpuda

10 (a0 — / 0, (s + ) d.
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on peut écrire aussi :

’t>=/01¢3dx—/01widx—/Olwm+w>das—/Ola@)wwtdwfoletsotdx
[ aGrva

Grace a I'inégalité de Young, on obtient :

1 1 1 1 1 ) 1 1 c 1
:/ ¢t2da:—/ ¢§da:+—/ w2dg;+5/ (2 + ) d:c+—/ w2d$+—/ Yidr
0 0 49 0 0 2 0 2 0

1 1 1 1 1 1
5| 6% 24 2 2
+ /0 x—|—45/ m+45/ Gmdx+5/0 (o + 1) dx

or d’apres le Lemme (7) on arrive a :

:/1w§d:c /Wd:c+45/ 1/12d:c+5/ (o + ) dx + = /Q/JQd:c—l— /wtd:c
+5/ wfdx+45/1 d:x+—/ wzdx+5/ (¢o + ) dz,

et d’apres I'inégalité de Poincaré, on a :

1 1 1 1 1
K'(t) < ——/ Yrdr +c |1+ = / Yidr + cé/ .
2 Jo 0/ Jo 0

Lemme. 9 :

Soit (¢, ) la solution du systeme (2.1), on définit la fonction de Lyapunov L(t) par :
avec Ny, Ny > 0, et les fonctions E et L(t) sont équivalents, alors :

/: ) < Kl/lpdx—ng/l dm—l/ (¥ + ©s)? dm—ICg/ Wi, (2.30)
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Démonstration.

1 1 1 1 1 1
L'(t) < —Nl/ a(t)idr + Ny {—5/ Yidr +c (1 + 5) / Yide + 05/ gpfdzx}
1 1 ’ 1 ° 1 1 ’ ’
——/ (@/H—gox)de—T/ gofdx+c/ @/}fdx%—c/ Vide,
2 Jo 0 0 0

N2 ! 2 N2 ! 2 ! 2
< —Nlc+07+c Yy dr + -5 te Vedr + (cdN2 —7) | pida
0 0 0

1

1
2

maintenant, on fixe Ny tel que

et on choisit § assez petit pour que
Ko := (T — cdN3) > 0,
Finalement, on choisit N; assez grand tel que

N.
K3Z2N10—672—C>0,

1 1 1 1
L'(t) < —-Ky / widx — ICQ/ gpfdx — 5/ (v + gpw)2 dx — ng/ @Dfda:
0 0 0 0

on a : pour dy >0
L'(t) < —dE(t),

et comme et L(t) ~ E(t), on a pour d > 0 :

L'(t) < —dL(b),

une intégration simple mené a :

L(t) < L0)e ™ Vvt >0,
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I’équivalence de £ et E implique. pour un certain R > 0
E(t) < Ce ™ ¥t >0.

Ceci termine la démonstration de la proposition (7). O
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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE D’UN SYSTEME DE TYPE TIMOSHENKO
DANS UN DOMAINE NON BORNEE :

3.1 Introduction :

On considére le systeme de Timoshenko suivant :

( o — (o +1¢), =0 Dans R x R,

< Vit — Yoo + (o +¥) +ay =0 Dans R x Ry, (3.1)
(0,.) = o, i(0,.) = 1,
¥(0,.) = tho, ¥ (0,.) = 1,

\

Avec t désigne la dérivée par rapport a la variable t et I'indice x désigne la dérivée par rapport
a la variable spatiale x, ¢ est le déplacement transversal du poutre, et 1 est I’angle de rotation
du filament du poutre.

De plus, « est une constante positive caractérise les propriétés physiques de la poutre et du
filament.

On écrit le systeme (3.1) sous forme d’un systeme des equations différentielles du premier ordre.

Par le changement des variables suivants :

V=g, +%, u=9, z2=1Ug, Y=1.

Le systeme (3.1) devient :

4
Vg — Uy — Y = 07
Uy — vy =0,
(3.2)
2 — Yp = 0,
\ Y — 2z + 0+ ay =0,
Avec les conditions initiales suivantes :
(v,u,z,y)(m,O) = (’U(J?uO;ZanO)a (33)
Le systeme (3.2), (3.3) s’écrit aussi sou la forme :
AU, + BU,+CU =0,
(3.4)

U(ZE,O) = U() Ut(ZL‘,O) = Ul,

Avec U est la solution du systeme (3.2), A, B et C sont des matrices.
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tell que :
v 1 000 0 -1 0 0 0 00 -1
u 0100 -1 0 0 0 000 O
z 0010 o 0 0 -1 000 O
Y 0 001 0O 0 -1 0 1 00 «
et Uy = (vo, o, 20,Y0)"
Une transformation de Fourier appliquée au systeme (3.2),(3.3) donne :
(
Uy —1&u—9 =0,
fy—ifH =0,
v (3.5)
Z — iy =0,
U — €2+ 0+ ay =0,

\

3.2 Calcul de I’énergie :

Lemme. 10 :

Soit (9,1, 2,7) la solution de systéme (3.5), on définit I'énergie &(€,t) associé au systeme

(3.5), pour tout ¢ > 0 on a:

~

déo(gat) _ ~ 12
20— —algp, (36)
Avec :
~ 1 R R . R 1 -
E(6,1) = 510 + [al + 22 + 131?) = 510 (&, )P (37)

Démonstration. En multipliant les quatre équations de (3.5) par 0,4, 2 et ¢ respectivement,on

obtient : )
Re(09;) — Re(i€da) — Re(9g) = 0, (1)
Re(@jmt) — Re(zf?n?) =0, (2) (35
Re(2%;) — Re(i€zy) = 0, (3)
Re(j1) — Re(i€j2) + Re(79) + Re(ajig) = 0, (4)

En combinant (1), (2), (3) et (4) on trouve la relation suivante :
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1d, . . A . .
3 g (9P + [P+ 12 + 19F%) + algl® =0,
dé%(faﬂ ~ 12
dt - —a|y| )
Dot  &(&,t) = S(102 + |af> + |22 + 9] ),
D’ou le résultat. O

3.3 Résultats principaux

Proposition. 8 :

Soit U({’,t) la solution du systeme (3.5), Pour tout ¢ > 0 et £ € R, on a I'estimation

suivante :

U (&, 8)]> < Ce= T (£,0)/%, (3.9)

Avec p(§) = %, et C', c sont deux constants positive.

Démonstration. La preuve de la proposition (8), sera donnée a travers plusieurs lemmes.

Lemme. 11 :

Soit U/ = (9,1, 2,9) la solution du systéme (3.5), on définit la fonction .Z (£, ¢) par :

F(€,1) = Re(i&dn + i€)2), (3.10)
alors, on a : (€1
dF (&t
— =+ (Ja]* + [2*) = & (|o]* + |9
ar € A ) € o + o) o
= Re(i€yu) — Re(i€02) — Re(aiky2),
et pour tout €; > 0 on a I'estimation suivant :
dF (5, 1)
— + (1 —e)&laf + (1 — e)&?|2)?
S (- )P + (1 - ) 1)
< Clen)(1 4+ €)(I01* + 13,
Démonstration. En multipliant la premiere équation de (3.5) par i€ on obtient :
Re(icut,) + €2|a)* — Re(i€ag) = 0, (3.13)
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et en multipliant la deuxiéme équation par —i0 on obtient :
Re(—i&oi;) — £2[0)? = 0, (3.14)
I'addition des deux équations (3.13) et (3.14) donne :

%Re(zg(@ﬁ) + Eal? — €%10)? — Re(ifja) = 0. (3.15)

de méme, en multipliant la troisiéme équation de (3.5) par —i&y on obtient :
Re(—i€4y) — &9 = 0, (3.16)
et la quatrieme équation de (3.6) par i€Z on obtient :
Re(i€9,2) + €%|2* + Re(i€02) + Re(ai€j2) = 0, (3.17)
I'addition des deux derniéres égalités(3.16)-(3.17) on obtient :

d — _ _
y Re(i€g2) + |27 — €2]9]* + Re(i€02) 4+ Re(aiégz) = 0, (3.18)

en combinant les égalités (3.15) et (3.18) on obtient :

% Re(i€(0u + §2)) + E([af* + [2]*) = ([0 + [9]*) — Re(i€ya) + Re(i€0Z) + Re(aigyz) = 0,

i.e

dﬁ({,t) 2 (157]2 212) €2 (152 12
ar TP+ |2 - € (9P + 1gP) 3.19)
= Re(i€9t) — Re(i€02) — Re(aifp?2).
Avec

F(€,1) = Re(i&vu + i)2). (3.20)
On applique 'inégalité de Young ,au deuxieme membre de 1’équation (3.19), on obtient :

d.7
WD | e (faf + blz) — & (o + 13P)

< a&(Ja]? + |21?) + Cle)) (|9 + 9*) pour tout €; > 0.
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ceci implique que :
d.7(¢,1) 20412 21 5|2
2 (1 e)€fal + (1 - )]

< Cle))(L+E)(10P + ().

Ce qui termine la démonstration du lemme(11).

Lemme. 12 :

K (€,t) = Re(3y — 42),

alors, on a:

d . . =
—H (& 1) + 0]* — 9] = — Re(ajd),

et pour tout €, > 0 on a |'estimation suivant :

Soit U = (0,4, 2,7) la solution du systeme (3.5), on définit la fonction 7 (£, t) par :

(3.21)

(3.22)

(3.23)

Démonstration. En multipliant la premiére équation de (3.5) par 7,et la quatriéme équation

par 0, on obtient :

Re(§6;) — Re(i€ji)— | § [*= 0,

et
Re(09;) — Re(i€20)+ | 0 |* + Re(ago) = 0,

I'addition des deux équations (3.24) et (3.25), donne :

d
dt

De méme, en multipliant la deuxiéme équation de (3.5) par —2, on obtient :

Re(—21;) + Re(ié20) = 0,
et la troisitme équation de (3.5) par @ on obtient :
Re(—a2;) + Re(i€ag) = 0,

I'addition des deux dernieres égalités(3.27)-(3.28), donne :

—Re(09)— | 7 |* + | © |> — Re(i&ga) — Re(i€20) + Re(agd) = 0.

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)
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d _ _ _
7 Re(—uz) + Re(i€20) + Re(i€uy) = 0, (3.29)
En combinant les égalités (3.26) et (3.29), on obtient :
d = A = A ~ 12 ~ 12 AR
3 Re(0g —uz)= [ [F + |0 " + Re(agv) =0, (3.30)
ceci implique que :
d . X L=
SH (1) + [0~ [§f? = ~ Re(agd), (331)
avec
H(€,t) = Re(0g — 02). (3.32)
L’inégalité de Young implique que pour tout €3 > 0 on a :
d (&t . .
LD (1) o <o) 9P, (333
ce qui termine la démonstration du lemme (12). O
On définit la fonction Lyapunov Z(€,t) par :
~ 52
«i”(élt):Néa(f,t)Jr1+§29(€,t)+%%/(§,t) (3.34)
telle que v et IV sont des constantes positives avec N suffisamment grand
Lemme. 13 :
Pour N > 0, assez grand, il existe deux réels positifs 3; et 5y vérifiant :
(3.35)

Bi(l+E)E(E,t) < L(E,t) < Bl +E)E(E, 1),

Autrement dit , les fonctions & et .% sont équivalentes.

Démonstration. On a :

| L(6t) = NEEt) | =| F(E 1) + 74 (6.1) |,
=| Re(i¢0t) + Re(iég2) + v Re(i€0g) — v Re(icu?) |
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A T’aide de I'inégalité de Young, on a :
| Z(66) = NEE D) [SCONU+EN o P+[al+ g+ 2]
ceci implique que :
(N =CONA+ENEE D) < L(E,1) < (N +C(N)(1+E)E (D).
on prend N tres grand , pour f; = N — C(v) et B = N 4+ C(7) , on a l'inégalité (3.35) ce qui

termine la démonstration du lemme (13) . O

Maintenant, nous somme préts a prouver la proposition (8) .
Regroupant les dérivées des fonctions &,.%, et # on utilisant les équations (3.6),(3.12) et
(3.23) on trouve :

dZ (&, ¢ £ £
% 1+£2‘u’2+(1_61)1+§2

27 = Cle)(01* + [9])

i.e
A% 2
ZED (0 - Clal) 18 40— e Eglir .
T1- 61)%@2\2 n (N@ ~ Oe, 62,7)) 9% < 0.

e On choisit €; et €5 assez petits telle que :
e1<lete <1 ,

e On choisit v pour que :

C(e)

>
i 1—62

)

e Finalement on choisit N assez grand pour que :
C(e1) +1C(e2)
e

N >

Par conséquent, pour un certain Sy > 0, on a :

dZ&,t . .
D | attop+ 9P+

& ,, & 2
1+§2\U\+r§2|2’}§0> (3.37)
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L’équation (3.37) s’écrit aussi :

dZ(& t
% +HW (€ 1) <0, V>0, (3.38)
avec
WD) =0+ 9P+ [0 4y |2 (3.39)
’ 1+¢2 1+¢&
D’autre part, a partir de 'équation (3.7) et I’équation (3.39),on en déduit que :
£ 2
Les estimations (3.7),(3.35)et(3.40),donne :
dZ(,t
LED < aowien,
£ .
< —ﬁoaorg@@(fi)a
ceci implique que :
dZt) _ Poo (&
< L&t 3.41
2 < v, (3.41)
Une intégration simple de I’équation (3.41) par rapport a t, mene a :
ZL(€,t) < Ce PO 2(¢£,0), (3.42)
Alors l'inégalité (3.35) et P'estimation (3.42) implique que :
| U(&.1) [P= Cem @ | U(€,0) |, (3.43)
52
avec p(g) = m
Ce qui termine la démonstration du proposition(8) . O]
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3.4 Taux de décroissance de la solution

Théoréme. 10 :

Soit s un entier positif, et on suppose que :
Uo = (vo, o, 20,%0) € H*(R) N L'(R),
Alors la solution U = (v, u, z,y) du systeme (3.8)vérifier |'estimation suivante :
105U @) |22 < CA+8)~FV 2| Uy 17, +C(L+ )7 [ 057'Uo 12 - (3.44)

ou k et [ sont des entier positives satisfaisant k£ + [ < s et ¢ une constante positive.

Démonstration. La preuve du théoréme est basée sur la proposition (8).

Utilisant le théoreme de Plancherel, et 'estimation (3.9), ona :

| 9 | = / € T, P e,
R

(3.45)
< [ 6P e Do
R
on remarque que p(§) dépend du comportement de £ donc on a :
> &2 st <1,
p(§) > af | €< (3.46)
p(§) > c&? si [ €]>1,
telle que ¢; et ¢y sont des constantes positives.
Donc, on écrit (3.45) comme suit :
losue I3=C / [ €[ e U(€,0) | dé + / [ €[ e O | U, 0) * de,
l€1<1 le1>1 (3.47)

=1 + I,

e Pour | {|<1:

r=c [ Jepe o D0 Fae<Cll [ 1ep et a9
|€]<1

|€1<1
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1
utilisant l'inégalité / 1 €17 e tde < C(1+1)~“D72 on en déduit que :
[<C| U |?CQA+1t)~ kD72 (3.49)

e pour | |>1:
L=C [ Jepreig
|€1>1

—C | € PR e e, (3.50)

lg1=1

< CSUp( ‘ 6 ’—Ql e—c§2t>/ | S |2(k‘+l) d&

[€]=1

D’autre part, utilisant I'inégalité :

sup { €] e*cf”t} <1+t (3.51)
|€1>1
On en déduit que :
L<CA+t)7" o U, ||2. (3.52)

En combinat (3.49) et (3.52) dans (3.47) on obtient :
10;U () =< C(L+ )" D2 Uy |7, +CA+ )7 (1 0;7'Us |7 -

Ce qui termine la démonstration du théoreme(10) . O
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CONCLUSION

Dans ce travail, on a considéré le systéeme de Timoshenko suivant :

Pt — (Som + w)x = 07
Vir — Yo + (02 + 1) + at)hy = 0,

On a utilise le théoreme de lax-Miligram et Hille-yosida pour montrer I'existence et 1'unicité
de la solution, et par la méthode de multiplicateur, on a montré la stabilité exponentielle de
I'énergie de ce systeme dans Q2 = (0,1); En suite, on a étudié le taux de décroissance de la

solution de ce systeme dans €2 = R .par la méthode de I’énergie dans un espace de Fourier.
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