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Résumé:

Ce travail s'intéresse a I'étude de I'équation d'onde relativiste, en particulier, I'équation de
Klein-Gordon dans le cadre des intégrales de chemin, pour le potentiel de type exponentiel a
cing parameétres déformés (DFPEP), a deux potentiels scalaires et vectoriels égaux, via la
méthode de la transformation spatio-temporelle de Duru-Kleinert, et en utilisant une
approximation appropriée du terme centrifuge, ainsi que des méthodes mathématiques
sont également utilisées pour le résoudre le plus simplement possible.

Le propagateur associe au potentiel de type exponentiel a cinqg parametres déformés
(DFPEP) réduit a celui du probléme de Poschl-Teller modifié dont les fonctions d’onde et le
spectre d’énergie ont été déja calculés, nos résultats sont discutés et comparés a ceux
obtenus dans la littérature.

Mots clés :

Intégrale de chemin, équation de Klein-Gorden, propagateur, fonction de Green,
transformation spatio-temporelle de Duru-Kleinert, potentiel DFPEP, potentiel de Pdschl-
Teller modifié, les états liés, fonctions d’onde, spectre d’énergie.

Abstract:

This work is interested in the study of the relativistic wave equation, in particular, the
Klien-Gordon equation in the framework of path integrals, for the deformed five-
parameter exponential-type potential (DFPEP), with equal scalar and vector
potentials, by applying the Duru-Klienert space-time transformation, and using
appropriate approximation for the centrifugal term, as well as mathematical methods
also used to solve it as more simply as possible.

The propagator associated to the five-parameter deformed exponential-type potential
(DFPEP) reduced to that of the modified Po&schl-Teller problem whose wave
functions and energy spectrum have already calculated, our results are discussed
and compared to those obtained in the previous results.

Key Words:

Path integral, the Klein-Gorden equation, propagator, Green function, space-time

transformation of Duru-Kleinert, DFPEP potential, modified Poschl-Teller potential, bound
states, wave functions, energy spectrum.
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Introduction

La mécanique classique était décrite par les lois de Newton en 1686, et par les lois
d’Hamilton en 1833, qui définissent les équations du mouvement & différentes forces, et elle
était décrite aussi par les lois de Maxwell en 1865, qui décrivent 1’évolution des champs
éléctromagnétiques et les forces qu’ils exercent sur la matiére. Ensuite, la théorie de la
relativité d’Eistien (la relativité restreinte en 1905, puis la relativité générale en 1916), est
considérée aussi comme une théorie de la mécanique classique, qui se propose un nouveau
cadre théorique plus géométrique dans I'espace-temps pour formuler les équations de mou-
vement, et des champs électromagnétiques. A Déchelle macroscopique, ces lois classiques
ont fait de grands progrées en expliquant plusieurs phénoménes physiques et naturels, mais
contrairement & 1’échelle microscopique ces lois ont montré ses limites, ou elles n’ont pas
pu expliquer certaines expériences physiques comme : 'effet photo-électrique, effet Comp-
ton. .. etc. Jusqu’a la découverte de la mécanique quantique au début du XX™¢ siécle, le role
de cette mécanique était de décrire le comportement et donner les lois d’évolution des consti-
tuants microscopiques (atomes, molécules,. .. ) de la matiére, se manifestent pour des objets
de petite taille Ax, et/ou des petites impulsions Ap, tel que Az-Ap > %, nommeé le principe
d’incertitude. Le changement radicale entre la mécanique quantique et la mécanique clas-
sique est que, en cette derniére; une particule est définie comme un objet ponctuelle décrit

par un point <E, 5) , alors que, la particule est définie comme un objet étendu décrit par

une fonction d’onde 1 (57)) , de sorte que les ondes aient une signification probabiliste en
physique. D’autre part, afin de comprendre et d’expliquer les phénoménes quantiques, les
chercheurs ont élaboré plusieurs formalismes mathématiques, on peut dire qu’Heinsenberg
était au bel endroit au bon moment, en 1925 il a développé la premiére formalisation math-
ématique de la mécanique quantique, parallelement & Schrodinger qui le fait le sait du son
coté, leurs approches mathématiques sont toutefois différentes, a celle de Schrodinger porte
sur les calculs différentiel [1], bien que celle d’'Heinsenberg porte sur les calculs matriciels

[2], les calculs de ses deux formalismes sont basés sur la notion d’hamiltonien. Ensuite,
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en 1933; Dirac [3] a considéré que la formulation lagrangienne de la mécanique classique
comme la plus utile que la formulation hamiltonienne, pour décrire un systéme physique.
Richard Feynman [4] a également réussi & former un nouveau formalisme mathématique,
qui est basé sur les résultats de Dirac, dans lequel il avait proposé que le propagateur de
la mécanique quantique est proportionnel a e(%s), ou S est 'action classique du systéme.
Feynman a introduit les intégrales de chemin en physique dans sa thése soutenue en Mai
1942, qui ne sera publiée jusqu’en 1948, & cause de la guerre mondiale. L’idée de I'expérience
de Feynman est venue du principe de superposition (expérience de Yong), ou il a remplacé
la source lumineuse par un canon & électrons.

Malheureusement, les intégrations de chemin ont également rencontré des difficultés pour
expliquer certains problémes physiques, comme le probléme de I’atome d’hydrogene, c’est ce
qui a obligé les physiciens a formuler une nouvelle technique pour résoudre ce probléme. En
1978 Ismail Hakki Duru et Hagen Kleinert ont introduit un formalisme mathématique, qui
est appelé transformation spatio-temporelle de Duru-Kleinert [5]. Cette méthode a réussi a
calculer le propagateur de Feynman associé au probleme de I’atome d’hydrogene, ce succes

a été considéré comme un moment decisif dans le développement des intégrales de chemin.

Le modele de potentiel de type exponentiel a cinq parametres ("DFPEP", deformed five-
parameters exponential type potential), a été proposé en 2001 par Jia et al [6] , il a été tres
utile dans de nombreux domaines de la physique et de la chimie et leurs différentes branches
(la physique nucléaire, physique moléculaire, la chimie quantique, ...). Le potentiel de
Hultlen, le potentiel Eckart, le potentiel de Manning-Rosen et autres potentiels de type

exponentiel sont des fonctions potentielles bien connues (cas particuliers) de ce modéle.

Durant ces derniéres années, les rechercheurs ont fait des plusieurs efforts pour étudier
les solutions des équations relativistes et non relativistes a la fois, avec différents modéles
des potentiels physiques, pour les états [ arbitraires (I#£0), car pour le cas [=0 les solu-
tions sont bien définies [7]. Parmi ces équations, I’équation de Klein-Gordon, cette équation
est une équation d’onde relativiste bien connue qui décrit les particules de spin zéro. Les
recherches récentes sont intéressées a trouver les solutions exactes de cette équation avec des
potentiels vecteur et scalaire du type exponentiel (potentiel de Hulthén, potentiel de Wood-
Saxon,...), en utilisant des différentes méthodes (la méthode de Nikiforov-Uvarov, la méthode
de SUSYQM,...). Les niveaux d’énergie et les valeurs propres de I’équation de Klein-Gordon
ont été déterminés avec de simples potentiels, comme les potentiels harmoniques et coulom-

biens. Cependant, les solutions analytiques de 1’équation de Klein-Gordon n’est possible
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que dans le cas =0 (les états s), pour certains potentiels bien connus [8], puisqu’il est im-
possible pour les états arbitraires [# 0 , dans ce cas, des schémas d’approximation doivent
étre utilisés pour traiter le terme centrifuge (Tiz) :

Dans la présente étude, nous allons I’équation de Klein-Gordon pour le DFPEP, dans le
cadre des intégrales de chemin en coordonnés sphériques, nous supposons que le potentiel
scalaire et le potentiel vectoriel sont égaux. Jia et al ont étudié ce type de potentiel dans
le cas non-relativiste, pour les états s et ont obtenu les résultats exacts en utilisant la
mécanique quantique supersymétrique (SUSYQM) [9] .

Le but de ce travail est d’utiliser le formalisme des intégrales de chemin en se servent de la
méthode des transformations spatio-temporelles de Duru-Kleinert, pour obtenir les niveaux
d’énergie approximatifs et la fonction d’onde correspondant des particules relativistes avec
le potentiel DFPEP, en utilisant ’approche proposée par Mustafa [10], pour surmonter le
probléme terme centrifuge.

Ce mémoire, comporte trois chapitres:

Le premier chapitre représente des généralités sur le formalisme des intégrales de chemin
de Feynman, et un rappelle succinct sur I’équation de Klein-Gordon. Premiérement, nous
présentons comment Feynman a pu construire son propagateur, a partir de son expérience,
qui est inspirée de celle de Young, et nous écrivons les concepts et les notions fondamentales
des intégrales de parcours. Ensuite, nous définissons 1’équation de Klein-Gordon en coordon-
nées sphériques, en présence d’un potentiel scalaire et d'un potentiel vecteur égaux, et nous
la comparons avec ’équation de Schrodinger aux termes de potentiel effectif et d’énergie.

Le sujet principale dans le deuxiéme chapitre s’agit de la transformation spatio-temporelle
de Duru-Kleinert, cela nous permet de passer d'un propagateur de forme compliquée, a une
autre forme connue et maniable. D’abord nous définissons le concept de promotor, puis nous
élaborons sur la méthode de Duru-Kleinert, nous terminons ce chapitre par des exemples
d’application.

Le dernier chapitre, est consacré au traitement du probléme de spectre d’énergie et la
fonction d’onde relative aux états "l” dans ’équation de Klein-Gordon, pour le potentiel
DFPEP, par I'utilisation de la méthode de Duru-Kleinert et nous utilisons une approxima-
tion pour le terme centrifuge. Finalement, nous discutons nos résultats numériques et les
comparons avec les résultats obtenus par d’autres méthodes dans la littérature.

Et a la fin, nous finissons notre travail par une conclusion.



Généralités sur les integrales de

chemin et I’équation de Klein-(GGordon

Dans ce chapitre on présente un rappelle sur les notions des intégrales de chemin et sur

I’équation de Klein-Gordon.

1.1 Introduction

La formulation intégrale du chemin de la mécanique quantique est une description de la
théorie quantique qui généralise le principe d’action de la mécanique classique. Il remplace
la notion classique d’une trajectoire classique unique et unique pour un systéme avec une
somme ou intégrale fonctionnelle, sur une infinité de trajectoires quantiques possibles pour
calculer une amplitude quantique.

Cette formulation s’est avérée cruciale pour le développement ultérieur de la physique
théorique, car la covariance de Lorentz manifeste (les composantes temporelles et spatiales
des quantités entrent de la méme maniére dans les équations) est plus facile a réaliser que
dans le formalisme opérateur de la quantification canonique. Contrairement aux méthodes
précédentes, l'intégrale du chemin permet de changer facilement les coordonnées entre des
descriptions canoniques tres différentes du méme systéme quantique. Un autre avantage est
qu’il est en pratique plus facile de deviner la forme correcte du lagrangien d’une théorie,
qui entre naturellement dans les intégrales de chemin (pour les interactions d’un certain
type, il s’agit de l'espace de coordonnées ou des intégrales de chemin de Feynman), que

I’hamiltonien.



1.2. L’expérience de Young

1.2 L’expérience de Young

Lorsque la lumiére monochromatique, passant a travers deux fentes étroites, illumine un
écran distant, un motif caractéristique de franges lumineuses et sombres est observé. Ce
motif d’interférence résulte de la superposition d’ondes lumineuses interférentes issues des
deux fentes. Des régions d’interférence constructive, correspondant & des franges lumineuses,
sont produites lorsque la différence de chemin entre les deux fentes et la frange est un nombre
entier de longueurs d’onde de la lumiére, et les franges sombres sont produites lorsque la

différence de chemin est un nombre d’interférence demi-entier de longueurs d’onde.

Montage dos fanies de Young

DU DT
O e i

Figure 1.1 : Expérience de Young.

1.3 Idée de Feynmen

Feynman a imaginé un dispositif expérimentale dans lequel la source lumineuse a été
remplacés par une source ponctuelle monoénergétique d’électrons ( un canon d’électrons).
Ces électrons sont captés par un détecteur placé a différentes positions x du centre de I’écran,
dans les cas:

- Lorsque les deux fentes sont ouvertes.

- Lorsque 'une seulement est ouverte.

La figure suivante représente cette expérience et ses résultats :



1.3. Idée de Feynmen
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Figure 1.2 : Expériece de pensée de Feynman.

Feynman a introduit la notion d’amplitude de probabilité complexe ® (z) ou P (z) n’est

autre que son module au carré : P (z) =| ® () |?

La probabilité pour que I’électron tombe sur 1’écran est donné par:
- Lorsque la fente 1 est ouverte
P (z) =| @ () [* . (1.1)

- Lorsque la fante 2 est ouverte

Py (x) =| 2 (2) [* . (1.2)

- Lorsque les deux fentes sont ouvertes, 'amplitude de probabilité pour que I’électron
tombe sur I’écran est donné par la somme des deux amplitudes:

O () =Py () + Py (x) (1.3)

donc:

P(z) =| @ (z) =] @1 (2) + P2 (2) [*=| 1 (2) [* + | D2 (2) [* +201® . (1.4)

d’aprés ces résultats on remarque que P n’est égale pas a la somme directe des proba-

bilitées correspondant aux deux chemins directs

P(z) # Py (x) + Py (z) . (1.5)

Cette figure représente la différence entre les probabilités Py (z), Py(x) et P(x) :



1.4. L’action classique
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Figure 1.3 : Les probabilités Py (z), Ps(z) et P(z) pour que des particules soient détectées

a la position z.

1.4 L’action classique

En physique théorique, ’action est une grandeur physique caractérisant globalement

I’état d’un systéme et son évolution, ¢’est une grandeur fonctionnelle .

sz/huﬁxwﬁ. (1.6)

t1

Typiquement, 'action se présente comme l'intégrale par rapport au temps initial et le
temps d’observation du systéme d’une quantité L appelée le lagrangien de ce systéme qui

est la différence entre ’énergie cinétique et I’énergie potentielle.

L= %mi2 —Vix,t) , (1.7)

en remplacant de ’équation (1.7) dans ’équation (1.6), on obtient:

S = /j Bmg’f . V(a:,t)] dt . (1.8)

La variation de ’action se donne sous la forme suivante :

0S =S (x+dx)—S(z)=0. (1.9)



1.5. Les integrales de chemin de Feynman dans l’espace-temps

Le développement au premier ordre en dx, est :

to
S(x+dz) = / L(x+dx,z+ dx,t)dt

t1

2 . 0L oL
= /tl (L (x,x,t) + 5x% + 5:c%> dt

2 | 0L 0L
= /tl (L (x,x,t) + 5x% + 5x%> dt

0L oL
= S(z) —1—/t1 ((h% + 5x%) dt (1.10)

I'équation (1.10) est 'action qui est utilisée pour établir les bases de la mécanique quan-

tique dans la formulation de Feynman en intégrale de chemin.

1.5 Les integrales de chemin de Feynman dans ’espace-

temps

Le propagateur K est 'amplitude de probabilité total pour une particule qui passe
d’un point espace-temps (z,,t,) & un autre (z,t,) , il est la somme des amplitudes ®

correspondant & tous les chemins possibles .

Figure 1.4 : Les chemins possibles entre deux points.

K (xy, ty; Ta, ta) = > ® [z (1)] . (1.11)

sur tous les chemins possibles

Le propagateur s’écrit en fonction de I'opérateur évolution dans le temps comme [14]

Ty | w(lp, ) | Tq our ty > t,
K (2, ty; Ty ta) = (o | ulty.ta) | 7o) pour T : (1.12)
0 pour t, < t,
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1.5. Les integrales de chemin de Feynman dans l’espace-temps

ot u(ty, t,) est opérateur évolution dans le temps qui s’écrit comme:

u(ty, to) = e Htv—ta), (1.13)

Si ’hamiltonien est indépendant du temps, on a alors :

(W (1)) = ults, ta) [V (ta)) , (1.14)

en projetant sur un état | 2, >, on obtient:

< Ty ‘ L (tb) >=< Ty ‘ U(tb,ta) ‘ L (ta) >, (115)

la relation de fermeture des états position s’écrit:

+oo
1= / | 2o >< x4 | dz, . (1.16)

—00

Nous insérons ’équation (1.16) dans ’équation (1.15), on obtient:

“+oo
cm | U () >= / e < 2y | Ut ta) | 70 >< 70 | U (t) > . (L17)

—00

Le propagateur (1.12) de Feynman s’écrit aussi comme:

K (2, ty; Tay ta) =< T3 | {exp (—%H(tb — ta)>] | 20 > . (1.18)
L’équation (1.17) devient:

“+o00
U(xp, tp) = K(xp, to; oy ta)¥Y(2g, ta)dz, (1.19)

—0o0

En subdivisant l'intervalle de temps [t,,t;] en (N + 1) intervalles infinitisimaux égaux

tels que:
m 13 al
K (xp, ty; Tay ta) :]\}15)1;0 [27”,]56} /.../K(xNH,:z;N,a)Jl_[lK(xj,:Uj_l,a)dxj . (1.20)
e—0

cette expression est ’expression du propagateur globale (voir l’annexe N°1).
La forme condensée du propagateur s’écrit comme:

i

K(antiznta) = [ Dls]ewp |1Svia(0] (121

11



1.6. Integrales de chemin dans l’espace des phases, par le produit de Lie Trotter

ot le symbole D [z(t)] est la mesure differentielle relative & tous les chemins z(t), ce qui

est donnée par:

] ? (1.22)

I

Dlz(t)] = [2%2%5} 5 H [227Th5

J=1

et Sy [x(t)] est action qui s’écrit comme:

N+1 N+1
Sy (z(t)) = Zs - Z[ (A;)? —gV(mj)}, (1.23)
7=1
ta = t() et Aij = .I’j — [L’jfl,

avec Ty = TNy1 , bp = tN+1, Ty = Ty

T _
‘Cj:tj_tjflzN_Hy T—tb—ta

1.6 Integrales de chemin dans I’espace des phases, par

le produit de Lie Trotter

L’élément de matrice de 'opérateur d’évolution u(ty, t,) entre deux états | © > et | xg >

est le propagateur de Feynman s’écrit comme:

—iT
K(x,t;x0t0) =< x| exp (%H) | 2o > (1.24)
oul =t —ty, et 'opérateur Hamiltonien H est donné par:
2
(1.25)

N P
H=— .
Qm—i-V(x)

L’opérateur d’évolution peut-étre écrit, d’aprés la formule de Lie Trotter [11], sous la

forme suivante:

iT [ P? iT P2 TV ()\ Y
== = i - - 1.2
o0 (< [ v0]) = oo () o (F50)) o
I'équation (1.26) devient:
Kz t:a0to) = lim <z _ V@ LS e
T, b Toto) = lim <z §exp SN exp N Z . .

12



1.6. Integrales de chemin dans l’espace des phases, par le produit de Lie Trotter

+oo
En injectant (N — 1) fois la relation de fermeture [ | z; > dz; < z; |= 1 entre les N

opérateurs partiels, I’équation (1.27) devient:

T iT iTP? Nt
K(z,t;xo to) = Nlim /Hexp (—WV(%-)> (x| exp (— 2th> |zj_1) dej . (1.28)
T ood= =1

L’injection de la relation de fermeture de ’espace des implusions nous permet de calculer

facilement 1’élément de matrice de 'opérateur énergie cinétique:

T T
<£Cj|€Xp<— ! P2)]xj1>:/<xj\exp<— ! PQ)]PJ-><Pj\le>de.

2hmN 2hmN
(1.29)
L’action de 'opérateur P sur les kets| P; >, conduit a:
1T 1 7 T
(1.30)
L’integration sur la variable P; donne:
<xzjle i P |z > < n )ée im(:c T 1) (1.31)
lexp | — i1 >= Xp | ———(x; — z;— . .
7P T ohmN 91 2inhe) P\ 2he T

En remplagant I’équation (1.31) dans (1.28), on obtient:

N N . N-1
: — 1 molE L R R . .
K(z,t;x0ty) = Nhinoo |:2i7'('h€] / /jlj[l exp {h [26 (xj — 1) 5V(xj)} } Jli[ldxj.
(1.32)

On a la relation suivante:

HGXP(%‘) = eXp(Z%’% (1.33)

d’apres ’équation (1.33), I'équation (1.32) devient:

N
. mo ]2
K(z,t;m0t0) = Nh—H>1<>o [22’77715} 2
SN N-1
x/ /exp (ﬁz (2—6 (xj —xj_1) — €V (@))) Hd:z;j (1.34)
=1 i=1



1.7. Integrale de chemin en coordonnées sphériques

Cette équation représente I'expression du propagateur sous sa forme lagrangienne stan-
dard. Parfois, il est avantageux de travailler avec des propagateurs contenant ’hamiltonien
H au lieu du lagrangien, pour calculer le propagateur dans ce cas, nous remplagons le terme

(] exp(gﬁlj\?) |z;_1) par son expression (1.30), on obtient:

1 N i N P2
K(z,t;xoto) = Nli_r)nOO [ﬁl /~~/exp ﬁz {Pj(xj —Tj1) — a(ﬁ + V(a:j))]
j=1
N-1 N
x | [ dz;] [dP;. (1.35)
=1 j=1

2
Il apparait dans l'’expression ci-dessus I’hamiltonien partiel H; = % + V(z;) et le
produit P;z; I'integration ce fait dans ce cas sur I’espace des phases (z; et P;), nous obtenons

I’expression du propagateur de Feynman:

K (2, t; 20 to) z/---/exp{%/t: [Pi — H(z, P)dﬂ}p(x(t))p(p@)). (1.36)

1.7 Integrale de chemin en coordonnées sphériques

Dans la mécanique quantique, la symétrie rotationnelle est trés importante pour trouver
les fonctions d’ondes et les énergies correspondant des systémes physiques. Les coordonnées
sphériques transforment & partir de I’équation de Schrodinger d’'une symétrie rotationnelle,
alors, nous pouvons séparer cette équation a une partie angulaire exprimée en terme des
harmoniques sphériques leurs solutions sont connues, et une partie radial qui contient des
informations spéciales sur les systémes dynamiques.

Dans l'integrale de chemin cette transformation de coordonnées est possible mais ini-
tialement les choses deviennent compliquées, I'un de ces complexité est représenté lorsq’on
étudie la présence d’une barriére centrifuge qui élimine la possibilité de faire "Time sliced".

La relation suivante représente la formule du propagateur a trois dimensions [12]:

- s i — 1 [m —0\2 .
K(Tbatb; Taata) = / DT(t)eXp/fE(? (ATj) _V<7« )dt
N+1

1 | N .
L m \z — i
N Nh—r>noo - <2i7rhe> H/d I {hSN} ’ (1.37)

J]= =1

N———

14



1.7. Integrale de chemin en coordonnées sphériques

avec

ty =tnt1 5 ta = to

- = e T <
'y= T"N+1;, Ta=To

et action totale:

N+1 N+1
SN = ZS = Z ’f' + 7"2 1~ 2?] : ?];1) — eV (F;) . (138)
j=1

En utilisant le systéme des coordonnées sphériques (r, 0, ¢) défini comme:

x =rsinfcosy
y=rsinfsinyp , (1.39)
2z =rcost

avecr >0;0<f0<m et 0< <27,
Tel que I’élément de volume s’écrit en coordonnées sphériques comme:

dr; = 13 sin0;dr;db;dg;, (1.40)

le propagateur (1.37) peut étre réécrite en coordonnées sphériques comme:

N+1

3 N 21
— — 2
K(7 'y ty; 7o ta) = Nh—I>nooJ <227rh€ H [/ / / T 2sin 6, jdridf;de;

Jj=1

N+1

I ()] (1.41)

l’action élémentaire est:

S = 9% (7" + 7” 2Tjrj—1 COS ®j7j—1) - éfV(Tj), (142)

ou 0;; 1= (7;7;1),

avec ’angle entre deux vecteurs en coordonnées sphériques est:

15



1.7. Integrale de chemin en coordonnées sphériques

cos0; ;1 = cosfjcos; 1 +sinf;sinbd;_; cos(p; —@;_4), (1.43)

et la mesure prend cette forme:

3
N+1 3 N o
m 2(N+1)
l‘ | <2mh€> jlzlld <227Th€ [/ / / risinO;dr;d;de;| . (1.44)

J=1

L’expression précédente du propagateur n’est pas appropriée pour l'integration en raison
de la présence des termes (722 ;71 cos ©;,;_1 ), cette derniére est suportable & une partie
radiale et une partie angulaire.

Pour une évolution éxplicite de la partie angulaire du propagateur, nous allons utiliser

la formule suivante:

exp(izcosp) = 2:[(= )Z(kjt;) ()%JkJr%(z)Pk(cosgp)

= /222 (2k + 1)i Jk+1Pk(cos ©). (1.45)

Jn(x) est la fonction de Bessel, qui est donnée par:

To(z) = 2})‘(——1)1’ (f)mn , (1.46)

(n—{—P)' 2
R (1.47)
alors:
) . (1)P _{\ 2P
Ju(=U) = FZ:;)P!(H—FP)!( 2 )
+oo (—I)P U 2P+n N
_ Pzzom (5) (=1)". (1.48)

Jo(iz) = i"1,, (1.49)

ol I,, est la fonction de Bessel modifiée.

16



1.7. Integrale de chemin en coordonnées sphériques

On pose :
y =iz, (1.50)
d’aprés (1.48) et (1.49), on déduire que:

eycose ‘/21 Z (2k + 1)i Jk+1Pk(cosgp)

1 s . 1 .
= (-1)2 5; @k+DﬁP®“4%%@wﬂ®%w>
yK:O
1 m i 1 1
= (-1)2 iy 2 (2k + 1)i* (=1)"2 (i)"*2 I .1 (y) Pi(cos )
=0

= \/>Z (2k + 1)1}, 11(y) Pi(cos @), (1.51)

ou Py (cos ) sont les polyndmes de Legendre.

On arrive a Pexpression de propagateur suivante, le remplacement de la formule (1.51)
dans (1.41):

N+1

3 N
K(?batb; ?aata) = lim 2 H {/ / / r; 25in 6. idr;df ; dtpj}
N—>o<> 227rh5 paley
N+1
XH {exp[ [ 7" +7“ 1) — 5V(7‘j)]H
s 1he 3 = ]
S —— 20 +1
X.H <2mrjrj_1> Z (2 +1)
]:1 l...l]\]+1:0
mrir;_
X[lj+% < ZJh; 1) P[(COS @jd‘,l), (152)

=1 ,Vj=1..N+1

ol encore:
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1.7. Integrale de chemin en coordonnées sphériques

3
m §N+1
K(T oty Tate) = 1im<, )
(70 143 Ta ta) N—o0 \2imhe zz
N+1=0

H / erJ]

7j=1

N ™ 2w
mrr;_ .
X [H/{; /O (2l3 + 1)Ilj+% ( 'jh] 1) Pl].(COS @j’jfl) Slnejdejdgpj]
j=1

mne

TTLTjTj_l

s ey (250 1 )

N+1

XH[eXp[ [ (2 412,) — gV(rj)m

Bt imhe 2
1.53
XH (Zmrjr] 1) ’ ( )

on peut utiliser I’expression suivante:

N+1
1

N
Hrj mH Tirio1)?, (1.54)

J=1

en substituant la relation (1.54) dans (1.53), on obtient:

N
m \ (NV+1) 1 oo
K(?batb;?aata) = lim < ; ) ( ) [H/ Tde‘]]
N—oo \2iTmhe AT L L1 o

N+1

XH[eXp{ {2 +r1) - gvm)}”

Mr:r._ )
XH {/o /0 (Gl + Dy (5 1)PZJ'(COS@J'J—1)Slnejdjdw}
Jj=1

mr;ri—

x| @i + I, )Pry 1 (c0505,51)] (1.55)

the
Les polyndémes de Legendre peuvent étre décomposés vers les harmoniques sphériques:

Am

Py(cos ) = <21+1 ZYZmeN,soN)Ylm(eN 1 on-1); (1.56)
Vit ) = (-1 | s G20 B cos) explime), (157)

la formule (1.51), devient:
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1.7. Integrale de chemin en coordonnées sphériques

l
m/ Zm Vs () S Yin O, o) ¥ (Ot 0 1), (1.58)

m=—1

En insérant cette derniére formule dans I’expression de propagateur (1.53), on trouve:

(N+1) 1
K(Tyty; Ta,ta) = lim <ﬁ> ( ) / ridr;
( bt ) N—oco \1he A/ TvTa Loln o ;I‘_‘[ 7=

x]ﬁl {exp {% {Z2+r2) - gvm)}H

j=1
N mr;r mr;r
Jj'j-1 Jj'j—1
XH [Ilﬁ% < the )IZNHJrl < the ﬂ
j—l
2
X Z / / }/2 L .7730‘])}/2 m; (HJ 17@] 1)Sln9 de dQOJ
mj=—l;
l
X Z YZN+1 m<0N+1>S0N+1)Y;*N+1,m(9Na SON) (159)
m=—I

En utilisant la relation d’orthogonalité des harmoniques sphériques qui est décrite par

la relation suivante:

T 2T
/ dy / Vi (6, )Yy (6, 0) 0 008 = 6110, S (1.60)
0 0

donc en trouve I'expression du propagateur suivante:

+o00

20+ 1
K(?b,tb;?a,ta): E ( 4+ )Kl(Tb,tb;Ta,ta)Pl(COS@mb), (161)
v
=0

ou le propagateur radial K;(ry,ty; re,t,) s’éxprime également comme:

. m N\ (N+1)
Kilro,toire ta) = im (%) <\/rb_7") N [H/ Tjdr]]
N+1 T
et ()]
% U [ Lts \ e

N+1

><H {exp[ { (2 + 12 )—6V(7‘j)}”, (1.62)
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1.8. Le propagateur et la fonction de Green en fonction de I’énergie et la fonction d’onde

en effet compte tenu du comportement asymptotique des fonctions de Bessel modifiée
[14]

L) — (S >;exp{i_1£<vz_l)}, (1.63)

g’ e—0 21z

ULELEE cih 2 mriri_q cih
Lo | —— ) — [ —m— 19" _ 1 1.64
s ( € > e—0 (27Tmrjrj_1) eXp{ eih <2mrjrj_1> U+ )>}’ (1.64)

on arrive alors & la formulation du propagateur radial en coordonées sphériques et en

fonction du potentiel effectif V.;/(r;):

1 m (N+1) N 00
Kirs,toi7a,ta) = (Tbr )NE?O (27rih5> X [H/ dra‘]
a =1

X exp hz { (Ar))? —eV(rj) — m} : (1.65)

2m7“jrj_1

ou le potentiel effectif est définie par I’expression suivante:

R+ 1)

)
2mr;ri_q

Veps(ry) =V (r;) + (1.66)

donc le propagateur (1.65), devient:

1 m (N;—l) N 00
Kilry, tyirasta) = (rbr )Nirga <2m'hs> % H/o dr;
a j=1
X exp [hz { (Ar;)? — 5Veff(rj)}] : (1.67)

1.8 Le propagateur et la fonction de Green en fonction

de I’énergie et la fonction d’onde

Nous introduisons des propagateurs en fonction de I’énergie et la fonction d’onde, qui
nous permettent d’étudier la fonction d’onde finale de la particule, et son spectre d’énergie

a la fois [13].
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1.9. L’équation de Klein-Gordon en coordonnées sphériques

Le propagateur en fonction de 'opérateur d’évolution s’écrit comme :
iHT
K (b, ty; Ta,y ta) =< Tp, 1y | eXp(—T) | Ta,ta >, (1.68)

on a:

d lln><ln|=1, (1.69)
I,n

en insérant la relation de fermeture (1.69) dans (1.68), on obtient:

o .HT
K (zy,ty; T, ts) = Z < T, ty | exp(—z - ) Ln><ln|x.t, >, (1.70)
ln
ou:
<z t|lin>=YT,(x,1), (1.71)
alors le propagateur (1.70) devient:
- iHT
K (@, ty; Tasta) = > Uoi(20, 1) (20, o - . 1.72
(120 0) = S )t o (=) (1.72)

La fonction de Green est la transformée de Fourier du propagateur [15]:

1 [ BT
G(zp, ey F) = ,—/ dT exp (Z—) K(zy, x4, T), (1.73)
ih /g h
ou T = tb — ta s

en remplagant I'expression du propagateur (1.72) dans I’équation (1.73), on trouve:

G(zy, 24 E) = Z% (1.74)

n

1.9 L’équation de Klein-Gordon en coordonnées sphériques

L’équation de Klein-Gordon est ’équivalent relativiste de ’équation de Schrodinger qui
décrivent les particules de spin nul, ayant des vitesses relativiste (v = ¢ ) [21, 22] .

Dans la mécanique quantique relativiste, la solution analytique de ’équation de Klein-
Gordon joue un roéle trés important dans la physique théorique, cette équation relativiste
contient deux potentiels, I'un scalaire S(r) et 'autre vectoriel V(r). L’¢quation de Klein-
Gordon pour un potentiel a symétrie sphérique a trois dimensions s’écrit sous la forme

suivante [16, 17, 18] :
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1.9. L’équation de Klein-Gordon en coordonnées sphériques

(72 72 +(V(r) — Eng)® — (S(r) + M)?] U(r, 0, ¢) =0, (1.75)

ol E est I'énergie, M est la masse de la particule et /%est 'opérateur de Laplace s’écrit

en coordonnées sphériques comme:

10
2:A:—— R
v 72 8r(r or + r2sin% 6

sin f— (sin 0 —

0 1 0 0 0?
2 R
{ 20 89) + 8g02] : (1.76)

L’expression du carré du moment cinétique orbital L? en coordonnées sphériques est

donnée par :

- 1 [. o,. .0 0?
L = g {sm 9%(S1H¢9%) + 3_<P2] . (1.77)

Laplacien peut se mettre sous la forme:

10, ,0, I
A=) -= 1.
r2 87“00 87") r2 7 (1.78)
d’autre part on a:
L2 = (1 + 1)R2T | (1.79)

donc, I’équation de Klein-Gordon en coordonnées sphériques devient comme suite:

liﬁ(ﬁ%) L BV + MES)} 4 V) — S20) + B2 — M| W(r,0,) = 0,

r2 or r2  h2c?

(1.80)

lorsque V(r)=S(r), 'équation (1.80) devient:

19, ,0. I 1 \ 5 4 ,
[7250" o)~ 5 s {(Ehy = MPt) = 2(Euy + ME)V (1)} | U(r.60.9) =0,
ou la fonction d’onde totale en coordonnées sphériques s’écrit:

R(r

U(r,0,p) = ( )Yz,m(e, ), (1.81)

tels que Y,,,(6, ¢) et R(r) représentent les harmoniques sphériques et la fonction d’onde
radiale respectivement.

La partie radial de I’équation (1.80) séparée en variables [38], devient:
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1.9. L’équation de Klein-Gordon en coordonnées sphériques

d*R(r) 1 (1 + 1)h2c?
dr2 h2¢2 {Eg,l — M?c* — 2(E,; + Mcz)V(r) - T} R(r) =0, (1.82)
par ailleur, I’équation de Schrodinger s’écrit comme:
d? 2M R 1(1+1)
-— — | F — - 7 = _
= R(r) + 72 < V(r) N o2 ) R(r) =0, (1.83)

L’équation radial de Klein-Gordan s’écrit aussi comme:

R(r)=0, (1.84)

dQR(T) 2M 2 E?z,l — M?24 B (En,l +M02)V(7,) B l(l + 1)h202
dr? h2c? 2M 2 Mc? 2M c?r2

par comparaison entre les équations radiales de Klein-Gordon (1.82) et de Schrodinger

(1.83), on a:

E2l - M204
E = % .
2M c? ’ (1.85)
et
(B M) I(1+1)h2
‘/eff = M2 V(T) + IM 12 (186)
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2

Transformation spatio-temporelle de

Duru-Kleinert

Dans ce chapitre on va introduire la notion du ’promotor’, puis on va developper la

méthode de Duru-Kleinert, dans le cadre du formalisme des integrales de chemin.

2.1 Introduction

L’application du formalisme des intégrales de chemin de Feynman a obtenu un succes
dans certains problémes physiques, comme le probléme de la particule libre et le probleme de
I'oscillateur harmonique, ot ce formalisme a réussi a calculer leurs propagateurs. Cependant
il reste coincé lorsqu’il est appliqué sur I’atome d’hydrogene, il a rencontré des difficultés
pour calculer leur propagateur. Afin de résoudre le probléme de ’atome d’hydrogéne Duru
et Kleinert [5], ont appliqué pour la premiére fois la transformation de Kustaanheino- Stifel
(KS) pour le potentiel de coulomb [19], puis ils réussis & éliminer le probléme de 1’atome
d’hydrogene, lorsqu’ils ont utilisé deux transformations principales, une transformation spa-
tiale suivie d’'une transformation temporelle, il y a deux types de cette derniére qui sont:

- Une transformation globale: qui transforme le parameétre temps ¢ en un nouveau

parameétre pseudo-temps 7, donnée par:

t—g(r) —71=g"(1),

- Une transformation locale: qui dépend de la position.
dr = flq(t)] dt,
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2.2. Concept de promotor

ou f [q(t)] est une fonction connue.

2.2 Concept de promotor

La fonction de Green n’est autre que la transformée de Fourier du propagateur. On peut
obtenir le spectre d’énergie & partir des poles et des fonctions d’onde a partir des résidus

aux poles de cette fonction, I’expression de la fonction de Green est donnée par:

1 [ .
G(xp, e, E) = E/ e %TK(IL‘b,ZL‘a;T)dT7 (2.1)
0

on peut écrire cette équation comme:

G(zp, 24 E) = i/ P(zy,xq;T)dT, (2.2)
0

1

ou l'expression de promotor P(xy,x4;7T) est :

T

Pz, 20;T) =€ K(xp, 20, 7T), (2.3)

I'équation (2.3) de promotor, sous sa forme intégrale s’écrit comme:

Py, 20;T) = / eT DT (1), (2.4)
0
ou
W= / Lt +T E, (2.5)

avec T'=1t, — t,.

2.3 La méthode de Duru-Kleinert

La transformation Duru-Kleinert est une méthode mathématique nommée d’aprés Is-
mail Hakki Duru et Hagen Kleinert, qui nous permet de traiter le probléeme des intégrales
de chemin des systémes physiques a potentiels singuliers. Cette transformation remplace
'intégrale divergent du chemin tranché dans le temps de Richard Feynman (qui n’éxist donc

pas) par une autre, convergent bien défini [5].
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2.3. La méthode de Duru-Kleinert

2.3.1 Transformation du propagateur

A cause de la singularité du potentiel, le propagateur discréte est parfois mal définie dans
certains problémes quantiques, la méthode spatio-temporelle de Duru-Kleinert nous a aidé
a surmonter la difficulté, nous pouvons alors passer d’une forme de propagateur difficile a
calculer & une forme de propagateur qui a déja été calculée. Cette technique repose sur une
transformation de coordonnée xr — ¢ suivie d’une transformation temporelle t — 7 .

Considérons le cas a une dimension (D = 1), le propagateur relatif & un potentiel V' (x)

th
K (xp, ty; Ta,ta) / /D |exp(+ / Ldt), (2.6)
ta

L=—1 — V() (2.7)

donné comme:

ou

La forme discréte du propagateur (2.6) donnée par:

N N-—1
K(xp, ty; Ta,ta) = li )2 ! 1 T dz; 2.
(xln by La, a) NILI})O 271'277:6 / /exp FL;SJ] E Lj, ( 8)
avec
m 2
Sj = 2—€<Ij — ZEj_l) — 8V(l’j). (29)

Comme nous l'avons mentionné précédement, les outils indispensables dans les tech-
niques intégrales de chemin sont les régles de transfomation. Considérons le propagateur de

Feynman (2.8), et nous éffectuons les transformations suivantes.

Transformation de coordonnées

Posons:
v = f(g) (2.10)
on a:
Axj=x; —xj_q, (2.11)
ou

Y

zj1 = f(g-1)

nous utilisons la notion du "mid-point"

{ z; = f(g;) (2.12)

g = % (2.13)
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2.3. La méthode de Duru-Kleinert

ou
~ Aq
= —+ - R
{ GEGTR (2.14)
_ qj
9j-1 =4 — =
avec

qu' =dq; —qj-1 ,

on remplace les expressions du ¢; et g;—1 (2.14) dans ’équation (2.12), et on fait le

developpement au 3¢ ordre, on obtient:

Fla) = 1065+ 35) = 13 + )AL + 10(5) BLE 1 o) BU o5
fla) = £@ - 5 = 1@) - @) 28+ 10(g) BEE - o) B0 (21)

la substitution de I’équation (2.15) et I’équation (2.16) dans I’équation (2.12) donne:

1~ .\ (Agy K
Ar; = 1), + 10() 52 (217)
donc
F(G) (Aqg‘q
Ax;)" = A + - , 2.18
(@) = 7 @) 1+ LB (2.18)
le terme énergie cinétique aura pour forme:
m 2 M o, 2 1 f(g( ;) 2
(A = = N(Aa: — )2 _
o (aa) = a2 |1+ 5L B g (2.19)
Transformation de la mesure
Considérons que
dz; = f'(¢;)dg;, (2.20)
le terme de mesure devient
N-1
Hdmj Hf q;)dg;, (2.21)
7j=1

ou
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2.3. La méthode de Duru-Kleinert

T e, = 1) o)l T 1) 0y qu], (2.22)

alors

N-1

<2i:':hg> Hd"”j =7 éjlj[l <2mh€> f'(gj-1) quj. (2.23)

La transformation locale de temps

Effectuons le changement de variable suivant:

dt = [f'(q())])* dr. (2.24)

Le nouvel intervalle de temps est:

o (2.25)

=T — Tj—

g 1j-1-

La relation entre ’ancien intervalle de temps € et le nouvel intervalle o; est donnée par:

= f(q;)f'(gj-1)0;. (2.26)

On remplace ’équation (2.26) dans 'equation (2.23) on obtient:

<2Wh€> Hdwj = @)™ <2mhwj) : Jhldqj (2.27)

Pour décrire € en terme de 'med-point" G;, nous utilisons les relations suivantes d’ordre

) 2
Pa) = 1) + 12 3) 8+ 1 g PO (2.28)
et
Flg) = £1(@) — 12 (@) 20 4 5 (g) B (2.29)
d’ou

f,(%)f (QJ 1) f (Q)

G (120
L () {f’(qj) (ff@))}]’ (230)
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2.3. La méthode de Duru-Kleinert

on note que : f(q;) = f;,
d’apres (2.30), ’équation (2.26) devient:

, 1
e=0;ff {1 + Z(qu)2

I (f_f'>2
i\

aussi le terme d’énergie cinétique (2.19) devient :

Moagy? — Merag|1g i (Bw)’
% (Az;)" = 5 fj(Aq]) {1 + f]/ 19
" 1
, f]/-” " 2 ?
75" {1 +i(Ag)? {f— - (%) H
il devient :
m N2 A2 T A VAT
% (ij) 2%, (qu) + 80, (qu) AV
avec o ) 2
AV; = ( j) i
7)) e

Alors, le terme d’énergie potentielle devient:

eV(xy) = o, [V 5] = 0, /7°V;.

Le terme exponentiel du propagateur s’écrit comme:

m

) ) m ,
exp(35j) = exp [7—1 {20,(A%‘)2 + gAV}(AqJ')LL - Ujff‘@'H :

J J

En utilisant la relation de la démocratie:

N—-1 N—-1
[1da; = T a(Ag)),
j=1 j=1

et 'intégrale:

+oo +oo 3b
/ exp(—az® — ba*)dr = / exp(—az? — T)dw.

o0 —00

Dans notre cas, on a:

. .m
a 2iho
b mAV;

8iho
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2.3. La méthode de Duru-Kleinert

On obtient:
S — 3 m N2 _ 4. f2Y/. 3_‘i }
e = exp [ {2 ; (Aq]) o fj VJ + SmAV]H . (2.40)

Par ailleur, le pseudo temps 7 vérifie la condition:

o (2.41)

cette condition peut-étre formulée comme suit:

] [ aro (7 [ Car ) =1 (2.42)

Le propagateur global aura pour expression:

Kaa) = Jim @)@ [0 (7 [Carlr@f) i (24

ou

Ky = [f'(an) f'(q0)] é/ /H (zmw_]) 6ﬁsﬁdqj (2.44)

D’apres la transformation de Fourier d’une fonction:

o0
U (FE) e (t)dt,
( \/ 2mh /

on peut écrire le terme 6(T — [ dr f”®) comme suit:

Th +oo i Th
6(T—/O drf?) — \/2%/_ exp{—ﬁE(T—/o drf’2)}6(E)dE

1 +o0o i Th
= oun | O {—ﬁE(T —/0 de’Q)} dE, (2.45)
d’ou:
{ OE) = V‘Z‘l@ . (2.46)
6(t) = ggm |13 e~ T O(E)IE

L’expression du propagateur (2.43) devient alors:

/ / o) +00 . . -
Ko - i SO0 [ [ fo (i) e (3 [ 1) s
(2.47)
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2.3. La méthode de Duru-Kleinert

on remplace I’équation (2.44) du Ky dans (2.47) et aprés développement on arrive a:

) - /" (2) /" (ga)] oo iET
K(g,qa;7) = h_r}r;o o (27%0]> / dT/ dEexp( h>

x / / :i:[:dqj exp (;%Sj> , (2.48)

I\J\H

d’ou:

gj 8m

Nous pouvons extraire la fonction de Green G(qy, ¢q; E), de la transformée du propaga-

(A o, (ffV;- FELNAS Ef;?) . (2.49)

20

teur par le transformation de Fourier:

1 oo BT
K(thqaaT) — %/OO eXp(_T)G<Qb)qa7E)dEJ (25[))
ou:
“+o0
G Qb7Qa7 \/ Qb QG / dTP q1:7QI17 ) (251>

L’expression de promotor donne comme:

P(qy, o, T) = hm / /H (27rzha]>;]\,:1dq] exp <i—iﬁ:5~' ) (2.52)
5= 3 [ a0 o {50 -5+ Pan )] (253

A la limite cojn_tinue (]j\f_—> 0):
S(q(r)) = /0 dr [% <;l—z)2 - V(q)] : (2.54)
Vig) = f*(a) V(f(q) — E] + AV, (2.55)
AV = {3?; - ff—] . (2.56)
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2.3. La méthode de Duru-Kleinert

2.3.2 Exemples d’applications

Dans le but d’illustrer la méthode de Duru-Kleinert nous nous proposons d’appliquer aux
exemples des potentiels
Exemple 1

Soit le potentiel, donné par:

ou A, B et GG sont des constantes.
Pour trouver le potentiel transformé V(g), en utilisant les transformations suivantes:

- Transformation des coordonnées

3
r= f(q) = q>. (2.57)
- Transformation du temps:
dt = [f'(q)]” dr. (2.58)
Calculons le terme correction quantique:
fl/ 9 2f/l/
AV; = (7) “35 (2.59)
on a :
1
fr=3q
fr=3q¢z: (2.60)
£ _§q—%
8
alors
AV, = D (2.61)
7 12¢% '
et
9
dt = quT, (2.62)
B G
V[f(g)] = Ag+ PR (2.63)

la substitution de ces valeurs dans 1’équation (2.55) donne:
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2.3. La méthode de Duru-Kleinert

~ 9 9B 9 9
V()= -A@+—+-—=-=:
Exemple 2
Soit le potentiel qui s’écrit comme:
A e?
Vi(r) = —
(r) 2mr?  r

avec A et e sont des constants.

Y

———. 2.64
t (2.64)

(2.65)

En utilisant les transformations suivantes pour trouver le potentiel V(q)

- Transformation des coordonnées:

- Transformation du temps:
dt = [I'(q)]” dr.

Calculons le terme correction quantique AV :

AV (h//>2 9 K"
== _ -

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

h' 3K’
on a:
h =2q
B =2 ;
h/// — O
alors
1
A‘/; = ?,
dt = 4¢>dr,
et
A e?
h - 4z
V(@) = g+ 5

I’expression du potentiel transformé devient:
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de Duru-Kleinert

A
9 2
20" | (o
(% + §h_2
m 8m

34
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1

(=) —4Eq” + 4€*.
q
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3

Détermination du spectre d’énergie

"l"

relative aux états du potontiel de

DFPEP via les intégrales de chemin

de Feynman

3.1 Introduction

Dans un systéme quantique, la solution exacte d’un probléme physique dans lequel nous
étudions le spectre d’énergie et les fonctions d’onde sous certains potentiels de type expo-
nentiel est trés importante, car elle porte des informations nécessaires concernant le systéme
a étudier [20].

Dans ces derniéres années, les chercheurs se sont orientés vers 1’étude des problémes
de la particule relativiste de masse M qui se déplace sous 'action d’'un champ & symétrie
sphérique composé d’'un potentiel scalaire S(r) et d’un potentiel vectorielle V(r) égaux.

L’équation de Klein- Gordon décrit le mouvement d’une particule de spin-zéro [21, 22] ,
cette équation dans le cas des états de moment orbital "["” non nul (i# 0) n’admet aucune
solution exacte, a cause du terme centrifuge [23, 24]. Pour obtenir une solution approchée
de I'équation, il faut utiliser des méthodes approximatives.

L’objet de ce chapitre est de déterminer le spectre d’énergie des états « [ » et les
fonctions d’ondes correspondant, via les intégrales de chemin de Feynman associées a celles

du potentiel du type exponentiel déformé a cinq parameétres.
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3.2. Le potentiel de DFPEP

3.2 Le potentiel de DFPEP

Le potentiel de type exponentiel déformé a cing parametres « DFPEP » (deformed

five-parameters exponential type potential), que nous examinons dans cette étude est définie

comme [9] :
exp (—2ar) (exp (—2ar))?
\% = 1
preer ) =P E P xp(=2ar) TP~ o expl_2am)) (31)
ou encore:
Vorpep(r) =p1+ P2 bs 3 (3.2)

exp (2ar) — ¢ (exp (2a) — ¢

tels que: p1, ps, P3,¢ et o sont cing parameétres réglables, avec ¢’ # 0.

3.2.1 Définition potentiel DFPEP

Ce potentiel est I'un des potentiels les plus réalistes en physique nucléaire, physique
moléculaire, physique de la matiére condensée et physique des particules élémentaires,
puisque le potentiel incorpore les modéles potentiels bien connus comme cas spéciaux, ce
modele peut étre utilisé dans le modeéle de la coquille sphérique pour obtenir le fraction-

nement d’énergie et les nombres magiques [25].

3.2.2 Quelques cas particuliers

Nous montrons quelques cas spéciaux de potentiel "DFPEP":

Le potentiel du Maning-Rosen

Si nous définissons p; = 0, ps = —‘bLQO, p3 = ﬁ(igl), o= %b, ¢ =1, oul b est le parameétre de

criblage qui a une dimension de longueur. Alors le potentiel DFPEP se transforme en un

potentiel de Maning-Rosen [26] comme suit:

o ew(F) | BB-Den ()P

R (1—exp(F)) b*(1 —exp (3£)) (3:3)

VMfR (T) =

Le potentiel d’Hulthén

Pour p; = p3 =0, pp = =Vy, ¢ = 1, a = §, alors le potentiel DFPEP se réduit au potentiel
de Hulthen [27]:
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3.3. L’integrale de chemin pour le potentiel de DFPEP

—Voexp (—ar)
1 —exp(—ar)

Vu(r) = (3.4)

Le potentiel de Deng-Fan

Pour p; = D, py = —2bD, p3 = Db?, a = & 5 et ¢/ = 1, le potentiel DFPEP se réduit au

potentiel de Morse généralisé [28]:

Vp_p(r)=D (1 — ﬁ)z, (3.5)

ar

tel que : b est le parameétre représente la position minimal de r,:
b=exp (ar.) — 1, (3.6)

D est le potentiel de paramétres du la dissociation d’énergie.

Le potentiel d’Eckart

Pour py =0, py = 8 —a', p3 = 3, a = == et ¢ = 1, le potentiel DFPEP se réduit au

200
potentiel d’Eckart [29]

p—da I6;
Ve(r) = 5 3.7
e ) -1 e () 1) 7

ou o et 3 sont les profondeurs du puits potentiel, et a est la plage du potentiel

3.3 L’integrale de chemin pour le potentiel de DFPEP

Le propagateur radial de Feynman en coordonnées sphériques s’écrit comme suit [30] :

o0

Z (21 + 1) K; (ro, to; 7o, to) Py (cos ) (3.8)
=

K(Tbatb;r(mta) 47'('7’ r
bla

ou P, (cosf) est le polynome de Legendre avec 6 = (ﬁ,ﬂ), et le propagateur relatif

s’écrit comme:

N . N % N
Kl (Tb,tb;ra,ta) = ]\}Hn /HeXp |: :| H |:27T’Lh5:| dr] ’ (39)

i—1 j=1

<.
|

—
<.

avec

37
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M 2
Sj = E (AT]') — 5‘/eff s (310)
ou: A?”j =T —Tj-1,€= Atj = tj _tj—la ta = to, tb = tN.

D’aprés I’équation de Klein-Gordon [38], nous pouvons écrire le potentiel effectif suivant

_ (E+ M) R+ 1)
Very (1) = TVDFPEP (r) + oM (3.11)

Afin de réduire le probléme des états "I" du potentiel de type exponentiel déformé a
cinq parameétres "DFPEP" & celui des états "s" | nous effectuons le changement de variable

suivant:

‘oxp(~20r) = = exp(~207) = "
exp (—2ar) = —— exp (—2ar) = ———
¢ P t+1 P q(t+1)
(t+1
exp (2ar) = %, (3.12)

En remplagant I’équation ( 3.12) dans ’équation (3.2) on obtient :

Vorpep (1) = py + pat + pst® (3.13)
avec:
pr=n
i)
Py = (3.14)
p3 = 5%

7
q

Par ailleurs, pour surmonter le probléme terme centrifuge nous utilisons ’approche pro-

posée par Mustafa [10]:

C1 Co
— = —\|cyo+ —+ s 315
r2  r2 ( 0 exp (2ar) — ¢ (exp (2ar) — q’)2) ( )

avec

( —ex —Uu 2
e e )
Co = u2 3
—ex —u u —ex —u 2
[exP(U)(l—exp(—u))((S(l xp(-u))_ Ghu)(-crp(=)) )} (3.16)
C1 = 2 w )
[Z257 (1—exp(—u))* (3+u— i )]

. Co = w2 )
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dans le cas ou ¢ = 1, la varaible u = ar, et r. est la longueur d’équilibre,

on applique le changement de variable précédent de I’équation (3.12) sur I’équation

(3.15), on obtient :

1 ! ! !
— = —(cy + 1t + cyt?),

2 2
r re
avec
’
/
Cl = 2—}
’ co
Co = —5
2 q?

L’expression du potentiel effectif en fonction du variable ¢ est donnée par :

(E+M) / ’ ’ hzl(l+1) ’ / ’
Verr = v (pl + Pt + pstQ) + W(Co + oyt + eot?),
ol encore:
(E+ M) h21(1—|—1) , (E+ M) , RA(1+1)
Vers { VA Ty 7Rl G B VAR RN TRy
(E+ M) , h2l(l+1) |
- {Tp3 T et
posons:
R /
E+M) ! h21(1 /
Ay = ]TJ : ot 2]5/[?51)01 )
’ 2 ’
ceci donne:

‘/eff = Al + Agt + A3t2.

Les fonctions hyperboliques déformées, définies comme [31] :

exp(z)—q exp(—z) exp(z)+q exp(—z)

sinh /() = 5 , cosh(7) = 5 )
cosh /()
th = 47
cothy () sinh,/(2) ’

d’aprés (3.23) , nous pouvons écrire:
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coshy(ar)  exp(2ar) + ¢

th,/ = = 3.24
cothy (ar) sinhy (ar)  exp (2ar) — ¢’ (3.24)
le remplacement de ’équation (3.12) dans ’équation (3.24), donne:
q(t+1) |
_ _
coth, (ar) = S 2t + 1, (3.25)
t q
alors:
coth, (ar) — 1
t= , (3.26)
2
on applique le changement de variable (3.26) sur Iexpression du potentiel (3.22), on
obtient:
1 1 COthq/ (aur) COthzx (ar)
Vers(r) = Ar + g+ 7 As+ (A — A3) +As— (3.27)
En utilisant la relation suivante:
coth? (ar) =1+ g—, (3.28)
a sinh’ (ar)
nous insérons I’équation (3.28) dans 1’équation (3.27), on obtient:
1
Verp(r) = A+ Beoth(ar) + C—5——, (3.29)
¢ sinh/ (ar)
ou:
A=Ay — 1A+ 1A,
B=1(A5— A) . (3.30)
C — quZ
On applique le changement des variables suivant:
(
r=y—tn(/q)
sinh / (ar) = /¢ sinh(«
(o) = V/d sinh(ay) sig' )0 (3.31)
coshy (ar) = /¢ cosh(ay)
| cothy (ar) = coth(ay)
sur I’équation (3.29), on obtient:
/ 1
‘/eff(y) = A + B coth(ay) + C 19 (332)
sinh” (ay)
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!
avec: C :qg,

, A et B sont définies précédement.

Pour résoudre le probléme relatif aux états "I" du potentiel de type exponentiel déformé
a cinq parameétres "DFPEP", on va utiliser la méthode de Duru-Kleinert qui nous permet de
passer de propagateur relatif au potentiel (3.32), a celui relatif au potentiel de Pochl-Teller

modifié dont le spectre a été déja calculé.

3.4 Transformation des coordonnées d’espaces et du

temps

Dans le but de faciliter ’étude, nous introduisons une transformation de coordonnée
d’éspace, suivie d’une transformation locale du temps. Effectuons les changements des
coordonnées suivants:

Changement de coordonnée d’éspace:

1
y=f(q) = —arg coth(2 coth?(q) — 1). (3.33)
Changement de coordonnée de temps [33]:

12

dt = " (q(7))dr . (3.34)

Grace a ces deux transformations, on peut passer d’une forme de propagateur difficile a
calculer, a une forme plus maniable et connu.

Nous savons par ailleurs, que le spectre d’énergie est peut tirer a partir des poles de la
fonction de Green relative a un propagateur donné, et les fonctions d’ondes correspondantes
sont peuvent aussi tirer a partir des résidus aux poles.

La relation entre la fonction de Green et le propagateur K;, n’est que la transformée de

Fourier [32] qui donnée par:

1 +oo —iET
Ki(ry,re; T) = %/oo G(ry,re; E) exp( - >dE, (3.35)
la fonction de Green est écrit comme suite:
?: ! ! % Jroo ing
Gl B) =+ [£ @) @)]" | Kilahgums) dr, (3.36)

41



3.4. Transformation des coordonnées d’espaces et du temps

on K est le propagateur relatif & trouver précédement dans le chapitre 2

Filanair) = [ Dy |y [5G0 1 @ (@) - B1- av (@ far]

2
(3.37)
et la correction quantique AV (gq) est donnée par:
e [ @] L
AV (q) = 3= — 2= . (3.38)
8M { ERC) ()
Nous utilisons la transformation de coordonée (3.33), et on pose:
9(q) = 2coth® (q) — 1, (3.39)
on a: (@
1. [g(q)+ 1]
arg coth =—In , 3.40
le remplacement de (3.40) dans (3.33), donne:
1. [g(g)+1
f(q :—ln[— . 3.41
@) =35, 9(q) — 1 (3.41)
Aprés la dérivation, on obtient:
) cosh(q)
— 4 , 3.42
9(0) sinh?(q) (3.42)
alors f'(q) devient:
poy L[ =24(q)
) 200 | g% (q) — 1
1 1
= = A4
a <Coth(Q)> ’ (343)
" 1 [ coth®(q) — 1>
=—|—, 3.44
/() a ( coth?(q) (B.44)
et 2( )
" —2 [ coth q) — 1
=— | —]. 3.45
f (q) Qa < COthg(q) ) ( )

En substituant les équations (3.43), (3.44) et (3.45) dans ’équation (3.38), la correction
quantique AV (q) devient:

h? 1 3
AVia) = 8M Losh2 (q) - sinh? (q)} ' (3.46)
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La transformation (3.33) conduit a une nouvelle expression du potentiel effectif:

Viit(y) = A+ Bcoth(ay) + ' ——5—, (3.47)
sinh® (ay)
donc, I’équation (3.47) devient:
Vors(f (@) = A — B (2coth? (q) — 1) +2C" (2 coth® (q) — 2) coth® (¢) (3.48)
on multiplie (3.48) par f” (¢), on obtient:
2 _ (-A-DB) 4" (“A+B)
P Q) Vers(F(0) = 5 OREEETr) = (3.49)
ainsi . . s
rwe- () - () (mem) 320
en déduit:
- . 2M(E-A-B)+ (%) sMC+ (%) (5_a4p)
f7 (@) [Vers(f (@) = E]+AV (q) = DM o cosh? (g) AEYYPCEN: W @
(3.51)

en remplacant (3.51) dans I'expression de propagateur radiale (3.37), on obtient:

i i i o are 2M(E-A-B)+ (%)
(@ 43 T0) = / ¢ (T) exp 7_1/0 P 2M a2 cosh? (q)

SMC'+ (%) (5_ A+ B)
— 5 — 5 dr (3.52)
2M a? sinh” (q) a

ol encore:

K (@ qai ) = /Dq(T)eXp{i K <i) (E—A+B)d¢}

)y \a2
B 2
) Z/ Mo o [2M(H)(E-A-B)+(£)
exp | — —q —
PInfy 127 " 2m 12 cost® (q)
+($)8MC/+ %> d _ (3.53)
T s .
h2 sinh? (q)

pour simplifier les calculs, nous écrivons le propagateur comme:

Ri(ghquiTs) = exp {%Tb (%) (E—A+B)] / D, (T)exp{% /0 b [%qz

(i o)) 7 559
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3.5. Le spectre d’énergie et les fonctions d’ondes pour le potentiel de type exponentiel
déformé a cinq paramétres

par identification entre (3.53) et (3.54), on trouve que:
2)8mc (32
pn—1) = G ()

oM (L) (E—A-B)+(22)
v(iv—1)=— (Gx) 3 ()

(3.55)

la résolution de ces deux équations donne:

N A sMcC’
T3 o2 (3.56)

v :%i /—2M(5;;QA—B)

Le propagateur (3.54) est similaire a celle du potentiel de Poschl-Taller modifiée, ce
dernier est un probléme résolu et connu.

En fait, ’adaption de la notion de Frank et Wolf [32] et Brut [33], la solution de 'intégrale
de chemin lit 2s = n(n—1) , —2¢c = v (v — 1) , et en introduire les nombres k; et ks qui
sont définis en fonction de c et s.

En posant:

1
oy = 1 [1i 1_ 9. 5]
2 |1 (- %) (357)

ko= 31 (4 +25)7)

Le potentiel de Poschl-Taller modifié est défini comme [34]:

MPT [\ _ n? n(n—l)_v(v—l)
V) = g (smh2 (@) cosh? (q)) | (3.58)

le propagateur devient:

Npm .
7 *
EMPT (g, qus 7o) = ) exp (—ybEfpr) X @) o (@), (3.59)

n=0

oll IV, est le nombre maximale des états excités.

3.5 Le spectre d’énergie et les fonctions d’ondes pour
le potentiel de type exponentiel déformé a cinq

parametres

L’obtention de la fonction de Green a partir de la transformée de Fourier du propaga-

teur K; (g, qa; 7o) (3.35) et (3.36), nous permet d’obtenir le spectre d’énergie et les fonctions
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3.5. Le spectre d’énergie et les fonctions d’ondes pour le potentiel de type exponentiel
déformé a cinq paramétres

d’ondes correspondantes a partir des poles et des résudus aux poles de cette fonction re-
spectivement.

Le propagateur du potentiel de "DFPEP" est donnée par :

- ) 1
K (qv, @a; T5) = exp {ﬁﬂ) <a ) (E—-A+ B)} KM (qy, qas T3) (3.60)

ot KMPT est le propagateur qui correspond au potentiel de Poschl-Taller modifié.

En substituant (3.59) dans (3.60), on obtient:

[ 1 1,k2 1,k2
K (G, Qa3 Tp) Zexp[ (( )(E A+ B) — EyPT)}X,(@kl’k)(Q)Xn(fk)(qfl)a

(3.61)
avec N, le nombre maximal des états excités.
Notons:
1
[L:(M>(E A+ B) - ENT, (3.62)
et on remplagons (3.61) dans (3.36), la fonction de Green devient:
Ly 1 (k1,k2) kik o 1
G(ry,1a; E) = 2 | (4 } }:xl’z X&”QW%)A GMQ(gnD)dn,(3&D
en intégrant sur le parametre pseudo-temps 7, , on obtient:
7: 1 *(R1
G(ry,ra; E) = 7 [f" (g Zx(k ) Xn(,k ) (¢a)
X h D (3.64)
—exp | = . .
iD P 717b

Ici, nous avons considéré uniquement le spectre discréte, on trouve I’expansion spectrale

de la fonction de Green suivante:
N,, . DEPEP(ky k) *DEPEP(ky,ks)
(75) (Ta)

Xn7l T X’I’L,l
Gi(ra,m5; E) = Z EDFPPP _ : (3.65)

n=0

D’aprés [34, 35| , le respect des conditions aux limites appropriées pour r — 0, et r — 00,

les parameétres kiet ko deviennent:

bi=1 14+ 2+ 1) +
k225[1+,/1+82ﬁ2} =2(1+5s)

On écrit 'expression de la fonction d’onde du potentiel de Péschl-Taller modifié et on

(3.66)

la remplace dans la formule de propagateur (3.53), nous pouvons donner ’expression de la
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3.5. Le spectre d’énergie et les fonctions d’ondes pour le potentiel de type exponentiel
déformé a cinq paramétres

fonction d’onde du "DFPEP":

Xt " (q) = N (sinh () (cosh (g)) "
2F1 (—]ﬂl —+ kg -+ k, —kl —+ kg —k —+ 1, 2k27 — sinh2 (q))

(20! @k~ )T (2ky—n—1)]7
T (2ky +n)T (2k; — 2ky — )
(sinh (q))***"# (cosh ()" **+2

P(2k271,2(k17k27’n)71) ]' — Sinh2 (q) (367)
" cosh®(q) /)’
avec Pfla’ﬁ ) est le polynome de Jacobi, et N %kl’l”)est la constante de normalisation, donnée
par :
NLE) 1 22k — 1) (ky + ke — k)T (ky + ko + k= 1) (3.68)
" [ (2ks) [(ky — ke + k)T (ky — ko — k+ 1) ’ '
ou k = ki — ky —n , et les valeurs propres correspondantes sont données par :
h? 2

EMPT — 2 (k1 — ko —n) —1]° (3.69)

n,l 2M

ol EM PT est Iénergie de Pochl-Teller modifié.

En remplagant la valeur de ks et on utilise le changement de coordonnée (3.33) dans
la fonction d’onde précédante (3.67), on trouve la fonction d’onde suivante (voir 'annze
N°2) :

[SIE

DFPEP _
Xn l -

F'n+s+1)I'(2k —s—n—1)

e 5 1 n—k1—% ey kL
) () e

s2k1 2n—s— 1)(1 2(]/6_20”). (370)

1] 2a(2k; — 1) n!T (2ky —n—1)
”
(l

q

Le spectre d’énergie est obtenu a partir des poles de la fonction de Green, quand

I’équation (3.62) est nulle, on obtient le spectre d’énergie correspond au potentiel de DFPEP:

E=o"EN"" — B+ A, (3.71)
par le remplacement de l’expression (3.69) dans (3.71), on obtient:
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3.6. Résultats et discussions

a’h?

E= 2(ky —ky —n) — 1> = B+ A, (3.72)
I’expression d’énergie devient:
o?h? [1 9 4M?B? 2MB
E = - - 2 1 — —B+ A
212 (s +2n + 1) 2M B?
_ | (s+2n+1) S| + A, (3.73)
8M a2h? (s + 2n + 1)

avec
/ SMC"
On a I’équation mentionnée précédemment dans le premier chapitre:

Bng = M 3.75
2M - ) ( * )

donc 'expression d’énergie associe au potentiel DFPEP donne sous la forme suivante:

a’h? (s +2n + 1) N 2M B2
8M a2h? (s +2n + 1)

E., — M*c¢* =2M {— [

+ A} . (3.76)

3.6 Résultats et discussions

Dans nos programmes informatiques, nous avons utilisé un logiciel Maple pour I'obtention
de nos résultats numériques, ces résultats ont permis de tester 'efficacité de la méthode de
Duru-Kleinert sur ’équation de Klein-Gordon pour le potentiel de type exponentiel déformé
a cinq parameétres (DFPEP), représentés par p1, pa, ps3, ¢’ et a, dans le but de déterminer les
valeurs des spectres d’énergie pour déférente valeurs du moment angulaire "[" et du nombre
quantique radiale "n", tel que : np = n+1+1, ou nr est le nombre quantique totale. Nous
avons fait nos calculs dans le cas ou le potentiel DFPEP réduit a potentiel de Deng-Fan

généralisé déformé plus le potentiel d’Eckart déformé:

2Voch + V1 — V3) (Vbbz + Vaq')
exp (ar) — ¢ (exp (ar) — q/)2

V(r) = Voc® — ( : (3.77)
tel que: py = Vo2, pa = — (2Vocb + Vi — Vo) et p3 = (Vob? + Vaq'), avec: b = exp (ar, — 1)

,a= 5. Vo, VietV;sont des profondeurs du potentiel et ¢ est une constante réglable.
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3.6. Résultats et discussions

Nous avons comparé nos résultats présentées dans les deux cas relativiste et non-relativiste
dans les tableaux (3.1) et (3.2) respectivement, avec ceux calculés par Hatami [37] dans le
cadre de la méthode de N-U (Nikiforov-Uvarov).

A la lumiere des résultats obtenus numériquement au niveau du rapport entre notre
résultat et les résultats présentées dans littérature, nous pouvons affirmer que nous avons
atteint des résultats excellents et intéressants du point de vue de la mécanique quantique.
Deux points clés existent pour gérer 'obtention de nos résultats: le premier point est la
méthode de Duru-Kleinert qui considére comme un outil efficace qui traiter les potentiels
de forme exponentiel pour trouver le spectre des énergies. Le deuxiéme est ’approximation
du terme centrifuge que nous avons utilisé a une forte influence sur ’expression du potentiel
effectif du systéme étudié et par conséquent, sur ’énergie de tous les spectres. Les mémes

effets seront plus prononcés sur la fonction d’onde.
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3.6. Résultats et discussions

états a Nos résultats | Hatami(N-U)[37]

0.05 4.41276 4.41272

0.075 4.32738 4.32729

2p 0.1 4.31649 4.31632
0.15 4.34586 4.34548

0.2 4.39365 4.39297

0.05 8.69999 8.69997

0.075 8.64747 8.64742

3p 0.1 8.66464 8.66453
0.15 8.74716 8.74691

0.2 8.84683 8.84638

0.05 5.97059 5.9705

0.075 5.89994 5.89972

3d 0.1 0.89428 5.89388
0.15 0.92763 2.92674

0.2 5.97691 5.97535

0.05 11.76984 11.7698

0.075 11.75152 11.7515

4p 0.1 11.79322 11.7931
0.15 11.91793 11.9177

0.2 12.05695 12.0566

0.05 9.60330 9.60322

0.075 9.56153 9.56137

4d 0.1 9.58209 9.58179
0.15 9.66619 9.66552

0.2 9.76546 9.76426

0.05 7.60625 7.60609

0.075 7.54997 7.54961

Af 0.1 7.55097 7.55032
0.15 7.59227 7.59081

0.2 7.64738 7.6448
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3.6. Résultats et discussions

Table 3.1 : Le spectre d’énergie relativiste F,; du potentiel de Deng-Fan généralisé

déformé plus le potentiel d’Eckart déformé, pour plusieurs états lié, avec: Vy = 15eV

,Vi=aeV , V3=0.0001eV, r.=0.4A°et ¢ = 1.

Pour obtenir les spectres d’énergie non-relativistes pour le DFPEP, nous utilisons les

2 2.4
V() Fn, M om ot PnatME
2 0 T e T pelbe nZc2 nZ

limites non-relativistes, nous fixons: V' (r) —
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3.6. Résultats et discussions

états o Nos résultats | Hatami(N-U)[37]
0.025 6.88011 6.88007
0.05 6.70168 6.88007
2p 0.075 6.71086 6.7104
0.1 6.74875 6.74792
0.15 6.84418 6.84231
0.025 10.33747 10.3374
0.05 10.32689 10.3267
3p 0.075 10.39862 10.3982
0.1 10.48228 10.4814
0.15 10.65608 10.6542
0.025 9.44254 9.44239
0.05 9.41308 9.41246
3d 0.075 9.46924 9.46784
0.1 9.53803 9.53554
0.15 9.68337 9.67775
0.025 12.0037 12.0073
0.05 12.06524 12.06524
4p 0.075 12.16502 12.16502
0.1 12.26956 12.26956
0.15 12.47751 12.47751
0.025 11.54640 11.5463
0.05 11.59742 11.5968
4d 0.075 11.69020 11.6888
0.1 11.78816 11.7857
0.15 11.98458 11.9790
0.025 11.22165 11.2213
0.05 11.27097 11.2697
Af 0.075 11.35900 11.3562
0.1 11.45212 11.4471
0.15 11.63984 11.6286

Table 3.2 : Le spectre d’énergie non relativiste £, ; du potentiel de Deng-Fan généralisé

déformé plus le potentiel d’Eckart déformé, pour plusieurs états lié en unités atomiques
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3.6. Résultats et discussions

(h=M = 1), avec Vy = 15¢V, Vi = aeV , V3 = 0.0001eV et r, = 0.44°.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons tenté de généraliser la méthode des intégrales de chemin
pour les équations relativistes. Nous avons concerné a la résolution de ’équation de Klein-
Gordon associé au potentiel de DFPEP avec un potentiel scalaire et un potentiel vecteur
sont égaux, via la méthode de Duru-Kleinert, en choisissant une approximation approprié
du terme centrifuge. Nous avons démontré que nous pouvons calculer le propagateur relatif
aux états [ # 0, ot nous avons pu obtenir sa fonction d’onde et son spectre d’énergie.

L’approximation que nous avons utilisé pour le terme centrifuge est ce qui nous a permis
de passer de la résolution d'un probléme relatif aux états «/» & celui de I'é¢tat «s» (I = 0).

Par ailleurs, pour passer d’un propagateur difficile a calculer relatif au potentiel de DF-
PEP a celui de Poschl-Teller modifié qui a déja calculé, nous avons utilisé la transformation
spatio-temporelle de Duru-Kleinert, cette derniére a montré leur pleine efficacité pour ré-
soudre ce probléme.

Nous avons déterminé ’expression des spectres d’énergie du potentiel DFPEP, pour
déférentes valeurs du parametre d’écran o et des déférentes nombres quantiques n et [.
Nous constatons que nos résultats sont en trés bon accord avec ceux donnée par la méthode
de Nikiforov-Uvarov dans le cas relativiste et non- relativiste, dans ce dernier nous avons
retrouvé les valeurs propres de 1’énergie dans le cadre du formalisme de Schrodinger pour le
potentiel du systéme. Sous le régime non relativiste, nous pouvons aussi étudier et calculer
les propriétés thermodynamiques d’apres le spectre d’énergie de potentiel DFPEP, telles
que la fonction de partition, énergie interne, la chaleur spécifique, I’énergie libre, ainsi que
I’entropie.

En conclusion, la méthode des intégrales de chemin présentée dans ce travail, démontre

que celle-ci est un outil efficace dans la résolution de I’équation de Klein-Gordon, parce
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Conclusion

qu’elle nous conduit & des résultats importants dans le domaine de la physique. Le formal-
isme des intégrales de chemin de Feynman peut étre étendue et développée pour résoudre de
nombreux problémes dans diverses branches de la physique, méme en chimie, pour déférente

forme des potentiels dans les recherches en future.
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4

Annexes

4.1 Annexe 1: L’expression du propagateur global dis-

créete

Le propagateur s’écrit en fonction de 'opérateur évolution dans le temps comme:

K(xy, ty; o, ta) =< xp | ulty, to) | T4 >, (4.1)
tel que
u(ty, ta) = exp {—%(tb - ta)H} : (4.2)
en effet:
| U(ty) >= ulty, ta) | Y(ta) >, (4.3)

en fait la projection et en injectant la relation de fermeture on trouve:

+o0o

U(zy, ty) = / < x| ulty, ta) | xa >< xo | V(t,) > dz, (4.4)
Yo

= K (xp, ty; Tay o)V (24, te)dz,, (4.5)

on dévise l'intervalle:
- pour t, >t > t, on aura:
“+00

U(xp, ty) = K (zp, ty; 1, 1) W (21, t1)d, (4.6)

—00

d’aprés les équations (4.4) et (4.5), 'équation (4.6), devient:
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4.1. Annexe 1: L’expression du propagateur global discréte

+oo +oo
U (xp, ty) = K (xy, ty; x1,11) K(xy,t1; 00, t0)¥Y (24, ta)dr,dy. (4.7)

— 00 —0o0

- Pour t, > ty_1 > ... > t; > t,: (c.a.d on subdivisons l'intervalle [¢,,t;]), on aura:
N
U (zp, tp) = / . /HK(xj,tj;mj]_,tj]_)\Ij(aja,ta>dxad$]_d$2...d$j+]_. (4.8)
j=1

ouzxry = et x9g = x,.

En cas général: pour n =1,2,....... N
+o00
\I/(In,tn) = K(xnatn;xn—htn—l)\lj(xn—latn—l)dxn—la (49)

alors, en comparant (4.5) et (4.8), on trouve:

+00 N
/ K (zp, ty; 24, t0) VY (240, to)dz, :/---/HK(xj,tj;xj_l,tj_l)\ll(a:a,ta)dxadazldxg...de,
oo ey

(4.10)
par identification on trouve:
N
K<$b7tb;xaata) = A}lm "‘/HK($j,tj;£Uj1,tj1)d$’1dl‘2...dﬂ?]\[, (411)
ouOO Jj=1
e—0
avec
N N-1
HK(.Tj, tj, Tj—1, tj_l)dl’ldl'Q...dI’N = K(ZEN, tN, IN-1, tN—l) H K(%j, tj, Tj—1, tj_l)dl’j,
j=1 j=1
(4.12)
et on note
K(l‘j,tj;l‘j_l,tj_l) :K(l‘j,l‘j_l;éf) , (413)
avec
Omihe] 2 ie | m (Tpi1 —xn)2
K(zj,xj_1;¢) = [ - ] exp {E [56—2 -V (zy) . (4.14)

Le propagateur globale sera donné par:
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4.2. Annexe 2: L’expression de la fonction d’onde du potentiel DFPEP

N-1
K (zp, ty; x4, t,) = ]\pinoo/"'/K<xN’xN_l;E)HK(%’xj_l;E)dxj : (4.15)
ou Jj=1
e—0

le remplacement de chaque propagateur K (z;,x;_1;€) par son expression (4.14) conduit

A une forme condensée:

1

K (o, ty: s 1) = / D [(t)] exp [ﬁS(x(t)]. (4.16)
4.2 Annexe 2: L’expression de la fonction d’onde du

potentiel DFPEP

Le potentiel de Poschl-Taller s’écrit comme:

mpry P2 (mn—1) wv(w-1)
v (a) = 2m (sinh2 (q)  cosh? (q)) ' (4.17)

la fonction d’onde correspond & ce potentiel est donnée par:

Xoi " @) = Ci(sinh®(q))™* 72 (cosh®(g))> 71+

n,l

x Pl2ka=1.2(n—he—n)=1] (1—— Sinh%)) (4.18)
" cosh®(q) /)’
ou: )
2n!(2ky — 1)I'(2ky —n—1) |2
= |20k — DI@R —n — 1) (4.19)
On a
ay = arg coth(2 coth?(q) — 1), (4.20)
ainsi:
coth(ay) = 2 coth?(q) — 1, (4.21)
d’autre part, on a:
coth(ay) = cothy (ar), (4.22)
donc 'équation (4.21), devient:
cothy (ar) = 2 coth?(q) — 1, (4.23)
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4.2. Annexe 2: L’expression de la fonction d’onde du potentiel DFPEP

ceci donne:
th 1
coth?(g) — cothy (ar) + 7
2
on sait que :
cosh®(g) 1+ sinh?(q) 1

th*(q) = = =
coth’ () sinh? (q) sinh? (q) sinh? (¢)

on remplagons 1’équation (4.25) dans I’équation (4.24), on trouve:

1

m (cothy,(ar) — 1)

_ 1 coshg,(ozr)_l
2 \ sinh (ar) ’

on utilisons les relations des fonctions hyperbolique:

o ea'r_;'_q/efa'r'
{ coshy (ar) = —L—

N

ear_q/efar Y

sinhy (ar) = z

I'équation (4.26), devient:

1 B 1 ear +q/€—ar 1
sinh2 (q) - 2 | ear — q/e—ar
B 1 2q/67a7"
o 2 ear — qle—ow"
B 1
l620¢r _ 1’
q/
alors:
1
sinh? (q) = ?620” 1,
et
2 1 2ar
cosh”(q) = —e™,
q
donc: ,
1 — sinh
< SlIf; (Q)> _ 2qle—2ar —1.
cosh” (q)

Pour normaliser la fonction d’onde Xf”l 2) (r), on a:

/ (xff?’kz)(Q))gdq: / (Xfllfll’kz)(r))2r2dr:1.
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4.2. Annexe 2: L’expression de la fonction d’onde du potentiel DFPEP

On pose:
f (r) = cothy (ar)
et ; (4.32)
9(q) = 2coth’(q) — 1

d’aprés 1’équation (4.23), on a donc:

f(r)=g(q), (4.33)
alors
df (r) _ dg(q) _ dg(q)@’ (4.34)
dr dr dg dr
ceci donne:
fH(r)dr=g'(q)dq. (4.35)
Calculons f (r) :
f'(r) = (cothy(ar))
_ (coshy(ar)\’
~ \sinhy (ar)
-
= —. 4.36
sinhg, (aur) (4.36)
Calculons ¢’ (q) :
b () )
2coth?(q) — 1) = (252 1)
oot () =1) = (25500
—4 cosh(q)
= 4.37
81nh3( ) (4.37)
D’aprés I'équation (4.35), on a donc:
— —4 cosh
. 204 dr — .CO?’S (q)dq (4.38)
sinhy, (ar) sinh” (q)
alors: ,
h
gg= ¥ Smble) (4.39)
4smh (cur) cosh(q)
On a:
ar —ar\ 2 ! ,—2ar 2
. 12 e — (e qe 1 our
sinh, (ar) = ( ) > =7 (562 - 1) . (4.40)
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4.2. Annexe 2: L’expression de la fonction d’onde du potentiel DFPEP

le remplacement des équations (4.29) , (4.30) et (4.40) dans I’équation (4.39), donne:

NG

) _
dg =« (—,62‘" - 1) e dr. (4.41)
q

D’aprés ces changements des variables, I’équation (4.17), devient en fonction de 7 comme

suit:

n7k17§
% (1/620[7‘) P[2k2 1,2(k1—ka—n)—1] (2(]/6—2&7‘ o 1) ) (442)
q

on sait que

pn(—2) = (_1)npn (fl?) ) (4'43)

d’aprés (4.43), 'équation (4.42) devient

D=

DFPEP
n,l

(n+s+1)I'(2k —s—n—1)

2ar : 1 ”71{1*% 2ar\n—k1—3%
‘1) (a) e

52k1 2n—s— 1)(1

[ 20 2k1—1 )n!T (2k; —n — 1) }
1
C_Z

e

2¢'e 7). (4.44)
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