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INDEX DES NOTATIONS

LP[a, b]

ACla, blouAC*a, b]
13y

ey

hDey

Doy

nD%Y

: Ensemble des nombres réels.

: Ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

: Ensemble des nombres complexes.

: Valeur absolue d’un nombre réel ou module d'un nombre complexe.
: Fonction Gamma d’Euler.

: La fonction Béta.

: norme infinie

: la boule fermée de centre 0 et rayon r

: Espace des fonctions mesurables de puissance p € [0, +oo)intégrables.
: Espace des fonctions absolument continues sur|a, b].

: Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre o > 0 .
: Intégrale fractionnaire au sens de Hadamard d’ordre o > 0.

: Dérivée fractionnaire au sens de Hadamard d’ordre o > 0.

: Dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre oo > 0.

: Dérivée fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard d’ordre a@ > 0 .



Résumé :

Dans cette mémoire ,on abordera la question d’existence et d’unicité de la solution d'un
probléme fractionnaire avec une seule dérivée fractionnaire et avec deux dérivées fractionnaires
au sens de Caputo-Hadamard dans un espace de Banach .les résultats obtenus dans ce travail

sont basés sur les théorémes du point fixe de Banach ,krasnoselski et théoréme de scheafer.



INTRODUCTION

La dérivée fractionnaire au sens Caputo-Hadamard est due a Jarad en 2012 [10], sa formule
est obtenue a partir de la définition de la dérivation de Hadamard, en permutant ’opérateur
d’intégration et celui de la dérivation. La différence entre 'approche de Caputo-Hadamard et
celle de Hadamard est que la dérivée d’une constante par la premiére définition est zéro. L’avan-
tage le plus important de la dérivée de Caputo-Hadamard est qu’elle peut étre appliquée a des
systémes avec n’importes quelles conditions initiales, contrairement a celle de Hadamard qui
impose la présence de la condition initiale nulle au point 1.

La théorie des équations différentielles fractionnaires est I'un des plus importants champs d’ap-
plications de la théorie du calcul fractionnaire, en effet de nombreux phénomeénes se modélisent
par des équations différentielles fractionnaires.

Dans ce mémoire, on va étudier ’existence et I'unicité de solutions pour un probléme aux limites
pour une équation différentielle fractionnaire de type Caputo-Hadamard, et cela en utilisant
des différentes techniques du point fixe.

Notre mémoire est organisé en trois chapitres :

Le premier chapitre c¢’est un rappel de quelques définitions, notions de base , résultats sur

la dérivation fractionnaire et quelque théorémes de point fixe utilisés dans ce travail.

Le deuxiéme chapitre,on s’intéresse a 1’étude de 'existence et 1'unicité des solutions du

probléme fractionnaire avec une seule dérivées fractionnaires au sens de Caputo-Hadamard



suivant :

GD(t) = f(t,z(t)) +5 LPg(t,z(t)), te[l,T], 0<a<l, B>0

(1)
ax(l) +bx(T) =c

Le troisiéme chapitre de notre travail, sera consacré a I’étude de l'existence et I'unicité des
solutions pour un probléme fractionnaire avec deux dérivées fractionnaires au sens de Caputo-

Hadamard suivant :

CDA(GD + Nx(t) = f(t,z(t), telle], 0<a, <1 ,AeR

r(1)+z(e)=n, §$DPz(1)=0©, 7,0 €cR.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre on rappelle quelques définitions, notions, propriétés et résultats sur les
différentes approches de la dérivation fractionnaire.
Dans ce qui suit ,on s’intéresse particulierement a définir des notions fondamentales et a rap-
peler quelques théorémes importants dans la théorie du points fixe, notamment le principe de
contraction de Banach , le théoréme de Schaefer , le théoréme de krasnosselski, le théoréme

de Arzela-Ascoli. |1, 2, 3, 4, 0]
1.1 Fonctions spécifiques pour la dérivation fractionnaire

Dans ce paragraphe nous introduisons les fonctions Gamma et Béta, qui seront utilisées
ultérieurement. Ces deux fonctions jouent un role trés important dans la théorie du calcul

fractionnaire.

la Fonction Gamma

La fonction Gamma d’Euler est tout simplement la généralisation de la notion de factoriel

d’un entier a tous les nombres réels ou complexes.

Définition 1.1.

L’une des fonctions de base de calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler définie
par :

() —/ e "dr ,a€C et Re(a)>0. (1.1)
0

Propriétés 1. On a les propriétés suivantes :



1.2. INTEGRATION FRACTIONNAIRE

1T (a+1) =al'(a), Re(a)>0.

21'(1) =T(2) =1 et I'(—m) = 400 pour tout m € N.
(3 =va T(n+1)=20r

4I(n+1)=n! VneN.

Ce qui permet de dire que la fonction Gamma généralise la notion de factoriel.

La fonction Béta

Définition 1.2.

On appelle fonction Béta la fonction définie par :
1
B(p,q) = / "= (1—t)""'dt, Re(p) >0, Re(q) >0, (1.2)
0
Propriétés 2.  1.5(p,q) = B(q,p)-

La relation entre la fonction Gamma et Béta

Définition 1.3.

La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation suivante

['(p)L'(q)

B(p,q) = F(p—Jrq),

Re(p) > 0, Re(q) > 0, (1.3)

1.2 Intégration Fractionnaire

1.2.1 Intégration Fractionnaire au Sens de Hadamard

Définition 1.4.
Soit f une fonction continue sur |a,b] a valeurs dans R avec 0 < a <b< oo eta > 0.

L’intégrale fractionnaire d’ordre o au sens de Hadamard de f définie par :

1 x
I = m/a (log%)alydt, a<x<b, (1.4)

ot : I' est la fonction Gamma d’FEuler.



1.2. INTEGRATION FRACTIONNAIRE

Quelques propriétés :

Proposition 1. [/ (La linéarité)

Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] & valeurs dans R , YA\, s € R, Va >0 on a :
IZ(Af(2) + Aeg(z)) = MIS f(2) + AalZg(2).
Pour la preuve on utilisant la linéarité de ['intégrale classique.

Proposition 2. [7/(Propriété de semi groupe)
Soit f : [a,b] = R une fonction continue,f € L,([a,b])Vo,, [ € RY.

LI2f(x) =17 f() (1.5)

— P12 f(a).

Preuve : Vo, 3 € R} on a:

B0 = 5 | : (1og?)"™" (zogé)ﬁ_lﬂs)%% (1.6)

on remarque que :

iy (1.7)

On obtient alors :

17 f(z) = m/ [/t (10g7)"" <log§>ﬁ_1f(s)%] %. (1.8)

x t T\ a—1 t B-1 dt 1 . ol . -
/a [/8 (log;) <log;> f(s)7 —/0 [logﬁc—ylogg —logs} [yloggjuzogs_logs}
xXr

log(—)dy.

og(~)dy

10



1.2. INTEGRATION FRACTIONNAIRE

Egalité (1.9) devient :

I°1° f(2) = M/x (log§>a+ﬂ_1 ﬁds

C o ayers f(s
- F(Ozl—l—ﬁ)/a ( s) ) s
= 1777 f(x)

De la méme maniére, on trouve :

IRI7 f(x) = 1P f ().

D’ou la résultat.

Exemple 1.1. soit« >0,6>0 et f(t)= (log(i)}ﬁfl

a+pB-1
170 = oy (leah)] (19)
en effet |
-1 a a—1 ]
I (log(é)) :ﬁ/t (log(é)) (log(%))ﬁ % (1.10)
Effectuant le changement de variable
= 8253 (1.11)
Alors (1.13)devient
B—1 I i a+pB-1 1
I° (zog(2)> = %/O (1 — )t (1.12)

11



1.3. DERIVATION FRACTIONNAIRE

En utilisant la définition (1.4) et la propriété (1.1) on aboutit & :

i) = P (i)

()
IO (T
T T(a+p) <l g(a>> |

1.3 Dérivation fractionnaire

1.3.1 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.5.
Soit a > 0, n = [a] + 1, la dérivée fractionnaire de Caputo a gauche d’ordre o de f définie

par :

Vt € [a,b], (9Df)(t) = ("7 ™) (1)

1 t " (1.13)
— t— n—a—1 g(n dr.
el R AT
Définissons aussi son analogue a droit .
La dérivée fractionnaire de Caputo a droite d’ordre o de f définie par :
vt e la b, (“Dif) (8) = (L= ") ()
1.14)
_(=Dr /b —a-1 () (
= t—7)" e Y (r)dT.
Fa [ =T

Remarque 1. Par contre , de telles définitions ne se recollent pas correctement aux dérivé

classique :
Dy f(t) = fT(t) = f™(a)
Dy f(t) = (=1)"(f™(t) = f(a))

Le résultat suivant montre qu’elles approchent les dérivées classique par limites inférieure .

Vn € N7, (1.15)

Lemme 1.1. /9] Soit « € RT — Net n = [o] + 1.s1 f € AC"([a, b]),alors

lim D f(t) = f™(). (1.16)
lim D f(t) = (=1)"f"(1). (1.17)

12



1.3. DERIVATION FRACTIONNAIRE

Proposition 3. [9/ Pour o > 0,5 >0 on a

L (PLO-aP )0 = (-0 s>
2. ("DpR(b—t) () = Wg@ww—ﬂﬁa%ﬁ>m

Preuve :

1. Posons f(t) = (t —a)?~!, d’aprés la définition et proposition on a :

(“Dee () = T (1) = F(nlfa) f;(t — 7)ot f(r)dr

et
(%)n(t - a)ﬁil = B-1D(PF-2)..-1=(n—-1)(t— a)ﬁflfn_
(BB - 2)f - )t — 0P
D’ou
eyn _(B=1)(B—2)...(B—n) t N o
(“Da+ )(t) = RO /a (t—1) (1 —a)P ",

Posons 7 — a = s(t — a)

_ (B—=1)(B—2)..(8—n) B—a—1 ! n—a—1_B—n—1
= T(n—a) (t—a) /o (1—2s) s ds
_ B-)(B-2.(-n)
['(n—«)
(B DE=2eB D=l ()
I'(n—a)l'(f —n)
I'(n—a)I'(8 —n)

I'(f—a)

(t—a)’*'B(n—a,B —n)

= B(n_aaﬁ_n):

2. De méme maniére

Remarque 2. Pour \=03—1,a=0on a :

'(A+1) :
AT pea g AN {0,1,2,.n— 1WA > —1
IDMNt) = { F'A—a+1) 1 }

0 si Ae{0,1,2,..,n—1}.

13



1.3. DERIVATION FRACTIONNAIRE

C-a-d

CDytm(t) =0,m € {0,1,2,...,n — 1}.

1.3.2 Dérivées fractionnaires au sens de Hadamard

Soit [a, blune intervalle de R et on a la fonction f : [a,b] — R et § =t et

ACT[a,b] = {f a,b] = C 6"V F(t) € AC[a, b], 6 = t%}

Définition 1.6.

Soit a > 0 et n = [a] + 1 Les dérives fractionnaires de Hadamard o gauche et a droite d’ordre

a de f sont définies par :

("D, f) (1) = (6)" (2" f) (1)

(t%)n ﬁ /at (log %)n_aﬂ er, (t > a),

et
("Dy-f) (t) = (=0)" (T3 ) (1)
" b 7\ n—at+l T
_ (4%) ﬁ/t <log ;) @dﬂ (t <b).
Proposition 4. [/ Sia >0, 5> 0 alors
1. (HD2‘+ (logé) ﬁl) (t) = % (logé)ﬁal B> a.

2 (ot (1) ) 0= 2 (o)

En particulaire , si B=1, on a

1. ("Dg 1) (t) = EAC) (logé) o

I'l —a)
2.("Dp-1) (t) = % (log?) .

Lemme 1.2. [5] Soita >0 etn=[a]+1, si f € AC}[a,b] , alors

14



1.3. DERIVATION FRACTIONNAIRE

n—1 5k k—a 1 t n—a—1
Z r(1 —i—fk —a) <1092> * I'(n—a) / (log%) (0" F)(7)dr,
=0 a

et
("Dg f :2:; itk _)g;) (log%)ka + % /b t (log%)nal(én £)(r)dr.

En particulier ,s1 0 < a < 1 ,alors pour f € ACla,b] ,

: <HDI?—f) (t) = % <109§) h — ﬁ /tb (log£> a@dT

Proposition 5. [7] Soit « > 0,et 5> 0 :

si 1 < p < oo,alors ,pour f € LP(a,b)
HpP 7o f =T°Pf et D) Io f=T2"f.
En particulier , =m € N | alors
HDm To f =T f et HDMTO f = T0™f.
Proposition 6. [7] Soit a« > Oet ,1 < p < oo,alors ,pour f € LP(a,b).
HDLTe f = [ (c<0).

Hpo To f—f (c<0).

1.3.3 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo-Hadamard

On définie les modification du type Caputo des dérivés fractionnaire de Hadamard comme

suite :

15



1.3. DERIVATION FRACTIONNAIRE

Définition 1.7.
Soit a >0 etn=[al+1, st f e ACT . Les dérivées fractionnaires de Caputo-Hadamard a

gauche et a droite d’ordre o de f sont définies par :

(D3 F)(®) = I§+a5” f(#) (1.18)
- o [ ()T () 0 s,
tel que § =t et §Of(t) = f(t),
et
(D f)(t) = (1" Lmos" f(t) (1.19)
1" b n—a+l n T
o (0 e (A N Ea oS

st o € Nalors
D)) =8"f(t) et (Do f)(t) = (—=1)"8" f ().

Exemple 1.2. On considere la fonction f définie par

B
fit— (logﬁ) .

On a alors

Si Onprendﬁzg,oz:% et n =1 alors

B
5”<log§) :51(l0g§> =32

(NI
(]
VRS
o~
Q
<
2w
~
N =

et

16



1.3. DERIVATION FRACTIONNAIRE

log2
Par changement de variable v = l g? ,on obtient :
OQE
1 t.s 2(logt) ' s .
C a 5 5
HD‘% (loga)Q = %T/l‘ ’U2(1—U)2dv

LG logs) _3vT,, 1
v g eay)

Dans la suite ,on donne une relation reliant la dérivée de Hadamard a celle de Caputo-Hadamard.

Théoréme 1.3.1. [/] Soit « >0 et n=[a] +1 ,si f € AC". Alors

P k!
Et
o = 7o |10 -5 IO ) o

En particulier, si0 < a <1 ,on a

(D)) = TDL[fF(E) — f@)] ()
(“DEf)(t) = TDE[F(t) — F0)] (D).

Lemme 1.3. Soita >0 ,n=[a]+1 et f € Cla,b
(1) Si a #0 ou a € N alors

G0 (Zo ) (6) = (1), GD5 (T f)(t) = f(1).

(i1) Si a € N et a # 0, alors

B Z—((Z(i-‘rl—n) (a)

“De (o f) () = f(t) m(wgﬁ)n_a-
T £ ()

T ()

Dy (T f) () = f(t) -

Lemme 1.4. Soit o > 0,et f € AC}[a,b] ou C§*[a,b]. Alors

17



1.3. DERIVATION FRACTIONNAIRE

< 5" f(a t\*
Lo nm = 50 -3 M (10gh)

-1 B—a—1
t r t
o () = 0 ()

I'g—a) a
b\’ r AN
() = () oo

et

k k
¢D, (log%) =0 et §D (log%’) =0, (k=0,1,...,n—1).

Les dérivés fractionnaire de type Caputo-Hadamard peut étre définie sur le demi-axe positif
R* on remplagant a par 0 dans la formule (1.19) et b par 1 dans la formule (1.20) a condition

que f(t) € ACF(RT) ou f(t) € C3(R*),on a

Cpef(t) = —F(nl—a) /0 t (zogé)nald’l@m
Ope f(t) = (_—1)”) /t h (log%)n_a_lénmdr.

I'n—a« T

18



1.4. NOTATIONS ET DEFINITIONS

1.4 Notations et définitions

Dans cette sections, nous présentons les notations et définitions et quelques propriétés pré-
liminaires qui sont utilisées dans ce mémoire.
Soit J = [1,7T],T > 0, notons C(J,R) lespace de Banach des fonctions continues définies de J

dans R, muni de la norme

|y lloo=sup{ly(t)| /teJ},

ou |.| est une norme sur R.

Définition 1.8. Soit E un espace vectoriel sur le corps des nombres réels R ou sur le corps des
nombres complezes C. On appelle norme sur E une application de E dans Ry notée x — || x ||

satisfaisant les conditions suivantes :
1.VeeE:||z||=0«<=2=0gVr ek,
2. VAeR(C) [l Az [l=[ Al ],
. Vuye Eflz+yl|<[z|+Iyl

Définition 1.9. On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r, l’ensemble noté B(a;r)

telle que,
B(a,r)={x € E/ ||z —a|<r}.

Définition 1.10. On appelle boule fermée de centre a et de rayon v, l'ensemble noté B(a,r)

telle que,

B(a,r)={x € E/ ||z —a|<}.

Définition 1.11. Soient (E, || - ||g) et (F,|| . ||r) deuz espaces vectoriels normés sur le méme
corps K, alors lespace produit E x F = {(z,y)/x € E et y € F'} est un espace vectoriel normé
sur K par ['une des normes suivantes :

LA y) =l e + 1 v lle,

L @ y) o= (2 1 + 1y %)

ST

1 <p< oo,
Lo (2,9) o= max{|| z ||z, || y |7}

Définition 1.12. On dit qu’un espace vectoriel normé (E,|| - |g) est complet, ou que c’est un

espace de Banach, si toute suite de Cauchy dans E est convergente.

Définition 1.13. On dit que A est une partie compact de (E, || - ||g) st de toute suite de points

de A on peut extraire une sous-suite qui converge vers un €élément de A .

19



1.5. THEOREME D’EXISTENCE ET D’UNICITE

Définition 1.14. Une partie A de (E, || - ||g) est dite relativement compact si son adhérence

est compact.

Définition 1.15. Soient E et F' deuz espace de Banach, et A : E — F une application
linéaire. On dit que A est borné si elle envoie les parties bornées de E sur des parties bornées

de F.

Définition 1.16. Soit A un sous ensemble de C(J,R), A est uniformément borné.ie; il

existe une constante k > 0 telle que : || f(x) [|[< k pour tout x € J et tout f € A.

Définition 1.17. Soient E et F deux espaces de Banach. on appelle opérateur borné toute

application linéaire continue de E dans F'.

Définition 1.18. Soient E et ' deux espaces de Banach et f une application définie de E a
valeurs dans F. On dit que f est complétement continue si elle est continue et transforme
tout borné de E en une ensemble relativement compact dans F. f est dite compact si f(E) est

relativement compact dans F'.

Définition 1.19. Soit A un sous ensemble de C(J,R), L’ensemble A est équicontinue. i.c;

pour tout € > 0, pour tout t1,to € J et tout f € A, il existe § > 0 tel que
[t —ta [< 0= f(t1) — f(t2) <&

Définition 1.20. Soit (X, || . ||) un espace vectorielle normé, une application A : X — X est

dite contractante, s’il existe un nombre positif k € [0. 1] telle que Vx,y € X, on a :
[ Az — Ayl < K|z = yl|.

Définition 1.21. Soit (X, || . ||) un espace vectorielle normé et A : X —— X une application.

On appelle point fixe de A tout point x € X tell que : Ax = x.

1.5 Théoréme d’existence et d’unicité

Dans cette section nous rappelons les théorémes célébres du point fixe que nous allons utiliser

pour obtenir des résultats d’existence variés.

1.5.1 Théoréme de point fixe de Banach

Théoréme 1.5.1. Soit X un espace de Banach, et A : X —— X un opérateur contractant.

Alors A admet un point fize unique.i.e; Alx € X tel que Ax = x.
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1.5. THEOREME D’EXISTENCE ET D’UNICITE

1.5.2 Théoréme de point fixe de Schaefer

Théoréme 1.5.2. Soit X un espace de Banach et A : X —— X un opérateur complétement

continue.

Si
Q={xe X : 2=z, VX €]0,1[}

est borné, alors A posséde au moins une point fize.

1.5.3 Théoréme de point fixe de schauder

Théoréme 1.5.3. Soit X un espace de Banach et M un convexe fermé borné de X et A :

M —— M un opérateur continue et compact alors A admet au moins un point fize.

1.5.4 L’alternative non linéaire de Leray-Schauder

Théoréme 1.5.4. Soit ' un espace de Banach, C' un sous-ensemble convexe fermé de E, U un
sous-ensemble ouvert de C et 0 € U. lopérateur ¢ : U — C est continue et compact (c’est-a-dire

que ¢(U) est un sous-ensemble relativement compact de C). Alors :
1. Uapplication ¢ admet un point fize dans U, ou bien

2. Il existe x € OU et o €]0,1] avec ,x = oT'x.

1.5.5 Théoréme de point fixe de krasnosselski

Théoréme 1.5.5. Soit X un espace de Banach et M un sous ensemble fermé borné et conveze
de X .0On suppose que Ay, Ay sont deux opérateur de X dans X satisfaisants :

1. Ajx+ Asy € M,Nx,y € M,

2. Ay est completement continue ,

3. Ay est contractante.

Alors il existe au moins un élément z € M tel que : A1z + Az = 2.

1.5.6 Théoréme de Arzela-Ascoli

Théoréme 1.5.6. Soit A un sous ensemble de C(J,R), A est relativement compact dans

C(J,R) si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. L’ensemble A est uniformément borné.

21



1.5. THEOREME D’EXISTENCE ET D’UNICITE

2. L’ensemble A est équicontinue.

3. Pour tout x € J l'ensemble {f(x), f € A} C E est relativement compact.
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CHAPITRE 2

EQUATION DIFFERENTIELLE FRACTIONNAIRE AVEC UNE
SEULE DERIVEE FRACTIONNAIRE AU SENS DE
CAPUTO-HADAMARD

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude de l'existence et 1'unicité des solutions pour un
probléme fractionnaire avec une seule dérivée au sens de Caputo-Hadamard.[5, 7, 8, 9]

Soit le probléme suivant :

SDx(t) = f(t,z(t)) +u LPg(t,x(t)), te[,T], 0<a<l, B>0
(2.1)

az(l) +bx(T) = c.

On donne deux résultats, le premier est un résultat d’unicité basé sur le théoréme de Banach,

le deuxiéme est le résultat d’existence basé respectivement sur le théoréme de schaefer.

Lemmes :

Lemme 2.1. Soit « > 0 etn =[a]+1, sip(t) € ACPa,b] alors l'équation différentielle

fractionnaire de Caputo-Hadamard :

#Dap(t) =0, (2.2)
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admet une solution

p(t) = niCk (logéy. (2.3)

Et la formule suivante

T (GD80(0) = o)+ 3 i (tog ) (2.4)

pour tout Cy, e Rok=1,2,..n—1 .

Lemme 2.2. Soit ¢ € C([1,T],R) alors la solution du probléme fractionnaire suivant :

CD(t) = f(t,x(t)) +5 LPg(t,x(t)), te[1,T], 0<a<l, >0

(2.5)
ax(l) +bx(T) = c.
Est donné par :
c—bl*p(T)
o) = 1)+ o)
_ o ¢ bI(T)
B Igp(t)+a+b a+b
Preuve : Soit I'équation : o(t) = f(t,z(t)) +u Z°g(t, 2(t)).
Alors
cDx(t) = o(t),
D) = ol )

ax(1) +bz(T) = c.
En prenant 'intégrale de Hadamard fractionnaire d’ordre o pour 2.6 , on obtient :
17, D%x(t)) = 1*(p(t)) < 2(t) = 1%p(t) 4 d.

Par lemme(2.1), on trouve :

pourt =1 alors x(1) = I%(1)+d = I*(f(t,z(1)) +, IPg(t,z(1)) +d,
donc z(1) =d, ax(1) = ad.
pour t =T alors x(T)=1%(T)+ d,bx(T) = bI*¢p(T) + bd.

Alors
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2.1. EXISTENCE ET UNICITE :

ax(l) +bx(T) = c < ad + bI*p(T) + bd = c.

—bI%(T
Donc d = &=t
a+b

On remplace d , on trouve :

c—bl*p(T)
a+b
c bI*p(T)
a+b a+b

x(t) = I%(t) +

= I%¢(t) +

2.1 Existence et unicité :

On introduit I'espace de Banach suivant :
X ={z:2() € C'([1,T],R)},
muni de la norme :

| 2 [Jo=sup |z(t)
te[1,T]

Maintenant on définie A par :

1 LR
S vrene N R CROIE

b T T . ds
—m/l (1092) f(s,2(s)) .
T ds

R b)Fb((a ) /1 (log—)*"""g(s, x(s))— +

(2.8)

c
a+b

Il convient de noter que le probléme (2.1) a des solutions si et seulement si 'opérateur A  a

des points fixes.
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2.1.1 Unicité de la solution

Théoréme 2.1.1. Soient les fonctions f,g: [1,T] x R — R sont des fonctions continues. on
suppose que :

(Hy) : I existe deux constantes ki, ky > 0 telles que :

| f(t,x) — f(t,y) |< ki |x—y| pourtout te[l,T],et z,y€eR

lg(t,x) —g(t,y) |[< ks |x—y| pourtout te[l,T],et z,ycR.

St

1 1d a 1 |o] at
Hr(aH) + I‘(a+1)|a+b|:| logT*ky + lF(a+,6’+1) + a+bF(a+ﬁ+1)} logT Bk?] <L
Alors, il existe une solution unique pour le probléme ( 2.1 ).

Preuve : Le théoréme de contraction de Banach appui sur le fait que si A est un opérateur
contractant, alors il existe un unique point fixe pour A. De la vient I'idée de chercher I’existence
d’une constante M > 0 tel que :

Pour tout z,y € X et t € [1,T] ,on a :
| A(z) — A(y) lxa< M || x —y ||x, avec M < 1.

Soient z,y € X Alors :

1 t bt ds 1 ! t\ats1 ds
Aalt) = Ay(0)] = |5 [ 000 (52 T+ s [ oD gtsa) T
- mfl (109€)a1f(57$(3))£

b T ot A1
B (a+b)F((a+ﬁ)/1 (tog )™ als. 2() T+ oy

1 Lot ds
- [W [ ttogty s e

1 ! a+pB—-1 dS
F(a+ﬁ>/1(l0.g ) g g(s, (S))?
b r a1 ds
- F(a)(a—l—b)/l (lOg ) f(‘S)y(S))_

b toT atp—1 ds c
N (a+b)F((a+ﬁ)/1 (log )" g(s,y(s));+a+b”.

D'ou ,
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[Aalt) = Ay(0)] < g [ (togt) | s, 2(9) = Flsato)| T
i /| oot ot = st |
0] T ds

O T

Tt b|¥)(|oz + B) /IT(“)Q%)”BI 9(s.y(s)) — g(s,2(s)) %
En utilisant I'hypothése (H;),on obtient :
|Ax(t) — Ay(t)] < FIE;) t:ﬁ,}?ﬂ ’x(t) — y(t)’ /j(logé)a—l%
+ ﬁﬁﬁ% (1) —y(t)] /1t(l0g§)°‘+5—1%
i %tiﬁ%} z(t) - y(t)‘ /IT(logg)a_l%
la + bTIQJ(ﬂ + B) t:HPT x(t) — y(t)‘ /f(logg)‘”ﬁ‘l%.

Par calcule simple , on trouve que :

|Az(t) — Ay(t)] < ky {F(a1+ e \f)"a + bd logT® s ‘:v(t) _ y(t)(

L P
g logT* t) —y(t)|.
' Q{F(a+ﬁ+1)+\a+b|l“(oz+ﬂ—l—1) o9 tggg]‘x() y()‘

En passant a la norme, on trouve :

1 10|
_ <
Az = Ay [loc < k1 [m 1) " Tla+ Dla+b

k[ L o ]n y
T a8+ Tlasimargrn 1T T Y e

}nx—mu

Donc

1 0] o
I Az = Ay floo < [kl {r(m D) " Tax 1)|a—|—b|}l0gT
+k [ + i
IT(a+B+1)  Ja+bT(a+4+1)

ywrwﬂnx—yum.
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D’ou

[ Az — Ay o< M || 2 =y oo -

tel que :

_ 1 |b] o 1 || o+
M = [k‘l {F(QH) + F(a+1)|a+b|] logT® + ko |:F(a+6+1) + |a+b|F(a+ﬂ+1):| logT < 1.

Donc l'opérateur A est contractante, par conséquence le probléme (2.1) admet une seule solu-

tion.

Exemple :

On considéré le probléme suivant :

2 Sith 1 cos3t
D?’x(t) = <€_t+2>3|gj(t)‘ +I [m} ,tE [1,6],
(2.9)
2¢(1) + sx(e) = 3
alossa=2, T=ea=2b=3c=3
. sin’t .y
On a f(t,f[(t)) = (671& T 2)3‘.T(t>‘ ,g(t,l‘(t)) = [m] .
Alors
sin’t
t = 2.10
162 = [ (210
1
< -,
- 8
cost
t = 2.11
1

- 16

Donc (Hy) est satisfaite avec ky = g et ky = 15
1 : 1 1
Par suit M = 1 { + }+1l + =2 }:0,21<1.
r'(3) 5F(§) INCORINC

Ainsi I'hypothése du théoréme (2.1.1) par conséquent le probléme (2.9) posséde une solu-
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2.1. EXISTENCE ET UNICITE :

tion unique sur [1, €]

2.1.2 Existence de solutions :

Théoréme 2.1.2. Soient les fonctions f,g : [1,T] x R — R sont des fonctions continues,on
suppose que (Hy) et Uhypothése suivante sont satisfaites :

(Hs)il existe deuz constantes My, My > 0 telles que :

| f(t,2) [< My VzeR et te[l,T].

| g(t,z) |[< My VeeR et te[l,T)]
Alors, le probleme (2.1) admet au moins une solution sur [1,T].

Preuve : On utilise le théoréme du point fixe de scheafer pour prouver que A définie par

(2.8) a un point fixe ,la preuve sera donnée en plusieurs étapes :

Etape 1 :On montre que A est continue

Soit z,, € X telle que x,, — x

(lim || 2, — 2 ||=0) il faut montre que lim | Az, — Az |l.= 0.
n—00 n—00
Aanlt) = s [ oy = (s,
() S 95 M ds
1 ! t ds
- log=)otA-1 () —
g | o et

b

b T T s ds
- (a—i—b)F((a+B)/1 (log5)**" 9(s: 25+ g
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2.1. EXISTENCE ET UNICITE :

Az(t) = ﬁ[ (logé)a—lf(s,:ﬂ(s))_

1 LR ds
+m/1(109§) g 9(5,90(3))?
b T T . ds
—m/l (ZOQE) f(Saf(S))?
b T g ds c
N (a+b)F((a+B)/1 (log )™ g(s, a() -+ g

alors

[Azn (t) = Ax(t)] = ﬁ/ (log )= (F(s,4(s)) — (5. 2()

1
+F<04+5> 1
b r T . . @
TR J, (0 o) = S
b

’ r at+p—-1
RN CEY) / (log ™)™ (gls,2a(s)) = gls,2(5)) —|.

Ce qui donne :

| Az, () — Az(t)| < —/ (mé)“1\f(s,xn(s))—f(s,x(s)l—

ld o Dye- _ |@

4]
|a + b|T(

a+ﬁ)/1 (lOgT a+pB— l‘g (s,zn(5)) —g(S,x(s)}—_

Par calcule simple , on trouve que :

RS .
| Az, (1) — Az(t)| < [r(a+ 1>ZOQT + NCESTEY] logT® | || f(s,2n(s)) — f(5,2(5)) [|so
L at8 0] wts
i aritar e | o)
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Donc

6]

n OOSZ "
I Awn = Az lloo < 1ogT™\ 5y + T T Dla 7 0]

1 f(s,2n(s)) = f(s,2(5)) [l

1 6]

—|—l Tori-ﬁ +
°9 MNa+p+1) |a+b(a+p+1)

I 9(s, 2n(s)) = g(s,2(s)) [loc -

Puisque f et g sont continues , on a :

lim || Az,(t) — Az(t) |=0 (Ax,(t) — Az(t)) , d’ou A est continue.

Etape 2 : On montre que A est borné.

Soit x € Xt € [1,T1.

- (a+ b)Fb((a + B) /1 <log§)a+ﬁ_lg(3, x(s))@ + ¢

s a-+b
< i [ ooty s
e R
e I AT Ol
ot b|1““z|(a +5) /1T<log§)a+ﬁ_l‘g(5’ () % " ]a’i o

On prend la norme, pour ¢ € [1,7]

M1 ¢ t 71d8 M2 t t 7d8
o < log )t % M2 [ hyars1 D8
vl < s [ a2y S+ s [ aag)
T
S

Ma+p s
M; || g

_,ds My |b| /T T oig,d |c|
Ittt 2 bl B l o 1_ ‘I‘ l - a+3 1_ + N bl
T(a)a+b] J, (log )"~ la+bT((e+ B) J, (log ) ds " Ja+b|

Par calcule simple , on trouve que :
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1 6]
_l_
Ma+1) T(a+1)a+Db

| Az oo < Ml{ ]aogT)a

0] 1 ] atrs
M. T =
- 2[1a+b|r((a+6+1)+F(a+ﬂ+1) (logT) T
Donc || Az(t) ||o< L .
D’ou A est borné .
Etape 3 : On montre que A est équicontinue
Soit x € B, et t1,te € [1,T] ,t; <ty , alors
- 1 R a+5 Iy ds
Ax(ty) — Az(ty)| = ‘m/l (log;) f(s,x(s) Oz+ﬁ)/ s,x(s))?
1 " tiya—1 Mya+s-1g ds
e R e O e N s L O
1M t t d
Antts) = Ante)| = | [ (to0 )7 trog ™y s
1 " t2\a+p-1 Lyatp-1 ds
+ m/l [( 9-=) (log—) ]g(s,x(é‘))?
1 t2 t2 a—1 ds 1 f2 t2 atf—1 ds
R R R e e M R TR
I t t d
Antte) = aler) < s [ (o0 tog ™y 11659
1 t2 tz atf—1 tl atf—1 ds
ot | |eo e = g lats o)
1 t2 tz a—1 ds 1 f2 t2 atf—1 ds
i L o DI gy [ e s )|
En appliquant ’hypothése (Hz), on obtient :
M, [ 1201 11 o1 ds
Antte) = alen)| = s [ g™y = frog |
M2 n t_2 a+pB-1 a+p—-1 dS
s L R e B

M1 f2 tz a— ds M2 f2 t2 atf— ds
* o |er) 1]?*—r<a+m [ [ S
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On a:
t1 o
/ (lOgt—l)a_lﬁ _ (logtl)
1 s s a
/tl (lOgt2 )a—l@ _ (logtl)a
1 s s a
/tl(logt—l)aﬂa 1ds _ (logty)**”
1 s s a+ 3
/ ? (log2yare-1s _ (logh)**
1 s s a+p
Et
/t2 (logtﬁ)oﬁ-,@—l@ — |:(l0gt2)a+/8 . (logtl)a+/8:|
4 s s a+ 6 a+
/t2 (logtﬁ)aflﬁ _ (logt2>a _ (logt1>a
N s s o a '
Donc
M, a+p a+p
Ax(ty) — Az(ty)| < Tatp+1) (logt2)*™ — (logt:)
M
Na——|1—1> |:<lOgt2)a — (lOgtl)a:| .
En passant a la norme || . ||oo, I'inégalité devient
M, a+p a+p
| Az(tz) — Az(t1) [l < NCENED) (logt2)*™ — (logt:)
M
m {(loth)“ - (logh)a] :
Alors pour t; — to, on trouve :
| Az(tz) — Ax(t1) ||— 0. (2.12)

Donc (AB,) équicontinue.

D’ou d’aprés les étapes (2) et (3), on a A est complétement continue.

Etape 4 :

Maintenant il reste & montrer que I’ensemble suivant :
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Q={reX, =Mz, 0<A<1}estbornée.
Soit x € Q, x=MAzx, pourtoutt e [1,T],ona x(t) = NAz(t) .

ds

ot0] = et = o [ log 1 p(s.a(s)

" [ gty s, (e)

T+ ), 5

Ab T T ds
—m/l (509;) f(Sax(S))S

(e +H)I((

A bt
< o [ s s a )

A ! biatp—1
R~ / (log-)™* (s, 2(s))| =

Ab roT d
iy [ oy s et S
Alb]
la +b|T((a + )

Par suit

1= Fay

My Jb| r T .ds
S el B log=—)¢"1=
1 (log—)""

Moy r T . ds e
!a+b|F(2(0<+6)/ o) 2

Par calcule simple , on trouve :

{ |b]

IN{e! I'a+1)|a+ 0l

[ Ibl N

|a +b|F (a+B+1) T(a+B+1)
0] o

Tla+1)  T(atDat bd (logT)

0]
[]a+b|F((a+B+1)+F(a+,3+1)

‘)\Ax( < AM, }(logT)a

+ A\M,

} (logT)* ™ 4

<0t

+ M,

Jtogyss +
Alors || z ||I< L.
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Donc est borné .
D’ou d’aprés théoréme de scheafer 'opérateur A admet au moins un point fixe par conséquent

le probléme (2.1) admet au moins une solution .
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CHAPITRE 3

EQUATION DIFFERENTIELLE FRACTIONNAIRE AVEC
DEUX DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE
CAPUTO-HADAMARD

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude de l'existence et 1'unicité des solutions pour un
probléme fractionnaire avec deux dérivées fractionnaires au sens de Caputo-Hadamard.

Soit le probléme suivant :

DDA + Na(t) = f(t,z(t)), tellye], 0<a, <1 ,NER,
(3.1)

z(1) +z(e)=n, §Dz(1)=6, n,0c€cR.

Ou §D*.¢ DP sont les dérivées fractionnaires au sens de Caputo-Hadamard d’ordre « et 3

respectivement, © est une constante positive, f : [1,¢e] x R? — R est une fonction continue.

On donne deux résultats, le premier est un résultat d’unicité basé sur le théoréme de Banach,

le deuxiéme est un résultat d’existence basé respectivement sur le théoréme de Krasnoselski .
3.1 Probléme Intégral

Lemme 3.1. Soit h € C([1,T],R), alors la solution du probléme fractionnaire suivant :

DD + Na(t) =h(t), te(le], 0<a, <1 AER
(3.2)

(1) +x(e)=n, ¢Dz(1)=0©, n,0cR.
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3.1. PROBLEME INTEGRAL

Est donné par :

w(t) = I f(ta() = MPx(t) + (logt)? r<6+1>+zr<ﬁ+A DA
I'(B+1) ot
t oG e e (@) + A ().

Preuve : On pose f(t,z(t)) = h(t), alors:
GD* (5D + N)a(t) = h(t).

En appliquant 'intégrale de Hadamard d’ordre v, on trouve :
CDPx(t) = I°h(t) — Az (t) + co.
Maintenant ,I'intégrale de Hadamard d’ordre 5, on trouve :
I°(SDPx(t)) = I°(I°h(t) — Az(t) + ).

Par lemme(2.1), on trouve :

(logt)”

x(t) = I°TPh(t) — APz (t) + G 1 1) + dy,
pour t =1, ona xz(l)=dp.
pour t =e, ona z(e) = I*"Ph(e) — M %x(e) + coﬁ + dy. Alors
z(1) +z(e) = I*Ph(e) — MPx(e) + coﬁ + 2dy = 1.
Et comme
CDPx(1) = I°h(1) — Az (1) + ¢o = O.
Alors

Co = @+>\d0

On remplace ¢ dans (3.6), on trouve :

LB+1)

0 S
"TT(B+1) +2)

n — I°tPh(e) — MPz(e) — T
Maintenant , on remplace ¢q et dy dans (3.6) , on trouve (3.3).
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3.2. PROBLEME DU POINT FIXE

3.2 Probléme du Point fixe

On introduit I'espace de Banach suivant :
X ={z:2(t) e C'([1,e],R)}. (3.8)
muni de la norme :

| 2 [loo= sup [z(t)],
te(l,e]

On définie un opérateur.A par :

tel que, Vt € [1,¢], on a :

gD (e g e

2B+ 1)+ A a+ 3
L Ofﬁflxsﬁ
g | o) <>S).

Il convient de noter que le probléme (3.1) a des solutions si et seulement si Popérateur A a

des points fixes.

3.3 Existence et unicité :

Dans cette section on étudiée l'existence et 'unicité de solution du probléme (3.1).

3.3.1 Unicité de la solution :

On utilisant le théoréme contraction de Banach pour I'unicité de la solution du probléme

(3.1).
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Théoréme 3.3.1. Soit f: [1,¢] x R* — R est une fonction continue ,on suppose que
(Hy) : 1l existe une constante k > 0, telle que :

| f(t,x) — f(t,y) |<k|xz—y| pourtout te€[l,e],et z,y€R. Si

M <1, (3.9)
tel que :
_ k Al
M= Lla+p3+1) i L(B+1)
) { Ly .\ A2 }
FB+a+1)QRIB+1)+[A) DB+ 1LHEOB+1) + [A])
N kL(B+1) AL(B+1)

QLB+ +APLE +a+1) - @CIE+1) +[ADE(S +1)
Alors le probleme(3.1)admet une solution unique .

Preuve : Le théoréme de contraction de Banach s’appuie sur le fait que si A est un opérateur
contractant, alors il existe un unique point fixe pour A.

De la vient I'idée de chercher I'existence d’une constante M > 0 telle que :

|Az — Ayllx < M ||z —y ||x avec M < 1.
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Soient x,y € X et pour tout t € [1,e] alors :

1 ! ta+71 @_L tozfll’sé
fa g [ oo ) S s [ (toaly als)

S) A 1 e aiB1 ds
TB+1) 2r(6+1)+A<”_ T( )/1 (log )™ f (s, w(s)) =

B L e
g ] o) <>S>]

rpg+1) 1 ¢ e s ds
* 2F(6+1)+)\(n_ r(a+ﬁ)/1 (log )™ f (s,0(s) =7
—i—)\L [e(logf)ﬁ_lx(s)é)

|Az(t) — Ay(t)] =

+ (logt)?

L'(3) s S
I IR S L A N R S AV ONL VIR
it Gt ) g sty
S) A 1 C e\ aih1 ds
(togt)” T(B+1) +2F(B+1)+>\<n_ F(a+5)/1 (log )™~ f(ssy())

1 ‘ez ds
+)\m/1(509;)5 y(s)?)]

r'p+1) 1 © e g1 ds
2F(ﬁ+1)+)\(77_ I )/1 (log) 7 I (s,9()—

+ Aﬁ /le(logg)ﬁ‘ly(S)%)} '

D’ou
x(t) — 1 t 0g—)*P f(s, 2( —
[Aatt) = Ay(0) < 5 [ Goa)™ )&

A .
+F(ﬁ)/(l 92)"" (1’(8)—y(8)}g
|)\| ¢ € a+B—1 ds
r(ﬁ+a)(2r(1+ﬁ)+|A\)/l(l‘)g? T s 2 () = fls N[

AP? ¢ e, ds
e T J, (s e - y<s>|—]

Lp+1) ) ) O‘w (s, x(s d
OISR ]A|)F(ﬁ+a)/1 (log - | £ |

AL+ 1) eo_ﬁ,lxs_ o2
+<2r<ﬁ+1>+w>r</a>/1“ 92V ol —u| T

+ (logt)?
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3.3. EXISTENCE ET UNICITE :

En utilisant ’hypothése (H7), on obtient :

|Ax(t) — Ay(t)] < F(%ﬂtil[llpe |2 (t) |/ log ot~ 1d8
+T|(A6| Sup () |/ log o= 1d8
+U@ﬂﬁr@wa@g§+1yHM Eﬁﬁr I/ng Mﬂlﬁ
2
+P(5)(2T(|ﬁ>\|+ 1)+ ) til[llpe |z(t) ’/ log - 1ds]
@Nﬁﬁgfgﬁxﬁ+aﬁﬁyw M/l@ Mﬂﬁk
(2P(B|A+’F1<)ﬁ++m)) I(5) o, 2(t) — y(1)] / log 18- 115

Maintenant,en passant a la norme,on trouve :

k t t ds
_ < Y ly— Z\ot+p-172
As = Ayl < = lle =l [ (tog )1

A ds
+ eyl [ (togty &

I'(s)
8 k|| B ¢ atp_1d5
RN NS R L y”‘”/l (og 3+
A2 _ ©o o egads
+ s v | o) ]
kL(B+1) B ¢ atp1ds
e e e Y A
ALB+D [ e ds
w1
En calculant les intégrales [ (log)? =14 et [{(log€)*™#~1% on trouve :
k A
. kI . o |
P +a+DEIE+1) +[A) - DE+1EIS +1) + |A)
N ED(B+1) N INT(B+1)
QLA+ +ADIE +a+1) - LA+ D+ ADEE +1) |

D’ou,
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3.3. EXISTENCE ET UNICITE :

Az = Ayllos < M [| 2 =y |-

Donc l'opérateur A est contractante, par conséquence le probléme (3.1) admet une seule solu-

tion.

Exemple :

On considéré le probléme suivant :

(3.10)

=
@
—+
@
I
\'H
3
Il
[\

Alorsoz:%,6:2

Ou :
(1)
t,x(t)) = .
On a
B z(t)  y()
70l = 6 y0)] = | s = L
1
< 2left) — (1)
Donc (H;)est satisfaite avec k = 1.
Par suite :
M ~0,58 < 1.

Ainsi I'hypothése du théoréme (3.3.1) par conséquent le probléme (3.10) posséde une

solution unique sur [1, €].

3.3.2 Existence de solutions

Théoréme 3.3.2. Soit f : [1,e] x R* — R une fonction continue ,On suppose que(Hy)est
vérifiée et les hypothéses suivantes sont satisfaites :

(Hy) |f(t,x) < N, pourtoutt € [l,elet x € R,
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3.3. EXISTENCE ET UNICITE :

(Hg) S < 1, ou:

5 k| . k(B + 1)
T TB+a+1)QNB+1)+|A) QLB+ + [AN)D(B+a+1)
. KD(B+ 1) AL+ 1)

QL@+ +ADFB+a+1)  QEB+1)+[ADIB+1)
Alors le probleme (3.1)admet au moins une solution sur [1,e].

Preuve : Pour montrer l'existence d’une solution pour le probléme (3.1),il suffit de vérifier

les conditions du théoréme du point fixe de krasnosselski . On fixé : r > Lou :

I ) +{ ° A ( P
Tt TEr) [TErD @) AN Tlar gt
|Alr )] N LB+1) [ N N |Alr }

+
I'B+1) 2B+ 1) + |A] MNa+p+1) T(B+1)
On considére 'ensemble suivant :
B, ={zr e X, |z||x <r}.

On définie deux opérateur A; et Assur B, comme suite :

Avz(t) = TP f(t, 2(t)) — MPx(t)
! ds

t Eos t }
= i, G0 ) <A [ Gor )

o A
Agz(t) = (logt)’ {r(ﬁ Iy TN CES) Y

I'(B+1) ot
m(n — 1P f(e, x(e)) + )\Iﬁx(e))

S A (n_ ;/le(zogg)wlf(s,x(s));

(1= 77 f (e, x(e) + wm(e»]

= (logt)” TB+1) 2B+ 1)+ A T(a+ B)

1 ¢ € 51 ds
—i—)\m/l (logg)ﬁ x(s);)]

(5 +1) 1 (10 Eyatso ds
TG0 T, s e
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3.3. EXISTENCE ET UNICITE :

Etape 1:

On montre que si z,y € B, = Az(t) + Ay(t) € B,
C’est a dire :
Az + Azyllx <7

Soit z,y € B, et t € [1,€], on a :

1 Coat10+1 s (N ol [ (oa b1 %
i [onty o a0 A [ (toghy et

) A 1 atB-1 ds
F(6+1)+2F(ﬁ+1)+A(n_F(a+6)/<log) T ()

1 eofﬂfl 8@
“Apg | o) y<>s>]

r(6+1) 1 ‘ ot fo1
m( —m/l(lf?gs) O (s, y(s))—

B L
“As | o) y<>s>-

|Avz(t) + Agy(t)]

+ (logt)?

ds

S

Alors

1 t tois IA| 1 ds
At + A0 £t [ (109D () 4 o [0yt ()

© Al 1 g
NEESYRE Y CESVEE)Y ("*m/l (1og )™~ (s, y(s))|

LR APRPRTNL
+ 25 [ gy \y(s)!;ﬂ
T (1 T, (oo s

Al [ e ds
1y [ st >|;>.

+ (logt)?
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3.3. EXISTENCE ET UNICITE :

En appliquant ’hypothése (Hs) , on trouve :

1 ds
Az (t) + Aqy(t sup | f(s,x( /lo ‘”51
Arelt) + AwO] < s s )] [ togt
Al / S)
+ sup |r (lo + (logt)” | =———
te[le’ ) g + (logt)” L(B+1)
By < 1 / ds
4+ ——— su s, 2( (lo a+6 1=
TE+ D\ T+ 5) te[fi]'f N |, (togg
d
+|| sup |y(s |/ (log— 518)]
tE[le
(ﬁ+1) < / a+6 1
——— sup |f(s (lo
o+ 1) + W\ T v g oy M el [ oo
d
+||sup|y |/109513>
te[le

En passant a la norme, on obtient :

N [Alr
Mt Al < T3 YA D
+ [ © + A (n + N (3.11)
F(B+1) 2I(B+1)+ |\ Ia+6+1) ‘
N |Alr )] N LB+1) {77‘*' N N |A|r
rB+1) 2B+ 1) + |A| MNa+p+1) T'(B+1)
D’ou

| Az + Agylly, < L<r

Alors pour tout x,y € B, et t € [1, e],on trouve A;z(t) + Asy(t) € B,.

Etape 2 :

On montre que A; est complétement continue :
1.0n Montre que A; est continue.
Soit (2n),ey C A une suite telle que : ,, — 2 dans X. Alors pour tout ¢ € [1, €],

on a .

A () () = Av(2)(1)] =

r(3) s
— ! totC“rB_1 sxsﬁ A tozﬁlxsﬁ
| o ) S + s [ o) (o)
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3.3. EXISTENCE ET UNICITE :

Ce qui donne :

|Ay (z,) () — Ar(z)(1)] < ( e / (log Yot l}f 8, x,(5)) f(s,x(s))’%
d
+ 0 (g () a9 2
Comme f est une fonction continue, alors :
| A1 (z,) — Ai(z)||x — 0 quand n — oo . (3.12)

D’ou, Ay est continue sur X.

2.0n montre que A; est compact.
Pour établir la compacité de 'opérateur,A;il suffit de prouver que A; (B, )est relativement com-

pacte en utilisant le théoréme d’Ascoli-Arzela :

a)A;(B,)est borné
Pour cela, il suffit t de montrer que pour tout » > 0 , il existe une constante positive p tel que
pour tout t € [1,elet x € B, avec B, = {x € X : ||z||x <7}, ona: ||Ai(z)]|x < p.
On a

@O = |t [ 1o ) S - 2 [ oty

a+f s TI'(p s
1 ! l a+pB—-1 |)\| B—1 ds
g [ tosb o G| 2+ B ttog a2
En appliquant I’ hypothése (Hs) , on trouve :

N ¢ ds  |)l ds
Axtﬁ—/lo °‘+51+ sux/lo 51.
A0S gy [ G e 1 s (o) [ ooty

Par suite
N Alr
i)l < 2

TlatB+1) TB+1)
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3.3. EXISTENCE ET UNICITE :

Donc :

[As(@)l[x < p.

D’ou : Ai(B,) est uniformément borné.

b) A;(B,) est équicontinue :

Soit x € B,, Pour tout t,ts € [1,€],t; < to

x — Ay (x = ! f20t_2a5_1 s, x(s ds_ A t20t—25_1x8§
(e (1) = @) )] = | | G0 (o) S = 5 [ w2 a0
-t ) e ) S+ 7 [ e e

Par suite

L tlot—2°‘+ﬁ’1 sxsﬁ 152075—2“*5’1 s, x(s))—
| e ) S [ a2y sl

R T M Rt

|Ai () (t2) — Au(z) ()] =

_ 1 L oa et s (@ A [ oatiyE-1p(s) %
) e a4 s [ o) <>|.

Alors

(o) (1) = (o) 0] = | [ (o010 = g™ ps,a9) S
e e R R O
AN P I U 1 2 o t2yato-t ey oo @
f L U2 gy [ Gee s <>>5|-
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3.3. EXISTENCE ET UNICITE :

Ce qui donne :

(o) (1) = (o) 0] < s [ 0o oy s
A T oe st o2y e &
bk [ (tog ™7 = tog 2y ot
ﬁ t20t26_1x3§ _ 09— f(s,2(s ds
# s [t e S+ s [ e a2

En appliquant les hypothéses (Hj), on obtient :

Ay (z) (t2) — Ay (z) ()] < L)/l [(logtg)aw | (logt_l)w_l]@

Fa+p s s
Al [ tig to 5 1| ds
b [ oo™yt = ogy] %

[A|r /t2 ty 5 1ds N /t2 to _,ds
+ log— —t log—2)otP—122,
r@ J, T T 10

On a:

t1\a+B—1ds __ (logt1)®+h
" (loghr)atp-tds — (o)

a+pB
=
' (log's)71de = (gt
f1t1 (log_) —1d?s — (10952)5 . (logt2fﬂlogt1)ﬁ‘

t d logta—logty)?
(log 2)5 1 S:%.

gt i1 = b
Alors,’'inégalité devient :
A1 (@) (1) — (@) ()] € = [ (logts)™™ — (logh)™*?
la+p4+1)
T F(?K 0 [(logts)? — (logty)? + 2(logts — logty)"”]

Alors t; — ty,0n trouve :

[A(2) (t2) = As(z) ()] = 0.

Donc, A; (B,) est équicontinue.
D’ou d’aprés (a) et (b), Aj (B,) est relativement compact, et d’aprés le théoréme d’Arzela-

Ascoli, A; est compact sur B,.
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3.3. EXISTENCE ET UNICITE :

Etape 3:

On montre que A, est contractante :

Soient x,y € B,, t € [1,¢], alors :

e A 1 e € nip1 ds
NSV 2F(ﬁ+1)+>\(77_m/1 (log=) ’ flsw(s)—

105 | <3>§>

|Asz(t) — Asy(t)| = |(logt)?

T(B+1) 1 C o €rarpot ds

T30 T, oo e
A . ds
5 / (10g°)’ <s>;)

— [(logt)ﬁ

© A 1 € €\ i1 ds
TB11) 20+ 1) +A(7’_ F(a+ﬁ>/1 (log-)* """ f (s, y(s))—

A c 1, \ds
+W/l (509 )’ Z/(S)?>

(6 +1) L [ Crass ds
ST 5 T |, Gerd T o)

557 e(log;ﬂ—ly(s)?)} '

Par suite

A eOE”*ﬁ’1 s, x(s)) — f(s ds
F(MQ)QNHWMD/IU g f s, w(s)) — £l ()]

[Aaa(t) — Azy(t)] < (logt)”

A e 0g— )71 x(s s @
“FEE T, (05l ‘s]

F(ﬁ—Fl) ¢ 0 € a+p-1 s.x(s)) — f(s @

TergTn + |M)F(ﬁ+a)/1 Uog )7l (o)) = flo oD
IANT(B + 1) L es ds
A1 5 G J, () ol

_|_
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3.3. EXISTENCE ET UNICITE :

En utilisant ’hypothése (H7), on obtient :

P ¢ d
2 sup [(t) ()] [ (1og%) 71

[ Az(t) — Agy(t)] < (logt)” L(B+ @) (20(L + B) + [A]) repie)

A]° c prds
i L(B)(20 (8 + 1) + |A]) tiﬂpe] z( }/ (log ) ]
e - €ya+p-195
BCEESVES NGRSy tggpe}\x 0] [ oy
IAT(6+1) ﬂlﬁ
i (20 (B + 1) + |A\DT(B) tzul]i] a(t }/ log

En passant a la norme, on trouve :

A
D(B+a)20(B + 1) + [A])

A7 r— ‘ o € 571@
*+ e, o) ]

ds

S

I Az — Aoy || < (logt)”

blle =l [ (tog )41

I(g+1) ok 8- 1 ds
CNCESVEYN (6+ yhlle = y”/ (10g)" ™'
AL(B+1) B )5 1 ds
T @B+ 1)+ )T y”/ (o)

En calculant les intégrales ff(logi) 1‘18 et f1 log?) yath— 1d5 ,on trouve :

| Ay — Aoy | < ulld o=yl + AP o=yl
TIB+a+1)20(B+1)+|A]) L(B+1)20 (B + 1)+ |A])
; AChe) lo—yll + e PEGED )
RU@B+1)+[A)FB+a+1) QRUB+1)+[ADFB+1)
k[N ) KD(B + 1)
FB+a+1)IB+1)+]A) QL@+ +MNIB+a+1)
kD(B+1) AT(B+1)

_|_

0B+ 1) +|A)T(B+a+1)  (20(B+1) +|A)T(B + 1) Iz =yl
D’ou

Az = Asyllx < Sz =yl

Alors, d’apreés (Hs) : opérateur A est contractante.

Graces aux étapes 1, 2, 3, et d’aprés théoréme du point fixe de krasnosselski, on déduit que le

probléme (3.1) admet au moins une solution.
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3.3. EXISTENCE ET UNICITE :

Exemple :

On considéré le probléme suivant :

(3.13)

Alorsa:%,ﬁzéet@:lnzl

Ou
£t 2() = 5o
On a
) )

‘f(t,x(t)) B f(t,y(t))| T2 +8 21 +8

o)~ y(o)]

IA

Donc (Hj)est satisfaite avec k = 4.

Par (H;) , on obtient :

[f(t2(®)] <k || = ||x

r
<—.
—10
Alors (Hy) est satisfaite avec N = 5.
Pour (Hj3) on obtient :
S ~0.43.
Par conséquent :
S <1

Ainsi toutes les hypothéses du théoréme (3.3.2)sont satisfaits ,par conséquent le probléme

(3.13) posséde au moins une solution dans = dans 'espace X.
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