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III Résumé

Dans ce mémoire ,nous nous sommes intéressés a la théorie des semi groupe

,ainsi qu’a leurs applications dans la résolution de certains equation

différentielle .

Mots clés :Semi groupe,Théorème de Hille Yosida,Equation de

Cauchy abstraite .

IV Abstract

In this memory , we are interested in the theory of semi-groups, as well as

their applications in the resolution of certain differential equations .

Keywords : Semi group, Hille Yosida theorem, Abstract

Cauchy equation .
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Motivation et position du
problème

***
Introduction

PPlusieurs phénomènes dans la nature peuvent être reformulés et modélisés
sous forme d’une équation différentielle ordinaire ou équation aux dérivées
partielles et pour résoudre ce type d’équation, les mathématiciens ont alors
introduit la théorie des semi groupes.

Considérons le problème de Cauchy suivant :

{
du
dt

= αu
u(0) = x0, x0 ∈ R (1)

La fonction exponentielle ordinaire rsoud ce type de problème et on trouve que u(t) =
x0e

αt , α ∈ R.
D’autre part, elle est une solution de l’équation fonctionnelle de Cauchy :

f(t+ s) = f(t)f(s) sous la condition f(0) = 1

Cette double caractérisation de la fonction exponentielle par l’équation fonctionnelle
de Cauchy et par l’équation différentielle linéaire du premier ordre a été généralisée au
cadre des opérateurs .Cet généralisation a été commence a la fin de 19 ème siècle par le
mathématicien Giuseppe Peano :
il cherche la solution du problème de Cauchy ,

{
du
dt

= Au
u(0) = x0

où pour chaque t ≥ 0, u(t) ∈ RN , A est une N × N matrice et x0 ∈ RN . Ce problème a
une solution unique pour tout t ≥ 0. Cette solution peut être écrite comme suit :

u(t) = eAtx0

6



Motivation et position du problème 7

Notons que

etA = ∑+∞
k=0

tkAk

k!

avec A0 = IN×N la matrice identité et on a

e(t+s)A = etAeAA

Ensuite, les mathématiciens ont étendu ce résultat au Équation différentielle operato-
rielle,

{
du
dt

= Au(t), t ≥ 0
u(0) = x0 ∈ E

(P)

où A est un opérateur linéaire borné sur un espace de Banach. La solution de ce problème
est sous la forme,

u(t) = u(t) = eAtx0.

Entre les années 1930 et 1948 les mathématiciens posent la question suivante :

” Est-ce qu’on peut définir une solution exponentielle pour le même type de
problème lorsque A est un opérateur non borné dans un espace de

Banach ? ”

Il faudrait donc trouver une not ion analogue de la fonction exponentielle qui per-
met de considérer des opérateurs non bornes. C’est la notion de semi groupe basée
sur les propriétés algébriques de l’exponentielle couplées avec une propriété de continuité.

La solution u du problème (P) peut se présenter sous la forme :

u(t) = T (t)x0, (T (t))t≥0.

Est alors une famille d’opérateurs dépendants du temps t dite semi groupe et qui vérifie
les propriétés suivantes :

• T (0) = IL(E),

• T (t+ s) = T (t)T (s) pour tous t, s ∈ R+.

”Je salue un semi groupe lorsque je vois un, et il me semble les voir
partout !”

Plan de travail :
Dans ce travail on présente trois chapitres :

le premier chapitre se compose de connaissance , les éléments de base de cette
théorie ,
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le second chapitre, : Ce chapitre est consacré aux théorie du semi-groupe ,les
définitions ,les théorèmes et les caractéristique des semi groupes,

le dernier chapitre, : : Dans ce chapitre nous étudions des différents types de
problème de Cauchy abstrait.
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Quelques notions et résultats
préliminaires

***
Ce chapitre est consacré aux rappels de quelques définitions et résultats qui seront

utilisés dans la suite.

1.1 Opérateurs linéaires
Soient E et F deux espaces de Banach Complexes

1.1.1 Généralités

Définition 1
• Une application linéaire A définie d’un sous-espace vectoriel D(A) ⊂ E a valeurs
dans F est appelée opérateur linéaire de E dans F .
• On appelle D(A) le domaine de A et pour tout x ∈ D(A) , on note A(x) par Ax.
• Lorsque F = E , A est dite opérateur linéaire sur E.

Définition 2
Soit A : D(A) ⊂ E → F un opérateur linéaire .

• On appelle graphe de A le sous-espace vectoriel de E × F , note G(A) et défini
par :

G(A) := {(x, y) ∈ E × F/x ∈ D(A), y = Ax} = {(x,Ax) ∈ E × F/x ∈ D(A)}.

• On appelle image de A le sous-espace vectoriel de F , note Im(A) par défini par

Im(A) := {y ∈ F/∃x ∈ D(A), y = Ax} = {Ax ∈ F/x ∈ D(A)}.

• On appelle noyau de A le sous-espace vectoriel de E , note ker(A) et défini par

ker(A) := {x ∈ D(A)/Ax = 0}.

• On dit que A est a domaine dense si D(A) = E.

9
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Définition 3
Considérons A et B deux opérateurs linéaires sur E. L’opérateur AB est défini
par : {

D(AB) = |x ∈ D(B) : Dx ∈ D(A)}
(AB)x = A(Bx) ∀x ∈ D(B)

On définit alors, An, n ∈ N la puissance n-ieme de A par
D (A0) = E etA0 = I
D (A1) = D(A) etA1 = A
∀n ≥ 2 D (An) = {x ∈ D (An−1) : An−1x ∈ D(A)} etAn = AAn−1

Définition 4
Soit A un opérateur linéaire sur E. Si A est injectif, on définit l’opérateur A−1par

A−1 : Im(A) −→ E

y 7−→ A−1y = x

ou x ∈ D(A) est défini par Ax = y .Notons que Im (A−1) = D(A)

1.1.2 Opérateurs linéaires bornes

Définition 5
Soit A : E −→ F un opérateur linéaire. On dit que l’opérateur A est borné s’il
existe k > 0 tel que :

‖Ax‖F 6 k‖x‖E,∀x ∈ E

Définition 6
• Soit A un opérateur linéaire de E dans F . On dit que A est continu si D(A) = E
et s’il borné .
• L’espace des opérateurs linéaires bornes de E dans F est note par L(E,F ). • Si
E = F on pose L(E) := L(E,E).

proposition 1.1

Soit A un opérateur linéaire défini de E dans F . Alors, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

• A ∈ L(E,F ).

• ∀x0 ∈ E, lim
x→x0

‖Ax− Ax0‖F = 0.

• lim
x→0
‖Ax‖F = 0.
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Définition 7
Soit A ∈ L(E,F ). On définit la norme de A comme suit :

‖A‖L(E,F ) = inf {c > 0, ‖Ax‖F ≤ c‖x‖E,∀x ∈ E}.

L’espace L(E,F ) muni de la norme ‖.‖L(E,F ) est un espace de Banach.

Définition 8
Soit A : E → E un opérateur linéaire .
On dit que A est inversible s’il existe A′ ∈ L(E) tel que

AA′ = A′A = I,

ou I est l’opérateur identité sur E. Cet opérateur A′ s’il existe il est unique, on
appelle inverse de A , et on le note A−1.

proposition 1.2

Soit A ∈ L(E), si ‖A‖L(E) < 1, alors
• (I − A) est inversible dans L(E) ,

• (I − A)−1 =
+∞∑
n=0

An .

1.1.3 Opérateurs linéaires fermés

Dans cette partie, on présentera une classe plus large d’opérateurs linéaires que celle
des opérateurs linéaires bornés. Il s’agit des opérateurs linéaires fermés. On donnera
aussi quelques éléments de la théorie spectrale.

Définition 9
Soit A un opérateur linéaire de E dans F . A est dite fermé si son graphe est ferme
dans E × F .
Notons qu’un opérateur linéaire borné est un opérateur linéaire ferme .
L’espace des opérateurs fermes de E dans F est note par F(E,F ).
La proposition suivante donne une caractéristique des opérateurs linéaires fermes .

proposition 1.3

Soit A : D(A) ⊂ E → F un opérateur linéaire. A est ferme si et seulement si pour
toute suite (xn)n≥0 d’élément de D(A) telle que{

xn → x, dansE
Axn → y, dansF

on a x ∈ D(A) et Ax = y
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proposition 1.4

Soient A et B deux opérateurs linéaires sur E . On a
• Si B est borné alors B est fermé.

• Si A est fermé et B est borné, alors A+B est fermé.

• Si A est fermé et B est borné ,alors AB est fermé .

1.1.4 Ensemble résolvant, spectre et résolvante d’un opérateur
linéaire

Définition 10
Soit A un opérateur linéaire sur E.

• L’ensemble résolvant de A, noté ρ(A), est défini par

ρ(A) := {λ ∈ L(E)}

• Si λ ∈ ρ(A),on définit la résolvante R(λ,A) de A au point λ par

R(λ,A) := (λI − A)−1

• Le spectre de A , noté σ(A) ,est défini par

σ(A) = C\ρ(A).

proposition 1.5

Soit A : D(A) ⊂ E → F un opérateur linéaire. Alors ,pour tous λ, µ ∈ ρ(A),on a

R(λ,A)−R(µ,A) = (µ− λ)R(λ,A)R(µ,A).

Démonstration 1.1
De la définition de la résolvante ,on a :

(λ,R(λ,A)− AR(λ,A))R(µ,A) = R(µ,A)

et

(µR(µ,A)− AR(µ,A))R(λ,A) = R(λ,A)

En faisant la différence des deux égalités et compte tenu du fait que

R(λ,A)R(µ,A) = R(µ,A)R(λ,A).

On obtient

R(λ,A)−R(µ,A) = (µ− λ)R(λ,A)R(µ,A).
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1.2 Quelques théorèmes d’analyse fonctionnelle
Le théorème de Banach Steinhaus est l’un des théorème fondamentaux en analyse

fonctionnelle il affirme qu’ à partir d’une estimation ponctuelle on obtient une estimation
uniforme.
Théorème 1.1: (Banach-Steinhaus)

Soient E et F deux espaces de Banach . Soit (Ai)i∈I une famille (non nécessairement
dénombrable) d’opérateurs linéaire continue de E dans F . On suppose que

sup
i∈I
‖Aix‖ < +∞, ∀x ∈ E

Alors

sup
i∈I
‖Ai‖ < +∞.

Théorème 1.2: (Théorème du graphe ferme )

Soient E et F deux espaces de Banach .Soit A un opérateur linéaire ferme de E
dans F . Si D(A) = E, alors A ∈ L(E,F ).

.
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Semi-groupes a un paramètre
d’opérateurs linéaires bornes

***
Dans ce chapitre on donnera les définitions des semi groupes d’opérateurs linéaires

bornés, ainsi que leurs générateurs infinitésimaux. On donnera aussi quelque propriétés
et résultats concernant ces notions.

2.1 Semi-groupes uniformément continus d’opéra-
teurs linéaires bornes :

2.1.1 Semi-groupe :

Définition 11
Soit E est un espace de Banach.
(T (t))t>0 est une famille d’opérateurs linéaires bornés de E dans E est dite
semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur E, si sont vérifies les axiomes
suivantes :

• T (0) = I (ou I est l’opérateur identité de E).

• T (t+ s) = T (t)T (s), ∀t, s > 0.

Exemple 01

Une equation différentielle :

Soit k ∈ C et x0 ∈ C , on considère l’équation différentielle suivante :{
y′(t) + ky(t) = 0, t > 0,
y(0) = x0,

dont la solution est y(t) = e−ktx0

E = C, T (t) : x0 →
(
e−kt

)
· x0

14



CHAPITRE 2. SEMI-GROUPES A UN PARAMÈTRE D’OPÉRATEURS
LINÉAIRES BORNES 15
• on remarque ici que T (t) définit un semi groupe, T (t)est la multiplication e−kt.

Exemple 02

Un système différentiel :

Soit A ∈Mn(C) et X0 ∈ Cn on considère :{
Y ′(t) + AY (t) = 0 t > 0
Y (0) = X0

Alors Y (t) = e−tAX0,

Posons T (t) = e−tA
(
= ∑∞

k=0
(−tA)k
k!

)
.

E = Cn et e−tA ∈ L(E)

• On remarque que T (t) forme un semi groupe.

Exemple 03

Une équation abstraite :

Soit E un espace de Banach et A ∈ L(E) et x0 ∈ E.
L’équation différentielle : {

x′(t) + Ax(t) = 0 t > 0
x(0) = x0

a une unique solution

x(t) = e−tAx0

où e−tA = ∑∞
k=0

(−tA)k
k! .

Propriétés immédiates : pour les exemples 2 et 3 :

• ∀x0, x0 ∈ E limt→0+ T (t)x0 = x0 dans E.

• ∀x, x ∈ E,∀t0 ≥ 0 :

lim
h→0+

T (t0 + h)x− T (t0)x
h

=T (t)Ax

=AT (t0)x

=⇒ AT (t) = T (t)A, ces propriétés seront étudier ultérieurement .

Exemple 04



CHAPITRE 2. SEMI-GROUPES A UN PARAMÈTRE D’OPÉRATEURS
LINÉAIRES BORNES 16

Translation à droite :

E = C0(R), pour u0 ∈ E et t ≥ 0 on pose :

(T (t)u0) (x) = u0(x+ t)

On a
T (0)u0 = u0, T (t+ s)u0 = T (t) [T (s)u0]

.

Exemple 05

Translation à droite et transport :

displaystyle

{
∂u
∂t

(x, t)− ∂u
∂x

(x, t) = 0, x ∈ R; t ≥ 0
u(x, 0) = u0(x) donnée .

la solution est :

u(x, t) = u0(x+ t) = T (t)u0

• ·{T (t)} est bien défini sur E = C0
b (R).

• si u0 ∈ E "comment" T (t)u0 est solution de (4)?.

• Si u0 ∈ E et du0
dx
∈ E .

Exemple 06

L’équation de chaleur :

{
∂u
∂t

(x, t)− ∂2u
∂2x

(x, t) = 0, x ∈ R; t ≥ 0
u(x, 0) = u0(x) donnée

avec par exemple u0 ∈ L2(R) pour simplifier.
En faisant une transformation de Fourier en x seulement on obtient{

∂û
∂t

(ξ, t) + ξ2û(ξ, t) = 0
û(ξ, 0) = û0(ξ)

.

d’où û(ξ, t) = e−tξ
2
û0(ξ) et par Fourier inverse :

u(x, t) = 1√
2πt

∫
R
e−

(x−y)2
4t u0(y)dy = Kt ∗ u0

En posant T (t)u0 = u(x, t).T (t) est un semi-groupe.
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Définition 12
Soit {T (t), t ≥ 0} un semi-groupe défini sur un espace de Banach E.

• On dira qu’il est uniformément continu si :

lim
t→0+
‖T (t)− Id‖L(E) = 0.

• On dira qu’il est fortement continu si :

∀x, x ∈ E lim
t→0+
‖T (t)x− x‖E = 0.

2.1.2 générateurs infinitésimal :

Définition 13
Soit {T (t), t ≥ 0} un semi-groupe défini sur un espace de Banach E.

• L’opérateur linéaire A défini par :

D(A) =
{
x ∈ E, lim

t→0+

T (t)x− x
t

existe dans E
}
,

et

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

= dT (t)x
dt

∣∣∣∣∣
t=0

, ∀x ∈ D(A)

est appelé le générateur infinitésimal du semi-groupe (T (t))t>0 et D(A) est appelé
le domaine de A.

Dans ce paragraphe, nous allons étudier quelques propriétés des semi-groupes
uniformément continus d’opérateurs linéaires bornés.

Lemme 1

Soit f : [a, b] −→ E une fonction continue,alors :

lim
t→0+

1
t

∫ a+t

a
f(s)ds = f(a).

Démonstration
On va montre que pour tout t 6= 0

lim
t→0+

1
t

∫ a+t

a
f(s)ds− f(a) = 0.
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Alors, il suffit de montre que :

On a :

∥∥∥∥1
t

∫ a+t

a
f(s)ds− f(a)

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥1
t

∫ a+t

a
f(s)ds− 1

t

∫ a+t

a
f(a)ds

∥∥∥∥
=
∥∥∥∥1
t

∫ a+t

a
(f(s)− f(a))ds

∥∥∥∥
6

1
t
× sup

s∈[a,a+t]
‖f(s)− f(a)‖ × t

= sup
s∈[a,a+t]

‖f(s)− f(a)‖

et de la continuité de f nous permet de conclure .

Théorème 2.1

Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformé-
ment continu sur E si, et seulement si A est un opérateur linéaire borné sur E et
T (t) = etA.

Démonstration 2.1
⇐= Soit A un opérateur linéaire borné sur E. On suppose que le semi groupe générer
par A est donne par :

T (t) = etA =
+∞∑
n=0

tnAn

n! .

Cette série, ainsi définie, converge en norme et définit un opérateur linéaire borne
T (t) pour tout t > 0 .

alors
+∞∑
n=0

tnAn

n! admet un sens. Il est clair que T (0) = I, et on a pour tous t, s > 0

T (t+ s) = e(t+s)A = etAesA = T (t)T (s)

( d’après la formule de Cauchy de produit de deux série) ,

donc T (t) est un semi groupe .

il reste de montrer que T (t) es uniformément continue :

Par ailleurs, pour tout t > 0 on a :
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‖T (t)− I‖ = ‖
+∞∑
n=0

tnAn

n! − I‖

=
∥∥∥∥∥

+∞∑
n=1

tnAn

n!

∥∥∥∥∥
6

+∞∑
n=1

tn
‖A‖n

n!
= et‖A‖ − 1 =

t→0+
0

.

d’où limt→0+ ‖T (t)− I‖ = 0.

D’autre part, pour tout t > 0 on a :∥∥∥∥∥T (t)− I
t

− A
∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥etA − It
− A

∥∥∥∥∥
=
∥∥∥∥∥etA − I − tAt

∥∥∥∥∥
=
∥∥∥∥∥1
t

+∞∑
n=2

tnAn

n!

∥∥∥∥∥
6

1
t

+∞∑
n=2

tn
‖A‖n

n!

= 1
t

(
et‖A‖ − 1− t‖A‖

)
−→
t→0+

0

Donc lim
t→0+

T (t)− I
t

= A.
Ainsi, (T (t))t>0 est un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs linéaires bornés
sur X de générateur infinitésimal A.

⇒ Réciproquement, soit (T (t))t>0 un semi-groupe uniformément continu d’opéra-
teurs linéaires bornés sur E, de générateur infinitésimal A.

L’application R+ −→ L(E), t 7−→ T (t) est continue, donc
∫

0 T (s)ds ∈ L(E),∀t > 0.

D’après lemme 1 on a limt→0+
1
t

∫ t
0 T (s)ds = T (0) = I.

Il existe alors ρ > 0 tel que
∥∥∥1
ρ

∫ ρ
0 T (s)ds− I

∥∥∥ < 1, ce qui implique que 1
ρ

∫ ρ
0 T (s)ds est

inversible, et donc
∫ ρ

0 T (s)ds est aussi inversible.

Pour tout h > 0 on a :(
T (h)− I

h

)(∫ ρ

0
T (s)ds

)
= 1
h

(∫ ρ

0
(T (h+ s)− T (s))ds

)

= 1
h

(∫ ρ+h

h
T (s)ds−

∫ ρ

0
T (s)ds

)

= 1
h

(∫ ρ+h

ρ
T (s)ds−

∫ h

0
T (s)ds

)
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Donc, T (h)−I

h
=
(

1
h

∫ ρ+h
ρ T (s)ds− 1

h

∫ h
0 T (s)ds

)
(
∫ ρ

0 T (s)ds)−1.

Compte tenu du lemme 1, on obtient limh→0+
T (h)−I

h
= (T (ρ) − I) (

∫ ρ
0 T (s)ds)−1

Ainsi, le générateur infinitésimal du semi-groupe (T (t))t>0 est l’opérateur linéaire borné

A = (T (ρ)− I)
(∫ ρ

0
T (s)ds

)−1
.

Remarque :
De la définition 2, on voit bien qu’un semi-groupe (T (t))t>0 admet un unique générateur
infinitésimal. Si (T (t))t>0 est uniformément continu alors son générateur infinitésimal est
un opérateur linéaire borné. D’autre part, tout opérateur linéaire borné est le générateur
infinitésimal d’un semigroupe uniformément continu. Ce semi-groupe est t-il unique ? La
réponse affirmative est donnée par le théorème suivant :
Théorème 2.2

Soient (T (t))t>0 et (S(t))t>0 deux semi-groupes uniformément continus. Si :

lim
t→0+

T (t)− I
t

= A = lim
t→0+

S(t)− I
t

alors T (t) = S(t),∀t > 0

Démonstration 2.2
Montrons que pour tout a > 0, T (t) = S(t) pour t ∈ [0, a].

Soit a > 0 fixé. Comme (T (t))t>0 et (S(t))t>0 sont des semi-groupes uniformé-
ment continus, alors les applications t 7−→ ‖T (t)‖ et t 7−→ ‖S(t)‖ sont continues.

Il existe alors une constante Ca > 0 telle que ‖T (t)‖‖S(t)‖ 6 Ca,∀t, s ∈ [0, a].

Soit ε > 0. L’égalité (1) implique qu’il existe δ > 0 tel que pour 0 < h 6 δ, on
ait

∥∥∥∥∥T (h)− I
h

− A
∥∥∥∥∥ 6 ε

2aCa
et
∥∥∥∥∥S(h)− I

h
− A

∥∥∥∥∥ 6 ε

2aCa
Ce qui entraine alors que pour 0 < h 6 δ, on a :∥∥∥∥∥T (h)− S(h)

h

∥∥∥∥∥ =
∥∥∥∥∥T (h)− I

h
− A

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥S(h)− I

h
− A

∥∥∥∥∥
6

ε

aCa

Soit ε > 0. L’égalité (1) implique qu’il existe δ > 0 tel que pour 0 < h 6 δ, on
ait ∥∥∥∥∥T (h)− I

h
− A

∥∥∥∥∥ 6 ε

2aCa
et
∥∥∥∥∥S(h)− I

h
− A

∥∥∥∥∥ 6 ε

2aCa
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Soient t ∈ [0, a] et n ∈ N∗ tels que t

n
< δ. De la définition 1.1 et de l’inégalité précédente

il vient que :

‖T (t)− S(t)‖ =
∥∥∥∥∥
n−1∑
k=0

[
T
(

(n− k) t
n

)
S
(
k
t

n

)
− T

(
(n− k − 1) t

n

)
S
(

(k + 1) t
n

)]∥∥∥∥∥
6

n−1∑
k=0

∥∥∥∥T ((n− k) t
n

)
S
(
k
t

n

)
− T

(
(n− k − 1) t

n

)
S
(

(k + 1) t
n

)∥∥∥∥
6

n−1∑
k=0

∥∥∥∥T ((n− k − 1) t
n

)
T
(
t

n

)
S
(
k
t

n

)
− T

(
(n− k − 1) t

n

)
S
(
k
t

n

)
S
(
t

n

)∥∥∥∥ ‖
6

n−1∑
k=0

∥∥∥∥T ((n− k − 1) t
n

)∥∥∥∥ ∥∥∥∥S (k tn
)∥∥∥∥ ∥∥∥∥T ( tn

)
− S

(
t

n

)∥∥∥∥
6 Ca

t

n

ε

aCa

n−1∑
k=0

1 = ε
t

a
6 ε

Comme ε > 0 est arbitraire, alors T (t) = S(t),∀t ∈ [0, a]. Mais puisque a > 0 est aussi
arbitraire, il s’ensuit que T (t) = S(t),∀t > 0 .

proposition 2.1

Soit (T (t))t>0 un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs linéaires bornés.
Alors :

• Il existe une constante ω > 0 telle que :

‖T (t)‖ 6 eωt,∀t > 0.

• Il existe un opérateur linéaire borné A tel que T (t) = etA,∀t > 0.

• L’opérateur A de l’assertion 2) est le générateur infinitésimal du semi-groupe (
T (t)) ) t>0.

• L’application t 7−→ T (t) est différentiable et on a

dT (t)
dt

= AT (t) = T (t)A.

Démonstration 2.3
Toutes les assertions ci-dessus découlent de l’assertion 2 ). Pour montrer 2 ) notons que
puisque (T (t))t>0 est un semi-groupe uniformément continu son générateur infinitésimal
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A est un opérateur linéaire borné et est aussi le générateur infinitésimal du semi-groupe
uniformément continu

(
etA
)
t>0

et par le théorème 2.2 on obtient

T (t) = etA, ∀t > 0.

.

2.2 C0- semi-groupes d’opérateurs linéaires bornes

Définition 14
Un semi-groupe (T (t))t>0 d’opérateurs linéaires bornés sur X est dit fortement
continu si

lim
t→0+
‖T (t)x− x‖ = 0,∀x ∈ X

Un semi-groupe fortement continu sur X est aussi appelé C0 -semi-groupe sur X

Dans ce paragraphe, nous allons étudier quelques propriétés des semi-groupes
fortement continus d’opérateurs linéaires bornes.

Théorème 2.3

Soit (T (t))t≥0 un C0 -semi-groupe de l’opérateur linéaire A. Alors il existe deux
constantes ω ≥ 0 et M ≥ 1 telle que :

‖T (t)‖ ≤Meωt pour tout 0 ≤ t <∞.

Dans ce cas on dit que (T (t))t≥0 exponentiellement borné et on note l’ensemble des
C0-semi-groupe exponentiellement bornés par SG(M,ω).

Démonstration 2.4
On montre dans un premier temps que :

sup
t∈[0,η]

‖T (t)‖ < +∞

Procédons par l’absurde : i.e : ∀η = 1
n
∈ (0, 1] avec n ∈ N :

sup
t∈[0,η]

‖T (t)‖ = +∞,

Il s’ensuit que : ∀n ∈ N,∃tn ∈
[
0, 1

n

]
tel que

sup
n≥1
‖T (tn)‖ = +∞

En vertu du théorème (Banach− Steinhaus), ∃x ∈ X

sup
n≥1
‖T (tn)x‖ = +∞.
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Alors ‖T (tn)x‖ est non borné.

D’autre part : ∀x ∈ X,R 3 t −→ T (tn)x ∈ X est continue en 0, on
a : ∀ε > 0,∃δ > 0 : |t| < δ ⇒ ‖T (t)x − x‖ < ε En particulier ; soit ε = 1,
alors :

‖T (t)x− x‖ < 1
Nous obtenons donc les estimations suivantes :

‖T (t)x‖ − ‖x‖ ≤ ‖T (t)x‖ − ‖x‖ |≤ ‖T (t)x− x‖ < 1

Donc
‖T (t)x‖ ≤ ‖x‖+ 1

Mais on a :
0 ≤ tn ≤

1
n

et tn −→ 0 quand n −→ +∞.

On trouve ε = δ
∃n0 ∈ N : |tn| < δ ; ∀n > n0

Ainsi
‖T (tn)x‖ ≤ 1 + ‖x‖; n > n0

Il s’ensuit que :
sup
n≥n0

‖T (tn)x‖ ≤ 1 + ‖x‖; n > n0 (2.1)

Soit n = 1, 2, . . . , n0 − 1, il n’ya qu’un nombre fini de T (t)x Soit M∗ :=
max ‖T (tn)x‖ , n = 1, 2, . . . , n0 − 1 alors :

sup
n≥1
‖T (tn)x‖ ≤M∗ (2.2)

pour n = 1, 2, . . . , n0 − 1 D’aprés (2.1) et (2.2) on a :

sup
n≥1
‖T (tn)x‖ ≤ 1 + ‖x‖+M∗

En contradiction
∃η ∈ (0, 1] : sup

t∈[0,η]
‖T (t)‖ < +∞.

Soit M := supt∈[0,n] ‖T (t)‖, depuis ‖T (0)‖ = 1 ainsi M ≥ 1 Soit ω = η−1 logM.
On prend t ≥ 0 avec t > η; on a : t = n(t)η + δ, si 0 ≤ δ ≤ η et n(t) ∈ N D’après la
propriété du semi-groupe :

‖T (t)‖ =
∥∥∥T (η)n(t)T (δ)

∥∥∥ ≤ ∥∥∥T (η)n(t)
∥∥∥ ‖T (δ)‖

= MMn(t) = MM
t−s
η

≤MM
t
η = Meωη

t
η = Meωt
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Théorème 2.4

Si(T (t))t≥0 un C0 -semi-groupe. Alors ∀x ∈ X, t −→ T (t)x est continue de R+

dans X.

Démonstration 2.5
Soit t0 > 0, x ∈ X, Nous voulons montrer que :

lim
t→t0

T (t)x = T (t0)x,

Si : t > t0

T (t)x− T (t0)x = T (t0) [T (t− t0)x− x]
‖T (t)x− T (t0)x‖ ≤ ‖T (t0)‖ ‖T (t− t0)x− x‖ → 0 quand t→ t0

Alors

lim
t→t+0

T (t)x = T (t0)x.

Si t < t0

‖T (t)x− T (t0)x‖ ≤ ‖T (t) [T (t0 − t)x− x]‖

≤ ‖T (t)‖ ‖T (t0 − t)x− x‖

≤Mewt ‖T (t0 − t)x− x‖ → 0 quand t→ t0

alors

lim
t→t−0

T (t)x = T (t0)x,

Ainsi

lim
t→t0

T (t)x = T (t0)x.
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Théorème 2.5

Soit (T (t))l≥0 un C0 -semi-groupe et A son générateur infinitésimal alors :

• Pour x ∈ X, on a :
lim
h→0

1
h

∫ t+h

t
T (s)xds = T (t)x (2.3)

• Pour x ∈ X,
∫ t

0 T (s)xds ∈ D(A) et

A
(∫ t

0
T (s)xds

)
= T (t)x− x (2.4)

• Pour x ∈ D(A), T (t)x ∈ D(A) et

d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax (2.5)

• Pour x ∈ D(A)

T (t)x− T (s)x =
∫ t

s
T (τ)Axdτ =

∫ t

S
AT (τ)xdτ (2.6)

Démonstration 2.6
a) Soit x ∈ X et h > 0; on a :∥∥∥∥∥1

h

∫ t+h

t
T (s)xds− T (t)x

∥∥∥∥∥ =
∥∥∥∥∥1
h

∫ t+h

t
T (s)xds− 1

h

∫ t+h

t
T (t)xds

∥∥∥∥∥
≤ 1
h

∫ t+h

t
‖T (s)x− T (t)x‖ds

En faisant un changement variable ; soit u + t = s, du = ds; si s = t alors u = 0 et
sis = t+ h alors u = h

1
h

∫ t+h

t
‖T (s)x− T (t)x‖ds ≤ 1

h

∫ h

0
‖T (u+ t)x− T (t)x‖du

comme u est une variable muette ; on peut écrire :

1
h

∫ t+h

t
‖T (s)x− T (t)x‖ds = 1

h

∫ h

0
‖T (s+ t)x− T (t)x‖ds

.

D’aprés le Théorème 2.3 L’application le R+ dans X ie : gour chaque ε > 0, ∃δ > 0 tel
que | t on prend h = t0 − t; on peut écrire la wivante : ∀ε > 0,∃δ > 0 tel que |h|

1
h

∫ h

0
‖T (t)x− T (t+

Donc on peut l’écrire comme suit :

1
h

∫ t+h

t
‖T (s)x− T (t)x‖ds.
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b) Soit x ∈ X et h > 0

T (h)− I
h

∫ t

0
T (s)xds = 1

h

∫ t

0
T (s+ h)xds− 1

h

∫ t

0
T (s)xds

= 1
h

∫ h+t

h
T (s)xds− 1

h

∫ t

0
T (s)xds.

u = s + h; ds = du; si s = 0 alors u = h et si s = t alors u = t + h
1
h

∫ h+t

h
T (s)xds− 1

h

∫ t

0
T (s)xds = 1

h

∫ t

h
T (s)xds+ 1

h

∫ t+h

t
T (s)xds

− 1
h

∫ t

0
T (s)xds

= 1
h

∫ 0

h
T (s)xds+ 1

h

∫ t

0
T (s)xds

+ 1
h

∫ t+h

t
T (s)xds− 1

h

∫ t

0
T (s)xds

= 1
h

∫ t+h

t
T (s)xds− 1

h

∫ h

0
T (s)xds

.

c) Soit x ∈ D(A) et h > 0 alors :

T (h)− I
h

T (t)x = T (h+ t)− T (t)
h

x

= T (t)T (h)− I
h

x −→ T (t)Ax quand h→ 0.

(2.7)

Ainsi T (t)x ∈ D(A) et AT (t)x = T (t)Ax L’expression (2.7) implique aussi que :

d+

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax

ie :la dérivée droite de T (t)x est T (t)Ax pour achevés la démonstration il faut montrer
que : pour t > 0 la dérivée gauche de T (t)x existe et équivalente à T (t)Ax · x ∈ X, on a :

lim
h→0

[
T (t)x− T (t− h)x

h
− T (t)Ax

]
= lim

h→0
T (t− h)

[
T (h)x− x

h
− Ax

]

+ lim
h→0

[T (t− h)Ax− T (t)Ax].

d) En intégrant de s et t l’expression (2.5) donc on trouve la relation (2.6).
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corollaire 2.1

Si A est un générateur d ’un C0 -semi-groupe (T (t))t>0 alors :

• D(A) le domaine de A est dense dans X .

• A est un opérateur linéaire fermé.

Démonstration 2.7
• Soit x ∈ X. Pour tout n ∈ N∗, posons xn = 1

1
n

∫ 1
n

0 T (s)xds.

D’après l’assertion 2) du théorème 2.5 on a xn ∈ D(A),∀n ∈ N∗ et par l’asser-
tion 1 ) du même théorème on a,

lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

1
1
n

∫ 1
n

0
T (s)xds = x

Ainsi,D(A) = X

• D’abord A est un opérateur linéaire. Soit (xn)n>0 une suite d’éléments de D(A)
telle que xn −→

n→+∞
x et Axn −→

n→+∞
y. Montrons que x ∈ D(A) et que Ax = y.

Puisque pour tout n ∈ N, xn ∈ D(A), alors d’après la formule (2.6) on a

T (t)xn − xn =
∫ t

0
T (s)Axnds,∀n ∈ N, ∀t > 0 (2.8)

Soit t > 0. Alors pour tout s ∈ [0, t] et pour tout n ∈ N on a
‖T (s)Axn − T (s)y‖ = ‖T (s) (Axn − y)‖

6 ‖T (s)‖ ‖Axn − y‖
6Meωt ‖Axn − y‖

Donc (T (s)Axn)n>0 converge quand n → +∞ vers T (s)y uniformément en s sur[0, t] Il
vient alors de l’égalité (2.8) et du théorème d’interversion de la limite et l’intégrale que :

T (t)x− x =
∫ t

0
T (s)yds.

Donc T (t)x− x
t

= 1
t

∫ t

0
T (s)yds −→

t→0+
y.

Ainsi x ∈ D(A) et Ax = y.

Théorème 2.6

Soient (T (t))t≥0 et (S(t))t≥0 deux C0 -semi-groupes ayant pour générateur infinité-
simal le même opérateur A. Alors

T (t) = S(t), ∀t ≥ 0.



CHAPITRE 2. SEMI-GROUPES A UN PARAMÈTRE D’OPÉRATEURS
LINÉAIRES BORNES 28
Démonstration 2.8
Soient t > 0 et x ∈ D(A). On définit l’application suivante sur [0, t] par :

U(s)x := T (t− s)S(s)x ∈ D(A)
On a :

d

ds
U(s)x = d

ds
T (t− s)S(s)x+ T (t− s) d

ds
S(s)x

= −AT (t− s)S(s)x+ T (t− s)AS(s)x

= 0
Ce qui entraine alors que pour tout x ∈ D(A), la fonction

s 7→ U(s)x := T (t− s)S(s)x
est constante.
Remarquons que T (t)x et S(t)x représentent les valeurs de la fonction précédente pour
s = 0 et s = t respectivement.

Et puisqu’elle est constante, alors T (t)x coïncide avec S(t)x. Par suite,

T (t)x = S(t)x ∀t ≥ 0,∀x ∈ D(A)
Comme D(A) est dense dans X et T (t), S(t) sont des opérateurs bornés sur X, alors

T (t) = S(t) ∀t ≥ 0

2.3 Théorème de Hille Yoisida :
Dans cette section on donne le théorème de Hill-Yosida qui est un résultat très

important qui nous aide à trouver tous les générateurs infinitésimaux d’un semi groupe
fortement continu unique.

Nous allons commencer tout d’abord par introduire quelques notions et résultats
intermédiaires.

2.3.1 Prelimenaire :

Lemme 2

Soit (T (t))t>0 un C0 -semi-groupe sur E de générateur infinitésimal A et soit V un
opérateur linéaire borné sur E, i.e., V ∈ L(E), alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

• T (t)V = V T (t),∀t > 0.

• VD(A) ⊆ D(A) et AV x = V Ax,∀x ∈ D(A).
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Démonstration 2.9
1) ⇒ 2

Soit V ∈ L(E) tel que T (t)V = V T (t),∀t > 0.

Soit x ∈ D(A), alors on a :

lim
t→0+

T (t)V x− V x
t

= lim
t→0+

V T (t)x− V x
t

= lim
t→0+

V

(
T (t)x− x

t

)
= V Ax

Donc V x ∈ D(A) et AV x = V Ax.

2) ⇒ 1

Soit V ∈ B(X) tel que VD(A) ⊆ D(A) et AV x = V Ax,∀x ∈ D(A).

Pour tous t > 0 et x ∈ D(A) définissons la fonction :

s 3 [0, t] 7−→ W (s) = T (t− s)V T (s)x ∈ D(A).

Alors

dW (s)
ds = −AT (t− s)V T (s)x+ T (t− s)V AT (s)x

= −T (t− s)AV T (s)x+ T (t− s)V AT (s)x

= −T (t− s)V AT (s)x+ T (t− s)V AT (s)x = 0

Donc W est constante, et par conséquent W (0) = W (t) .

D’où T (t)V x = V T (t)x,∀t > 0,∀x ∈ D(A).

Comme
−−−→
D(A) = X et T (t)V et V T (t) sont continues alors

T (t)V = V T (t),∀t > 0.



CHAPITRE 2. SEMI-GROUPES A UN PARAMÈTRE D’OPÉRATEURS
LINÉAIRES BORNES 30
Théorème 2.7

Soit (T (t))t>0 un C0 -semi-groupe sur X de générateur infinitésimal A, et soient
ω > 0 et M > 1 tels que ‖T (t)‖ 6 Meωt,∀t > 0. Si λ ∈ C telle que Reλ > ω,
alors :
• L’application

Rλ : X −→ X

x 7−→ Rλx =
∫ ∞

0
e−λsT (s)xds

définit un opérateur linéaire borné sur X et on a :

‖Rλ‖ 6
M

Reλ− ω
• λ ∈ ρ(A) et R(λ,A)x = Rλx, ∀x ∈ X

Démonstration 2.10
1 • Soit λ ∈ C telle que Reλ > ω.Rλ est un opérateur linéaire.

De plus, pour tout s > 0 et tout x ∈ X, on a

∥∥∥e−λsT (s)x
∥∥∥ 6 e−Reλs‖T (s)‖‖x‖
6 e−ReλsMeωs‖x‖
= Me−(Reλ−ω)s‖x‖

Ce qui entraine alors que :

‖Rλx‖ 6
∫ ∞

0

∥∥∥e−λsT (s)x
∥∥∥ ds

6M‖x‖
∫ ∞

0
e−(Reλ−ω)sds

= M

Reλ− ω
‖x‖

Il s’ensuit alors que Rλ est un opérateur linéaire borné sur X et que ‖Rλ‖ 6 M
Reλ−ω .

2
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T (h)Rλx−Rλx

h
= 1
h

∫ ∞
0

e−λsT (h+ s)xds− 1
h

∫ ∞
0

e−λsT (s)xds

= eλh

h

∫ ∞
h

e−λsT (s)xds− 1
h

∫ ∞
0

e−λsT (s)xds

= eλh

h

(∫ ∞
0

e−λsT (s)xds−
∫ h

0
e−λsT (s)xds

)
− 1
h

∫ ∞
0

e−λsT (s)xds

= eλh − 1
h

∫ ∞
0

e−λsT (s)xds− eλh

h

∫ h

0
e−λsT (s)xds

−→
h→0+

λRλx− x

.

Donc Rλx ∈ D(A)

et que

ARλx = λRλx− x,∀x ∈ X,

c-à-d (λI −A)Rλx = x,∀x ∈ X Comme Rλ commute avec T (t), il vient du lemme II.3.1
que Rλ commute avec A sur D(A) .

D’où
Rλ(λI − A)x = x,∀x ∈ D(A)

etR(λ,A) = Rλ.

corollaire 2.2

Soit (T (t))t>0 un C0 -semi-groupe sur E de générateur infinitésimal A, et soient
ω > 0 et M > 1 tels que ‖T (t)‖ 6 Meωt,∀t > 0. Alors pour tout λ ∈ C tel que
Reλ > ω et pour tout x ∈ D(A) on a

AR(λ,A)x = R(λ,A)Ax.

2.3.2 Théorème de Hille-Yosida pour les C0-semi-groupes de
contractions

Définition 15
Soit (T (t))t>0 un C0 -semi-groupe sur E.

• (T (t))t>0 est dit uniformément borné sur X s’il existe M > 1 telle que
‖T (t)‖ 6M, ∀t > 0.

• (T (t))l>0 est dit un C0 -semi-groupe de contractions si ‖T (t)‖ 6 1,∀t > 0.
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Théorème 2.8: Hille Yousida

Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de
contractions (T (t))t>0 surE si et seulement si

• D(A) = E et A est un opérateur ferme.

• ]0,+∞
[
⊂ ρ(A) et pour tout λ > 0 on a ‖R(λ,A)‖ 6 1

λ

Démonstration 2.11
(Condition nécessaire) La condition nécessaire résulte du corollaire 2.1 et du théorème 2.8
pour ω = 0 Pour montrer que les conditions 1 ) et 2 ) du théorème 2.9 sont suffisantes
pour que A soit le générateur infinitésimal d’un C0 -semi-groupe de contractions (T (t))t>0
on aura besoin des lemme suivants :

Lemme 3

Soit A un opérateur linéaire sur E vérifiant les conditions 1) et 2) du theorème 2.9
Alors :

lim
λ→+∞

λR(λ,A)x = x,∀x ∈ E

Démonstration 2.12
Soit x ∈ D(A). Alors pour tout λ > 0

‖λR(λ,A)x− x‖ = ‖AR(λ,A)x‖
= ‖R(λ,A)Ax‖
6 ‖R(λ,A)‖‖Ax‖

6
‖Ax‖
λ

−→
λ→+∞

0

Donc

limλ→+∞ λR(λ,A)x = x,∀x ∈ D(A) Comme D(A) = E et (λR(λ,A))λ>0 est uni-
formément bornée car ‖λR(λ,A)‖ 6 1, alors :

lim
λ→+∞

λR(λ,A)x = x,∀x ∈ E.

Définition 16
Pour λ > 0, On appelle approximation de Y Yosida de l’opérateur linéaire A,
l’opérateur

Aλ = λAR(λ,A) = λ2R(λ,A)− λI
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Lemme 4

Soit A un opérateur linéaire satisfaisant les conditions 1 ) et 2 ) du théorème 2.9
Alors :

lim
λ→+∞

Aλx = Ax,∀x ∈ D(A)

Démonstration 2.13
Soit x ∈ D(A).

D’après le lemme 3, on a limλ→+∞ λR(λ,A)Ax = Ax.

Et du corollaire 2.2 on déduit que

lim
λ→+∞

Aλx = lim
λ→+∞

λR(λ,A)Ax = Ax.B

Lemme 5

le générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément continu de contractions(
etAλ

)
t>0

De plus, pour tout x ∈ X et λ, µ > 0 on a
∥∥∥eLAλx− eiΛµx∥∥∥ 6 t ‖Aλx− Aµx‖

Démonstration 2.14
Puisque Aλ = λ2R(λ,A)−λI et R(λ,A) est borné alors Aλ est un opérateur linéaire borné
sur X donc d’après le théorème 2.1 Aλ est le générateur infinitésimal du semi-groupe
uniformément continu

(
eiAλ

)
t>0

.

De plus pour tout t > 0 on a∥∥∥etAλ∥∥∥ =
∥∥∥eu2R(λ,A)e−tλt

∥∥∥
6 e−tλ

∥∥∥etλ2R(λ,A)
∥∥∥

6 e−λλetλ
2‖R(λ,A)‖

6 e−λλetλ = 1, car ‖R(λ,A)‖ 6 1
λ

Il en résulte que
(
etAλ

)
l>0

est un semi-groupe uniformément continu de contractions sur
X Il est facile de voir à partir de la définition que pour tout λ, µ > 0, Aλ, Aµ, etAλ et e`Aµ
commutent entre eux.
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Il en résulte alors que pour tout x ∈ X :

∥∥∥etAλx− etAµx∥∥∥ =
∥∥∥∥∥
∫ 1

0

d
ds
(
etsAλet(1−s)Aµ

)
xds

∥∥∥∥∥
6
∫ 1

0

∥∥∥∥∥ d
ds
(
etsAλet(1−s)Aµ

)
x

∥∥∥∥∥ ds

6
∫ 1

0
t
∥∥∥etsAλet(1−s)Ap (Aλx− Aµx)

∥∥∥ ds

6 t ‖Aλx− Aµx‖ , car
∥∥∥etsAλ∥∥∥ 6 1 et

∥∥∥et(1−s)Aµ∥∥∥ 6 1

Démonstration 2.15 du theoreme 2.9
(Condition suffisante)

Soit x ∈ D(A). Pour tout λ, µ > 0, on a

∥∥∥etAλx− etAµx∥∥∥ 6 t ‖Aλx− Aµx‖
6 t ‖Aλx− Ax‖+ t ‖Aµx− Ax‖

Il vient du lemme 4 que pour tout x ∈ D(A), etAλx converge quand λ → +∞, et la
convergence est uniforme sur les intervalles bornés.

Posons alors
T (t)x = lim

λ→+∞
etAλx, ∀x ∈ D(A) (2.9)

Et la limite est uniforme sur les intervalles bornés.

De la formule (2.9) on voit que T (0) = I, T (t + s) = T (t)T (s),∀t, s > 0, et
‖T (t)‖ 6 1,∀t > 0

De plus t 7−→ T (t)x est continue pour tout x ∈ X comme limite uniforme d’une
famille de fonctions continues.

Ainsi (T (t))>0 est un C0 -semi-groupe de contractions sur X Pour conclure, il
reste à montrer que A est le générateur infinitésimal de (T (t)) > 0 Soit B le générateur
infinitésimale de (T (t)) > 0 Soit x ∈ D(A), en utilisant la formule (2.9) et le théorème
2.5 et compte tenu de la convergence uniforme de et∧λAλx vers T (t)Ax sur les intervalles
bornés, on obtient :
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T (t)x− x
t

= 1
t

lim
λ→+∞

(
etAλx− x

)
= 1
t

lim
λ→+∞

∫ t

0

d
ds
(
esAλx

)
ds

= 1
t

lim
λ→+∞

∫ t

0
esAλAλxds

= 1
t

∫ t

0
lim

λ→+∞
esΛλAλxds

= 1
t

∫ t

0
T (s)Axds −→

t→0+
Ax

Donc x ∈ D(B) et Bx = Ax, ce qui entraine que D(A) ⊆ D(B) et Ax = Bx, ∀x ∈ D(A)
Comme B est le générateur infinitésimal de (T (t))>0 qui est de contractions, alors
d’après la condition 2) du théorème 2.5 on a 1 ∈ ρ(B).

D’autre part, puisque A vérifie la condition 2 ) du théorème 2.5 alors 1 ∈ ρ(A).

Mais puisque D(A) ⊆ D(B) et Ax = Bx, ∀x ∈ D(A), on a (I − B)D(A) =
(I − A)D(A) = X, ce qui entraine alors que D(B) = (I −B)−1X = D(A)

D’où A = B.

Comme conséquence du théorème 2.5 de Hille-Yosida, on obtient :

corollaire 2.3

Soit A le générateur infinitésimal d’un C0−semi-groupe de contractions (T (t))t>0.
Alors :

T (t)x = lim
λ→+∞

etAλx,∀x ∈ X
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corollaire 2.4

Soit ω > 0. Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un C0
-semi-groupe (T (t))es 0 vérifiant ‖T (t)‖ 6 eωt,∀t > 0 si et seulement si :

• D(A) = X et A un opérateur fermé.

• | ω,+∞
[
⊂ ρ(A) et pour tout λ > ω on a ‖R(λ,A)‖ 6 1

λ−ω

Démonstration 2.16
⇒ Découle du corollaire 2.1 et du théoreme 2.9
⇒ Le théorème Π.3.2 de Hille-Yosida appliqué à l’opérateur B = A− ωI pour λ− ω > 0
implique qu’il génère un C0 -semi groupe de contractions (S(t))t>0. Le C0 -semi groupe
défini par

T (t) = eωtS(t),∀t > 0

donne le résultat.

Théorème 2.9

Si A est le générateur infinitésimal d’un C0 -semi-groupe ( T (t))t>0 sur X vérifiant :

‖T (t)‖ 6Meωt,∀t > 0, avec ω > 0,M > 1

Alors :

• D(A) = X et A est un opérateur fermé.

• Pour tout λ ∈ C tel que Reλ > ω on a λ ∈ ρ(A) et

‖R(λ,A)n‖ 6 M

(Reλ− ω)n ,∀n ∈ N

Démonstration 2.17
• Déjà vu dans le corollaire Π.2.1.
• D’après le théorème 2.9, comme Reλ > ω, alors λ ∈ ρ(A) et pour tout x ∈ X, on a
R(λ,A)x = Rλx =

∫∞
0 e−λsT (s)xds, et ‖R(λ,A)‖ 6 M

Reλ−ω Il est facile de voir que

d
dλR(λ,A)x = −

∫ ∞
0

se−λsT (s)xds,∀x ∈ X

et par récurrence on obtient pour tout x ∈ X et tout n ∈ N, que :

dn
dλnR(λ,A)x = (−1)n

∫ ∞
0

sne−λsT (s)xds
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Par ailleurs, par le lemme 1.2.8, on a dn

dλnR(λ,A) = (−1)nn!R(λ,A)n+1 Il en résulte alors
que :

R(λ,A)n+1x = 1
n!

∫ ∞
0

sne−λsT (s)xds, ∀x ∈ X

D′ où
R(λ,A)nx = 1

(n− 1)!

∫ ∞
0

sn−1e−λsT (s)xds, ∀x ∈ X, ∀n ∈ N∗

Il vient alors que pour tout x ∈ X et tout n ∈ N∗, on a

‖R(λ,A)nx‖ = 1
(n− 1)!

∥∥∥∥∫ ∞
0

sn−1e−λsT (s)xds
∥∥∥∥

6
1

(n− 1)!

∫ ∞
0

sn−1
∥∥∥e−λsT (s)x

∥∥∥ ds

6
1

(n− 1)!

∫ ∞
0

sn−1e−ReλsMeωs‖x‖ds

6
M

(Reλ− ω)n‖x‖

(Intégration par parties (n-1) fois)

D′ où ‖R(λ,A)n‖ 6 M

(Reλ− ω)n ,∀n ∈ N.

2.3.3 Théorème de Hille-Yosida dans le cas général :
Dans ce paragraphe on va démontrer le théorème de Hille-Yosida dans le cas général

d’un C0 -semi-groupe sur X. Tout d’abord on va commencer par démontrer le lemme
suivant :

Lemme 6

Soit A : D(A) ⊂ X −→ X un opérateur linéaire tel que]0,+∞[⊂ ρ(A) et vérifiant :

‖λnR(λ,A)n‖ 6M, ∀n ∈ N,∀λ > 0

Alors il existe une norme ‖·‖1 sur X équivalente à la norme d’origine ‖·‖ vérifiant :

• ‖x‖ 6 ‖x‖1 6M‖x‖,∀x ∈ X.

• ‖λR(λ,A)x‖1 6 ‖x‖1,∀x ∈ X.

Démonstration 2.18 Soit µ > 0. Posons :

‖x‖µ = sup
n>0
‖µnR(µ,A)n‖ , ∀x ∈ X (2.10)
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Il est facile de voir que ‖ · ‖µ définit une norme sur X vérifiant :

‖x‖ 6 ‖x‖µ 6M‖x‖, ∀x ∈ X (2.11)

et
‖µR(µ,A)‖µ 6 1 (2.12)

Montrons alors que :

‖λR(λ,A)‖µ 6 1, pour 0 < λ 6 µ (2.13)

Soit x ∈ X. Posons y = R(λ,A)x. Il vient alors de l’équation de la résolvante que :

y = R(λ,A)x = R(µ,A)(x+ (µ− λ)y)

Et par l’inégalité triangulaire et l’inégalité (2.11) on obtient :

‖y‖µ = ‖R(µ,A)x+ (µ− λ)R(µ,A)y)‖µ
6 ‖R(µ,A)x‖µ + (µ− λ)‖R(µ,A)y‖µ

6
1
µ
‖x‖µ + µ− λ

µ
‖y‖µ

Ce qui entraine ‖y‖µ
(
1− µ−λ

µ

)
6 1

µ
‖x‖µ,

et par suite λ‖y‖µ 6 ‖x‖µ,∀x ∈ X

D’où ‖λR(λ,A)‖µ 6 1, pour 0 < λ 6 µ Des inégalités (2.11) et (2.13),

on voit facilement que :

‖λnR(λ,A)nx‖ 6 ‖λnR(λ,A)nx‖µ 6 ‖x‖µ, pour 0 < λ 6 µ

D’où ‖x‖λ 6 ‖x‖µ, pour 0 < λ 6 µ

Posons alors

‖x‖1 = lim
µ→+∞

‖x‖µ,∀x ∈ X

En faisant tendre µ→ +∞ dans l’inégalité (2.11) on obtient :

‖x‖ 6 ‖x‖1 6M‖x‖,∀x ∈ X
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En prenant n = 1 dans l’inégalité (II.3.5), il vient que :

‖λR(λ,A)x‖µ 6 ‖x‖µ,∀x ∈ X

En faisant tendre µ→ +∞

On obtient ‖λR(λ,A)x‖1 6 ‖x‖1,∀x ∈ X.

D’où ‖λR(λ,A)‖1 6 1.

Théorème 2.10: Théorème de Hille-Yosida, cas général

Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un C0 -semi-groupe
(T (t))t>0 sur X vérifiant ‖T (t)‖ 6 Meωt,∀t > 0, avec ω > 0,M > 1, si et
seulement si :

• D(A) = X et A est un opérateur fermé.

• Pour tout λ ∈ C tel que Reλ > ω, on a λ ∈ ρ(A) et

‖R(λ,A)n‖ 6 M

(Reλ− ω)n ,∀n ∈ N

Démonstration 2.19 =⇒ Découle du théorème 2. 10.. ⇐⇒ Supposons que A vérifie
les assertions 1 ) et 2 ) du théorème 2. 11,

alors sans perte de généralité et quitte à considérer le C0 -semi-groupe S(t) =
e−ωtT (t),∀t > 0,

on peut supposer que ω = 0 L’assertion 2 ) implique dans ce cas que
‖λnR(λ,A)n‖ 6M,∀n ∈ N, ∀λ > 0

Soit ‖ · ‖1 la norme équivalente à ‖ · ‖, définie dans le lemme Π.3.5 et vérifiant :

‖x‖ 6 ‖x‖1 6M‖x‖,∀x ∈ X, et ‖λR(λ,A)‖1 6 1,∀λ > 0 (2.14)

Il vient alors du théorème 2.9 de Hille-Yosida pour les C0 -semi-groupes de contractions
que A est le générateur infinitésimal d’un C0 -semi-groupe (T (t))>0 de ‖ · ‖1 -contractions
sur X, et en utilisant l’inégalité (2.14),

on obtient pour tout t > 0 et tout x ∈ X,
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‖T (t)x‖ 6 ‖T (t)x‖1

6 ‖T (t)‖1‖x‖1

6 ‖x‖1

6M‖x‖

D’où ‖T (t)‖ 6M,∀t > 0.

2.3.4 Des exemples sur les semi groupe :

Soit A ∈ L(E). Alors,
(
etA
)
t≥0

est un semi groupe uniformément continu d’opérateurs
linéaires bornés sur E dont le générateur infinitésimal est A. En effet, soit

T (t) = etA =
∞∑
k=0

tkAk

k!

Remarquons que la série de membre de droite de l’égalité est convergent pour la topologie
de la convergence de la norme L(E).
De plus
• T (0) = I.

• T (t+ s) = e(t+s)A = etAesA = T (t)T (s), pour tous t, s ∈ R+.

D’autre part, nous avons

‖T (t)− I‖L(E) =
∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

tkAk

k! − I
∥∥∥∥∥
L(E)

=
∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

tkAk

k!

∥∥∥∥∥
L(X)

≤
∞∑
k=1

tk‖A‖kL(E)

k!

=
∞∑
k=0

tk‖A‖kL(X)

k! − 1

d’où ‖T (t) − I‖L(E) ≤ et‖A‖L(E) − 1,∀t ≥ 0 En faisant tendre t vers 0+ on obtient
limt→0+ ‖T (t)− I‖ = 0 et par suite (T (t))t≥0 est un semi groupe uniformément continu.
Montrons maintenant que A est le générateur infinitésimal de (T (t))t≥0
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t
− A

∥∥∥∥∥
L(E)

=
∥∥∥∥∥T (t)− I − At

t

∥∥∥∥∥
L(E)

= 1
t

∥∥∥∥∥
∞∑
k=2

tkAk

k!

∥∥∥∥∥
L(E)

≤ 1
t

∞∑
k=2

tk‖A‖kL(E)

k!

≤ 1
t

( ∞∑
k=0

tk‖A‖kL(E)

k! − 1− ‖A‖L(E)t

)

≤ 1
t

(
et‖A‖L(E) − 1− ‖A‖L(E)t

≤ et‖A‖L(E)−1

t
− ‖A‖L(E) → 0

lorsque t→ 0+ et par suite limt→0+
T (t)−I

t
= A ce qui montre que le semi groupe (T (t))t≥0

admet pour générateur infinitésimal l’opérateur A.

Semi-groupe de la chaleur dans L2 (Rn) :

Ici, E = L2 (Rn) . On considère le semi-groupe (T (t))t≥0 défini par

∀t ≥ 0∀f ∈ L2 (Rn) ,∀x ∈ Rn, T (t)f(x) := 1
(4π)n2

∫
Rn
e−

x2
1 f(x+

√
tz)dµn(z)

Cet expression définit effectivement un C0-semi-groupe de générateur A défini par :

• D(A) = H2 (Rn).

• Af = ∆f .

Pour voir cela, on va travailler en Fourier (qui est un des grands intérêts de L2 (Rn) : en
transformée de Fourier, (T (t))t≥0 est défini par

T̂ (t)f(ξ) = e|ξ|
2tf̂(ξ)

En utilisant de la convergence dominée, on voit donc qu’il s’agit d’un semi groupe
fortement continu.

Pour déterminer le générateur infinitésimal de ce semi-groupe, considérons tout
d’abord u ∈ D(A). Alors pour tout t ≥ 0 on a
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‖Af‖2
L2(Rn)︸ ︷︷ ︸

<+∞

= lim
t→0+

∥∥∥∥∥T (t)f − f
t

∥∥∥∥∥
2

L2(<(n))

= lim
t→0+ 1

(2π)n
∫
Rn

∣∣∣ 1−e−|ξ|2t
t|ξ|2

∣∣∣2|ξ|4|f̂(ξ)|2dµ(n)(ξ)

= 1
(2π)n

∫
Rn
|ξ|4|f̂(ξ)|2dµ(n)(ξ)

La dernière égalité s’obtient par application du lemme de Beppo-Levi. Par caractérisation
des espace de Sobolev via la transformée de Fourier, on en déduit que u ∈ H2 (Rn) .
Réciproquement, soit u ∈ H2 (Rn) , ce qui est équivalent à dire que ξ 7→ |ξ|2f̂(ξ) ∈ L2 (Rn)

On a alors

T̂ (t)f − f̂
t

(ξ) = −|ξ|2f̂(ξ) + |ξ|2f̂(ξ)
∫ 1

0

(
1− e−|ξ|2ts

)
ds

De ceci on tire facilement

∥∥∥∥∥T (t)− f
t

∆f
∥∥∥∥∥

2

L2(Rn)
= 1

(2π)n
∫
Rn
|ξ|4|f̂(ξ)|2

∣∣∣∣∫ 1

0

(
1− e−|ξ|2ts

)∣∣∣∣ dξ −→t→0
0

ce qui permet de montrer que u ∈ D(A) et que Au = ∆u.

Semi groupe de translations :

soit X = L1([0, 1]).soit (T (t))t>0 la famille d’opérateurs dans X définit par

∀ε > 0,∃δ ∈ [0, 1], T (t)u(x) = u(x+ t) x+ t ≤ 1

Il s’agit d’un C0 semi-groupe dans X, de générateur infinitésimal Au = u′ défini sur
D(A) l’ensemble des applications absolument continues nulles en 1 Rappelons qu’une
application absolument continue de [0,1] dans R est une application u telle que

∀ε > 0,∃δ > 0,∀n ∈ N,∀0 ≤ x1 < y1 < x2 < . . . < xn < yn ≤ 1

∑n
i=1 |xi − yi| ≤ δ ⇒ ∑n

i=1 |u (xi)− u (yi)| ≤ ε
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Application a la résolution
d’équation différentielles

abstraites
***

le but de ce chapitre est d’appliquer les principaux concept et résultats développés
dans le chapitre 2 pour résoudre le problème de Cauchy homogène et non homogène pour
des equation différentielles abstraites sur des espaces de Banach . Premièrement on va
donner quelques définition qui nous avons utilise dans la suite :

3.1 Les différentes types de solutions :

Soit le problème de Cauchy suivant :

{
x′(t) = Ax(t) + f(t), t ≥ 0
x(0) = x

(3.1)

Définition 17
Une fonction x : [a, b] −→ E est dite solution classique ou C1 solution du
problème (3.1), si x est continue sur [a, b], continument différentiable sur (a, b] et
x(t) ∈ D(A), ∀t ∈ (a, b] et satisfait l’équation x′(t) = Ax(t) + f(t), ∀t ∈ [a, b]
et x(0) = x.

Définition 18
Une fonction x : [a, b]→ E est dite solution forte ou solution absolument continue
du problème (3.1), si x est absolument continue sur [a, b], x′ ∈ L1([a, b], X),
x(t) ∈ D(A) p.p tout t ∈ (a, b) et satisfait l’équation x′(t) = Ax(t) + f(t), p.p tout
t ∈ (a, b) et x(0) = x.

43
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Définition 19
Une fonction x : [a, b]→ E est dite ”mild” solution ou C−solutionsi x est continue
sur [a, b], x(0) = x et satisfait l’équation intégrale :

x(t) = T (t)x+
∫ t

0
T (t− s)f(s)ds (3.2)

Définition 20
Le terme mathématique de problème bien pose provient d’une définition de
Hadamard . il pensait que les modelés mathématique de phénomènes physique
devraient avoir les propriétés suivantes :

• une solution existe.

• une solution est unique .

• la solution dépend de façon continue des données,pour une topologie rai-
sonnable .

3.2 Problème homogène à valeur initiale :

Soit E un espace de Banach et A un opérateur linéaire de D(A) ⊂ E dans E. Étant
donné x ∈ E le problème de Cauchy pour A avec données initiales x consiste à la déter-
mination d’une solution x(t) au problème à valeur initiale

x′(t) = Ax(t), t ≥ 0

x(0) = x
(3.3)

Où par solution on veut dire une fonction x(t) à valeur dans X tel que x(t) est conti-
nue pour t ≥ 0 continument différentiable et x(t) ∈ D(A) pour t > 0 et (3.2) est satisfaite.

Notez que quand x(t) ∈ D(A) pour t > 0 et x est continu à t = 0(3.2) ne peut
pas avoir une solution pour x /∈ D(A).
Théorème 3.1

Soit A est le générateur infinitésimal d’un Co-semi-groupe {T (t)}t≥0 sur X. Alors
pour tout x ∈ D(A), la fonction :

x : t −→ x(t) := T (t)x

est l’unique solution classique du problème (3.3) à valeur initiale x.

Démonstration 3.1
Existence :
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Soit x ∈ D(A). D’après l’assertion 4 ) de la proposition 2.1, on a

T (t)x ∈ D(A) et dT (t)x
dt

= AT (t)x = T (t)Ax

Il en résulte que t 7→ u(t) := T (t)x est une solution classique du problème (3.3).

Unicité :
Montrons maintenant l’unicité de cette solution classique. Supposons qu’il existe deux
solutions classiques u et v. Soit t > 0 et posons

w(t) = T (t− s)v(s),∀s ∈ [0, t]

Pour tout s ∈ [0, t], on a

dw(t)
ds

= −T (t− s)Av(s) + T (t− s)v′(s)

= −T (t− s)Av(s) + T (t− s)Av(s)
= 0

Par conséquent, pour tout x ∈ D(A), la fonction

s 7→ T (t− s)v(s)

est constante.

Remarquons que v(t) et T (t)x représentent les valeurs de la fonction précédente
pour s = t et s = 0 respectivement.

Et puisqu’elle est constante, alors v(t) coïncide avec T (t)x.

Finalement,
v(t) = T (t)x = u(t) ∀t ≥ 0.

Définition 21
Si A est un générateur infinitésimal d’un Co-semi-groupe ce qui n’est pas différen-
tiable, alors en général si x0 /∈ D(A), alors le problème de valeur initiale (3.3) n’a
pas de solution classique.
La fonction t → T (t)x0 est alors appelée "mild " solution d u problème à valeur
initiale (3.3)

Définition 22
Soit{T (t)}t≥0 un C0 -semi-groupe sur un espace de Banach X.
Le semi-groupe T (t) est dit différentiables pour t > t0 si pour tout x ∈ X, t→ T (t)x
est différentiables pour t > t0, T (t) est différentiables s’il est différentiables pour
t > 0.
Notez que nous avons vu dans la proposition 2.1 assertion (4) que si T (t) est un
C0−semi-groupe avec un générateur infinitésimal A et x ∈ D(A) alors T → T (t)x
est différentiable pour t ≥ 0 Si T (t) est de plus différentiable alors pour tout
x ∈ X, t→ T (t)x est différentiables pour t > 0.
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3.3 Problème non homogène à valeur initiale :
Dans cette section nous étudions le problème non homogène à valeur initiale suivant :{

x′(t) = Ax(t) + f(t), t ≥ 0
x(0) = x0

(3.4)

où f : [0, T [−→ X est continue.Nous supposerons dans cette section que A est le générateur
infinitésimal d’un C0 -semi-groupe {T (t)}t≥0 de sorte que l’équation homogène corres-
pondante, i.e avec f ≡ 0, a une solution unique pour chaque valeur initiale x0 ∈ D(A).

Définition 23
Une fonction x : [0;T [−→ X est une solution (classique) de (3.4) sur [0;T [ si et
seulement si :
• x(t) est continu dans [0;T [.

• x(t) est continument differentiables sur ]0;T [.

• x(t) ∈ D(A), pour t ≥ 0 et (3.4) est satisfaite sur [0;T [..

proposition 3.1

Si f ∈ L1(0, T ;X) =
{
f : (0, T )→ R/

∫ 1
0 ‖f(t)‖X < +∞

}
, alors pour tout x ∈ X

le problème (3.4) admet au plus une solution.

Dans le cas où celte solution existe, elle est sous la forme :

u(t) = T (t)x+
∫ t

0
T (t− s)f(s)ds (3.5)

Démonstration 3.2
Soit T (t) un C0 -semi-groupe de générateur infinitésimal A et soit x une solution de (3.3).

Alors la fonction g(s) = T (t− s)x(s) est différentiables pour 0 < s < t et :

dg

ds
(s) = −AT (t− s)x(s) + T (t− s)x′(s)

= −AT (t− s)x(s) + T (t− s)(Ax(s) + f(s))
= −AT (t− s)x(s) + T (t− s)Ax(s) + T (t− s)f(s)

Alors :

dg

ds
(s) = T (t− s)f(s) (3.6)
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Si f ∈ L1([0;T ];X) alors T (t− s)f(s) est intégrable et en intégrant (3.5) de 0 à t on a :

g(t) = g(0) +
∫ t

0
T (t− s)f(s)ds

Donc,
x(t) = T (t)x0 +

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds (3.7)

En particulier si A ∈ L(E), alors ∀x0 ∈ X, l’équation (3.5) a une solution unique x sur
R+ donnée par :

x(t) = etAx0 +
∫ t

0
e(t−s)Af(s)ds. :

Définition 24
Soit A le générateur infinitésimal d’un Co-semi-groupe {T (t)}t≥0. Soit x ∈ X et
f ∈ L1([0;T ];X). La fonction x ∈ C([0;T ];X) donnée par :

x(t) = T (t)x0 +
∫ t

0
T (t− s)f(s)ds, 0 ≤ t ≤ a

est la solution ”mild” du problème à valeur initiale (3.5) sur [0;T ]. .

Remarque :
La continuité de f en général, ne suffit pas à assurer l’existence de solution du problème
(3.5) pour x0 ∈ D(A).

Exemple :
Soit A le générateur infinitésimal d’un C0−semi-groupe {T (t)}t≥0, et soit y ∈ X telle que
T (t)y /∈ D(A) pour tout t ≥ 0, soit f(s) = T (s)y Alors f est continue pour s ≥ 0.
Considérons le problème de valeur initiale :{

x′(t) = Ax(t) + T (t)y, t ≥ 0
x(0) = 0 (3.8)

proposition 3.2

(3.8) n’a pas de solution, même si x(0) = 0 ∈ D(A). La solution "mild" de (3.8)
est :

x(t) = T (t)0 +
∫ t

0
T (t− s)T (s)yds =

∫ t

0
T (t)yds = tT (t)y

mais tT (t)y est non dérivable pour t > 0 puisque y /∈ D(A),et par conséquent ne
peut pas être la solution de (3.8) .

Théorème 3.2

Soit A le générateur infinitésimal d’un C0 -semi-groupe {T (t)}t≥0 Soit x0 ∈ D(A)
et f : R+ −→ X est fonction de classe C1 alors la solution "mild" devient une
solution classique de l’équation (3.4) .
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Démonstration 3.3

x(t) = T (t)x0 +
∫ t

0
T (t− s)f(s)ds = T (t)x0 + v(t)

Soit v ∈ C1 (R+, X) ; alors

v′(t) = Av(t) + f(t), ∀t ≥ 0 et v(0) = 0

En effet, Soit h > 0

T (h)− I
h

v(t) = T (h)− I
h

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds

= 1
h

∫ t

0
T (t+ h− s)f(s)ds− 1

h

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds

= 1
h

∫ t+h

0
T (t+ h− s)f(s)ds− 1

h

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds− 1

h

∫ t+h

t
T (t+ h− s)f(s)ds

Alors,

T (h)− I
h

v(t) = v(t+ h)− v(t)
h

− 1
h

∫ t+h

t
T (t+ h− s)f(s)ds

De la continuité de f il est clair que le deuxième terme sur le coté droit de (3.8) à la
limite f(t) commeh −→ 0 Mais nous avons aussi :

v(t) =
∫ t

0
T (t− s)f(s)ds =

∫ t

0
T (s)f(t− s)ds

Alors,

D+v(t) = v(t+ h)− v(t)
h

=
∫ t

0
T (s)f(t+ h− s)− f(t− s)

h
ds comme h −→ 0+

=
∫ t

0
T (s)f ′(t− s)ds

=
∫ t

0
T (t− s)f ′(s)ds

Comme f ′ est continue alors : t −→
∫ t

0 T (t− s)f ′(s) est continue dans R+.

Finalement,

Av(t) = D+v(t)− f(t), t ≥ 0. :
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Lemme 7

Soit u : [a, b] −→ X Supposons que D+u(t) existe on [a, b] et t −→ D+u(t) est
continue sur [a, b] alors u est de classe C1 sur [a, b]. En utilisant ce lemme alors v
est de classe C1 et : {

v′(t) = Av(t) + f(t), t ≥ 0
v(0) = 0

La solution ’mild’ de l’équation ( 3.3 ) est :

x(t) = v(t) + T (t)x0

Nous devons montrer que x ∈ C1 Soit x0 ∈ D(A), alors :

d

dt
T (t)x0 = AT (t)x0

Il s’ensuit que :
x′(t) = v′(t) + AT (t)x0

= Av(t) + f(t) + AT (t)x0

= A [v(t) + T (t)x0] + f(t)
Il s’ensuit que :

x′(t) = v′(t) + AT (t)x0

= Av(t) + f(t) + AT (t)x0

= A [v(t) + T (t)x0] + f(t)
Alors,

x′(t) = Ax(t) + f(t), t ≥ 0 (3.9)

Le coté droit de (3.9) est continu puisque x et f sont continus. Donc x ∈ C1.
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