REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
Ministere de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

Université de Khemis Miliana

DEPARTEMENT DES MATHEMATIQUES ET INFORMATIQUE

Faculté des Sciences et de la Technologie
Département des Mathématiques et Informatique

/ .
Mémorre
Présenté pour 'obtention du diplome de master en
Mathématique
Option :

Analyse Mathématique et Applications

Theéme

THEORIE DES SEMI-GROUPES DE
CONTRACTION et APPLICATION

Réalisé par :

NOURA Feriel

Les membres des jury composé de :

Encadreur B.CHAOUCHI Univ. Djilali Boundama.
Examinateur 1 O.BENNICHE Univ. Djilali Boundama.
Examinateur 2 L. DJOUAMAI Univ. Djilali Bounaama.

Année universitaire 2019/2020



I dédicace

Tows les rnots ne sauratent e/yﬂrérg/ Z@ﬁr@&&za]@ Z)(zr@w; Zareyaccé, le
reconnatssance, c'est tous Ji/yﬁ/@r@né W : Je didie celte %&s@ de
r(%wiér@ @

A Vla tendre Dlere /{67%@ - Tu 77;;”5&6/@5@ /jour rnot la source de tendresse
el Z%;t@iygl& de dévo aa’@mf%ué /7/@/7@5 cessé de 7 enco ar%er. Jw @%@LZ
/jZm %L&}LLIZ@ rcéra/jazlm%u'r&/yom ?Léé ses C%ZIZZJ sutrent le bon c%@}@n
dans lewr rvie el lewrs éludes.

A lon trés c{cr Pere Abd ellader : Aucune dédicace ne saurait @777@’/@5}"
0 our, Vesti e le dévouerent et le respect que j'al towjours pour rous.

% ert gpecd gue el logjours
Kien aw Qnaiéna vawt les efJorts Journis jowr et nuit powr ron éducation
el rpon bien étre. Ce travail et /%uié de tes J@CJ%C@J W tw as consentis
our 7 /onécjuazééon@é a Jor @imnl@[o de ces années.
/7 ¢ 4c 7 4
A "aw%fém : Plofaned Anine.
A nes seewr Kania, C%QZIZ%A)‘@IL@.
A lous rpes cousins el cousines.
A res Lrés céér& arnis - Falna
Z@éf”@) mrec[é/z@) Inen, ZaZay)} Cé@uz@) Dounia, LZ/L% H@&/‘C@) .
A lous res W?ﬂdﬂéf Jyjm /’(cd/jre}@érw années d'études.
A lows ceux ?LLL ne sens c%em el Wd/@o orys de ciler,

N. Feriel



II Remerciements

Aue lerme de la rédaction de ce zfmmzzdz liens a remercier ALLAM le
loul puissant gui r'a ¢ donne la orce pour passer a trarers lows les
gprewres de courage el surtout de n’aroir runi la santé el la
connaissances a élaborer ce modeste nénotre.

Toute ”C‘%”M/ a ron encadrant "Dr. Bellacery Chaouchi guia
encadre ron ir@V@LZ,/aour JWM» conseils Z)orie/@i@iw;z/aerizmené&
el Z@/@zzam%)d n’a sacre durant toute /@/jérch@ de trarail,

S eprine gdazmé loute na reconnaissance a les menbres de jury /pour
daroir acegpler dévaluer ce méroire.

Je doit aussi rerercier lous res ensetgnants qui ont constitue un apport
considérable - pour W;’@éé%n@ ce jour surtout Il Said .

MERCI.



IIT Résumé

Dans ce nénoire ,nous nows sores inléressés a la théorie des sermi groupe
ainsi %w)@ Leaers Wlmaom dans la résolution de certains cquation
difJerentielle .

Mots clés : Sertd groupe Théorirne de Melle Yoside, Equation 4o
Caucly abstraile.

IV Abstract

/n i%w nerory , we are interested in é%’/ %50% % Jargyrozfﬂ, s well as
%@z’r W/Mwm n %@ resolution % certain differential %@&07&9 .
Keywords : Sergi group, Hille Yosic Heoren, Abstract

C@uc@f 6?&(2&0/2/ .



Table des matiéres

Motivation et position du probleme 1 6
[l Quelgues notions ot vésullats préliminaires| 9
(1.1 Opérateurs lineaires | . . . . . . . . . . ... . 9
[LI1T  Geénéralités|. . . . . . . .. . 9

(1.1.2  Opérateurs linéaires bornes |. . . . . . . . .. .. ... ... ... 10

(1.1.3  Opeérateurs linéaires termes|. . . . . . . . . . ... ... ... ... 11

[1.1.4 Ensemble résolvant, spectre et résolvante d’un opérateur linéaire| . 12

(1.2 Quelques théoremes d’analyse fonctionnellel . . . . . . ... ... .. .. 13

2 Semi—groupes a un paramétre d opérateurs lindaires bornes | 14
2.1  Semi-groupes uniformément continus d’opérateurs linéaires bornes . . . 14
[2.1.1 Semi-groupe :| . . . . . . ... 14

[2.1.2  génerateurs infinitésimal o[ . . . . . ... ..o 000000 17

[2.2  Cj- semi-groupes d’opérateurs linéaires bornes |. . . . . . . . . . . . . .. 22
2.3 Théoreme de Hille Yoisida sl . . . . . . . ... ... ... .. .. 28
2.3.1  Prelimenaire :| . . . . . . . ... oo 28

[2.3.2  Theoreme de Hille-Yosida pour les Cp-semi-groupes de contractions | 31

[2.3.3  T'heoreme de Hille-Yosida dans le cas géneral | . . . . . . . . . .. 37

[2.3.4  Des exemples sur les semi groupe ;| . . . ... .. ... ... ... 40

13 Gipplication a la résolution d éguation difféventiclles abstraites| 43
[3.1 Les différentes types de solutions : | . . . . . . . . . ... ... ... ... 43
[3.2  Probleme homogene a valeur initiale : | . . . ... ... ... ... .... 44
[3.3  Probleme non homogene a valeur initiale :| . . . . . ... ... ... ... 46

Bibliographic 50



Motivation et eposi’a'o'n du

eproméme

2 e e

Introduction

Plusieurs phénomenes dans la nature peuvent étre reformulés et modélisés
sous forme d’une équation différentielle ordinaire ou équation aux dérivées
partielles et pour résoudre ce type d’équation, les mathématiciens ont alors
introduit la théorie des semi groupes.

Considérons le probleme de Cauchy suivant :

o ()

u(0) = xg, xg € R
La fonction exponentielle ordinaire rsoud ce type de probleme et on trouve que u(t) =
e |, a € R.
D’autre part, elle est une solution de I’équation fonctionnelle de Cauchy :
f(t+s) = f(t)f(s) sous la condition f(0) =1

Cette double caractérisation de la fonction exponentielle par I’équation fonctionnelle
de Cauchy et par ’équation différentielle linéaire du premier ordre a été généralisée au
cadre des opérateurs .Cet généralisation a été commence a la fin de 19 eme siecle par le
mathématicien Giuseppe Peano :

il cherche la solution du probléeme de Cauchy |,

{‘f;t‘:Au

ot pour chaque ¢t > 0,u(t) € RN, A est une N x N matrice et zo € RY. Ce probléme a
une solution unique pour tout ¢t > 0. Cette solution peut étre écrite comme suit :

u(t) = ettt

6
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Notons que

tA _ x~too tRAF
e =2 k=0

avec A° = Iy, la matrice identité et on a

plt+s)A _ tA AA

Ensuite, les mathématiciens ont étendu ce résultat au Equation différentielle operato-
rielle,

@ — Au(t),t >0

ou A est un opérateur linéaire borné sur un espace de Banach. La solution de ce probleme
est sous la forme,

u(t) = u(t) = e,
Entre les années 1930 et 1948 les mathématiciens posent la question suivante :

7 Est-ce qu’on peut définir une solution exponentielle pour le méme type de

probleme lorsque A est un opérateur non borné dans un espace de
Banach? 7

Il faudrait donc trouver une not ion analogue de la fonction exponentielle qui per-
met de considérer des opérateurs non bornes. C’est la notion de semi groupe basée
sur les propriétés algébriques de I’exponentielle couplées avec une propriété de continuité.

La solution u du probléme (P) peut se présenter sous la forme :
u(t) = T(t)xo, (T'(t))e=0.

Est alors une famille d’opérateurs dépendants du temps ¢ dite semi groupe et qui vérifie
les propriétés suivantes :

e T'(t+s)=T(t)T(s) pour tous t,s € RT.

"Je salue un semi groupe lorsque je vois un, et il me semble les voir
partout !”

Plan de travail :
Dans ce travail on présente trois chapitres :

le premier chapitre se compose de connaissance , les éléments de base de cette
théorie ,
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le second chapitre, : Ce chapitre est consacré aux théorie du semi-groupe ,les
définitions ,les théoremes et les caractéristique des semi groupes,

le dernier chapitre, : : Dans ce chapitre nous étudions des différents types de
probleme de Cauchy abstrait.




Chapitre

Qudgws notions ¢t résullats
ep«élimiﬂaiws

2 e e

Ce chapitre est consacré aux rappels de quelques définitions et résultats qui seront

utilisés dans la suite.

1.1 Opérateurs linéaires

Soient E et F deux espaces de Banach Complexes

1.1.1 Généralités

[ Définition 1 ]
e Une application linéaire A définie d’'un sous-espace vectoriel D(A) C E a valeurs
dans F' est appelée opérateur linéaire de FE dans F.

e On appelle D(A) le domaine de A et pour tout z € D(A) , on note A(z) par Ax.
e Lorsque F' = F , A est dite opérateur linéaire sur E.

[ Définition 2 ]
Soit A : D(A) C E — F un opérateur linéaire .

e On appelle graphe de A le sous-espace vectoriel de E x F'; note G(A) et défini
par :

G(A) :={(z,y) e ExX F/z € D(A),y = Az} ={(z,Az) € E x F/x € D(A)}.
e On appelle image de A le sous-espace vectoriel de F', note Im(A) par défini par
Im(A):={ye€ F/3z € D(A),y = Az} = {Ax € F/x € D(A)}.
e On appelle noyau de A le sous-espace vectoriel de E , note ker(A) et défini par
ker(A) :={z € D(A)/Az = 0}.

e On dit que A est a domaine dense si D(A) = E.
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[ Définition 3 ]
Considérons A et B deux opérateurs linéaires sur F. L’opérateur AB est défini
par :

{ D(AB) = |v € D(B) : Dz € D(A)}
(AB)x = A(Bzx) Vx € D(B)

On définit alors, A™, n € N la puissance n-ieme de A par

D(A) =E etA’=1T
D(AY) = D(A) etAl = A
Vn>2 D(A") ={z €D (A" ) : A"z € D(A)} et A" = AA™!

| Définition 4 |

Soit A un opérateur linéaire sur E. Si A est injectif, on définit Popérateur A~ par

A7 Im(A) — E
y— Ay ==z
ou z € D(A) est défini par Az =y .Notons que Im (A™1) = D(A)

1.1.2  Opérateurs linéaires bornes

[ Définition 5 ]

Soit A : EE — F un opérateur linéaire. On dit que l'opérateur A est borné s’il
existe k > 0 tel que :

|Az||p < kl|z||s, Vo € E

| Définition 6 |

e Soit A un opérateur linéaire de E dans F. On dit que A est continusi D(A) = E
et s’il borné .

e L’espace des opérateurs linéaires bornes de E dans F' est note par L(E, F'). e Si
E = F onpose L(E) :=L(E,E).

proposition 1.1

Soit A un opérateur linéaire défini de E dans F. Alors, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

e Ac L(E,F).
e Vrp € E, lim |Ax — Axol| = 0.
T—T(

o lim || Az]p = 0.
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[ Définition 7 ]
Soit A € L(FE,F). On définit la norme de A comme suit :

| Al z(g,r) = inf {c > 0, ||Az||r < c||z||g, Vo € E}.

L’espace L(E, F)) muni de la norme ||.||z(g,r) est un espace de Banach.

[ Définition 8 ]
Soit A : F — E un opérateur linéaire .
On dit que A est inversible s’il existe A’ € L(FE) tel que

AA = A'A =1

ou I est 'opérateur identité sur E. Cet opérateur A’ s’il existe il est unique, on
appelle inverse de A, et on le note A1,

proposition 1.2

Soit A€ L(E), si||Allzr) <1, alors
e (I — A) est inversible dans L(F) ,

400
o (I—A) =Y A",
n=0

1.1.3 Opérateurs linéaires fermés

Dans cette partie, on présentera une classe plus large d’opérateurs linéaires que celle

des opérateurs linéaires bornés. 1l s’agit des opérateurs linéaires fermés. On donnera
aussi quelques éléments de la théorie spectrale.

[ Définition 9 ]

Soit A un opérateur linéaire de E dans F'. A est dite fermé si son graphe est ferme
dans E x F.

Notons qu'un opérateur linéaire borné est un opérateur linéaire ferme .
L’espace des opérateurs fermes de E dans F est note par F(E, F).
La proposition suivante donne une caractéristique des opérateurs linéaires fermes .

proposition 1.3

Soit A: D(A) C E — F un opérateur linéaire. A est ferme si et seulement si pour
toute suite (z,),>0 d’élément de D(A) telle que

T, — x,dansFE
Az, — y,dansF

onaz €D(A) et Ax =y




CHAPITRE 1. QUELQUES NOTIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES 12

proposition 1.4

Soient A et B deux opérateurs linéaires sur £ . On a
e Si B est borné alors B est fermé.

e Si A est fermé et B est borné, alors A + B est fermé.

e Si A est fermé et B est borné ,alors AB est fermé .

1.1.4 Ensemble résolvant, spectre et résolvante d’un opérateur
linéaire

[ Définition 10 ]

Soit A un opérateur linéaire sur F.

e L’ensemble résolvant de A, noté p(A), est défini par
p(4) = () € L(E)}
e Si A € p(A),on définit la résolvante R(\, A) de A au point A par
R\ A) = (M — A)™!
e Le spectre de A, noté o(A) ,est défini par

o(4) = C\p(A).

proposition 1.5

Soit A : D(A) C E — F un opérateur linéaire. Alors ,pour tous A, u € p(A),on a

R(/\7 A) - R(:uv A) = (:u - )‘)R()‘7 A)R(M, A)

Démonstration 1.1
De la définition de la résolvante ,on a :

(A, B(A, A) — AR(A, A))R(p, A) = R(p, A)
et
(1R, A) — AR(, A))R(\, A) = R(, A)
En faisant la différence des deux égalités et compte tenu du fait que
R\, A)R(u, A) = R(u, A)R(A, A).
On obtient

R(A, A) = R(p, A) = (u — A)R(X, A)R(p, A).
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1.2 Quelques théoréemes d’analyse fonctionnelle

Le théoreme de Banach Steinhaus est I'un des théoreme fondamentaux en analyse
fonctionnelle il affirme qu’ a partir d’une estimation ponctuelle on obtient une estimation
uniforme.

Théoréme 1.1: (Banach-Steinhaus)

Soient £ et I’ deux espaces de Banach . Soit (4;),.; une famille (non nécessairement
dénombrable) d’opérateurs linéaire continue de E dans F'. On suppose que

sup ||A;z|| < +oo,Vx € E
icl

Alors

sup || 4;|| < 4o0.
iel

Théoréme 1.2: (Théoréme du graphe ferme )

Soient E et F' deux espaces de Banach .Soit A un opérateur linéaire ferme de F
dans F. Si D(A) = E, alors A € L(E, F).




Chapitre

Semi—jvouepes a uUn epcvmmé’(w
d oyéra’(eu«rs linéasres bornes

e e e

Dans ce chapitre on donnera les définitions des semi groupes d’opérateurs linéaires

bornés, ainsi que leurs générateurs infinitésimaux. On donnera aussi quelque propriétés
et résultats concernant ces notions.

2.1 Semi-groupes uniformément continus d’opéra-
teurs linéaires bornes :

2.1.1 Semi-groupe :

| Définition 11 |
Soit E est un espace de Banach.

(T'(t))e=0 est une famille d’opérateurs linéaires bornés de E dans E est dite

semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur FE, si sont vérifies les axiomes
suivantes :

e T(0) = I (ou I est 'opérateur identité de E).

e T(t+s)=T(t)T(s), Vt,s = 0.

Exemple 01
| Une equation différentielle :

Soit k € C et o € C, on considere I’équation différentielle suivante :

{ y'(t)+ ky(t) =0, t>0,
y(O) = Ty,

dont la solution est y(t) = e *x
E=C, T(t):z9— (e*kt) - To

14
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e on remarque ici que T'(t) définit un semi groupe, T'(t)est la multiplication e=*¢.

Exemple 02
| Un systéeme différentiel :

Soit A € M,,(C) et Xy € C™ on consideére :

Y'() + AY () =0 t>0
{ Y (0) = X,

Alors Y (t) = e~ X,,

Posons T'(t) = e~4 (: Yo (_fj)k)

E=C" et e™elL(E)
e On remarque que 7'(t) forme un semi groupe.
Exemple 03
| Une équation abstraite :
Soit E un espace de Banach et A € L(E) et xy € E.

L’équation différentielle :

{ o' (t)+ Ax(t) =0 t>0
z(0) = xo

a une unique solution

x(t) = e~z

A xoo  (—tA)F
ou e =2 k0 -

Propriétés immeédiates : pour les exemples 2 et 3 :
o Vag, 20 € B limyo, T(t)xg = xo dans E.

eVr,x e E Vty >0 :

lim T(to+h)x =T (ty) x
h4)0+ h/

=T (t)Ax

= AT(t) =T(t)A, ces propriétés seront étudier ultérieurement .

Exemple 04
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| Translation a droite :
E =C°R), pour ug € E et t > 0 on pose :

(T'(t)up) (x) = ug(x + t)

T(0)up =ug, T(t+ s)ug=T(t)[T(s)uo

Exemple 05

| Translation a droite et transport :

5 (@0)

ou
. ot %(x,t):(), I'GR, tZO
displaystyle { w(z, 0) - .

= up(z) donnée

la solution est :

u(z,t) = ug(x +1t) =T(t)ug
o {T(t)} est bien défini sur £ = CJ(R).
o si uy € £ "comment" T'(t)uy est solution de (4)7.
eSiugc Eet 42 c F .
Exemple 06

| L’équation de chaleur :

9 (x,t) — g—( t)=0, z€R; t>0
u(z,0) = ug(x) donnée

avec par exemple ug € L*(R) pour simplifier.
En faisant une transformation de Fourier en 2 seulement on obtient

{ Gue,t)+ &6 t) =
a(ﬁ )—Uo()

d'ou a(&,t) = e‘tﬁgﬁo(f) et par Fourier inverse :

_(z—y)?

1t (y)dy = Ky * ug

u(z,t) =

e

En posant T'(t)ug = u(x,t).T(t) est un semi-groupe.
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[ Définition 12 ]

Soit {T'(t),t > 0} un semi-groupe défini sur un espace de Banach E.
e On dira qu’il est uniformément continu si :

Jin I17(6) — Zd ey = 0.
e On dira qu’il est fortement continu si :

Ve, x € B tgr& |T(t)x — z||g = 0.

2.1.2 générateurs infinitésimal :

| Définition 13 |
Soit {T'(t),t > 0} un semi-groupe défini sur un espace de Banach E.

e L’opérateur linéaire A défini par :

T _
D(A) = {ZB € F, lim t)z -z existe dans E},
t—0t
et
Az = tim L2z AT by
t—0+ t dt =0

est appelé le générateur infinitésimal du semi-groupe (7'(t));>0 et D(A) est appelé
le domaine de A.

Dans ce paragraphe, nous allons étudier quelques propriétés des semi-groupes
uniformément continus d’opérateurs linéaires bornés.

—| Lemme 1 l

Soit f : [a,b] — E une fonction continue,alors :

. 1 ratt
lim ;/a f(s)ds = f(a).

t—0t

Démonstration

On va montre que pour tout ¢ # 0

a+t

im © [ f(s)ds — f(a) = 0.

t—0t t Ja
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Alors, il suffit de montre que :

[ e s@| =[5 [ s [T raas

5 [ ) = ranas

t

On a :

1
<o x sup |f(s) = flall x ¢
s€la,a+t]

= sup |[[f(s) = f(a)|
s€la,a+t]
et de la continuité de f nous permet de conclure .

Théoréme 2.1

Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformé-
ment continu sur £ si, et seulement si A est un opérateur linéaire borné sur E et
T(t) = et

Démonstration 2.1
<= Soit A un opérateur linéaire borné sur E. On suppose que le semi groupe générer
par A est donne par :

+o0o tnAn
Tt) == :
= nl

Cette série, ainsi définie, converge en norme et définit un opérateur linéaire borne
T(t) pour toutt >0 .

+oo A

alors Z
n=0

' admet un sens. Il est clair que T(0) = I, et on a pour tous t,s = 0
n!

T(t + S) _ e(t-&-s)A _ €tA€SA _ T(t)T(S)

( d’aprés la formule de Cauchy de produit de deux série)
donc T(t) est un semi groupe .
il reste de montrer que T(t) es uniformément continue :

Par ailleurs, pour toutt >0 on a :
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+oo tnAn
170 -1 =1 3 == =1
+oo tnAn
n=1
Al
Ztnu |
— 1tHAll_l - 0
t—0t

d’ot limg o+ | T(t) — I]| = 0.

D’autre part, pour toutt >0 on a :
T(t)—1
t

-

1 +o00 A"
t = n!
13X ||A||"

2t

1
== (etllAH —1—tA]) — 0
t t—0+

//\

Tt) -1
Donc lim L = A.
t—0+ t

Ainsi, (T(t))i=0 est un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs linéaires bornés
sur X de générateur infinitésimal A.

= Réciproquement,  soit (T(t))i=0 un semi-groupe uniformément continu d’opéra-
teurs linéaires bornés sur E, de générateur infinitésimal A.

L’application RT — L(E),t — T(t) est continue, donc [, T(s)ds € L(E),Vt > 0.
D’aprés lemme 1 on a limy_o+ 1 [5 T(s)ds = T(0) = 1.

Il existe alors p > 0 tel que H% TT(s)ds — IH < 1, ce qui implique que L[0T (s)ds est
inversible, et donc [} T(s)ds est aussi inversible.

Pour tout h >0 on a :

(T o

o,

V)
~_

Il
/7~
ﬁ

(T(h+s) — T(s))ds)

T(s)ds — /Op T(s)ds

)
T(s)ds — /0 hT(s)ds)

= = S

b\:\
e R}
3 3
> =
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Done, =L = (L (2" T(s)ds — + o' T(s)ds) (f§ T(s)ds) "

Compte tenu du lemme 1, on obtient limh_,o+% = (T(p) — I)(fPT(s)ds)™"
Ainsi, le générateur infinitésimal du semi-groupe (T(t))iso est l'opérateur linéaire borné

1

A= (T(p) =T </OPT(s)ds>_ .

Remarque :

De la définition 2, on voit bien qu'un semi-groupe (7'(t));>0 admet un unique générateur
infinitésimal. Si (7'(¢));>0 est uniformément continu alors son générateur infinitésimal est
un opérateur linéaire borné. D’autre part, tout opérateur linéaire borné est le générateur
infinitésimal d’un semigroupe uniformément continu. Ce semi-groupe est t-il unique ? La
réponse affirmative est donnée par le théoreme suivant :

Théoréme 2.2

Soient (T'(t))=0 €t (S(t))i=0 deux semi-groupes uniformément continus. Si :

lim T(t)_I:A: limM

t—0+ t t—0+ t

alors T'(t) = S(t),Vt > 0

Démonstration 2.2
Montrons que pour tout a > 0,T(t) = S(t) pourt € [0, al.

Soit a > 0 fire. Comme (T(t))=0 et (S(t))i=0 sont des semi-groupes uniformé-
ment continus, alors les applications t — ||T'(t)|| et t — [|S(t)|| sont continues.

Il existe alors une constante C, > 0 telle que |T(t)||||S(¢)|| < Ca, Vt, s € [0, al.

Soit ¢ > 0. L’égalité (1) implique qu’il existe 6 > 0 tel que pour 0 < h < 0, on
ait

N

T(h) — I
e

€ S(h) —1
=~ 2aC,

2aC,

Ce qui entraine alors que pour 0 < h <4, on a :

h h
< €
aC,

Soit € > 0. L’égalité (1) implique qu’il existe 6 > 0 tel que pour 0 < h < 9, on
ait

N

—A

<

T~ _ I e |8t =1
2aC,

2aC,




CHAPITRE 2. SEMI-GROUPES A UN PARAMETRE D’OPERATEURS
LINEAIRES BORNES 21

Soient t € [0,a] et n € N* tels que % < 0. De la définition 1.1 et de ’inégalité précédente
il vient que :

7o) - 501 = |5 [r (0= 02) 5 (k) =7 (0= k- 02} s (0]
<:;T(W—ki)SGé)—TO”_k_D;)S«k+D;M
< fr(w-r-nD)r(R)s (k) -7 (k- nk)s(k5) s ()]
Sfefo-s- 6l ) <)
Ca;aga:}jzl 252 <e

Comme ¢ > 0 est arbitraire, alors T(t) =
arbitraire, il s’ensuit que T'(t) = S(t),Vt >

proposition 2.1

Soit (T'(t))s=0 un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs linéaires bornés.
Alors :

S(t),vt € [0,a]. Mais puisque a > 0 est aussi
0.

e [l existe une constante w > 0 telle que :

1T (1) < eVt > 0.

e Il existe un opérateur linéaire borné A tel que T'(t) = ¢4, Vt > 0.

e L’opérateur A de 'assertion 2) est le générateur infinitésimal du semi-groupe (
T(t) ) e=o-

e [’application t — T'(t) est différentiable et on a

dT(t)

= = AT(t) = T(HA.

Démonstration 2.3
Toutes les assertions ci-dessus découlent de l’assertion 2 ). Pour montrer 2 ) notons que
puisque (T(t))i=0 est un semi-groupe uniformément continu son générateur infinitésimal
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A est un opérateur linéaire borné et est aussi le générateur infinitésimal du semi-groupe
uniformément continu (etA)t>0 et par le théoreme 2.2 on obtient

T(t) =€, Vt>0.

2.2 (- semi-groupes d’opérateurs linéaires bornes

| Définition 14 |
Un semi-groupe (T'(t));>0 d’opérateurs linéaires bornés sur X est dit fortement
continu si

lim ||T(t)x — z|| =0,Vz € X

t—0t

Un semi-groupe fortement continu sur X est aussi appelé Cy -semi-groupe sur X

Dans ce paragraphe, nous allons étudier quelques propriétés des semi-groupes
fortement continus d’opérateurs linéaires bornes.

Théoréme 2.3

Soit (T'(t))i>0 un Cp -semi-groupe de l'opérateur linéaire A. Alors il existe deux
constantes w > 0 et M > 1 telle que :

|T(t)|| < Me**  pour tout 0 <t < oo.

Dans ce cas on dit que (7(¢))¢>0 exponentiellement borné et on note l'ensemble des
Co-semi-groupe exponentiellement bornés par SG(M,w).

Démonstration 2.4
On montre dans un premier temps que :

sup [|[T(t)| < 400
te[0,n]

Procédons par Uabsurde : i.e : Vn =1 € (0,1] avec n € N :

sup || T(t)[| = +oo,
te0,n]

1l s’ensuit que : VYn € N, dt,, € [O, H tel que
sup || T (t,)]] = +o0
n>1

En vertu du théoréme (Banach — Steinhaus), 3z € X

sup ||T (t,) z|| = +oo.
n>1




CHAPITRE 2. SEMI-GROUPES A UN PARAMETRE D’OPERATEURS
LINEAIRES BORNES 23

Alors ||T (t,) x| est non borné.

D’autre part : Yz € X,R > t — T(t,)x € X est continue en 0, on
a: Ve > 0,30 >0 : [t|] < = |[|[T{t)xr — x| < e En particulier; soit ¢ = 1,
alors :

IT(t)r —z|| <1

Nous obtenons donc les estimations suivantes :
Tzl — Izl < ([ T@x|| = ]| [< T (#)z — | <1

Donc
1Tz < llzfl + 1
Mais on a :
et t,— 0 quand n — +oc.

SRS

On trouve € = 6
dngeN:t,| <d ; Vn>ng

Ainsi
1T (tn) zl] <1+ |lzfl; n>mng

1l s’ensuit que :

sup |1 (t,) z|| < 1+ ||zl|; n>ng (2.1)
n>ng
Soit n = 1,2,...,n9 — 1, il nya qu’un nombre fini de T(t)x Soit M* =
max ||T (t,) z||,n=1,2,...,n90 — 1 alors :

sup ||T (t,) z|| < M* (2.2)
n>1
pourn =1,2,...,n9g— 1 D’aprés (2.1) et (2.2) on a :

sup ||T (tp) z|| < 1+ ||z|| + M*
n>1

En contradiction
dn € (0,1] : sup ||T'()|| < +oc.

t€[0,n]

Soit M = sup,cio 1T, depuis [|[T(0)|| = 1 ainsi M > 1 Soit w = 5~ "log M.
On prend t > 0 avect >mn; ona :t =n(t)n+9, si0 <5 < netn(t) €N Daprés la
propriété du semi-groupe :

IO = |T0)"OT@)| < ||| 17 (8)l]

t—s

= MM™ = MM

< MM = Me“" = Me*t
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Théoréme 2.4

Si(T(t))t>0 un Cp -semi-groupe. Alors Vo € X,t — T'(t)z est continue de RT
dans X.

Démonstration 2.5
Soit tg > 0,z € X, Nous voulons montrer que :

lim T'(t)z =T (to) x,

t—to

Si:t >ty
Tt)x —T (tg)x =T (to) [T (t — to) z — x]
| T(t)x — T (to) z|| < ||IT ()| || T (t —to) x — || = 0 quand t — t,
Alors
lim T'(t)x =T (to) .
t—td
Sit < to
1T(t)z — T (to) x| < |T(2) [T (to — 1) z — ]|
<|NTOINT (to —t) x — ]
<Me" | T (to—t)x —z|| =0 quand t—ty
alors
lim T'(t)x =T (to) x,
t—ty
Ainsi

lim T'(t)x =T (o) x.

t—to
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Théoréme 2.5

Soit (T'(t));>0 un Cy -semi-groupe et A son générateur infinitésimal alors :

e Pourx e X, ona:
1 ft+h
lim — T(s)xds =T(t)x (2.3)

h—0 h J¢
e Pour v € X, [{ T(s)xds € D(A) et

A (/Ot T(s)xds) =Tt)x—=z (2.4)
e Pour z € D(A),T(t)x € D(A) et
d
aT(t)x = AT(t)x =T(t)Az (2.5)
e Pour x € D(A)
T(0)e ~T(s)e = | T(r) Azdr — / " AT(r)zdr (2.6)

Démonstration 2.6
a) Soit x € X et h>0; on a :
1 t+h
Hh/ T(s)xds — T(t)x
¢

1 t+h 1 yt+h
= —/ T(s)xds — —/ T(t)xds
h Jt h Ji

1 tt+h
< E/ |T(s)z — T(t)z||ds
t

En faisant un changement variable ; soit u +t = s,du = ds; si s =t alors u = 0 et
sis=t+h alorsu=h

1 [t+h 1 b
E/ IT(s)x = Tt)ellds < - / T (u + )z — T(t)2||du
t 0
comme u est une variable muette ; on peut écrire :

;/frh |T(s)x —T(t)x||ds = flL/oh | T (s +t)x — T(t)z|ds

D’aprés le Théoreme 2.3 L’application le RT dans X ie : gour chaque ¢ > 0,30 > 0 tel
que | t on prend h =ty —t; on peut écrire la wivante : Ye > 0,30 > 0 tel que |h|

» [ I - T

Donc on peut ’écrire comme suit :

; / T (s)z — T() ]| ds.
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b) Soitx € X et h >0

T(h;_[/otT(s)xds:;L/OtT(erh)a:ds—}lL/otT(s)xds

u:s+h;d8:du;sz’s:Oalorsu:hetszs:talorsu:tJrh
t

1 t 1 t t+ h
T(s)xds — —/ T(s)xds = —/ T(s)xds + — / s)xds
h Jo h Jn

= — / s)xds + — / s)xds
t+h
h / s)xds — — / s)xds

t+h Jed 1 - ;
h/ a:‘s—ﬁ/o (s)xds

_ T+ =T

c¢) Soit x € D(A) et h > 0 alors :

(2.7)

I
— T(t)Ax  quand h — 0.

Ainsi T(t)x € D(A) et AT (t)x = T(t)Ax L’expression (2.7) implique aussi que :

d+

aT(t):r; = AT (t)x =T(t)Ax

ie :la dérivée droite de T'(t)x est T'(t)Ax pour achevés la démonstration il faut montrer
que : pourt > 0 la dérivée gauche de T (t)x existe et équivalente a T(t)Ax-x € X, on a :

T(h)xr —x
h

lim T(t)x —T(t—h)x

h—0 h

- rioad - gy [T05= ]

+ }lliir(l)[T(t — h)Az — T (t)Az].

d) En intégrant de s et t Uexpression (2.5) donc on trouve la relation (2.6).
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corollaire 2.1

Si A est un générateur d 'un Cy -semi-groupe (7T'(t));=o alors :

e D(A) le domaine de A est dense dans X .

e A est un opérateur linéaire fermé.

Démonstration 2.7 )
e Soit v € X. Pour tout n € N*, posons x,, = + [¢* T(s)xds.

D’aprés lassertion 2) du théoréme 2.5 on a x, € D(A),Yn € N* et par l'asser-
tion 1 ) du méme théoréme on a,

I
lim z, = lim T/ T(s)xds =z
n—-+o0o n—-+o0o - 0

Ainsi, D(A) = X

e D'abord A est un opérateur linéaire. Soit (x,),-, une suite d’éléments de D(A)
telle que x, AR et Ax,, — y. Montrons que x € D(A) et que Ax = y.

n——+oo

Puisque pour tout n € N, x,, € D(A), alors d’aprés la formule (2.6) on a
t
T(t)an — n = / T(s)Az,ds,Vn € N,Vt = 0 (2.8)
0

Soit t > 0. Alors pour tout s € [0,t] et pour tout n € N on a
1T (s) Az, — T(s)yl| = |T(s) (Azn — y)

< AT ()] [[Azn =yl
< Me' || Az, — y|

Donc (T(s)Axn),5, converge quand n — +oo vers T(s)y uniformément en ssur|0,t] II
vient alors de ’égalité (2.8) et du théoréme d’interversion de la limite et l'intégrale que :

Tt)r —x = /OtT(s)yds.

T(t)r — 1t
Donc“fx:t/ T(s)yds — y.
0

t—0t

Ainsi x € D(A) et Ax = y.

Théoréeme 2.6

Soient (T'(t));>0 et (S(¢))i>0 deux Cy -semi-groupes ayant pour générateur infinité-
simal le méme opérateur A. Alors




CHAPITRE 2. SEMI-GROUPES A UN PARAMETRE D’OPERATEURS
LINEAIRES BORNES 28

Démonstration 2.8
Soient t > 0 et x € D(A). On définit l’application suivante sur [0,t] par :

U(s)z :=T(t—s)S(s)x € D(A)
Ona: q q

TU(s)r = —T(t = 8)S(s)z + T(t = 5) =

s d S(s)x

ds
=—AT(t —s)S(s)x +T(t —s)AS(s)x

=0
Ce qui entraine alors que pour tout © € D(A), la fonction
s U(s)x :=T(t—s)S(s)x

est constante.
Remarquons que T(t)x et S(t)x représentent les valeurs de la fonction précédente pour
s =0 et s =1 respectivement.

Et puisqu’elle est constante, alors T (t)x coincide avec S(t)x. Par suite,

T(t)x =S{t)r Vt>0,Vz € D(A)
Comme D(A) est dense dans X et T(t),S(t) sont des opérateurs bornés sur X, alors

T(t)=S(t) Vt>0

2.3 Théoréeme de Hille Yoisida :

Dans cette section on donne le théoreme de Hill-Yosida qui est un résultat tres
important qui nous aide a trouver tous les générateurs infinitésimaux d’un semi groupe
fortement continu unique.

Nous allons commencer tout d’abord par introduire quelques notions et résultats
intermédiaires.

2.3.1 Prelimenaire :

—| Lemme 2 I

Soit (T'(t))s=0 un Cy -semi-groupe sur E de générateur infinitésimal A et soit V' un
opérateur linéaire borné sur E, i.e., V € L(E), alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

o T()V = VT(t),¥t > 0.

e VD(A) CD(A) et AVax =V Ax,Vx € D(A).
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Démonstration 2.9

1) =2

Soit V € L(E) tel que T(t)V =VT(t),Vt > 0.

Soit x € D(A), alors on a :

. Tt)Wz—-Vx . VIT({t)r -V
lim = lim
t—0+ t t—0+ t
= lim V (T“)‘” ‘”) — VAx
t—0t t

Donc Ve € D(A) et AVx =V Ax.

2)=1

Soit Ve B(X) tel que VD(A) C D(A) et AVe =V Ax,Vx € D(A).
Pour toust > 0 et x € D(A) définissons la fonction :

s [0,t] — W(s) =T(t —s)VT(s)x € D(A).

Alors

dW(s)

o - —AT(t — s)VT(s)x +T(t — s)VAT(s)x

= ~T(t - s)AVT(s)x + T(t — s)VAT(s)z

=Tt —s)VAT(s)x +T(t — s)VAT(s)xr =0

Donc W est constante, et par conséquent W (0) = W(t) .
Dou T(t)Ve =VT(t)x,Vt > 0,Vx € D(A).

Comme D(A) = X et T(t)V et VT'(t) sont continues alors

T(t)V = VT(t),vt > 0.
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Théoréme 2.7

Soit (T(t))t=0 un Cy -semi-groupe sur X de générateur infinitésimal A, et soient
w=0et M =1 tels que [|[T(t)]| < Me*",Vt > 0. Si A € C telle que Re\ > w,
alors :
e [’application

R)\ X —X

r+— Ryx = /OO e T (s)wds
0

définit un opérateur linéaire borné sur X et on a :

M

Ry € =——
|85l Re\ —w

e A€ p(A) et RN\ A)x = Ryz,Ve € X

Démonstration 2.10
1 e Soit A € C telle que ReA > w.R)y est un opérateur linéaire.

De plus, pour tout s > 0 et tout x € X, on a

le T (s)z| < e R T(s)]l
< e—ReAsMewsHI”

— Me—(Re)\—w)st“

Ce qui entraine alors que :

|Ryz|| < /Ooo _”\ST H ds

||.I‘||/ —(ReA— w)sds

ReA Zon— ol

M
Rel—w *

Il s’ensuit alors que Ry est un opérateur linéaire borné sur X et que ||Ry|| <
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(h)R,\l’ _ RA'%. / —As / —As
: h T(h+ s)xds 7 T(s)xds
1
- f)\sT . 7/ 7)\sT
h /h e (s)zds w e (s)zds
M [ oo h 1 foo
= — / e’AST(s)xds—/ e T (s)ads | — —/ e MT(s)xds
h \Jo 0 h Jo
eM—1

= / e MT(s)axds — —/ e MT(s)ads
h hJo

0

— ARy —x
h—0t

Donc Ryx € D(A)
et que
ARyx = ARyx — x,Vx € X,

c-a-d (M — A)Ryx = z,Yo € X Comme Ry commute avec T(t), il vient du lemme I1.3.1
que Ry commute avec A sur D(A) .

Do
Ry(M — A)x = z,Vz € D(A)

et R(\, A) = Ry.

corollaire 2.2

Soit (T'(t))s=0 un Cy -semi-groupe sur E de générateur infinitésimal A, et soient
w=0et M > 1 tels que ||T(t)]| < Me*",Vt > 0. Alors pour tout A € C tel que
ReX > w et pour tout x € D(A) on a

ARN, A)x = R(\, A)Ax.

2.3.2 Théoreme de Hille-Yosida pour les Cj-semi-groupes de
contractions

[ Définition 15 ]

Soit (T'(t))¢=0 un Cp -semi-groupe sur F.

e (T(t))=0 est dit uniformément borné sur X s’il existe M > 1 telle que
|| Ol < M, vt > 0.

e (T'(t));>0 est dit un Cy -semi-groupe de contractions si ||7(¢)|| < 1,Vt > 0.
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Théoréme 2.8: Hille Yousida

Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de
contractions (T'(t))so sur £ si et seulement si

e D(A) = E et A est un opérateur ferme.

e |0, +00 [C p(A) et pour tout A > 0 on a |[|[R(\, A)| < i

Démonstration 2.11

(Condition nécessaire) La condition nécessaire résulte du corollaire 2.1 et du théoréme 2.8
pour w = 0 Pour montrer que les conditions 1 ) et 2 ) du théoréme 2.9 sont suffisantes
pour que A soit le générateur infinitésimal d’un Cy -semi-groupe de contractions (T'(t))i=o
on aura besoin des lemme suivants :

—| Lemme 3 I

Soit A un opérateur linéaire sur E vérifiant les conditions 1) et 2) du theoreme 2.9
Alors :

lim AR\, A)z =x,Vx € E

A——+o00

Démonstration 2.12
Soit x € D(A). Alors pour tout A > 0

IARA, A)z — x| = [AR(A, A)z]]
= [[R(A, A) Az|
< [RO, Al Az|

Donc

limy 100 AR(N, A)x = z,Vx € D(A) Comme D(A) = E et (AR(\, A))rso est uni-
formément bornée car ||AR(X\, A)|| < 1, alors :

lim AR\, A)x =z,Vx € E.

A——+o00

[ Définition 16 ]

Pour A > 0, On appelle approximation de Y Yosida de l'opérateur linéaire A,
I'opérateur

Ay = MR\ A) = N>R\, A) — M
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—| Lemme 4 I

Soit A un opérateur linéaire satisfaisant les conditions 1 ) et 2 ) du théoreme 2.9
Alors :
lim A)x = Ax,Vx € D(A)

A——+o00

Démonstration 2.13
Soit v € D(A).

D’aprés le lemme 3, on a limy_, o AR(A\, A)Ax = Ax.

Et du corollaire 2.2 on déduit que

lim Ayx = lim AR\ A)Az = Az.B
A—+00

A——+o00

—| Lemme 5 I

le générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément continu de contractions
(etAA)DO De plus, pour tout z € X et A\, x>0 on a

HQLAAI‘ . 6“\“1’

| <t Az — A

Démonstration 2.14
Puisque Ay = N2R(\, A)—MI et R(\, A) est borné alors Ay est un opérateur linéaire borné
sur X donc d’aprés le théoréeme 2.1 Ay est le générateur infinitésimal du semi-groupe

uniformément continu (e"AA 0"
>

De plus pour tout t >0 on a

HetAA

2 _
P R(A) —tAt H

_ 2
et Het)\ R(,\,A)H

VASNV/AN

_ 2
oM IROA))|

N

e Me =1 car||[R(\, A)|| <

> =

1l en résulte que (etAA)DO est un semi-groupe uniformément continu de contractions sur

X Il est facile de voir a partir de la définition que pour tout X, jp > 0, Ay, A, et et etn
commutent entre eux.
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1l en résulte alors que pour tout v € X :

H e g — ethuy

’ _ /01 (i (6tsA,\et(1—s)AM) rds
< /01 d (etsAAet(lfs)Au> T

ds
< /01 t HetsAAet(lfs)A” (Axx — Au@H ds

ds

<t||Aye — Azl car Het“”AA <1

< 1 et Het(l—s)Au

Démonstration 2.15 du theoreme 2.9
(Condition suffisante)

Soit x € D(A). Pour tout A\, ;u > 0, on a

HetA*x . etA“:U

t||Axe — A,z

<
<t Aye — Azl + t||Aur — Az

Il vient du lemme 4 que pour tout v € D(A), ez converge quand X — +oo, et la
convergence est uniforme sur les intervalles bornés.

Posons alors
T(t)z = lim ez, Vo € D(A) (2.9)

A—+00

Et la limite est uniforme sur les intervalles bornés.

De la formule (2.9) on woit que T(O) = LT +35) = T(OT(s), s > 0, e
1T <1,Vt=0

De plus t — T(t)x est continue pour tout x € X comme limite uniforme d’une
famille de fonctions continues.

Ainsi (T(t))so est un Cy -semi-groupe de contractions sur X Pour conclure, il
reste 4 montrer que A est le générateur infinitésimal de (T'(t)) > 0 Soit B le générateur
infinitésimale de (T'(t)) > 0 Soit x € D(A), en utilisant la formule (2.9) et le théoréme
2.5 et compte tenu de la convergence uniforme de e”> Ayx vers T(t) Az sur les intervalles
bornés, on obtient :
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T(t)x — 1
rr—z _1 . (452 — )
t t A=>+oo
_ 1 sAx
=gl )y g () ds

1 . t
= — lim e* A\ xds
t A=+o00 Jo

Donc x € D(B) et Bx = Az, ce qui entraine que D(A) C D(B) et Ax = Bx,Vx € D(A)
Comme B est le générateur infinitésimal de (T'(t))so qui est de contractions, alors
d’aprés la condition 2) du théoréme 2.5 on a 1 € p(B).

D’autre part, puisque A vérifie la condition 2 ) du théoréme 2.5 alors 1 € p(A).

Mais puisque D(A) C D(B) et Av = Bz,Vx € D(A), on a (I — B)D(A) =
(I — A)YD(A) = X, ce qui entraine alors que D(B) = (I — B)"'X = D(A)
D’ou A= B.

Comme conséquence du théoréeme 2.5 de Hille-Yosida, on obtient :

corollaire 2.3

Soit A le générateur infinitésimal d’'un Co—semi-groupe de contractions (7'(t)):=o.

Alors : :

T(t)z = lim e z,Vore X

A—+00
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corollaire 2.4

Soit w > 0. Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d'un C,
-semi-groupe (T'(t))es o vérifiant [|T'(¢)|| < e**,Vt > 0 si et seulement si :

e D(A) = X et A un opérateur fermé.

o |w,+oo [C p(A) et pour tout A > w on a ||R(A, A)|| < 1

—Ww

Démonstration 2.16
= Découle du corollaire 2.1 et du théoreme 2.9

= Le théoréme 11.3.2 de Hille-Yosida appliqué a l'opérateur B = A — wl pour A —w >0
implique qu’il génére un Cy -semi groupe de contractions (S(t))i=o. Le Cy -semi groupe

défini par

T(t) = e“'S(t),Vt =0

donne le résultat.

Théoréme 2.9

Si A est le générateur infinitésimal d'un Cy -semi-groupe ( 7'(t)),, sur X vérifiant :

1T ()| < Me®", ¥t >0, avec w > 0,M > 1
Alors :

e D(A) = X et A est un opérateur fermé.

e Pour tout A € C tel que R]A\ >w on a X € p(A) et

1RO, AV < UQS{>Nn€N

Démonstration 2.17
e Déja vu dans le corollaire 11.2.1.

e D’apres le théoréme 2.9, comme Re\ > w, alors A € p(A) et pour tout x € X, on a

R\, A)x = Ryx = [° e T (s)ads, et [|[R(\, A)|| < 725 1l est facile de voir que

d —As
RO\ A)r = / T(s)zds, Ve € X

et par récurrence on obtient pour tout x € X et tout n € N, que :

d R\ A)x = (—1)" /OO s"e T (s)xds
dAn 0
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Par ailleurs, par le lemme 1.2.8, on a 3-R(X, A) = (—1)"n!R(X\, A)"*' Il en résulte alors
que :

1 o)
R\, A"y = —'/ s"e T (s)xds, Vo € X
n! Jo
D’ ou 1 .
R\ A"z = M/ s" e MT(s)wds, Vo € X,Vn € N*
— 1 Jo

1l vient alors que pour tout x € X et tout n € N*, on a

1
(n—1)!

< (n—ll)' /OOO sl He_’\ST(s)xH ds

1 00
< (n_ 1)|/0 SnflefRe)\sMewst”dS

[R(A, A)"z|| =

/Oo §" e MT(s)ads
0

< el
<=l
(ReA — w)™
(Intégration par parties (n-1) fois)

D' oi |R(N A)"|| < _,Wn € N.

M
(ReA —w)

2.3.3 Théoreme de Hille-Yosida dans le cas général :

Dans ce paragraphe on va démontrer le théoreme de Hille-Yosida dans le cas général
d’un Cy -semi-groupe sur X. Tout d’abord on va commencer par démontrer le lemme
suivant :

—| Lemme 6 I

Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire tel que]0, +o00[C p(A) et vérifiant :

[IAN"R(A, A)™|| < M,¥n € N,VA >0

Alors il existe une norme || ||; sur X équivalente & la norme d’origine || - || vérifiant :
o [lz]] < [lz]l < Mz, ¥z € X.

o [ARA, A)z|1 < ||lzf[x, Ve € X.

Démonstration 2.18 Soit ;1 > 0. Posons :

|zl = sup 1" R, A)"|| Ve € X (2.10)
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Il est facile de voir que || - ||, définit une norme sur X vérifiant :
el < flelly < M|, Ve € X (2.11)
et
R, Al <1 (2.12)

Montrons alors que :

IAR(N, A)||l, <1, pour0 <A< p (2.13)

Soit x € X. Posons y = R(\, A)x. Il vient alors de [’équation de la résolvante que :

y =R\ Az = R(p, A)(x + (n = A)y)

Et par Uinégalité triangulaire et l'inégalité (2.11) on obtient :

[yl = |1 R(p, Az + (1 — N R(p, A)y)]|
< R, Azl + (o= MR, Ayl

1 = A
< el + ——1ll
u‘ w i

. . Y
Ce qui entraine |ly||, (1 - MT) < i”me
et par suite M|y, < ||z|,, Ve € X
D’ot [|AR(N, A)||, < 1, pour 0 < XA < p Des inégalités (2.11) et (2.13),

on voit facilement que :

IN"R(\, A) x| < H)\"R()\,A)”xHu < |zlly, pour 0 <A< p

Doit [lally < llall, pour 0 < A < g

Posons alors

el = lim [l Vo € X

En faisant tendre p — +oo dans l'inégalité (2.11) on obtient :

|| < ||zl < M||z|,Vz € X
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En prenant n = 1 dans linégalité (11.3.5), il vient que :

AR, Azl < [z, Ve e X
En faisant tendre p — +00
On obtient ||AR(X, A)x||; < ||z]|1, Ve € X.

Dot |[AR(N, A, < 1.

Théoreme 2.10: Théoreme de Hille-Yosida, cas général

Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d'un Cy -semi-groupe
(T(t))i=0 sur X vérifiant |T(¢)]] < Me*',Vt > 0, avec w > 0,M > 1, si et
seulement si :

e D(A) = X et A est un opérateur fermé.

e Pour tout A € C' tel que R|\ > w, ona A € p(A) et

IR(A, A)"|| < —,¥n €N

(ReX —w)

Démonstration 2.19 = Découle du théoréme 2. 10.. <= Supposons que A vérifie
les assertions 1 ) et 2 ) du théoréme 2. 11,

alors sans perte de généralité et quitte da considérer le Cy -semi-groupe S(t) =
e “'T(t),Vt > 0,

on peut supposer que w = 0 L’assertion 2 ) implique dans ce cas que
IA"R(A, A" < M,Vn € N,VA > 0

Soit || - ||1 la norme équivalente a || - ||, définie dans le lemme 11.3.5 et vérifiant :

||| < ||z||1 < M||z||,Vz € X, et [AR(N, A)||1 <1,YA >0 (2.14)
1l vient alors du théoreme 2.9 de Hille-Yosida pour les Cy -semi-groupes de contractions
que A est le générateur infinitésimal d’un Cy -semi-groupe (T(t))so de || - ||1 -contractions

sur X, et en utilisant l'inégalité (2.14),

on obtient pour tout t > 0 et tout x € X,
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IT@)ll < 1Tl
1@ ]|l
|

|z
M||

NN NN

Dot ||T(#)|| < M.Vt > 0.

2.3.4 Des exemples sur les semi groupe :

Soit A € L(FE). Alors, (etA)t>0 est un semi groupe uniformément continu d’opérateurs

linéaires bornés sur E dont le générateur infinitésimal est A. En effet, soit

_ A
T(t)=e"= o

k=0
Remarquons que la série de membre de droite de I’égalité est convergent pour la topologie

de la convergence de la norme L(E).
De plus

e 7(0)=1.

o T(t+s) =94 = etes4 = T()T(s), pour tous ¢, s € RT.

D’autre part, nous avons

th AF
|T(t) — 1|z ZT_[
k=0 L(E)
itkAk
k=1 k' L(X)
o0 tk All®

5 ||A||,;(X) »

dou |T(t) — I||gmy < ez — 1)v¢ > 0 En faisant tendre t vers 0% on obtient
lim; o+ ||T'(t) — I|| = 0 et par suite (T'(t)):;>o est un semi groupe uniformément continu.
Montrons maintenant que A est le générateur infinitésimal de (T'(¢))s>0
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HT(t)—I_A T(t)—1— At
t

t

>
.

< Al )

DT

= 14 All s
(Z — 1 HAH,;(E)t)

k=0

L(E) H
1

L(E)

lorsque t — 0% et par suite lim,_,q+ T(tz_l = A ce qui montre que le semi groupe (7(¢))¢>0

admet pour générateur infinitésimal 'opérateur A.

Semi-groupe de la chaleur dans L? (R") :

Ici, E = L? (R"). On consideére le semi-groupe (T'(t));>o défini par

VE > OVf € L* (R™) Vo € RY, T() f(x) = (4;) L% fao+ Viz)d (2)

Cet expression définit effectivement un Cy-semi-groupe de générateur A défini par :
e D(A) = H*(R").
e Af =Af.

Pour voir cela, on va travailler en Fourier (qui est un des grands intéréts de L? (R") : en
transformée de Fourier, (7'(t)):>0 est défini par

—

T(t)f(€) = el f(g)

En utilisant de la convergence dominée, on voit donc qu’il s’agit d’'un semi groupe
fortement continu.

Pour déterminer le générateur infinitésimal de ce semi-groupe, considérons tout
d’abord u € D(A). Alors pour tout ¢ > 0 on a
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T B 2
1A Py = Jim | OIS
L2R™) = o+ t
—_— L2(R(n))
<400
= lim
e elIF© R
@m® Jrn |7 g2 I (E)
1 —~
= Gy o JEFOP A ©)

La derniere égalité s’obtient par application du lemme de Beppo-Levi. Par caractérisation
des espace de Sobolev via la transformée de Fourier, on en déduit que v € H? (R").
Réciproquement, soit u € H? (R™), ce qui est équivalent a dire que & — [£]*f(&) € L* (R™)

On a alors
TS —r

t
De ceci on tire facilement

(€) = ~IEPF©) + IR F(©) [ (1) ds

1

2 A 1 N
s = e LR | [ (=)

ce qui permet de montrer que u € D(A) et que Au = Au.

d¢ — 0

t—0

o
t

Semi groupe de translations :

soit X = L1([0, 1]).soit (T'(t))s>o la famille d’opérateurs dans X définit par

Ve > 0,30 € 0,1, T()u(z) =u(z+t) z+t<1

Il s’agit d’'un Cy semi-groupe dans X, de générateur infinitésimal Au = «' défini sur
D(A) Tensemble des applications absolument continues nulles en 1 Rappelons qu'une
application absolument continue de [0,1] dans R est une application u telle que

Ve>0,40 >0,Vn e NNVO<z1 <yy <9< ...<x, <y, <1

S|z —ul <6 =20 |u(w) —u(y)| <e




Chapitre

@?ﬂicza’(io‘n a la résolution
d’ éguation différenticlles
abstraites

2 e e

le but de ce chapitre est d’appliquer les principaux concept et résultats développés
dans le chapitre 2 pour résoudre le probleme de Cauchy homogene et non homogeéne pour
des equation différentielles abstraites sur des espaces de Banach . Premierement on va
donner quelques définition qui nous avons utilise dans la suite :

3.1 Les différentes types de solutions :

Soit le probléeme de Cauchy suivant :

) = = (3.1)

[ Définition 17 ]

Une fonction z : [a,b] — E est dite solution classique ou C' solution du
probleme (3.1), si x est continue sur [a, b], continument différentiable sur (a, b] et
x(t) € D(A), Vt € (a,b] et satisfait 'équation 2'(t) = Az(t) + f(t), Vt € [a,b]
et z(0) = x.

[ Définition 18 ]

Une fonction x : [a,b] — E est dite solution forte ou solution absolument continue
du probleme (3.1), si x est absolument continue sur [a,b],2’ € L'([a,b], X),
x(t) € D(A) p.p tout t € (a,b) et satisfait 'équation 2'(t) = Ax(t) + f(¢), p.p tout
t € (a,b) et z(0) = x.

43
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[ Définition 19 ]
Une fonction x : [a,b] — E est dite "mild” solution ou C~ solutionsi x est continue
sur [a,b], x(0) = x et satisfait I’équation intégrale :

o(t) = T(0) + | "It — 8)f(s)ds (3.2)

[ Définition 20 ]

Le terme mathématique de probleme bien pose provient d'une définition de
Hadamard . il pensait que les modelés mathématique de phénomenes physique
devraient avoir les propriétés suivantes :

e une solution existe.
e une solution est unique .

e la solution dépend de fagon continue des données,pour une topologie rai-
sonnable .

3.2 Probleme homogene a valeur initiale :

Soit F un espace de Banach et A un opérateur linéaire de D(A) C E dans E. Etant
donné x € E le probleme de Cauchy pour A avec données initiales x consiste a la déter-
mination d’'une solution x(¢) au probleme a valeur initiale

2 (t) = Ax(t), t>0
(3.3)
z(0) =z
Ou par solution on veut dire une fonction z(t) & valeur dans X tel que z(t) est conti-
nue pour ¢ > 0 continument différentiable et z(t) € D(A) pour ¢ > 0 et (3.2) est satisfaite.

Notez que quand z(t) € D(A) pour t > 0 et x est continu a ¢ = 0(3.2) ne peut
pas avoir une solution pour x ¢ D(A).

Théoréeme 3.1

Soit A est le générateur infinitésimal d'un Co-semi-groupe {7'(t)}:>o sur X. Alors
pour tout z € D(A), la fonction :

r:t—x(t):=T{)x

est 'unique solution classique du probleme (3.3) & valeur initiale z.

Démonstration 3.1
FExistence :




CHAPITRE 3. APPLICATION A LA RESOLUTION D’EQUATION

DIFFERENTIELLES ABSTRAITES 45
Soit x € D(A). D’apres lassertion 4 ) de la proposition 2.1, on a
dr(t
T(t)x € D(A) et ;t)x _ AT(t)x = T(t) Az

Il en résulte que t — u(t) := T (t)x est une solution classique du probléme (3.3).

Unicité :
Montrons maintenant ['unicité de cette solution classique. Supposons qu’il existe deux
solutions classiques u et v. Soit t > 0 et posons
w(t) =T(t — s)v(s),Vs € [0,1]
Pour tout s € [0,1], on a

dl‘éf) = =Tt = s)Av(s) + T(t — s)v'(s)
= —T(t — s)Av(s) + T(t — s) Av(s)

=0

Par conséquent, pour tout x € D(A), la fonction
s+ T(t —s)v(s)

est constante.

Remarquons que v(t) et T(t)x représentent les wvaleurs de la fonction précédente
pour s =t et s = 0 respectivement.

Et puisqu’elle est constante, alors v(t) coincide avec T'(t)x.

Finalement,

[ Définition 21 ]

Si A est un générateur infinitésimal d’un C,-semi-groupe ce qui n’est pas différen-
tiable, alors en général si zy ¢ D(A), alors le probleme de valeur initiale (3.3) n’a
pas de solution classique.

La fonction ¢ — T'(t)zo est alors appelée "mild " solution d u probleme a valeur
initiale (3.3)

[ Définition 22 ]

Soit{T'(t) }+>0 un Cy -semi-groupe sur un espace de Banach X.

Le semi-groupe T'(t) est dit différentiables pour ¢ > ¢, si pour tout x € X, t — T(t)x
est différentiables pour t > to,T(t) est différentiables s’il est différentiables pour
t>0.

Notez que nous avons vu dans la proposition 2.1 assertion (4) que si T'(t) est un
Co—semi-groupe avec un générateur infinitésimal A et x € D(A) alors T — T (t)x
est différentiable pour ¢ > 0 Si T'(t) est de plus différentiable alors pour tout
x € X,t — T(t)zx est différentiables pour ¢ > 0.
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3.3 Probleme non homogeéne a valeur initiale :

Dans cette section nous étudions le probleme non homogene a valeur initiale suivant :

{ f((t)) :;x(t) +f(t), t=0 (3.4)

ou f :[0,T[— X est continue.Nous supposerons dans cette section que A est le générateur
infinitésimal d'un Cy -semi-groupe {7T'(t)}:>o de sorte que 1’équation homogene corres-
pondante, i.e avec f = 0, a une solution unique pour chaque valeur initiale zy € D(A).

[ Définition 23 ]

Une fonction z : [0; T[— X est une solution (classique) de (3.4) sur [0; 7 si et
seulement si :

e z(t) est continu dans [0; 7.

e x(t) est continument differentiables sur ]0; 7.

e z(t) € D(A), pour t > 0 et (3.4) est satisfaite sur [0; 7.

proposition 3.1

Si fel'Y0,T;X)= {f (0, T) =R/ J1 I f()]Ix < —l—oo}, alors pour tout z € X
le probleme (3.4) admet au plus une solution.

Dans le cas ou celte solution existe, elle est sous la forme :

uw(t) =T(t)x + /Ot T(t—s)f(s)ds (3.5)

Démonstration 3.2

Soit T(t) un Cy -semi-groupe de générateur infinitésimal A et soit x une solution de (3.3).

Alors la fonction g(s) =T (t — s)x(s) est différentiables pour 0 < s <t et :

U5) = ~AT(t ~ s)a(s) + (¢ — 5)a'(s

Alors :
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Si f € LY[0;T]; X) alors T(t — s)f(s) est intégrable et en intégrant (3.5) de 0 at on a :

o(t) = g(0) + [ T(t = 5)f(s)ds
Donc, t
2(t) = T(t)ao + /0 T(t — 5)f(s)ds (3.7)

En particulier si A € L(E), alors Vxg € X, l’équation (3.5) a une solution unique x sur
R* donnée par :

t
z(t) = et +/ e A f(s)ds. :
0

[ Définition 24 ]
Soit A le générateur infinitésimal d'un Co-semi-groupe {T'(¢)};>0. Soit z € X et
f e LY[0;T]; X). La fonction z € C([0; T]; X) donnée par :

t
() = T()xo +/ T(t—s)f(s)ds, 0<t<a
0
est la solution "mild” du probléeme & valeur initiale (3.5) sur [0;7]. .

Remarque :

La continuité de f en général, ne suffit pas a assurer ’existence de solution du probleme
(3.5) pour xy € D(A).

Exemple :

Soit A le générateur infinitésimal d'un Co-gsemi-groupe {2 (£) }1>0, €t soit y € X telle que
T(t)y ¢ D(A) pour tout ¢t > 0, soit f(s) = T(s)y Alors f est continue pour s > 0.
Considérons le probleme de valeur initiale :

{ 2'(t) = Ax(t) + T(t)y, t>0

0 = 6 (3.8)

proposition 3.2

(3.8) n’a pas de solution, méme si z(0) = 0 € D(A). La solution "mild" de (3.8)
est :

o) =T+ [ Tt — )T (s)yds = / "T(tyyds = tT(t)y

mais t7'(t)y est non dérivable pour ¢ > 0 puisque y ¢ D(A),et par conséquent ne
peut pas étre la solution de (3.8) .

Théoréme 3.2

Soit A le générateur infinitésimal d'un Cj -semi-groupe {7'(t)}+>0 Soit zo € D(A)
et f: RT — X est fonction de classe C! alors la solution "mild" devient une
solution classique de I’équation (3.4) .
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Démonstration 3.3

xo—i-/ (t—s)f(s)ds =T(t)xo + v(t)
Soit v e C' (RY, X); alors
V(t) = Av(t) + f(t), VE>0etv(0)=0

En effet, Soit h > 0

Alors,

TU@) _ U(t—i-h])l—v(t) . lll/ttJrhT(t—Fh—S)f(S)dS

De la continuité de f il est clair que le deuxiéme terme sur le coté droit de (3.8) d la
limite f(t) commeh — 0 Mais nous avons aussi :

¢ ftbh—s) = f(t—s)

ds comme h — 0T

Comme f' est continue alors : t — [3 T(t — s)f'(s) est continue dans RY.

Finalement,

Av(t) = DM o(t) — f(t), t>0.:
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—| Lemme 7 I

Soit u : [a,b] — X Supposons que Dtu(t) existe on [a,b] et t — DT u(t) est
continue sur [a, b] alors u est de classe C! sur [a,b]. En utilisant ce lemme alors v

est de classe C! et :
V'(t) = Av(t) + f(t), t>0
v(0) =0

La solution 'mild” de I'équation ( 3.3 ) est :
x(t) = v(t) + T(t)zo
Nous devons montrer que z € C' Soit z¢ € D(A), alors :

d

Il s’ensuit que :
Z'(t) ='(t) + AT (t)x
= Av(t) + f(t) + AT (t)zo
= Alo(t) + T (t)zo] + f (1)
Il s’ensuit que :
Z'(t) ='(t) + AT (t)xo
= Av(t) + f(t) + AT (t)zo
= Alo(t) + T(t)zo] + f(t)
Alors,
' (t) = Ax(t) + f(t), t>0 (3.9)

Le coté droit de (3.9) est continu puisque et f sont continus. Donc z € C*.
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