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Résumé

L ’objectif de ce mémoire est l’étude la méthode de décomposition d’Adomian qui

est une méthode Semi-analytique proposée par GEORGE ADOMIAN(1923/1996)pour ré-

soudre les équations différentielles ordinaires et les équations aux dérivées partielles.

Abstract

The objective off this memoire is to study the décomposition Adomian method which

is a semi-analytical method proposed by GEORGE ADOMIAN (1923/1996) to resoderate

the ordinary differentiel equations and the partial derivative equations .
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INTRODUCTION

La plupart des phénomènes dans notre vie sont modélisés par des équations dif-

férentielles ( les équation différentielles ordinaire EDO, les équations aux dérivés partielles

EDP), mais la difficulté est d’obtenir la solution exacte des problèmes. Donc nous essayons

de trouver des solutions approximatives.

Plusieurs méthodes numériques sont utilisées pour calculer la solution approchée des

équations différentielles comme la méthode des différences finies, la méthode des éléments

finies, la méthode de décomposition d’Adomian et la méthode d’Analyse homotopique.

l’objectif de ce travail est l’étude de La méthode de décomposition d’Adomian qui est

une méthode Semi-analytique pour la résolution des équations différentielles. Cette mé-

thode a été introduite au début des années 1980 par GEORGE ADOMIAN [8]le président

du centre de Mathématiques Appliquées à l’Université de GEORGIA pour résoudre les

équations différentielles linéaires et non linéaires de déférents types.

La technique de la méthode de décomposition d’Adomian est basée sur une décompo-

sition de l’opérateur non linéaire en une série de fonction, chaque terme de cette série est

un polynôme généralisé appelé polynôme d’Adomian.

Le procédé d’Adomian est très simple dans une formulation abstraite, mais la difficulté

se pose dans le calcul des polynômes.

Cette méthode consiste à calculer les solutions des équations sous la forme d’une série

infinie convergente vers la solution du problème donné. Dans les années 90 Y.Cherrault

travaillent sur la convergence de la série d’Adomian[4] [11]

Ce mémoire comprend une introduction générale et quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, on expose le principe de la méthode de décomposition d’Ado-

mian, les polynômes d’Adomian et quelques exemples pour calculer les polynomes et on

va montrer la convergence .
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Le deuxième chapitre est consacré à appliquer la méthode d’ADM sur les équations dif-

férentielles ordinaires pour trouver la solution approximative où bien la solution exacte. De

même pour le troisième chapitre qui est basé sur la résolution des EDP par la méthode de

décomposition d’Adomian

Quant à chapitre quatre , il est l’objet de comparer la méthode de décomposition d’Ado-

mian avec une autre méthode qui est la méthode de série de Taylor et de voir qu’elle est la

méthode la plus facile et la plus efficace .
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Chapitre 1
Méthode de décomposition d’Adomian

Cette méthode permet de résoudre les équations différentielles de différents types.

Son avantage est la résolution de problème considéré(EDO,EDP) où la solution est donnée

sous la forme d’une série. plusieurs d’auteurs ont donné un grand intérêt à l’application de

cette méthode, et à la résolution des problèmes aussi bien déterministe que stochastique.

Dans ce chapitre, on va exposer les grands principes de cette méthode . On propose ensuite

la méthode pratique de calcul les polynômes d’Adomian et quelques exemples, après on

va étudier la convergence de la méthode.

1.1 Principe de la méthode.

On considère l’équation différentielle :

Au = f (1.1)

où A est un opérateur différentiel contenant des termes linéaires et des termes non linéaires.

Le terme linéaire de l’opérateur A est décomposé en deux opérateurs L + R , où L est

inversibles et R le reste.

On note N le terme non linéaire de A, alors (1.1) s’écrit comme :

Lu + Ru + Nu = f (1.2)

On note l’inverse de L par L´1, on a :

u = Φ + L´1 f ´ L´1(Ru)´ L´1(Nu) (1.3)
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1.1. PRINCIPE DE LA MÉTHODE.

Où Φ est obtenue à partir des conditions initiales ou des conditions aux limites.

La méthode de décomposition d’Adomian consiste à la recherche de la solution sous la

forme d’une série :

u =
8
ÿ

n=0

un (1.4)

On décompose (Nu) sous forme d’une série :

Nu =
8
ÿ

n=0

An (1.5)

tels que An sont les polynômes d’ Adomian définis par la relation suivante :

An =
1
n!
Bn

Bλn

[
N

(
8
ÿ

n=0

λiui

)]
λ=0

n = 1, 2, 3, ..... (1.6)

On remplace (1.4) et (1.5) dans (1.3) on obtient :

8
ÿ

n=0

un = Φ + L´1 f ´ L´1R(
8
ÿ

n=0

un)´ L´1N(
8
ÿ

n=0

An) (1.7)

Ce qui entraîne par identification :

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

u0 = Φ + L´1 f

u1 = L´1R(u0)´ L´1N(A0) .

.

.

un+1 = L´1R(un)´ L´1N(An)

(1.8)
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1.2. LES POLYNÔMES D’ADOMIAN.

1.2 les polynômes d’Adomian.

L’étape la plus importante de la méthode est celle de calculer les polynômes d’Adomian.

Définition :

les polynômes d’Adomian sont définis par :

$

’

’

&

’

’

%

A0(u0) = N(u0)

An(u0, u1, u2, ....., un) =
1
n!

[
Bn

Bλn

(
n

ÿ

i=0

λiui

)]
λ=0

(1.9)

La formule proposée par G.ADOMAIN en 1992 pour calculer les polynômes d’Ado-

mian est la suivante :[4]

A0(u0) = N(u0)

A1(u0, u1) = u1N1(u0)

A2(u0, u1, u2) = u2N1(u0) +
1
2!

u2
1N2(u0)

A3(u0, u1, u2, u3) = u3N1(u0) + u1u2N2(u0) +
1
3!

N3(u0)u3
1

.

.

.
Cette formule peut être écrite sous la forme suivante :

An =
n

ÿ

v=0

C(v, n)N(v)(u0), n ě 1 (1.10)

Où C(v, n) : la somme de tous les produits (divisé par m !) de v terme ui dont la somme

des i est égale a n

m : étant le nombre de répétitions des mêmes termes dans le produit

La relation (1.10) permet de trouver les polynômes An, mais en pratique, il est difficile de

les déterminer quand n devient grand (n ą 5). Par la suite d’autres formules ont été propo-

sées mais elles s’avèrent inefficaces en pratique vu leur complexité d’une part et l’absence

de justification de l’écriture de ces formules d’autre part.

C’est dans les années 1994 que K.Abbaoui propose et démontre une formule récurrente

pratique de calcul des An. La formule d’Abbaoui est déduite de la relation (1.9) donnée

dans la définition des polynômes d’Adomian.
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1.2. LES POLYNÔMES D’ADOMIAN.

1.2.1 Les autres formules des polynômes d’Adomian :

Les polynômes d’Adomian sont déterminés à partir des formules suivantes :[4]

$

’

’

&

’

’

%

A0(u0) = N(u0)

An(u0, u1, ...., un) =
ÿ

|nk|=n

N|k|(u0)
uk

k!
, n ě 1

où

uk = uk1
1 uk2

2 ..........ukn
n ,

k! = k1k2!...kn!,

|nk| = k1 + 2k2 + ...... + nkn.

La formule suivante permet également de déterminer les polynômes d’Adomian :

$

’

’

’

&

’

’

’

%

A0(u0) = N(u0)

An(u0, u1, ....un) =
ÿ

α1+α2+......+αn=n
N(α1)(u0)

uα1´α2
1

(α1 ´ α2)!
.......

uαn´1´αn
n´1

(αn´1 ´ αn)!
uαn

n

(αn!)
n ě 0

Les polynômes d’Adomian sont donnés par la formule :

$

’

’

&

’

’

%

A0(u0) = N(u0)

An+1 =
1

n + 1

n
ÿ

k=0

(k + 1)uk+1
BAk
uk

, n ě 1
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1.3. TABLE DE RÉFÉRENCE DES POLYNÔMES D’ADOMIAN

1.3 Table de référence des polynômes d’Adomian

A0 = N(u0)

A1 = u1N1(u0)

A2 = u2N1(u0) +
1
2!

u2
1N2(u0)

A3 = u3N1(u0) + u1u2N2(u0) +
1
3!

N3(u0)u3
1

A4 = u4N1(u0) +

[
(

1
2!
)u2

2 + u1u3

]
N2(u0) + (

1
2!

u2
1u2N3(u0) + (

1
4!
)u4

1N4(u0)

A5 = u5N1(u0) + [u2u3 + u1u4] N2(u0) +

[
(

1
2!

u1u2
2 + (

1
2!

u2
1u3

]
N3(u0)

+ (
1
3!

u3
1u2N4(u0) + (

1
5!
)u5

1N41(u0)

A6 = u6N1(u0) +

[
(

1
2!
)u2

3 + u2u4 + u1u5

]
N3(u0) +

[
(

1
3!
)u3

2 + u1u2u3 + (
1
2!
)u2

1u4

]
N3(u0)

+

[
(

1
2!
)u2

1(
1
2!
)u2

2(
1
3!
)u2

1u3

]
N4(u0) + (

1
4!
)u4

1u2N5(u0) + (
1
6!
)u6

1N6(u0)

A7 = u7N1(u0) + [u3u4 + u2u5 + u1u6] N2(u0) +

[
(

1
2!
)u2

2u3 + u1(
1
2!
)u2

3 + u1u2u4 + (
1
2!
)u2

1u5

]
N3(u0)

+

[
u1(

1
3!
)u3

2 + (
1
2!
)u2

1u2u3 + (
1
3!
)u3

1u4

]
N4(u0) +

[
(

1
3!
)u3

1(
1
2!
)u2

2 + (
1
4!
)u4

1u3

]
N5(u0)

+ (
1
5!
)u5

1u2N6(u0) + (
1
7!
)u7

1N7(u0) .

.

.

.

.

.

.

.

.
(1.11)
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1.3. TABLE DE RÉFÉRENCE DES POLYNÔMES D’ADOMIAN

1.3.1 Exemples

On va calculer les polynômes d’Adomian de quelques opérateurs non linéaires.

Exemple 1 :

soit l’opérateur non linéaire définie par :

N(u) = u2

A0 = N(u0)

= u2
0

A1 =
1
1!

[
d

dλ
(u0 + λu1)

2
]

λ=0

= 2u1(u0 + λu1)

= 2u1u0

A2 =
1
2!

[
d2

dλ2 (u0 + λu1 + λ2u2)
2
]

λ=0

=
1
2!

[
d

dλ
2(u1 + 2λu2)(u0 + λu1 + λ2u2)

]
λ=0

=
1
2!

[
4u2(u0 + λu1 + λ2u2) + 2(u1 + 2λu2)

]
λ=0

= 2u2u0 + u2
1

A3 =
1
3!

[
d3

dλ3 (u0 + λu1 + λ2u2 + λ3u3)
2
]

λ=0

=
1
3!

[
d2

dλ2 2(u1 + 2λu2 + 3λ2u3)(u0 + λu1 + λ2u2 + λ3u3)

]
λ=0

=
1
3!

[
d

dλ
2(2u2 + 6λu3)(u0 + λu1 + λ2u2 + λ3u3) + (u1 + 2λu2 + 3λ2u3)2(u1 + 2λu2

+3λ2u3)
]

λ=0

=
1
3!
[12u3(u0 + λu1 + λ2u2 + λ3u3)(2u1 + 2λu2 + 3λ2u3)(2u2 + 6λu3)

+ 2(2u2 + 6λu3)(u1 + 2λu2 + 3λ2u3) + (2u2 + 6λu3)(u1 + 2λu2 + 3λ2u3)]λ=0

= 2u3u0 + 2u1u2

A4 =
1
3!

[
d4

dλ4 (u0 + λu1 + λ2u2 + λ3u3 + λ4u4)
2
]

λ=0

=
1
2!

[
d3

dλ3 2(u1 + 2λu2 + 3λ2u3 + 4λ3u4)(u0 + λu1 + λ2u2 + λ3u3 + λ4u4)

]
λ=0

=
1
3!

[
d2

dλ2 2(2u2 + 6λu3 + 12λ2u4)(u0 + λu1 + λ2u2 + λ3u3 + λ4u4)

9



1.3. TABLE DE RÉFÉRENCE DES POLYNÔMES D’ADOMIAN

+2(u1 + 2λu2 + 3λ2u3 + 4λ3u4)
2
]

= u2
2 + 2u1u3 + 2u0u4 .

.

.

.

Exemple 2 :

On définie l’opérateur non linéaire comme suivant :

N(u) = u5

A0 = N(u0)

= u5
0

A1 =
1
1!

[
d

dλ
(u0 + λu1)

5
]

λ=0

= [5u1(u0 + λu1)]λ=0

= 5u4
0u1

A2 =
1
2!

[
d2

dλ2 (u0 + λu1 + λ2u2)
5
]

λ=0

=
1
2!

[
d

dλ
(5(u1 + 2λu2)(u0 + λu1 + λ2u2)

4
]

λ=0

= 5u4
0u2 + 10u3

0u2
1

A3 =
1
3!

[
d3

dλ3 (u0 + λu1 + λ2u2 + λ3u3)
2
]

λ=0

=
1
3!

[
d2

dλ2 5(u1 + 2λu2 + 3λ2u3)(u0 + λu1 + λ2u2 + λ3u3)
4
]

λ=0

=
1
3!

[
d

dλ
[5(2u2 + 6λu3)(u0 + λu1 + λ2u2 + λ3u3)

4 + 4(u1 + 2λu2 + 3λ2u3)
2

(u0 + λu1 + λ2u2 + λ3u3)
3
]

λ=0

= 5u4
0u3 + 20u3

0u1u2 + 10u3
0u3

1

.

.

.
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1.3. TABLE DE RÉFÉRENCE DES POLYNÔMES D’ADOMIAN

Exemple 3 :

N(u) = sin u

par définition, on a :

A0 = N(u0)

= sin u0

A1 =
1
1!

[
d

dλ
sin(u0 + λu1)

]
λ=0

= u1 cos u0

A2 =
1
2!

[
d2

dλ2 sin(u0 + λu1 + λ2u2)

]
λ=0

=
1
2!

[
d

dλ
(u1 + 2λu2) cos(u0 + λu1 + λ2u2)

]
λ=0

= u2 cos u0 ´
1
2!

u1 sin u0

A3 =
1
3!

[
d3

dλ3 (sin(u0 + λu1 + λ2u2 + λ3u3)

]
λ=0

=
1
3!

[
d2

dλ2 (u1 + 2λu2 + 3λ2u3) cos(u0 + λu1 + λ2u2 + λ3u3)
4
]

λ=0

=
1
3!

[
d

dλ

(
(2u2 + 6λu3) cos(u0 + λu1 + λ2u2 + λ3u3)´ (u1 + 2λu2 + 3λ2u3)

2

sin(u0 + λu1 + λ2u2 + λ3u3)
3
)]

λ=0

= u3 cos u0 +
1
6

u3
1 cos u0 ´ u1u2 sin u0

.

.

.

.

.
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1.4. CONVERGENCE DE LA MÉTHODE D’ADOMIAN.

Exemple 4 :

N(u) = eu

A0 = N(u0)

= eu0

A1 =
1
1!

[
d

dλ
e(u0+λu1)

]
λ=0

= u1eu0

A2 =
1
2!

[
d2

dλ2 e(u0+λu1+λ2u2)

]
λ=0

=
1
2!

[
d

dλ
(u1 + 2λu2)e(u0+λu1+λ2u2)

]
λ=0

= u2eu0 +
u1

2!
eu0

A3 =
1
3!

[
d3

dλ3 e(u0+λu1+λ2u2+λ3u3)

]
λ=0

=
1
3!

[
d2

dλ2 (u1 + 2λu2 + 3λ2u3)e(u0+λu1+λ2u2+λ3u3)
4
]

λ=0

=
1
3!

[
d

dλ

(
(2u2 + 6λu3)e(u0+λu1+λ2u2+λ3u3) + (u1 + 2λu2 + 3λ2u3)

2e(u0+λu1+λ2u2+λ3u3)
4
)]

λ=0

= u3eu0 + u1u2eu0 +
1
6

u3
1eu0

.

.

.

.

.

.

1.4 Convergence de la méthode d’Adomian.

On va étudier la convergence de la méthode d ’ADM : [4] [11]

Soit l’équation différentielle :

u´ Nu = f (1.12)

qui s’appelle la forme canonique où u est la solution recherchée et N l’opérateur non

linéaire qui est défini par une série infinie et f est une fonction donnée
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1.4. CONVERGENCE DE LA MÉTHODE D’ADOMIAN.

En substituant les séries de décomposition dans (1.12)on trouve :

8
ÿ

n=0

un ´

8
ÿ

n=0

An = f (1.13)

Alors on obtient la relation de récurrence :

$

&

%

u0 = f

un+1 = An(u0, u1, ......un)
(1.14)

On déduit de cette formule que
n

ÿ

i=1

ui =
n

ÿ

i=1

Ai

En effet, de la relation (1.13) on déduit :

Théorème 1. Si
8
ÿ

n=0

An ă 8 alors
8
ÿ

n=0

un ă 8 et réciproquement

Alors la méthode d’Adomian consiste à déterminer la suite sn donné par :

$

&

%

s0 = 0

sn = u1 + .... + un

(1.15)

et vérifier la relation de récurrence suivante :

$

&

%

s0 = 0, u0 = f

sn+1 = N(u0 + sn), n = 0, 1, 2, ...
(1.16)

D’où le théorème suivant :

Théorème 2. Si l’opérateur N est une application contractante (‖ N ‖ď δ ă 1) , alors la suite

(sn)n satisfaisant la relation de récurrence :

$

&

%

s0 = 0

sn+1 = N(u0 + sn), n ě 0
(1.17)

converge vers s ou s est la solution de l’équation sn+1 = N(u0 + sn)

13



1.5. CONCLUSION

Preuve :

de la relation (1.17) on a :

sn+1 ´ sn = N(u0 + sn)´ N(u0 + s)

‖ sn+1 ´ sn ‖ =‖ N(u0 + sn)´ N(u0 + s) ‖

ď‖ N ‖‖ sn ´ s ‖

ă δ ‖ sn ´ s ‖

ă δ2 ‖ sn´1 ´ s ‖

ă δ3 ‖ sn´2 ´ s ‖

.

.

.

ă δn ‖ s1 ´ s ‖

D’où la convergence de la suite (sn)n.

Par ailleurs, on a :

8
ÿ

n=0

un =
8
ÿ

n=0

An (1.18)

et comme
8
ÿ

n=1

un est convergente d’après le théorème (1) �

On a alors le résultat suivant :

Corollaire 1. Si N est une contraction alors les séries des un et des An sont convergentes.

De plus
8
ÿ

n=0

un est solution de l’équation canonique (1.12).

1.5 Conclusion

La méthode de décomposition d’Adomian donne la solution comme une série de puis-

sance infinie, qui converge habituellement à la solution exacte. La difficulté de cette mé-

thode est le calcule des polynômes d’Adomian.
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Chapitre 2
Résolution des équations différentielles

ordinaires par la méthode de

décomposition d’Adomian

Notre objectif dans ce chapitre est de voir comment utiliser la méthode de décomposi-

tion d’Adomian pour résoudre les équations différentielles ordinaires.

2.1 Méthode de résolution

Soit Au = f est une équation différentielle ordinaire où A est un opérateur différentiel

non linéaire possédant des termes linéaires et des termes non linéaires. Le terme linéaire

est décomposé en L + R, où L est un opérateur différentiel d’ordre le plus grand facilement

inversible.

Soit l’équation différentielle d’ordre n P N˚ :[9]

dnu
dxn + Ru + Nu = f (2.1)

Si on pose L = dn

dxn (.), la formule (2.1) devient :

Lu + Ru + Nu = f (2.2)

Où u(x0), u1(x0), u2(x0), .....u(n´1)(x0) sont des valeurs données.

15



2.2. EXEMPLES

L’équation(2.2) s’écrit :

u(x) =
n´1
ÿ

k=0

(x´ x0)
k

k!
u(k)(x0) + L´1 f (x)´ L´1R(

8
ÿ

n=0

un(x))´ L´1(
8
ÿ

n=0

An) (2.3)

D’où l’on tire :

u0(x) =
n´1
ÿ

k=0

(x´ x0)
k

k!
u(k)(x0) + L´1 f (x)

u1 = ´L´1Ru0 ´ L´1A0

un+1 = ´L´1Run ´ L´1An

(2.4)

Où L´1 désigne n intégration successives de x0 a x

2.2 Exemples

Exemple 1 :[10]

Soit le problème suivant :

$

&

%

u2(x)´ u(x) = 1

u(0) = 0, u1(0) = 1
(2.5)

On pose Lu = u2(x) et Ru = u, Nu = 0, alors l’équation devient :

Lu = u + 1 (2.6)

tels que L = d2

dx2 (.) et L´1 =
şx

0
şx

0(.)dxdx, on appliqueL´1 :

L´1Lu = L´1(u) + L´1(1)
ż x

0

ż x

0
Ludxdx = L´1u +

ż x

0

ż x

0
(1)dxdx

u(x)´ xu1(0)´ u(0) = L´1u +
x2

2

(2.7)

En utilisant les conditions initiales :

u(x) = x + L´1u +
x2

2
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2.2. EXEMPLES

On cherche la solution sous la forme d’une série est donnée par u(x) =
ř8

n=0 un(x)

alors :

u(x) =
8
ÿ

n=0

un(x) = x + L´1(
8
ÿ

n=0

un(x)) +
x2

2
(2.8)

La relation de récurrence est :

$

&

%

u0 = x + x2

2

un+1 = L´1(un)
(2.9)

Par identification :

u0 = x +
x2

2

u1 = L´1(u0) =

ż x

0

ż x

0
(x +

x2

2
)dxdx =

x3

6
+

x4

24
=

x3

3!
+

x4

4!

u2 = L´1(u1) =

ż x

0

ż x

0
(

x3

3!
+

x4

4!
)dxdx =

x5

120
+

x5

720
=

x5

5!
+

x6

6!

.

.
La solution est :

u(x) = x +
x2

2
+

x3

3!
+

x4

4!
+

x5

5!
+

x5

6!
+ ....... (2.10)

Ce qui donne la solution exacte :

u(x) = ex
´ 1 (2.11)

Exemple 2 :[7]

Soit le problème suivant :

$

&

%

u1(x)´ u´m(x) = 0

u(0) = k, m ą 0
(2.12)

On pose Lu = u1(x) et Ru = 0, Nu = u´m(x), alors l’équation devient :

Lu = Nu (2.13)

tels que L = d
dx (.) et L´1 =

şx
0(.)dx.

On applique L´1 de deux cotés, alors :
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2.2. EXEMPLES

L´1Lu = L´1Nu
ż x

0
u1(x)dx = L´1Nu

u(x)´ u(0) = L´1Nu

En utilisant les conditions initiales, l’équation devient :

u(x) = k + L´1Nu

Nous écrivons u =
ÿ

ně0

un, Nu =
ÿ

ně0

An

Alors :

8
ÿ

n=0

un = k + L´1
8
ÿ

n=0

An

La relation de récurrence est donnée par :

$

&

%

u0 = k

un+1 = L´1An

(2.14)

Les polynômes d’Adomian sont donnés par :

A0 = Nu0 = u´m
0 = k´m

A1 =
d

dλ

[
(u0 + λu1)

´m]
λ=0 = ´mu1u´m´1

0

A2 =
1
2!

d2

dλ2

[
(u0 + λu1 + λ2u2)

´m
]

λ=0

=
1
2

m(m + 1)u´m+2
0 u2

1 ´mu(´m+1)
0 u2

A3 =
1
3!

d3

dλ3

[
(u0 + λu1 + λ2u2 + λ3u3)

´m
]

λ=0

= ´
1
6

m(m + 1)(m + 2)u´(m+3)
0 u3

1 + m(m + 1)u´(m+2)
0 u1u2 ´mu´(m+1)

0 u3

.

.

.

.

.
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2.2. EXEMPLES

Par conséquent :

u0 = k

u1 = L´1A0 =

ż x

0
k´mdx = k´mx

u2 = L´1A1 =

ż x

0
´mk´m´1xdx = ´mk´2m´1 x2

2

u3 = L´1A2 =

ż x

0

1
2

m(m + 1)k´m+2k´2mx2
´mk(´m+1)(´mk´2m´1 x2

2
)dx

= m(2m + 1)k(´3m´2) x3

3!

u4 = L´1A3 =

ż x

0
´

1
6

m(m + 1)(m + 2)k´(m+3)k´3mx + m(m + 1)k´(m+2)u1(´mk´2m´1 x2

2
)

´mk´(m+1)(m(2m + 1)k(´3m´2) x3

3!
)dx

= ´m(2m + 1)(3m + 2)k´(4m+3) x4

4!

.

.

un = (´1)n
n´1
ź

v=0

[vm + v´ 1]k(nm+n´1) xn

n!

Finalement on a :

un =
+8
ÿ

n=0

(´1)n
n´1
ź

v=0

[vm + v´ 1]k(nm+n´1) xn

n!

Exemple 3[9]

Soit le problème non linéaire suivant :

$

&

%

u1(x) = eu

u(0) = 0
(2.15)

On pose Lu = u1(x) et Ru = 0, Nu = eu, alors l’équation devient :

Lu = Nu (2.16)

tel que L = d
dx (.) et L´1 =

şx
0(.)dx.

On applique L´1 de deux cotée, alors :
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2.2. EXEMPLES

L´1Lu = L´1Nu
ż x

0
u1(x)dx = L´1Nu

u(x)´ u(0) = L´1Nu

En utilisant les condition initiales l’équation devient :

u(x) = L´1Nu

Nous écrivons u =
ÿ

ně0

un, Nu =
ÿ

ně0

An

Alors :

8
ÿ

n=0

un =
8
ÿ

n=0

An

La relation de récurrence est donnée par :

$

&

%

u0 = 0

un+1 = L´1(An)
(2.17)

Les polynômes d’Adomian pour le terme non linaire sont donnés par :

A0 = Nu0 = eu0 = 1.

A1 =
d

dλ

[
e(u0+λu1)

]
λ=0

= u1.

A2 =
1
2!

d2

dλ2

[
e(u0+λu1+λ2u2)

]
λ=0

= u2 +
1
2!

u2
1.

A3 =
1
3!

d3

dλ3

[
e(u0+λu1+λ2u2+λ3u3)

]
λ=0

= u3 + u1u2 +
1
3!

u3
1.

.

.

.

.

Par conséquent :
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2.2. EXEMPLES

u0 = 0.

u1 = L´1A0 =

ż x

0
1dx = x.

u2 = L´1A1 =

ż x

0
xdx =

x2

2
.

u3 = L´1A2 =

ż x

0

x2

2
+

1
2

dx =
1
3

x3.

u4 = L´1A3 =

ż x

0

1
3

x3 + x
x2

2
+

1
3!

x3dx =
1
4

x4.

Alors la solution dans une forme de la série est donné par :

u(x) = x +
x2

2
+

1
3

x3 +
1
4

x4 + ............

Exemple 4 :

Soit le problème suivant :

$

&

%

u1(x) = u(x) + x2

u(0) = ´2
(2.18)

On pose Lu = u1 et Ru = u, Nu = 0, alors l’équation devient :

Lu = Ru + x2 (2.19)

tels que L = d
dx (.) et L´1 =

şx
0(.)dx, on applique L´1 on obtient :

L´1Lu = L´1u + L´1x2

ż x

0
Ludx = L´1u + L´1x2

u(x)´ u(0) = L´1u + L´1x2

(2.20)

D’après les conditions initiales on obtient :

u(x) = ´2 + L´1u + L´1x2 (2.21)
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2.3. CONCLUSION

On cherche la solution sous la forme d’une série donnée par :

u(x) =
8
ÿ

n=0

un(x)

Alors :

u(x) =
8
ÿ

n=0

un(x) = ´2 + L´1(
8
ÿ

n=0

un(x)) + L´1(x2). (2.22)

Donc la relation de récurrence devient :

$

&

%

u0 = u(0) + L´1(x2)

un+1 = L´1(un)
(2.23)

Les premiers composantes, sont ainsi déterminés comme suite :

u0 = u(0) + L´1(x2) = ´2 +
x3

3
.

u1 = L´1(u0) =

ż x

0
(´2 +

x3

3
)dx = ´2x +

x4

12
.

u2 = L´1(u1) =

ż x

0
(´2x +

x4

12
)dx = ´x2 +

x5

60
.

.

.

D’où
8
ÿ

n=0

un = ´2´ 2x´ x2

Qui est la solution exacte de l’équation différentielle.

2.3 Conclusion

Dans ce chapitre on va montrée que l’ADM est très efficace pour la résolution des équa-

tions différentielles ordinaires, la solution est donnée sous la forme d’une série converge

vers la solution exacte.
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Chapitre 3
Résolution des équations aux dérivées

partielles par la méthode de décomposition

d’Adomian

Ce chapitre est basée essentielement sur le travail de Abdul-Majid Wazwaz dans les

deux articles Analytical solution for the time-dependent Emden-Fawler type of equations by

Adomian decomposition method et An analytical study on the third-order dispersive partial

differential equation, pour obtenir la solution analytique des équations de type Emden-

Fawler et des ondes et des équations Dispersive Du 3me Ordre [2][3]

3.1 Équation de type Emden-Fawler et des Ondes.

soit l’équation de la chaleur suivante :

x´r(xrux)x + a f (x, t)g(u) + h(x, t) = ut, 0 ă x ď L, 0 ă t ă T, r ą 0

x´r(rxr´1ux + xrux)x) + a f (x, t)g(u) + h(x, t) = ut, 0 ă x ď L, 0 ă t ă T, r ą 0
(3.1)

l’équation devient :

uxx +
r
x

ux + a f (x, t)g(u) + h(x, t) = ut, 0 ă x ď L, 0 ă t ă T, r ą 0 (3.2)

Pour le cas r=2 l’équation (3.2) est l’équation d’emden-fowler donné par :

u2 +
2
x

u1 + a f (x)g(u) = 0, u(0) = u0, u1(0) = 0 (3.3)
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3.1. ÉQUATION DE TYPE EMDEN-FAWLER ET DES ONDES.

Où f (x) et g(u) sont des fonctions de x et u respectivement.

Et on définit l’équation des ondes par :

x´r(xrux)x + a f (x, t)g(u) + h(x, t) = utt, 0 ă x ď L, 0 ă t ă T, r ą 0 (3.4)

ou équivalent à :

uxx +
r
x

ux + a f (x, t)g(u) + h(x, t) = utt, 0 ă x ď L, 0 ă t ă T, r ą 0 (3.5)

Le principal avantage de cette méthode est qu’elle peut être appliquée directement pour

tous les types d’équations différentielles et intégrales.

3.1.1 Méthode de résolution :

La méthode de décomposition d’Adomian sera utilisée de manière simple , mais avec

un nouveau choix pour l’opérateur différentiel L par rapport à la manière standard que la

méthode Adomian est généralement utilisée, donc L est défini en fonction de deux dérivées

uxx +
r
x ux contenues dans le problème.

Nous récrivons d’abord (3.3) sous la forme :

Lu = ´a f (x, t)g(u)´ h(x, t) + ut (3.6)

où l’opérateur différentiel L utilise les deux premières dérivées sous la forme

Lu = x´r d
dx

(
xr d

dx

)
(3.7)

La meilleure définition rencontrée de L´1 est un opérateur d’intégration double inverse

défini par :

L´1(.) =
ż x

0
x´r

ż x

0
xrdxdx, r ą 0 (3.8)
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3.1. ÉQUATION DE TYPE EMDEN-FAWLER ET DES ONDES.

En appliquant L´1 aux deux premières termes uxx +
r
x ux de l’équation (3.5) , on trouve :

L´1
(

uxx +
r
x

ux

)
=

ż x

0
x´r

ż x

0
xr
(

uxx
r
x
+ ux

)
dxdx,

=

ż x

0
x´r

(
ż x

0
xruxx + rxr´1uxdx

)
dx

=

ż x

0
x´r

[
xrux ´

ż x

0
rxr´1uxdx +

ż x

0
rxr´1uxdx

]
dx

=

ż x

0
uxdx = u(x, t)´ u(0, t)

(3.9)

En opérant avec L´1 sur (3.6), on trouve la solution générale :

u(x, t) = α + L´1(´a f (x, t)g(u)´ h(x, t) + ut

ou

α = u(0, t)

(3.10)

La méthode de décomposition d’Adomian introduit la solution u(x, t) par une série infinie

est donnée par :

u(x, t) =
8
ÿ

n=0

un(x, t) (3.11)

et la fonction non linéaire g(u) définie par une série infinie des polynômes :

g(u(x, t)) =
8
ÿ

n=0

An(u0, u1, ......, un), (3.12)

Où les polynômes Adomian An sont définie par :

An =

[
1
n!

dn

dλn g

(
n

ÿ

i=0

ui(λ)
i

)]
λ=0

(3.13)

La substitution (3.12) et (3.11) en (3.10)ef donne :

8
ÿ

n=0

un(x, t) = α + L´1

(
´a f (x, t)

8
ÿ

n=0

An(u0, u1, ......, un)´ h(x, t) + ut

)
(3.14)

La relation de récurrence est donnée par :

u0(x, t) = α

uk+1(x, t) = L´1(´a f (x, t)Ak ´ h(x, t) + ut), k ě 0
(3.15)
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3.1. ÉQUATION DE TYPE EMDEN-FAWLER ET DES ONDES.

Ou :
u0(x, t) = α,

uk+1(x, t) =
(

ż x

0
x´r

ż x

0
xr(´a f (x, t)Ak ´ h(x, t) + ut)dxdx

)
, k ě 0

(3.16)

3.1.2 Application :

Nous examinons six modèles distincts deux équations linéaires de type Emden-fowler

dépendant de temps et deux modèles linéaires d’équations de types d’ondes et deux mo-

dèles non linéaires.

Emden-fowler dépendant de temps

Exemple 1 :

On considère l’équation homogène :

$

&

%

uxx +
2
x ux ´ (6 + 4x2 ´ cost)u = ut

u(0, t) = esint, ux(0, t) = 0

Lu = (6 + 4x2
´ cost)u + ut

On applique L´1 aux deux côtés :

L´1(uxx +
2
x

ux) = L´1(
(
(6 + 4x2

´ cost)u + ut

)
ż x

0
x´2

(
ż x

0
x2(uxx +

2
x

ux)dx
)

dx = L´1
(
(6 + 4x2

´ cost)u + ut

)
ż x

0
x´2

(
ż x

0
x2uxx + 2x2´1uxdx

)
dx = L´1

(
(6 + 4x2

´ cost)u + ut

)
ż x

0
x´2

[
x2ux ´

ż x

0
2x2´1uxdx +

ż x

0
2x2´1uxdx

]
dx = L´1

(
(6 + 4x2

´ cost)u + ut

)
ż x

0
uxdx = L´1

(
(6 + 4x2

´ cost)u + ut

)
En utilisant la condition initiale, nous trouvons :

u(x, t) = esint + L´1
(
(6 + 4x2

´ cost)u + ut

)
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3.1. ÉQUATION DE TYPE EMDEN-FAWLER ET DES ONDES.

La solution sous la forme d ’une série est donnée par :

8
ÿ

n=0

un(x, t) = esint + L´1
(
(6 + 4x2

´ cost)u + ut

)

En utilisant la relation de récurrence :

u0(x, t) = esint

uk+1(x, t) = L´1
(
(6 + 4x2

´ cost)uk + ukt

) (3.17)

Cela donne :

u0(x, t) = esint

u1(x, t) = L´1
(
(6 + 4x2

´ cost)u0 + u0t

)
=

ż x

0
x´2

ż x

0
x2(6 + 4x2

´ cos t)esin t + cos tesin t)dxdx

=

ż x

0
x´2(2x +

4x3

5
)dx

= esint
(

x2 +
1
5

x4
)

u2(x, t) = L´1
(
(6 + 4x2

´ cost)u1 + u1t

)
=

ż x

0
x´2

ż x

0
x2
(
(6 + 4x2

´ cost)esin t(x2 +
x4

5
+ cos tesin t(x2 +

x4

5
)

)
dxdx

=

ż x

0
x´2

(
6
5

x5 +
4
7

x7 +
4

45
x9
)

dx

= esint
(

3
10

x4 +
13
105

x6 +
1

90
x8
)

u3(x, t) = L´1
(
(6 + 4x2

´ cost)u2 + u2t

)
=

ż x

0
x´2

ż x

0
x2
(
(6 + 4x2

´ cos t)esin t(
3
10

x4 +
13

105
x6 +

x8

90
) + (cos tesin t(

3
10

x4 +
13

105
x6

+
x8

90
)

)
dxdx

=

ż x

0
x´2esin t

(
18
70

x7 +
78
945

x9 +
6

990
x11 +

12
90

x9 +
52

1155
x11 +

4
1170

x13
)

dx

= esin t
(

3
70

x6 +
204

7560
x8 + o(x)10

)
u4(x, t) = L´1

(
(6 + 4x2

´ cost)u3 + u3t

)
=

ż x

0
x´2

ż x

0
x2(6 + 4x2

´ cost)esin t(
3
70

x6 +
17

630
x8)dxdx

=

ż x

0
x´2esin t

(
18

630
x9 +

102
6930

x11 +
12

770
x11 +

68
8190

x13
)

dx
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= esin t
(

x8

280
+

102
69300

x10 +
12

7700
x12
)

= esint
(

1
280

x8 + O(x10)

)
Donc la solution sous la forme d’une série donner par :

u(x, t) = esint
(

1 + x2 +
x4

2!
+

x6

3!
+

x8

4!
+ ......

)

Et sous la forme :

u(x, t) = ex2+sint

Exemple 2 :

maintenant on considère une équation non homogène

$

&

%

uxx +
2
x ux ´ (5 + 4x2)u = ut + (6´ 5x2 ´ 4x4)

u(0, t) = et, ux(0, t) = 0

Lu = (5 + 4x2)u + ut + (6´ 5x2
´ 4x4)

On applique L´1 aux deux côtés :

L´1(uxx +
2
x

ux) = L´1
(
(6´ 5x2

´ 4x4) + (5 + 4x2)u + ut

)
ż x

0
x´2

(
ż x

0
x2(uxx +

2
x

ux)dx
)

dx = L´1
(
(6´ 5x2

´ 4x4) + (5 + 4x2)u + ut

)
ż x

0
x´2

(
ż x

0
x2uxx + 2x2´1uxdx

)
dx = L´1

(
(6´ 5x2

´ 4x4) + (5 + 4x2)u + ut

)
ż x

0
x´2

[
x2ux ´

ż x

0
2x2´1uxdx +

ż x

0
2x2´1uxdx

]
dx = L´1

(
(6´ 5x2

´ 4x4) + (5 + 4x2)u + ut

)
ż x

0
uxdx = L´1

(
(6´ 5x2

´ 4x4) + (5 + 4x2)u + ut

)
Et en utilisant la condition initiale, nous trouvons :

u(x, t) = et + L´1
(
(6´ 5x2

´ 4x4) + (5 + 4x2)u + ut

)
Alors :

8
ÿ

n=0

un(x, t) = et + L´1
(
(6´ 5x2

´ 4x4) + (5 + 4x2)u + ut

)
La relation de récurrence est donnée par :

u0(x, t) = et + L´1
(
(6´ 5x2

´ 4x4)
)

uk+1(x, t) = L´1
(
(5 + 4x2)uk + ukt

)
, k ě 0
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Cela donne :

u0(x, t) = et + L´1(6´ 5x2
´ 4x4)

= et +

ż x

0
x´2

ż x

0
x2(6´ 5x2

´ 4x4)dxdx

= et +

ż x

0
x´2

(
6
3

x3
´ x5

´
4
7

x7
)

dx

= et + x2
´

1
4

x4
´

2
21

x6

u1(x, t) = L´1
(
(5 + 4x2)u0 + u0t

)
=

ż x

0
x´2

ż x

0
x2
(
(5 + 4x2)(et + x2

´
1
4

x4
´

2
21

x6) + et
)

dxdx

=

ż x

0

5
3

x + x3
´

5
28

x5
´

10
108

x7 +
4
5

etx3 +
4
7

x5
´

x7

9
´

2
33

x9 +
x
3

etdx

= x2et +
1
5

x4et +
1
4

x4 +
11

168
x6
´

31
1512

x8 + O(x10)

u2(x, t) = L´1
(
(5 + 4x2)u1 + u1t

)
=

ż x

0
x´2

ż x

0
x2
(
(5 + 4x2)(x2et +

1
5

x4et +
1
4

x4 +
11

168
x6
´

31
1512

x8) + et
)

dxdx

=
3

10
x4et +

13
105

x6et +
5

168
x6 +

233
12096

x8 + O(x10)

u3(x, t) = L´1
(
(5 + 4x2)u2 + u2t

)
=

ż x

0
x´2

ż x

0
x2
(
(5 + 4x2)(

3
10

x4et +
13

105
x6et +

5
168

x6 +
233

12096
x8) +

3
10

x4et

+
13

105
x6et

)
dxdx

=

ż x

0
x´2

(
3
14

x7et +
13

189
x9et +

1
1512

x9 +
3

70
x7et +

13
945

x9et
)

dx

=
3
7

x6et +
17

630
x8et + O(x10)

u4(x, t) = L´1
(
(5 + 4x2)u3 + u3t

)
ż x

0
x´2

ż x

0
x2
(
(5 + 4x2)(

3
7

x6et +
17
630

x8et +
233

12096
x8) +

3
7

x6et +
17

630
x8et

)
dxdx

ż x

0
x´2

(
15
63

x9et +
85

6930
x11et +

1165
133056

x11et +
12
77

x11et +
68

8190
x13et +

233
39312

x13

+
3

63
x9et +

17
6430

x11et
)

dx

=
1

280
x8et +

25
12096

x8et + O(x10)
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La solution sous la forme d’une série est donnée par :

u(x, t) = x2 + et
(

1 + x2 +
x4

2!
+

x6

3!
+

x8

4!
+ ......

)

et sous la forme :

u(x, t) = x2 + ex2+t

Type d’ondes

Exemple 1 :

On considère une équation non homogène de Type d’ondes :

$

&

%

uxx +
2
x ux ´ (5 + 4x2)u = utt + (12´ 5x3 ´ 4x5)

u(0, t) = e´t, ux(0, t) = 0

Lu = (12x´ 5x3
´ 4x2) + (5 + 4x2u) + utt

On applique L´1 aux deux côtés :

L´1(uxx +
2
x

ux) = L´1
(
(12x´ 5x3

´ 4x5) + (5 + 4x2)u + utt

)
ż x

0
x´2

(
ż x

0
x2(uxx +

2
x

ux)dx
)

dx = L´1
(
(12x´ 5x3

´ 4x5) + (5 + 4x2)u + utt

)
ż x

0
x´2

(
ż x

0
x2uxx + 2x2´1uxdx

)
dx = L´1

(
(12x´ 5x3

´ 4x5) + (5 + 4x2)u + utt

)
ż x

0
x´2

[
x2ux ´

ż x

0
2x2´1uxdx +

ż x

0
2x2´1uxdx

]
dx = L´1

(
(12x´ 5x3

´ 4x5) + (5 + 4x2)u + utt

)
ż x

0
uxdx = L´1

(
(12x´ 5x3

´ 4x5) + (5 + 4x2)u + utt

)
D’après la condition initiale, on trouve :

u(x, t) = e´t + L´1
(
(12x´ 5x3

´ 4x5) + (5 + 4x2)u + utt

)
On remplace u(x, t) par

ř8
n=0 un(x, t) , on obtient :

8
ÿ

n=0

un(x, t) = e´t + L´1
(
(12x´ 5x3

´ 4x5) + (5 + 4x2)u + utt

)
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Cela conduit à la relation de récurrence :

u0(x, t) = e´t + L´1
(
(12x´ 5x3

´ 4x5)
)

uk+1(x, t) = L´1
(
(5 + 4x2)uk + uktt

)
, k ě 0

Les premiers composants sont donc déterminés comme suite :

u0(x, t) = e´t + L´1
(
(12x´ 5x3

´ 4x5)
)

= e´t +

ż x

0
x´2

(
ż x

0
x2(12x´ 5x3

´ 4x5)

)
dxdx

= e´t +

ż x

0
x´2

(
3x4

´
5
6

x6
´

1
2

x8
)

dx

= e´t + x3
´

1
6

x5
´

1
14

x7

u1(x, t) = L´1
(
(5 + 4x2)u0 + u0tt

)
=

ż x

0
x´2

(
ż x

0
x2(5 + 4x2)(e´t + x3

´
1
6

x5
´

1
14

x7) + e´t
)

dxdx

=

ż x

0
x´2

(
5
3

x3e´t +
5
6

x6
´

5
48

x8
´

5
140

x10 +
4
5

x5e´t +
4
8

x8
´

4
60

x10
´

4
168

x12 +
1
3

x3e´t
)

dx

= x2e´t +
1
5

x4e´t +
1
6

x5 +
19

336
x7 + O(x9)

u2(x, t) = L´1
(
(5 + 4x2)u1 + u1tt

)
=

ż x

0
x´2

(
ż x

0
x2((5 + 4x2)(x2e´t +

1
5

x4e´t +
1
6

x5 +
19

336
x7 + O(x9)) + x2e´t +

1
5

x4e´t
)

dxdx

=

ż x

0
x´2

(
x5e´t +

x7

7
e´t +

5
48

x8 +
95

3360
x10 +

4
7

x7e´t +
4
45

x9e´t +
4
5

x9 +
76

4032
x12

+
x5

5
e´t +

x7

356
e´t
)

dx

=
3

10
x4e´t +

13
105

x6e´t +
1

90
x8e´t +

5
336

x7 + O(x9)

u3(x, t) = L´1
(
(5 + 4x2)u2 + u2tt

)
=

ż x

0
x´2

(
ż x

0
x2((5 + 4x2)(

3
10

x4e´t +
13
105

x6e´t +
1
90

x8e´t +
5

336
x7) +

3
10

x4e´t

+
13

105
x6e´t +

1
90

x8e´t
)

dxdx

=

ż x

0
x´2

(
3

14
x7e´t +

65
945

x9e´t +
5

990
x11e´t +

25
3360

x10 +
12
90

x9e´t +
52

1155
x11e´t +

4
1170

x13

+
20

1008
x3 +

3
70

x7e´t +
13

945
x9e´t +

x11

990
e´t
)

=
3

70
x6e´t +

17
630

x8e´t + O(x9)
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u4(x, t) = L´1
(
(5 + 4x2)u3 + u3tt

)
=

ż x

0
x´2

(
ż x

0
x2((5 + 4x2)(

3
70

x6e´t +
17
630

x8e´t + O(x9)) +
3

70
x6e´t +

17
630

x8e´t
)

dxdx

=

ż x

0
x´2

(
15

630
x9e´t +

85
6930

x11e´t +
12

770
x11e´t +

68
8190

x13e´t +
3

630
x9e´t +

17
6930

x11e´t
)

dx

=
1

280
x8e´t + O(x10)

La solution sous la forme d’une série est donnée par :

u(x, t) = x3 + e´t
(

1 + x2 +
x4

2!
+

x6

3!
+

x8

4!
+ ......

)

Qui converge clairement vers la solution exacte suivante :

u(x, t) = x3 + ex2´t

Exemple 2 :

On a
$

&

%

uxx +
4
x ux ´ (18x + 9x4)u = utt ´ 2´ (18x + 9x4)t2

u(0, t) = 1 + t2, ux(0, t) = 0

et r = 4 et on a :

Lu = ´2´ (18x + 9x4)t2 + (18x + 9x4)u + utt

Dans ce exemple on définit L´1 par :

L´1 =

ż x

0
x´4

ż x

0
x4(.)dxdx

On applique L´1 aux deux côtés :

L´1(uxx +
4
x

ux) = L´1
(
´2´ (18x + 9x4)t2 + (18x + 9x4)u + utt

)
ż x

0
x´4

(
ż x

0
x4(uxx +

4
x

ux)dx
)

dx = L´1
(
´2´ (18x + 9x4)t2 + (18x + 9x4)u + utt

)
ż x

0
x´4

(
ż x

0
x4uxx + 4x3uxdx

)
dx = L´1

(
´2´ (18x + 9x4)t2 + (18x + 9x4)u + utt

)
ż x

0
x´4

[
x4ux ´

ż x

0
4x3uxdx +

ż x

0
4x3uxdx

]
dx = L´1

(
´2´ (18x + 9x4)t2 + (18x + 9x4)u + utt

)
ż x

0
uxdx = L´1

(
´2´ (18x + 9x4)t2 + (18x + 9x4)u + utt

)
32



3.1. ÉQUATION DE TYPE EMDEN-FAWLER ET DES ONDES.

D’après la condition initiale, nous trouvons :

u(x, t) = 1 + t2 + L´1
(
´2´ (18x + 9x4)t2 + (18x + 9x4)u + utt

)
En utilisant la relation de récurrence :

u0(x, t) = 1 + t2 + L´1
(
´2´ (18x + 9x4)t2

)
uk+1(x, t) = L´1

(
(18x + 9x4))uk + yktt

)
, k ě 0

Ce qui donne :

u0(x, t) = 1 + t2 + L´1
(
´2´ (18x + 9x4)t2

)
= 1 + t2 +

ż x

0
x´4

(
ż x

0
x4(´2´ (18x + 9x4)t2)

)
dxdx

= 1 + t2 +

ż x

0
x´4

(
6x6t2

´ 2x9t2
)

dx

= 1 + t2
´ t2x3

´
1
5

x2
´

1
6

t2x6

u1(x, t) = L´1
(
(18x + 9x4)u0 + y0tt

)
=

ż x

0
x´4

(
ż x

0
x4
(
(18x + 9x4)(1 + t2

´ t2x3
´

1
5

x2
´

1
6

t2x6) + (2´ 2x3
´

x6

3
)

)
dx
)

dx

=

ż x

0
x´4

(
3x6 + 3x6t2

´ 2t2x9
´

9x8

20
´

t2x12

4
+ x9 + t2x9

´
t2x12

12
´

9x11

55
´

t2x15

10
+

2
5

x5

= ´
1
4

x8
´

1
33

x11
)

dx

=
1
5

x2 + x3 + t2x3 +
7

50
x5
´

1
6

t2x6 +
1
6

x6
´

4
165

x8
´

1
9

t2x9 + O(x10)

u2(x, t)) = L´1
(
(18x + 9x4)u1 + y1tt

)
=

ż x

0
x´4

(
ż x

0
x4
(
(18x + 9x4)(

1
5

x2 + x3 + t2x3 +
7

50
x5
´

1
6

t2x6 +
1
6

x6
´

4
165

x8
´

1
9

t2x9)

+(2x3
´

x6

3
´

2
9

x9)

)
dx
)

dx

=

ż x

0
x´4

(
9

20
x8 + 2x9 + 2t2x9 +

63
275

x11
´

1
4

x12t2
´

36
1155

x14
´

2
15

t2x15 +
9

55
x11 +

3
4

x12

+
3
4

t2x12 +
63
700

x14
´

t2

10
x15
´

18
1403

x17
´

t2

14
x14 +

x8

4
´

x11

33
´

x14

63

)
dx

=
7

50
x5 +

1
3

x6 +
1
3

t2x6
´

79
6600

x8 +
1
9

x9 +
1

18
x9t2 + O(x10)

u3(x, t)) = L´1
(
(18x + 9x4)(u2) + y2tt

)
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=

ż x

0
x´4

(
ż x

0
x4
(
(18x + 9x4)(

7
50

x5 +
x6

3
+

x6

3
t2
´

79
6600

x8 +
x9

9
+

x9

18
t2)+

2
3

x6 +
x9

9

)
dx
)

dx

=

ż x

0
x´4

(
63
25

x11 +
3
4

x12 +
3
4

x12t2
´

711
46200

x14 +
1

15
x15 +

x15

15
+

63
700

x14 +
x15

5
+

x15

5
t2

´
711

112200
x17 +

x18

18
+

x18

36
t2 +

2
33

x11 +
x13

117

)
dx

=
239
6600

x8 +
1

18
x9 +

1
18

t2x9 + O(x10)

La solution sous la forme d’une série est donnée par :

u(x, t) = t2 +

(
1 + x2 +

x6

2!
+

x9

3!
+ ......

)

Qui est donnée la solution exacte :

u(x, t) = t2 + ex3

Type non linéaires

Exemple 1 :

$

&

%

uxx +
5
x ux + (24t + 16t2x2)eu ´ 2x2e

u
2 = ut

u(0, t) = 0, ux(0, t) = 0

tq :

Ly = ´(24t + 16t2x2)eu + 2x2e
u
2 + ut

On applique L´1 aux deux cotés :

L´1(uxx +
5
x

ux) = L´1
(
´(24t + 16t2x2)eu + 2x2e

u
2 + ut

)
ż x

0
x´5

(
ż x

0
x5(uxx +

5
x

ux)dx
)

dx = L´1
(
´(24t + 16t2x2)eu + 2x2e

u
2 + ut

)
ż x

0
x´5

(
ż x

0
x5uxx + 5x4uxdx

)
dx = L´1

(
´(24t + 16t2x2)eu + 2x2e

u
2 + ut

)
ż x

0
x´5

[
x5ux ´

ż x

0
5x4uxdx +

ż x

0
5x4uxdx

]
dx = L´1

(
´(24t + 16t2x2)eu + 2x2e

u
2 + ut

)
ż x

0
uxdx = L´1

(
´(24t + 16t2x2)eu + 2x2e

u
2 + ut

)
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En utilisant les conditions initiales on obtient :

u(x, t) = L´1
(
´(24t + 16t2x2)eu + 2x2e

u
2 + ut

)
La relation de récurrence devient :

u0(x, t) = 0

uk+1(x, t) = L´1(´(24t + 16t2x2)Ak + 2x2Bk + ukt), k ě 0

Où Ak, Bk sont des polynômes Adomian pour les termes non linéaires N(u) = eu et

M(u) = e
u
2 donner par :

A0 = eu0

A1 =
1
1!

d
dλ

N [u0 + λu1]λ=0

= u1eu0+λu1

= u1eu0

A2 =
1
2!

d2

dλ2 N
[
u0 + λu1 + λ2u2

]
λ=0

=
1
2!

[
2u2N1(u0 + λu1 + λ2u2) + (u1 + 2λu2)

2N2(u0 + λu1 + λ2u2))
]

λ=0

=
1
2!

[
2u2N1(u0) + u2

1N2(u0)
]

=

(
u2 +

u2
1

2!

)
eu0

A3 =
1
3!

d3

dλ3 N
[
u0 + u1λ + u2λ2 + u3λ3

]
λ=0

=
1
6
[6u3N1(u0 + u1λ + u2λ2 + u3λ3) + (u1 + 2λu2 + 3λ2u3)N1(u0 + u1λ + u2λ2 + u3λ3)

(2u2 + 6λu3) + 2(2u2 + 6λu3)(u1 + 2λu2 + 3λ2u3)N2(u0 + u1λ + u2λ2 + u3λ3)

+ (u1 + 2λu2 + 3λ2u3)
3N3(u0) + u1λ + u2λ2 + u3λ3)]λ=0

=
1
6
[6u3N1(u0) + (u1 + 2λu2 + 3λ2u3)N1(u0)(2u2 + 6λu3) + 2(2u2 + 6λu3)

(u1 + 2λu2 + 3λ2u3)N2(u0) + (u1 + 2λu2 + 3λ2u3)
3N3(u0)]λ=0

=

(
u3 + u1u2 +

u3
1

6

)
+ eu0
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et

B0 = e
u0
2

B1 =
1
1!

d
dλ

M [u0 + λu1]λ=0 =
1
2

u1e
u0
2

B2 =
1
2!

d2

dλ2 M
[
(u0 + λu1 + λ2u2)

]
λ=0

=
1
2

[
2u2M1(u0) + u2

1M2(u0)
]

=

(
1
2

u2 +
y2

1
8
+

)
e

u0
2

B3 =
1
3!

d3

dλ3 M
[
u0 + u1λ + u2λ2 + u3λ3

]
λ=0

=
1
6
[6u3M1(u0 + u1λ + u2λ2 + u3λ3) + (u1 + 2λu2 + 3λ2u3)N1(u0 + u1λ + u2λ2 + u3λ3)

(2u2 + 6λu3) + 2(2u2 + 6λu3)(u1 + 2λu2 + 3λ2u3)M2(u0 + u1λ + u2λ2 + u3λ3)

+ (u1 + 2λu2 + 3λ2u3)
3M3(u0 + u1λ + u2λ2 + u3λ3)]λ=0

=
1
6
[6u3M1(u0) + (u1 + 2λu2 + 3λ2u3)M1(u0)(2u2 + 6λu3) + 2(2y2 + 6λu3)

(u1 + 2λu2 + 3λ2u3)M2(u0) + (u1 + 2λu2 + 3λ2u3)
3M3(u0)]λ=0

=

(
1
2

u3 +
u1u2

4
+

u3
1

48

)
e

u0
2

respectivement

Donc, les premières composants sont déterminés comme suivant :

u0(x, t) = 0

u1(x, t) =
ż x

0
x´5

ż x

0
x5(´(24t + 16t2x2)A0 + 2x2B0 + u0t dxdx

=

ż x

0
x´5

ż x

0
x5(´(24t + 16t2x2)eu0 + 2x2e

u0
2 dxdx

=

ż x

0
x´5(´24t

x6

6
´ 16t2 x8

8
+ 2

x8

8
)dx

= ´tx2
´

1
2

t2x4 +
1
16

x4

u2(x, t) =
ż x

0
x´5

ż x

0
x5(´(24t + 16t2x2)A1 + 2x2B1 + u1t dxdx

=

ż x

0
x´5

ż x

0
x5(´(24t + 16t2x2)u1e

u0
2 + x2u1e

u0
2 ´ 2x2

´ tx4)dxdx

=
3
2

t2x4 +
44
60

t3x6
´

3
60

tx6
´

6
240

tx6 +
2

24
x8
´

2
32

x4
´

1
64

t2x8 +
1

1536
x8

= ´
1

16
x4 +

3
2

t2x4 +

(
11
15

t3
´

3
40

t
)

x6 +

(
1

12
t4
´

1
64

t2 +
1

1536

)
x8
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u3(x, t) =
ż x

0
x´5

ż x

0
x5(´(24t + 16t2x2)A2 + 2x2B2 + u2t dxdx

=

(
3

40
t´

5
7

t3
)
+

(
7

64
t2
´

11
7680

´
61
60

t4
)

x8 + O(x10)

u4(x, t) =
ż x

0
x´5

ż x

0
x5(´(24t + 16t2x2)A3 + 2x2B3 + u3t dxdx

=

(
43
30

t4
´

3
32

t2 +
1

1280

)
x8 + O(x10)

par conséquent, la solution en série est donnée par :

u(x, t) = ´2
(

t2x2
´

1
2

t2x4 +
1
3

t3x6
´

1
4

t4x8 + ......
)

et sous la forme :

u(x, t) = ´2 + ln(1 + tx2)

Exemple 2 :

$

&

%

uxx +
6
x ux + (14t + x4)u + 4tu ln u = utt

u(0, t) = 1, ux(0, t) = 0

tels que :

Ly = ´(14t + x4)u´ 4tu log u + utt

On applique L´1 aux deux cotés :

L´1(uxx +
6
x

ux) = L´1
(
´(14t + x4)u´ 4tu ln u + utt)

)
ż x

0
x´6

(
ż x

0
x6(uxx +

5
x

ux)dx
)

dx = L´1
(
´(14t + x4)u´ 4tu ln u + utt

)
ż x

0
x´6

(
ż x

0
x6uxx + 5x4uxdx

)
dx = L´1

(
´(14t + x4)u´ 4tu ln u + utt

)
ż x

0
x´6

[
x5ux ´

ż x

0
5x4uxdx +

ż x

0
5x4uxdx

]
dx = L´1

(
´(14t + x4)u´ 4tu ln u + utt)

)
ż x

0
uxdx = L´1

(
´(14t + x4)u´ 4tu ln u + utt

)
D’après les conditions initiales l’équation devient :

u(x, t) = 1 + L´1
(
´(14t + x4)u´ 4tu ln u + utt

)
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La relation de récurrence devient :

u0(x, t) = 1

uk+1(x, t) = L´1(´(14t + x4)uk ´ 4Ck + uktt)dxdx, k ě 0

où Ck sont des polynômes d’Adomian pour le terme non linéaire N(u) = u ln u donnés

par :

C0 = N(u0) = u0ln(u0)

C1 =
d

dλ
[(u0 + λu1) ln(u0 + λu1]λ=0

= [u1 ln(u0 + λu1) + u1(u0 + λu1) ln(u0 + λu1)]λ=0

= u1(1 + ln(u0))

C2 =
1
2!

d2

dλ2

[
(u0 + λu1) + λ2u2 ln(u0 + λu1) + λ2u2

]
λ=0

=
1
2

[
(u1 + 2λu2) ln(u0 + λu1) + λ2u2) + (u1 + 2λu2)(u0 + λu1 + λ2u2) ln(u0 + λu1)

+λ2u2)
]

λ=0

= u2 + (1 + ln(u0) +
u2

1
2u0

C3 =
1
3!

d3

dλ3

[
(u0 + λu1) + λ2u2 + λ3u3 ln(u0 + λu1) + λ2u2 + λ3u3

]
λ=0

= u3(1 + ln(u0) +
u1u2

u0
´

u3
1

6u2
0
)

ce qui entrain par identification :

u0(x, t) = 1

u1(x, t) = L´1(´14t + x4)u0 ´ 4tC0 + u0tt)

=

ż x

0
x´6

ż x

0
x6(´14t + x4)dxdx

=

ż x

0
x´6(´2x7t´

x11

11
)dx

= ´tx2
´

1
66

x6

u2(x, t) = L´1(´14t + x4)u1 ´ 4tC1 + u1tt)

=

ż x

0
x´6

ż x

0
x6(´14t + x4)(´tx2

´
1

66
x6)´ 4t(u1(1 + ln(u0)))dxdx

=

ż x

0
x´6

ż x

0
x6
(
(´14t + x4)(´tx2

´
1
66

x6)´ 4t(´tx2
´

1
66

x6)

)
dxdx

u2(x, t) = L´1(´14t + x4)u1 ´ 4tC1 + u1tt)
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=

ż x

0
x´6

ż x

0
x6(´14t + x4)(´tx2

´
1

66
x6)´ 4t(u1(1 + ln(u0)))dxdx

=

ż x

0
x´6

ż x

0
x6
(
(´14t + x4)(´tx2

´
1
66

x6)´ 4t(´tx2
´

1
66

x6)

)
dxdx

=

ż x

0
x´6

(
14
9

t2x2
´

14
858

tx13
´

x16

1056
+

4
9

t2x9 +
4

858
tx13

)
dx

=
1
2

t2x4 +
7

572
tx8 + O(x10)

u3(x, t) = L´1(´14t + x4)u2 ´ 4tC2 + u2tt)

=

ż x

0
x´6

ż x

0
x6

(
(´14t + x4)(

1
2

t2x4 +
7

572
tx8)´ 4t(u2 + (1 + ln(u0) +

u2
1

2u0
) + x4

)

= ´
1
6

t3x6 +
1

66
x6 + O(x10)

u4(x, t) = L´1(´14t + x4)u3 ´ 4tC3 + u3tt)

=

ż x

0
x´6

ż x

0
x6(´14t + x4)(´

1
6

t3x6 +
1

66
x6)´ 4t(u3(1 + ln(u0) +

u1u2

u0
´

u3
1

6u2
0
))´ tx6)dxdx

=
1

24
t4x8

´
7

572
tx8 + O(x10)

Par conséquent, la solution est sous la forme d’une série :

u(x, t) = 1´ t2x2 +
1
2!

t2x4
´

1
3!

t3x6 +
1
4!

t4x8 + ......

et sous la forme :

u(x, t) = e´tx2

3.2 Équation Dispersive Du 3me Ordre

Nous proposons une nouvelle approche pour résoudre les équations du 3me ordre aux

dérivées partielles dans les espaces multidimensionnels et de dimension supérieure par la

méthode de d’ADM.

Dans cette section, on va présenter comment approcher analytiquement l’équation dis-

persive du 3meordre pour obtenir la solution exacte par la méthode d’ADM
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3.2. ÉQUATION DISPERSIVE DU 3ME ORDRE

3.2.1 Méthode de résolution :

Équation Dispersive Multidimensionnel

l’équation dispersive linéaire du 3me ordre est donnée par :

du
dt

+ a
d3u
dx3 = g(x, t), L0 ă x ă L, t ą 0, a ą 0 (3.18)

Les conditions initiales :

u(x, 0) = f (x) (3.19)

Les conditions aux limites associées à (3.18) seront :

u(0, t) = f0(t)

ux(0, t) = f1(t)

uxx(0, t) = f2(t)

(3.20)

On définit l’opérateur différentiel L par :

L =
d
dt

(3.21)

et l’opérateur inverse :

L´1(.) =
ż t

0
(.)dt (3.22)

L’équation (3.18) devient :

Lu = g(x, t)´ a
d3u
dx3 (3.23)

En opérant avec L´1les deux côtés de l’équation (3.23) :

L´1Lu = L´1
(

g(x, t)´ a
d3u
dx3

)
ż t

0
Ludt = L´1

(
g(x, t)´ a

d3u
dx3

)
u(x, t)´ u(x, 0) = L´1

(
g(x, t)´ a

d3u
dx3

)

On utilise les conditions initiales, l’équation devient :

u(x, t) = f (x) + L´1
(

g(x, t)´ a
d3u
dx3

)
(3.24)
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La méthode de décomposition d’Adomian décompose la solution u(x, t)par série infinie

des composante :

u(x, t) =
8
ÿ

n=0

un(x, t) (3.25)

On remplace (3.25) de deux cotés de (3.24) :

8
ÿ

n=0

un(x, t) = f (x) + L´1(g(x, t))´ aL´1

((
8
ÿ

n=0

un(x, t)

)
xxx

)
(3.26)

On obtient la relation de récurrence suivante :

u0(x, t) = f (x) + L´1(g(x, t))

uk+1(x, t) = ´aL´1(g(x, t))
(3.27)

Équation Dispersive du dimension supérieur

L’équation différentielle partielle linéaire dispersive du 3me ordre dans l’espace dimen-

sionnel peut être définie par :

ut + auxxx + buyyy + cuzzz = g̃(x, y, z, t), L0 ă x, y, z ă L1, t ą 0, a, b, c ą 0 (3.28)

Les conditions initiales :

u(x, y, 0) = f̃ (x, y, z) (3.29)

L’équation (3.28) devient sous forme d’opérateur :

Lu = g̃(x, y, z, t)´ (auxxx + buyyy + cuzzz) (3.30)

On applique L´1 sur les deux côtés de l’équation(3.30) :

L´1Lu = L´1 (g̃(x, y, z, t)´ (auxxx + buyyy + cuzzz)
)

ż t

0
Ludt = L´1 (g̃(x, y, z, t)´ (auxxx + buyyy + cuzzz)

)
u(x, y, z, t)´ u(x, y, z, 0) = L´1 (g̃(x, y, z, t)´ (auxxx + buyyy + cuzzz)

)
En utilisant les conditions initiales, on obtient :

u(x, y, z, t) = f̃ (x, y, z, t) + L´1 (g̃(x, y, z, t)´ (auxxx + buyyy + cuzzz)
)

. (3.31)
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La méthode de décomposition d’Adomoian introduit la solution u(x, y, z)par infinie série

des composantes :

u(x, y, z, t) =
8
ÿ

n=0

un(x, y, z, t) (3.32)

Où les composantes un sont déterminées.

On remplace (3.32) de deux côté de (3.31) :

8
ÿ

n=0

un(x, y, z, t) = f̃ + L´1(g̃)´ L´1

a

(
8
ÿ

n=0

un

)
xxx

+ b

(
8
ÿ

n=0

un

)
yyy

+ c

(
8
ÿ

n=0

un

)
zzz


(3.33)

Pour déterminer les composantes un(x, y, z) on utilise la relation de récurrence suivante :

u0(x, y, z, t) = f̃ (x, y, z) + L´1 (g̃(x, y, z, t))

uk+1(x, y, z, t) = ´L´1
(

aukxxx + bukyyy + cukzzz

)
, k ě 0

(3.34)

Les premières composantes sont données par :

u0(x, y, z, t) = f̃ (x, y, z) + L´1 (g̃(x, y, z, t))

u1(x, y, z, t) = ´L´1
(

au0xxx + bu0yyy + cu0zzz

)
u2(x, y, z, t) = ´L´1

(
au1xxx + bu1yyy + cu1zzz

)
u3(x, y, z, t) = ´L´1

(
au2xxx + bu2yyy + cu2zzz

)
(3.35)

3.2.2 Application :

On va étudier quatre modèles dispersives linéaires.

Exemple 1 :

Soit l’équation dispersive linéaire la plus simple :

$

&

%

ut + 2ux + uxxx = 0, t ą 0

u(x, 0) = sin x
(3.36)

Soit L = d
dt est l’opérateur différentiel et L´1 =

şt
0(.)dt est l’inverse de l’opérateur diffé-

rentiel.

l’équation devient :

Lu = ´2ux ´ uxxx (3.37)
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On applique L´1 de deux côtés de l’équation(3.37)

L´1Lu(x) = ´L´1 (2ux ´ uxxx)
ż t

0
Ludt = ´2L´1 (ux ´ uxxx)

u(x, t)´ u(x, 0) = ´2L´1 (ux ´ uxxx)

En utilisant les conditions initiales, l’équation devient :

u(x, t) = sin x´´2L´1 (ux ´ uxxx) (3.38)

La solution est donnée sous la forme d’une série :

u(x, t) =
8
ÿ

n=0

un(x, t) (3.39)

On remplace (3.39) dans (3.38) :

8
ÿ

n=0

un(x, t) = sin x´ 2L´1

(
8
ÿ

n=0

unx ´

8
ÿ

n=0

unxxx

)
(3.40)

On obtient la relation de récurrence :

u0(x, t) = sin x

uk+1(x, t) = ´2L´1(uk)x ´ L´1(uk)xxx

(3.41)

Les premières composantes sont données par :

u0(x, t) = sin x

u1(x, t) = ´2L´1u0x ´ L´1u0xxx

= ´2
ż t

0
cos xdt +

ż t

0
cos xdt

= ´2t cos x + t cos x

= ´t cos x

u2(x, t) = ´2L´1u1x ´ L´1u1xxx

= ´2
ż t

0
´t sin xdt +

ż t

0
´t sin xdt

= ´2
t2

2
sin x + 2

t2

2
sin x

(3.42)
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= ´
t2

2!

u3(x, t) = ´2L´1u2x ´ L´1u2xxx

= ´2
ż t

0
´

t2

2
cos xdt +

ż t

0
´

t2

2
cos xdt

=
2
6

t3 cos x´
t3

6
cos x

=
t3

3!
cos x

(3.43)

La solution est donnée comme une série :

u(x, t) = sin x
(

1´
t2

2!
+ ......

)
´ cos x

(
t´

t3

3!
+ ....

)
(3.44)

Ceci qui donne la solution exacte :

u(x, t) = sin x cos t´ cos x sin t = sin(x´ t) (3.45)

Exemple 2 :

Nous considérons ensuite l’équation dispersive linéaire dans l’espace dimensionnel

de deux dimensions :
$

&

%

ut + uxxx + uyyy = 0, t ą 0

u(x, y, 0) = cos(x + y)
(3.46)

L’équation devient :

Lu + uxxx + uyyy = 0, t ą 0 (3.47)

On applique L´1 de deux côtés de l’équation(3.47)

L´1Lu = ´L´1 (uxxx + uyyy
)

ż t

0
Ludt = ´L´1 (uxxx + uyyy

)
u(x, t)´ u(x, 0) = ´L´1 (uxxx + uyyy

)
On utilise les conditions initiales, l’équation devient :

u(x, t) = cos(x + y)´ L´1 (uxxx + uyyy
)

(3.48)
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3.2. ÉQUATION DISPERSIVE DU 3ME ORDRE

Alors la relation de récurrence est :

u0(x, y, t) = cos(x + y)

uk+1(x, t) = ´L´1(ukxxx + ukyyy), k ě 0
(3.49)

Les premières composantes sont données par :

u0(x, t) = cos(x + y)

u1(x, t) = ´L´1(u0xxx + u0yyy)

= ´

ż t

0
(´ sin(x + y)dt´

ż t

0
(´ sin(x + y)dt

= ´2t sin(x + y)

u2(x, t) = ´L´1(u1xxx + u1yyy)

= ´

ż t

0
(´2t(´ sin(x + y)dt´

ż t

0
´2t(´ sin(x + y)dt

= ´4(sin(x + y)
t2

2

= ´
(2t)2

2!
sin(x + y)

u3(x, t) = ´L´1(u2xxx + u2yyy)

= ´

ż t

0
(2t2 sin(x + y)dt´

ż t

0
2t2 sin(x + y)dt

= ´4
t3

3!
sin(x + y)

(3.50)

La solution est sous la forme d’une série :

u(x, y, t) = cos(x + y)
(

1´
(2t)2

2!
+ .......

)
´ sin(x + y)

(
(2t)´

(2t)3

3!
+ ....

)
(3.51)

Ce qui donne :

u(x, y, t) = cos(x + y) cos 2t´ sin(x + y) sin 2t = cos(x + y + 2t) (3.52)

On utilise les conditions initiales u(x, y, 0) = sin(x + y) alors la solution exacte :

u(x, y, t) = sin(x + y + 2t) (3.53)
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Exemple 3 :

On considère une équation dispersive du 3me ordre non homogène

$

&

%

ut + uxxx = ´ sin(πx) sin t´ π3 cos(πx) cos t, 0 ă x ă 1, t ą 0, a ą 0

u(x, 0) = sin(πx), 0 ď x ď 1
(3.54)

Et les conditions aux bords :

u(0, t) = 0, ux(0, t) = π cos t, uxx(0, t) = 0, t ą 0 (3.55)

on a

Lu + uxxx = ´ sin(πx) sin t´ π3 cos(πx) cos t (3.56)

On applique L´1 de deux côtés de l’équation (3.56) :

L´1Lu = ´L´1(sin(πx) sin t´ π3L´1(cos(πx) cos t)´ L´1(uxxx)
ż t

0
Ludt = ´L´1(sin(πx) sin t´ π3L´1(cos(πx) cos t)´ L´1(uxxx)

u(x, t)´ u(x, 0) = ´L´1(sin(πx) sin t´ π3L´1(cos(πx) cos t)´ L´1(uxxx)

En utilisant les conditions initiales, l’équation devient :

u(x, t) = sin(πx) cos t´ π3 cos(πx) sin t (3.57)

On obtient la relation de récurrence :

u0(x, y, t) = sin(πx) cos t´ π3 cos(πx) sin t

uk+1(x, t) = ´L´1(ukxxx), k ě 0
(3.58)

Cette relation permet de déterminer les composantes un :

u0(x, t) = sin(πx) cos t´ π3 cos(πx) sin t

u1(x, t) = ´L´1(u0xxx)

= ´L´1
(
´π cos t. cos πx + π6 sin t sin πx

)
= ´

ż t

0

(
´π cos t. cos πx + π6 sin t sin πx

)
dt

= π3 cos πx sin t´ π6 sin πx. cos t + π6 sin πx
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u2(x, t) = ´L´1(u1xxx)

= ´L´1
(

π6 sin t sin πx + π9 cos t. cos πx´ π9 cos πx
)

= ´

ż t

0

(
π6 sin t sin πx + π9 cos t. cos πx´ π9 cos πx

)
= π6 sin πx. cos t + π9 cos πx. sin t´ π9 cos πx.t + π9 cos πx.

On observant que les termes´π3 cos πx etπ3 cos πx apparaissent respectivement dans

les composantes u0 et u1 alors la solution exacte devient :

u(x, t) = sin(πx) cos t (3.59)

3.3 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons démontré que cette méthode est bien adaptée pour at-

teindre une solution analytique des équations aux dérives partielles.

Le choix de l’opérateur différentiel est proposé pour atteindre ce type d’équation, mais il y

a d’autres types d’EDPs, ont été traitée différemment, mais successivement par ADM .

47



Chapitre 4
Comparaison de la méthode de

décomposition d’Adomian et la méthode

de série de Taylor

Ce chapitre est basé essentiellement sur le travail de Abdul-Majid Wazwaz dans l’article

(A comparaison between Adomian decomposition methode and Taylor series methode in the series

solution)[1].

Nous avons fait une comparaison entre la méthode de décomposition d’Adomian et la

méthode de sérié de Taylor pour résoudre des équations différentielles ordinaires.

La solution de l’ADM est donnée par u(x) =
8
ÿ

n=0

un(x) , mais la solution de série de Taylor

est donnée sous la forme u(x) =
8
ÿ

n=0

anxn, les coefficients an de série de Taylor sont déter-

minés par des techniques observées dans la relation de récurrence, par contre, la méthode

de l’ADM détermine les composantes u0......un individuellement avec simple intégrale.

L’objective de deux méthodes est de trouver la solution du problème. De la comparaison

on voudrais savoir qu’elle est la méthode la plus simple et plus pratique.

La comparaison entre les deux méthodes Adomian et Série de Taylor sera faite sur des

exemples.

48



4.1. EXEMPLE 1(CAS LINÉAIRE)

4.1 Exemple 1(cas linéaire)

Nous considérons le problème suivant :

$

&

%

exu2 + xu = 0

u(0) = A, u1(0) = B
(4.1)

4.1.1 Résolution du problème par la méthode de décomposition d’ADM

L’équation (4.1) peut être écrite sous la forme :

Lxxu = ´xe´xu (4.2)

Où Lxxu = d2

dx2 est l’opérateur différentiel de second ordre.

et on définit l’inverse de l’opérateur Lxxu par L´1
xx (.) =

şx
0

şx
0(.)dxdx.

On applique L´1
xx des deux cotés de (4.2) :

L´1
xx (Lxxu) = L´1

xx
(
´xe´xu

)
u(x)´ u(0)´ xu1(0) = L´1

xx
(
´xe´xu

)

D’après les conditions initiales on obtient :

u(x) = A + Bx´ L´1
xx
(
´xe´xu

)
(4.3)

La méthode de décomposition d’Adomian consiste à décomposer u(x), c-à-d :

u(x) =
8
ÿ

n=0

un(x) (4.4)

On remplace (4.4) dans (4.3), on obtient :

8
ÿ

n=0

un(x) = A + Bx´ L´1
xx

(
´xe´x

8
ÿ

n=0

un(x)

)
(4.5)

On utilise la relation de récurrence suivante :
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4.1. EXEMPLE 1(CAS LINÉAIRE)

$

’

’

&

’

’

%

u0(x) = A + Bx

uk+1(x) = ´L´1
xx

(
xe´x

8
ÿ

n=0

un(x)

)
, k ě 0

(4.6)

En conséquence on trouve :

u0(x) = A + Bx.

u1(x) = ´L´1
xx (xe´xu0) = ´L´1

xx

(
A

8
ÿ

n=0

(´1)n

n!
xn+1 + B

8
ÿ

n=0

(´1)n

n!
xn+2

)

= ´L´1
xx

(
x
8
ÿ

n=0

(´1)n

n!
xn(A + Bx)

)

= ´L´1
xx

(
A

8
ÿ

n=0

(´1)n

n!
xn+1 + B

8
ÿ

n=0

(´1)n

n!
xn+2

)

= ´

ż x

0

ż x

0

(
A

8
ÿ

n=0

(´1)n

n!
xn+1 + B

8
ÿ

n=0

(´1)n

n!
xn+2

)
dxdx

= ´A
ż x

0

8
ÿ

n=0

(´1)nxn+2

(n + 2)n!
dx´ B

ż x

0

8
ÿ

n=0

(´1)nxn+3

(n + 3)n!
dx

= ´A
8
ÿ

n=0

(´1)n

(n + 1)(n + 2)n!
xn+3

´ B
8
ÿ

n=0

(´1)n

(n + 4)(n + 3)n!
xn+4

= ´A
(

1
6

x3
´

1
12

x4 +
1

40
x3
´ ...

)
´ B

(
1
12

x4
´

1
20

x5 +
1

60
x6
´ ......

)
.

(4.7)

Au vus de (4.7), la solution sous la forme de série :

u(x) = A
(

1´
1
6

x3 +
1

12
x4
´

1
40

x5 + ...
)
+ B

(
x´

1
12

x4 +
1

20
x5
´

1
60

x6 + ....
)

(4.8)

4.1.2 Résolution du problème par la méthode de série de Taylor

La méthode de la série de Taylor introduit la solution par une série infinie donnée par :

u(x) =
8
ÿ

n=0

anxn (4.9)

on a :u1(x) =
8
ÿ

n=0

nanxn´1

:u2(x) =
8
ÿ

n=0

n(n´ 1)anxn´2
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4.1. EXEMPLE 1(CAS LINÉAIRE)

On remplace l’équation(4.9) dans les deux côtés de l’équation (4.1) :

ex

(
8
ÿ

n=2

n(n´ 1)anxn´2

)
+

8
ÿ

n=0

anxn+1 = 0 (4.10)

ex

(
8
ÿ

n=2

n(n´ 1)anxn´2

)
= ´

8
ÿ

n=0

anxn+1 (4.11)

On a ex =
8
ÿ

n=0

xn

n!
donc de manière équivalente :

(
8
ÿ

n=0

xn

n!

)(
8
ÿ

n=0

n(n´ 1)anxn´2

)
= ´

8
ÿ

n=0

anxn+1 (4.12)

Les coefficient an, n ě 0 sont déterminées en égalisant les coefficients de puissance de x

similaire à partir d’une relation récurrence formelle mais elle est difficile à établir.

Nous multiplions la série concernées terme par terme six itérations :

(
5

ÿ

n=0

xn

n!

)(
5

ÿ

n=0

n(n´ 1)anxn´2

)
= ´

5
ÿ

n=0

anxn+1

(1 + x +
x2

2
+

x3

6
+

x4

24
+

x5

120
)(2a2 + 6a3x + 12a4x2 + 20a5x3) = ´a0x´ a1x2

´ a2x3

´ a3x4
´ a4x5

´ a5x6

ñ 2a2 + 6a3x + 12a4x2 + 20a5x3 + 2a2x + 6a3x2 + 12a4x3 + 20a5x4 + a2x2 + 3a3x3 + 6a4x4 + 10a5x5

+
a2

3
x3 + a3x4 + 2a4x5 +

10
3

a5x6 +
1

12
a2x4 +

1
4

a3x5 +
a4

2
x6 +

5a5

6
x7 +

a2

60
x5 +

a5

6
x8

= ´a0x´ a1x2
´ a2x3

´ a3x4
´ a4x5

´ a5x6

Par identification, on a :
2a2 = 0.

2a2 + 6a3 = ´a0.

12a4 + a2 + 6a3 = ´a1

20a5 + 12a4 + 3a3 +
a2

3
= ´a2.

20a5 + 6a4 + a3 +
a2

12
= ´a3.

10a5 + 12a4 + a3 +
a2

60
= ´a4

10
3

a5 +
a4

2
+

a3

20
= ´a5.

On pose a0 = A et a1 = B, alors on obtient :
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4.2. EXEMPLE 2 (CAS NON LINÉAIRE)

a0 = A.

a1 = B.

2a2 = 0 ñ a2 = 0.

2a2 + 6a3 = ´a0 ñ a3 = ´
1
6

A.

6a3 = ´12a4 ´ a2 ´ a3 ñ a4 = ´
1

12
A´

1
12

B.

20a5 + 12a4 + 3a3 +
a2

3
= ´a2 ñ a5 = ´

1
40

A +
1
20

B.

Donc :

u(x) = A
(

1´
1
6

x3 +
1

12
x4
´

1
40

x5 + ...
)
+ B

(
x´

1
12

x4 +
1

20
x5
´

1
60

x6 + ....
)

4.2 Exemple 2 (cas non linéaire)

On considère le problème suivant :

u1 =
u2

1´ xu
, u(0) = 1 (4.13)

et de manière équivalente, on va appliquer et comparer les deux méthodes.

4.2.1 Résolution du problème par la méthode de décomposition d’ADM

On forme d’opérateur, on peut écrire (4.13)comme.

Lxu = xuu1 + u2, u(0) = 1 (4.14)

où Lx = d
dx est l’opérateur différentiel ordinaire , et L´1

x (.) =
şx

0(.)dx est l’opérateur d’inté-

grale.

On applique L´1
x de deux côtés de l’équation (4.14) :

L´1
x Lxu = L´1

x

(
xuu1 + u2

)
ż x

0
Ludx = L´1

x

(
xuu1 + u2

)
u(x)´ u(0) = L´1

x

(
xuu1 + u2

)
En utilisant les conditions initiales, on trouve :

u(x) = 1 + L´1
x

(
xuu1 + u2

)
(4.15)
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4.2. EXEMPLE 2 (CAS NON LINÉAIRE)

chacun des termes non linaires uu1 et u2 écrivent sous forme d’une série de puissance don-

née par :

uu1 =
8
ÿ

n=0

An (4.16)

u2 =
8
ÿ

n=0

Bn (4.17)

où An etBn sont les polynômes d’Adomian correspondant a les termes non linéaires uu1 et

u2 respectivement.

Calculons les polynômes d’Adomian sont définis comme suite :

$

’

’

&

’

’

%

A0(u0) = N(u0)

An(u0, u1, u2, ....., un) =
1
n!

[
Bn

Bλn

(
n

ÿ

i=0

λiui

)]
λ=0

(4.18)

Ce qui donne :

A0 = N(u0) = u0u10.

A1 =
1
1!

d
dλ

[
N(λ0u0 + λ1u1)

]
λ=0

=
d

dλ

[
(u0 + λu1) (u0 + λu1)

1
]

λ=0

= u1 (u10 + λu11) + u11 (u0 + λu1)

= u1.u10 + u11u0.

A2 =
1
2!

d2

dλ2 N
[
u0 + λu1 + λ2u2

]
λ=0

=
1
2

d2

dλ2

[
(u0 + λu1 + λ2u2)(u0 + λu1 + λ2u12)

]
λ=0

=
1
2

[
2u2.

(
u0 + λu1 + λ2u2

)1
+ (u1 + 2λu2) + 2u12.

(
u0 + λu1 + λ2u2

)
+

(u1 + 2λu2) . (u1 + 2λu2)
1
]

= u2u10 + u11u1 + u12u0.

.

.
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4.2. EXEMPLE 2 (CAS NON LINÉAIRE)

et
B0 = N(u0)

= u2
0.

B1 =
1
1!

d
dλ

N(λ0u0 + λ1u1)

=
1
1!

d
dλ

[
(λ0u0 + λ1u1)

2
]

λ=0

= 2u1u0.

B2 =
1
2!

d2

dλ2 N
(

u0 + λu1 + λ2u2

)
=

1
2!

d2

dλ2

[
(u0 + λu1 + λ2u2)

2
]

λ=0

= 2u2u0 + u2
1.

.

.

On remplace l ’équation (4.4),(4.17) et (4.16)de deux cotés de l’équation (4.15),donner :

8
ÿ

n=0

un(x) = 1 + L´1
x

(
8
ÿ

n=0

xAn

)
+ L´1

x

(
8
ÿ

n=0

Bn

)
(4.19)

Les composantes (u0, u1, ....un) sont déterminés de manier récurrente avec des intégrales

simples, et la relation de récurrence est donnée par :

$

&

%

u0 = 1

uk+1 = L´1
x (xAk) + L´1

x (Bk) k ě 0
(4.20)
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4.2. EXEMPLE 2 (CAS NON LINÉAIRE)

Ce qui implique :

u0 = 1.

u1 = L´1
x (xA0) + L´1

x (B0)

=

ż x

0
xu0u10dx +

ż x

0
u2

0dx

=
x2

2
.0 + x = x.

u2 = L´1
x (xA1) + L´1

x (B1)

=

ż x

0
xu1u10dx + u11u0dx +

ż x

0
2u0u1dx

=
2x2

2
+

x
2
=

3x2

2

u3 = L´1
x (xA2) + L´1

x (B2)

=

ż x

0
x(u10 + u2 + u11u1 + u12u0)dx +

ż x

0
2u0u2 + u2

1dx

=

ż x

0
4x2dx +

ż x

0
4x2dx =

8x3

3
.

La solution de l’équation (4.13) est donnée sous la forme d’une série :

u(x) = 1 +
3
2

x2 +
8
3

x3 + ...... (4.21)

4.2.2 Résolution du problème par la méthode de Série de Taylor

On a :

u(x) =
8
ÿ

n=0

anxn. (4.22)

On remplace la valeur de u(x) dans (4.13) :

8
ÿ

n=1

nanxn´1 =

(
8
ÿ

n=0

anxn+1

)(
8
ÿ

n=1

anxn´1

)
+

(
8
ÿ

n=0

anxn

)2

(4.23)

Il est clair que le calcul de ces séries de puissance est difficile, pour ce problème Bender et

Orzague développent une expression donnée par :

an =
(n + 1)(n´1)

n!
, n ě 0. (4.24)

Et on utilisant cette relation pour calculer les coefficients de an :
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4.3. CONCLUSION :

a0 =
(0 + 1)(0´1)

0!
= 1.

a1 =
(1 + 1)(1´1)

1!
= 1.

a2 =
(2 + 1)(2´1)

2!
=

3
2

.

a3 =
(3 + 1)(3´1)

3!
=

8
3

.

a4 =
(4 + 1)(4´1)

4!
=

125
4!

.

D’où la solution est :

u(x) = 1 +
3
2

x2 +
8
3

x3 +
125
4!

x4......

4.3 Conclusion :

Les deux méthodes ont été appliquées séparément aux équations différentielles ordi-

naires linéaires et non linéaires, l’étude montre que la méthode de décomposition est simple

et facile a utilisée, peut d’itération avec simple intégrales bien que la méthode de sérié de

Taylor donne le même résultat obtenu par la méthode de décomposition mais avec plus de

calcule et la relation de récurrence n’a pas été facile à obtenir.

Cette comparaison confirme que la résolution d’équation différentielle peut être atteinte

calcul assez simple, utilisant la méthode de décomposition d’Adomian.
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Conclusion générale :

La méthode que nous avons examinée est puissante et simple a utiliser, qui consiste à la

composition de l’opérateur non linéaire sous forme d’une série dont les éléments sont les

polynômes d’Adomian.

Nous avons présentés les grands principes de la méthode d’ADM, en démontrer la

convergence , aussi on propose la technique de calcule les polynômes d’Adomian , en effet

on a appliqué cette méthode sur des équations différentielles ordinaires et des équations

aux dérivées partielles.

Nous avons terminée ce travail par une comparaison entre la méthode d’ADM et la

méthode de série de Taylor.
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