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Résumé

Dans notre travail, dans un premier lieu, on définit I'identité d’Hermite et on donne
quelques notions générales et propriétés concernant la théorie analytique des nombres, et
on présente quelques exemples pour montrer que l'identité d’Hermite a un réle trés impor-
tant dans les calculs des sommes, et encore de prouver quelques inégalités qui contiens la
partie entiére. Ensuite, on présente une généralisation sur l'identité d’Hermite et quelques
résultats avec les démonstrations détaillés, et on termine par deux applications sur ces
résultats.



NOTATIONS GENERALES

Certaines notations seront utilisées tout au long de ce mémoire que nous lisons ci-
dessous :

R ensemble des nombres réels.

Z ensembles des nombres entiers.

N ensembles des nombres naturels.

N* ensembles des nombres naturels sauf 0.

| ] partie entier de x.

{z} partie fractionnaire de x.

pgcd(a, b) le plus grand diviseur commun de a et b.
alb n divise m.

a = b[n| a et b sont congruents modulo n.
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INTRODUCTION

L’identité d’Hermite est une identité qui calcule la valeur d’une sommation impliquant
la fonction partie entiére |.|. Il est nommé d’aprés Charles Hermite, un mathématicien
francais qui a fait des recherches au cours Le dix-neuviéme siécle. Il est utile pour ré-
soudre des équations, prouver des inégalités, calculer des sommes, etc. .., impliquant des
fonctions partie entiére.

Etant donné un nombre réel x, on utilise la notation || pour dénoter le plus grand en-
tier qui est plus petit ou égal & x. De plus, on utilise la notation {x} pour dénoter la partie
fractionnaire de z, qui est défini par, {} = x — |x]. Les problémes impliquant la fonction
partie entiére et la fonction partie fractionnaire ont intéressé les mathématiciens, en par-
ticulier en théorie des nombre depuis plus de 100 ans. Par exemple, le fameux probléme
des diviseurs de Dirichlet consiste & obtenir une estimation de la somme ) _, d(n), qui
peut étre écrit sous la forme suivante -

ORI (A

n<N n<N

Comprendre les propriétés de la fonction partie entiére peut étre conduire a une meilleure
estimation de (A) et d’autres sommes similaires. Pour plus de détails sur le probléme des
diviseurs de Dirichlet, voir par exemple [13, 2, 11, 12|

D’autres sommes impliquant la fonction partie entiére sont également considérées par
Jacobsthal [7], Carlitz [3]|, Grimson [5], et récemment par Tverberg [11], nous rappelons
I'identité d’Hermite qui déclare que

k
Z {x—l——JanxJ pour tout z € R et n € N*.
n

0<k<n-—1

L’objectif de ce mémoire est de donner la démonstration de cette identité et encore
sa généralisation et quelques applications. L’essentiel du travail que nous présentons une
preuve alternative d’une formule qui généralise I'identité d’Hermite, notre preuve repose
sur l'expansion de type Fourier pour la fonction |.| et sur une formule trigonométrique.
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Ce travail consiste en deux chapitres :

Dans le chapitre I, nous faisons quelques définitions et propriétés de base en théorie des
nombres, et nous donnons la démonstration de I'identité d’Hermite et quelques exemples.

Dans le chapitre II, nous introduirons une généralisation de l'identité d’Hermite et
étendrons les résultats, et finalement on voir deux application, la premiére nous considé-
rons la somme ci-dessus lorsque k varie de 0 a F},, — 1, ou F}, est le terme général de la

suite de Fibonacci [3] et la deuxiéme application sur la somme S, p.,,, (N), introduite par
Jacobsthal [7].



CHAPITRE 1
L’IDENTITE D’HERMITE

Dans ce chapitre, on va donner quelques éléments essentiels sur les théories des nombres,
qui sont nécessaires, pour la suite de notre travail, comme la partie entier, la divisibilité,
les congruences et dans la section 1.3, nous donnons l'identité d’Hermite et sa démons-
tration, et quelques exemples.

1.1 Définitions et quelques propriétés

Définition 1. Si z est un réel, la partie entiére de x est le plus grand entier k qui vérifie
k<ux, keZ. Alors la partie entiére de x est I’entier unique k qui vérifier :

k<z<k+1.

Z'e 2] <z < || +1.

La partie fractionnaire de x, est la différence entre ce nombre et sa partie entiére, i.e

{z} =2 —|z].

5 -—
4 -—
3 -—
2 o—
1 G
; ; ; ' I
5 4 3 2 7‘1 1 2 3 4 5 o
o— X
*— 2T
-~— 3
e 4
-— 5

FIGURE 1.1 — La fonction parie entiére
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FIGURE 1.2 — La fonction parie fractionnaire

Par exemple :
— |43 =4 et {43} =0.3

— |—24] =-3et {-24} =04

— |7 =T7et {7} =0
Proposition 1. Soit x un réel et k un entier. Alors
lz+ k| =|z]|+k

et donc
{x+k}={z}+k

Preuve 1.
Pour tout x € R, et pour tout entier k, d’aprés la définition de la partie entiére de x, on
a

k+|z] <k+x<k+|z|+1.
On pose N =k + || ce qui implique que N est entier tel que

N<zxz+k<N+1,

donc
lz+ k] =N=|z] +k

Alors
|z + k] =|z] + k.

Proposition 2. Soit x un réel. Alors :

stx €

=] + -] :{ (El, six & 7.

Preuve 2.
Cas 1 :x€Z
Dans ce cas x est un entier, puisque —x est également un entier donc |—x| = —x et



1.2. LA STRUCTURE MULTIPLICATIVE DES ENTIERS 11

x| = .
Alors Nz € Z

Cas 2 :2¢7Z

D’apres la définition de la partie entiere de x, on a
lz] <z < |x]+1,

et comme x ¢ 7 , alors

] <z
D’autre part
r<|z]+1 = —-1-|z|<-—x,
donc
—1—|z| < —x.

L’inégalité |z | < x, impligue —x < —|z| = (=1 — |z]|) + 1, par conséquent,
—l-lo) < -z < (=1 [z]) +1,
et par la définition de la partie entiere, on a

|—z] = —1— =],
d’ot
o] + |—a] = 1.

1.2 La structure multiplicative des entiers
1.2.1 Divisibilité

b
Définition 2. Soit a,b € Z avec a # 0, on dit que a divise b et on écrit alb si — € Z,
a

c’est-a-dire si il existe k € Z tel que b = ak.
Dans ce cas, on dit aussi que b est divisible par a, ou que a est un diviseur de b ou que b.
est un multiple de a.

Lemme 1. Soit (a,b) € Z* avec a # 0.
Si alb et alc, alors a|(bu + cv) pour tout (u,v) € Z

Preuve 3.
Si alb et alc implique b = ka et ¢ = K'a tel que (k, k') € Z*, donc

bu + cv = kau + k' av
=a (ku+ k'v) .
——
—Mez

Depuis ku + k'v est un entier alors a divise bu + cv. [ |
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Lemme 2. (Division euclidienne).
Soient a,b € Z avec a # 0, il existe q,r € Z uniques tels que

a=bg+r e 0<r<|b.

Les nombres q et r sont appelés le quotient et le reste de la division de b par a, respecti-
vement.

Preuve 4.
Supposant il existe deux couples (q,r) et (¢',r") tels que

Z _ ZZ,_:—TT, } = b(q - q/) = T/ -

Alors, |b(q —¢")| = |r" —r| = |bl.lg = ¢| = | —r| < |b|.

Autrement dit |b].]g — ¢'| < |b| = 0<|¢—¢| < 1, donc |¢g—¢| =0< q—¢ =0,
autrement dit ¢ = ¢'.

Maintenant on montre que r =r', déja on a b(q—¢') =r' —r et comme q = q' on trouve
r—r=0=r=r"\

D’ou il existe q,r € Z uniques tels que

a=bg+r et 0<r<|bl.
|

Définition 3. Soit n > 1, un entier n est appelé composé si il existe deux entiers positifs
a et b tels que n = ab.

Un entier n > 1 est dit premier s’il n’est pas composé, i.e, le nombre de ces diviseurs égal
a 2.

Théoréme 1. Soient a,b € Z qui ne sont pas les deux égaux a zéro. Alors, le plus grand
commun diviseur de a et b est une combinaison linéaire de a et b, i.e, il existe deux entiers
u et v tels que

pged(a,b) = au + bu.
Preuve 5.
Le cas oa =0 ou b =0 est facile pged(0;6) =b =0+ b.1.
Supposons maintenant que a et b ne sont pas zéro. Sans perde de généralité, on peut
supposer que a,b € N.

Donc, en utilisant la notation au-dessus, on a que pged(a,b) = by, ot
bo = b1g1 + by

by = baga + b3
by = b3q3 + by

bn—4 - bn—3Qn—3 + bn—2
bn73 = bnf2qnf2 + bnfl
bn—2 = bn—lQn—l + bn
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Avec by = b et by = a, pged(a,b) = b, =b,_9 — by_1gn_1 est une combinaison linéaire de
b,_1 et de b,_s.

Puisque, b,_1 = b,_3—b,_2q,_o est une combinaison linéaire de b,,_o et de b,_3, on trouve
que pgcd(a,b) a la méme propriété. On continue en remplacant b,_o par by,_4 — by _3G,—3
pour trouver que pged(a,b) est une combinaison linéaire de b, 3 et de b,_4. De fagon
inductive, on conclut que pgcd(a,b) est une combinaison linéaire de by et de by, comme
affirmée. [ |

Exemple 1.

Calculer pged(88,27)
Avec 'algorithme d’FEuclide j’obtiens :

88 =27Tx3+1
21=7Tx34+6
T=06x1+1
6=6x1+0.

Donc pged(88,27) =1=7—6=T—(27—7Tx3) =7Tx4—-27=(88—3x27)x4—27 =
88 x 4 — 27 x 13.

Théoréme 2. (Bézout)
Deux entiers positifs a et b sont premiers entre eux si et seulement si, il existe deux entiers
u et v tels que ua +vb =1, 1.e

pged(a,b) =1 < ua+vb = 1.

Preuve 6.
— L’implication pged(a,b) =1 = ua +vb =1 ci clair ( par le théoréme 1 d=1).

— On montre maintenant que ua + vb = 1 = pged(a,b) = 1. Supposons que il existe
u,v € Z tel que ua 4+ vb =1 et on montre que pged(a,b) = 1.
Soit pged(a,b) =d, d € Z, on a
pgcd(a,b) =d = d|a et d|b
=dlau+bv (u,v) € Z (par le lemme 1)
=d|1
=d=1.
Donc pgced(a, b) = 1. [ |

Théoréme 3. (Gausse)
Soient a,b et ¢ des entiers tels que a et b sont premiers entre eux. Si a divise be, alors a
divise c.

Preuve 7.
Soit (a,b,c) € Z3 — {0,0,0}, on a

albc = 3k €Z, bc=ak
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et a et b sont premiers entre euz ¢a veuz dire pged(a,b)=1, alors par le théoréme de Bézout
il existe (u,v) € Z* telle que
ua + vb = 1.

En multipliant cette derniere égalité par ¢ , on obtient

acu + bcv = ¢ mais bc = ak,
acu + kav = ¢
a(cu + kv) = c.
Donc a divise ¢ (car (cu+kv) =k € Z). |

1.2.2 Congruences

Définition 4. Soient a et b deux entiers et n entier naturel.
On dit que a est congru a b modulo n ou que a et b sont congrus modulo n si : a et b ont
le méme reste dans la division euclidienne par n.
On écrit
a=bln] ou b=aln|.

Remarque 1. On peut utilisé la notation suivante a = bmod(n) a la place de a = b[n].

Lemme 3. Soit n € N. On dit que deux nombres a,b € 7 sont congruents modulo n si et
seulement sin|(a —b), i.e
a =b[n] < n|(a—0b).

Preuve 8.

1) Soient a et b congrus modulo n. Il existe q, ¢ et r entiers tels que a = n.q +r et
b=n.q¢ +r avec 0 <r <mn etbh.

Dota—b=n.q—n.q =n.(q—(q), donc n divise (a —b).

2) Supposons que n divise (a — b). Alors il existe un entier k tel que a — b = nk.

Soit r le reste dans la division euclidienne de a parn :a =n.q+1r avec 0 <r < n.
Alorsb=a—nk =n.(q—k)+r avec 0 <r < n et ¢ — k entier, donc r est le reste dans
la division euclidienne de b par n. D’ot a et b ont le méme reste donc a = b[n). |

Définition 5. Une partie S de Z est un systeme de résidus complet mod n si et seulement
St

(i) S an élément,

(it) Sia;,a; € S alors a; # a;[n] pour tout i # j.

Exemple 2.

1. Pour tout n € N, l’ensemble {0,1,...n — 1} est un systéme complet de résidus
modulo n.
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2. {0,1,2,3} est un systéme compléte de résidus modulo 4. D’autres systémes
complets de résidus modulo 4 sont : {1,2,3,4}; {13,14,15,16} ; {—2,—1,0,1};
{—13,4,17,18} ; {31,36,41,46}.

3. Les deux ensembles suivants ne sont pas des systemes de résidus complet modulo
4 :

(a) {—5,0,6,22} car 6 est congru a 22 modulo 4.

(b) {5,15} car un systéme complet de résidus modulo 4 contient exactement 4
éléments.

Lemme 4. Soient n € N et a,b € Z. Si PGCD(a,n) =1, alors ’ensemble
{aj+b:0<j<n-—1}

est un systeme complet de résidus modulo n.

Preuve 9.

Il suffit de montrer que siaj+b=aj +0bn] et0<y4,7 <n—1, alors j = j'.

En effet, on a que n|(aj+b) — (aj’ +b) = a(j — j'). Puisque PGCD(a,n) = 1, alors par

le théoreme de Gausse n|(j — j').

Mais |j— 7| <n—1, donc j—j € [—(n—1),n—1], et comme n|(j —j'), alors j—j =0,
doi j = . m

1.3 Identité de Hermite

Théoréme 4. Soit x un nombre réel. Pour tout entier n > 1, on a

|nz| = - {x + EJ . (1.1)

Preuve 10.
Soit f(x) la différence entre le coté droit et le coté gauche de (1.1)
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Pour toutn > 1,

:Z x—l—k:l_lJ — |nx + 1]

0o+

k

a:—i——J — |nz 4+ 1]
n

k=1 -

n—1
k
= 1 S
|z + J+Z{$+nJ |nx + 1]
k=1
et comme pour tout réel z et pour tout entier k, on a

|2+ k] = |z] + k.

Alors

Dot , f(z+ 1) = f(z).

1
Cette derniere formule montre que la fonction f est —- périodique, alors il suffit de prouver
n

1
qu’elle est nulle sur ["intervalle [O, — { Remarquons tout d’abord que
n

1 k 1
<l-——= 0o <—4z<l——+n=x,

o<k
n n n n
1
n

donc, pour tout x € [0, { on a

1 k
l—-—F2r<l=0<—-—+z<1
n n

Par suite,

N 0<nr <1 N |nx] =0
0<z+i<1 I
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1
D’ou, f(x) =0 sur {O, — {, donc pour tout réel x, f(x) = 0. Par conséquent
n
k
n—1
b0 \‘iL’ + EJ = |nz].
Exemple 3.

Prowver que |2x] + [2y] > [z +y] + [z] + [y].
1l faut admettre qu’il existe des moyens plus simples de prouver cette inégalité.
Par Videntité d’Hermite n =2 on a pour tout réel x |x] + |z + 3| = |2z].Alors

LxJJer—I—%J—i—LvaLLy—F%J > |lz+yl+z]+ |y] = PJF%JJ{H%J > |z +y|

et on ax = |z] + {z} ety = |y| + {y}, donc

Lol o)+ 5|+ [+ G+ 3 2 Lot + 3+ o+ 01

Maintenant il suffit de montrer que

o}t g) + |0+ 5] 2 L+ )

Par symétrie, on peut supposer que {x} > {y}. Notez que 0 < {z} < 1, donc
20} = {y} + {z} = [2{z}] = [{y} + {=}] .
Alors, [2{z}] = [{z}] + [z} + 3] = {2} + 3] > Ly} +{z}).

)

I s R A R R
Par conséquent

Gab |+ |0+ 3] 2 Lo+

Exemple 4.

Soit x est un nombre réel pour lequel

I I PO 10 (I PR ) (IR R
T 100 T 100 100 T 0| T

Trouvons |100x .
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La somme donnée & exactement 84 — 14 + 1 = 71 termes, dont chacun est égal | x| ou
|z] + 1, si tous les termes sont égaux a 8, la somme totale est 8 x 71 = 568 < 614, si
tous les termes sont égaux a 9, la somme totale est 9 x 71 = 639 > 614. Donc certains
termes prennent la valeur 8 et les autres en prennent 9.

Ca signifie |x| = 8, supposons que les premiers termes i prennent la valeur 8 et les
autres termes 71 — i prennent la valeur 9. Alors, 8 + 9(71 — i) = 614, résoudre cela,
obtient i = 25.

Cela signifie que Lx + %J =8 et Lx + %J =9.

Donc

38 39 99
1 = —_— —_— -
1100z ] = [z] +--- + L.T-F 100J + {x—l— 100J +ee {x—l— 100J
=39.8+61.9
= 861.

Exemple 5.

Soit x € R, montrons que

Si on prendre n = 2 dans l'identité d’Hermite ce qui donne

|z ] + {x—l— %J = [2z],

B oo =2 1)

Cela nous permet d’écrire ’égalité

NG EEE
> (12 L)
b= (5] 5] LB -
= 2] = bnnHJ ’

Donc si n tend vers l'infini, alors
" | x4 2k
{2—J = Lol

k=0
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Exemple 6.

Soit n € N tel que n vérifier (3 — gie1) & 2.
Fuvaluons la différence :

" | 3F+n |3k —n

Z e+l | Z Jk+l |

k=0 k=0

On peut écrire chaque terme de la différence en question comme
n

1 1
{5 + UkJ — {g — UkJ tel que v, = Eraug

et comme on a
0, stx € 7

2] + 1=l = { —1, siz¢Z

1
Alors, Ve ¢ Z: |z| + |—z| = -1 & —|z] = |—x]| + 1, et comme 37 Uk n'est jamais
—

xX
un entier, donc on peut écrire la différence comme suivant :

5 (oot o2

En prend n = 3 dans l’identité d’Hermate, alors

S Y

k=0

= |z] + x+1 + :c—i—2
B 3 3]
1
Remplagons © =v — =

|13v—1] = {U—%J—FLUJ%—\})—F%J & 3] — |v] = {wr%JJr{v—éJJrl.

Par conséquent, la différence entre les nombres ce qui donne

S{ENEIE-(

n

=3 (13w — L)
=3 () - [s#)

-t~ 3]+ 31 3]+ 13-

- n
=n- L3n+1J
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= (] - [3-n]) -

Exemple 7 (1985 AIME Problems).
Combien des 1000 premiers entiers positifs peuvent étre exprimés sous la forme

|2z ] + |4x] + (62| + |8z] (1.2)

ot x est un nombre réel

Soit f(x) = |2z + |4z] + |6x] + [8z]. Remarquons que pour tout entier positif n > 1.
Alors
flz+n)= f(x)+ 20n. (1.3)

On sait que 31—, |z + £| = [nz], alors on écrit f(x) comme suit

st st alee i il el el o
+ {H;J +2{x+%J + ijta + LﬁgJ'

Dans cette somme il y a 12 termes, on utilise l’identité d’Hermite sur cette somme comme

sut
O . 1 1 1 1 3

876747378
o)+ [z 3] =91 siz={35555%
2 st x =

0 sixzié,%}
1 St T = i,%,%}

z]+ e+ 3|+ |z+ 3]+ |e+3 =02 siz={32:2
3 sia= {451
4 st =1

N\

—

00 | U100 | DO | =00 | GO | =00 | =
00 | =3k | GO0 | U100 [ =k [ =
R e ]

lz]+ |z + i+ s+ 2|+ v+ +|z+i]+[z+ 3] =

DU W RO
» »
. .
8 8
[l
e
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[\)
—

St x
st x
St x
st x
st x
St x
st x

W= =
A amen'and

——

lz)+|z+ L] +|z+ 2|+ + E|+|z+ 2]+ |z+ 2|+ [z + &+ |z + %] =

[oN SN}
N

N O Tt W N
|
et et e e e e )

© 00|~ | G000 | D | 00 | Lo [ 00 =
N~

—

8
Car on peut lattention pour déterminer lesquels des 20 premiers entiers ggositifs sont gé-
nérés par f(x) lorsque x varie sur lintervalle ]0,1].

Plus remarquant que si la valeur de x est élevée, la valeur de f(x) change uniquement
lorsque les valeurs 2x,4x,6x ou 8z atteints une valeur intégrale, et que le changement de
f(z) est toujours a une nouvelle valeur plus élevée dans l'intervalle 0,1], de tels change-
ments se produisent précisément lorsque x est de la forme ™, o1 <m < n etn = 2,4,6,
ou 8.

Il existe donc 12 de ces fractions; par ordre croissant, ils sont

»
.
8

|
—_

11113152357
864°3°82'834°68

1 St x = {l}
2 ST T = {z}
4 St x = {}l}
5! St x = {%}
6 ST T = ﬁi
Donc, f(z) = | 1(1) Zi: {g}
12 St = {%}
14 ST = {%}
15 St = ggi
16 ST T = %
20 stx=1.

Par conséquent: seuls 12 des 20 premiers entiers positifs peuvent étre représentés sous la
forme 1.2, et comme on a 1000 = 50.20, et par 1.3 (¢a veut dire pour tout x varie sur
Uintervalle n,n+1] avecn = 0,1,2,..., on trouve exactement 12 nombres positives), cela
implique que dans chacune des 50 groupes de 20 entiers consécutifs, seulement 12 peuvent
étre ainst exprimeés.

12
D’ou 20 x 1000 = 600. C’est ce qui est demandé.



CHAPITRE 2

GENERALITE DE L'IDENTITE
D'HRMITE ET APPLICATIONS

Dans ce chapitre, nous commencons par des simples généralisations de I'identité d’Her-
mite. Puis nous étendons ces généralisations a ce dernier et nous appliquons une des théo-

N
rémes que nous mentionnerons dans ce chapitre sur la somme S, (N) = E Japm(k)
k=0

introduite par Jacobsthal [7] et généralisée par Tverberg [14] pour prouver cette inégalité
Sapm(N) > 0 pour tout N > 1, tel que :

VabEZ et m €L fupm(k) = {MJ - V*kJ _ VHCJ N FJ

m m m m

Sachant que Jacobsthal a obtenu les bornes inférieures et supérieures de Sy p (V) :

m
0 S Sa,b,m<N) S LEJ .
Il existe une méthode analytique pour démontrer S, ,,,(N) > 0, mais nous utilisons ce
que nous étudions dans ce chapitre pour démontrer ceci.

22
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2.1 Simple généralisation de I’identité d’Hermite

Théoréme 5. Soit x e R, n,meZ et 0<m <n. Alors

Z {x + SJ = max{m|z],m|z] +m —n+ [n{z}]}. (2.1)

0<k<m—1

Preuve 11.
1l y a deux cas pour le nombre m, le cas m = 0 et le cas m > 1. Donc

pour le cas m = 0, la somme Z {x + %J est une somme vide et donc égale a 0. Le
0<k<m—1

deuzieme terme aussi €gal 6 0 car n{zx} < n.

Pour le cas m > 1, la définition de {x} et la proposition 1, donnent

o 2] = |l oy o | = Lo | MR

n
et aussi L (o) Lk
n\Ty +
Z LernJ m|x| + Z {—n J,
0<k<m—1 0<k<m—1
et comme 0 < n{z} < n, alors il existe un entier r € {0,1,2,...,m — 1} tel que

r <n{x} <r+1. D’autre part, par la définition de la partie entiére, on a r = |[n{z}].
Pour0<k<m-—1, ona

Ogﬁgn{x}+k<n+k<2, Vz € R.
n n n
n n n

Sik>n—r, alors

2>n{m}+k Zn+n{:lc}—r
n n

>1, VxeR, 0<k<m<n.

Stk <n—r, alors

n{z}+k < n{z}+n—r—1
n - n

0< <1l, VreR, 0<k<m<n.

Donc,
{n{x} +k

le st et seulement st k>n—r
n

EEEL

J =0 si et seulement si kK <n—r.
n

Par conséquent,

sim<n—r(0<k<m-1<n—-r—1<n-—r).

i n{x}—i—k B mz_:l L m-n+tr sim>n—r+1
I 10

k=0 k=n—r
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k

Donc, sim—n+r>1ona E {x—l——J:mLxJ+m—n+r6t5im—n+T§0,

n
0<k<m—1

k
on a Z {m + —J =ml|z|. Par conséquent
n

0<k<m—1

> P+§J = max{m|z|,m|z| +m —n+ [n{z}]}.

0<k<m—1
[ |

Remarque 2. En particulier, si m = n sont des entiers positifs, alors ’égalité 2.1 est
identique a lidentité d’Hermite. En effet, si on a m = n, alors peut écrivons

> |ot | = maxtmlelmla] + o) )

o = max{m|z|, |m(|z] + {z})]}
= max{m|z], |mz]},

et comme on a par la définition de la partie fractionnaire m|z| = max — m{z}
et [mx| = mx — {ma}, mais on a m{x} > {mzx}. Donc

> Jat | = maxtmlal, lme )

0<k<m—1

= |mx].
Remarque 3. On peut étendre le théoréme précédent comme suit.

Théoréme 6. Soit t € R et n,m € N (n > 0). Alors

O e i 15 L R RS PN LR RS I L

S + max{r|z],r[z| +r—n+ [n{z}]},

our=m-—n L%J est le reste de la division de m par n.

Preuve 12.

. Sim < n, alors || =0, 7 =m, et donc on tombe sur le dernier théoréme.

- Sim =n ([2] = 1), alors r = 0 et le terme droite dans ’égalité 2.2 est égale a
|nz] + max{0, —n + [n{z}]|} = |nz].

Les deux conditions précédentes sont montrer que st m < n, alors l’égalité 2.2 se réduit a
[’égalité 2.1. Maintenant

. St m > n, par Ualgorithme de division euclidienne, il existe ¢ € N et r € Z tell que
m=qgn+r et0 <r <n. Alors, L%J = Lq—i—ﬂ =q+L£J =qetr=m—-ng=m-—n L%J
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et kel0;m—1]=10;(gn+r)—1]
= [0;qn — 1] U [ng;ng +r — 1]
=[0;...;n—1]Um;n+1;...;2n —1JU[2n;2n 4+ 1;...;3n — 1]
U...U[(q—l)n;(q—l)n+1;...;£q—1)n—|—n—£]u[qn;qn+r—1].

~
=gn—1

Done, soit 0 << q—1ona

> {:}H—%J: 3 {x%—SJ

0<k<m—1 0<k<qn+r 1
k k
= g g T+ —|+ E T+ —|.
n n
£=0 In<k<({+1)n gn<k<gn+r—1

On change k par k+fn dans la premiére somme et k par k+gn dans la deuzieme somme
sur le coté droit de ’équation ci-dessus, on obtient

) { Z >, { anJJr 3 {x+k2an (2.3)

0<k<m—1 J 0=0 0<k<n-—1 0<k<r—1

avec Lm + %J = Lx + % —|—€J =/(+ Lx + %J (Vx € R, ¢ € N), et par le théoréeme 5 avec
m = n la premiere somme sur le coté droit de l’égalité 2.3 est devenue comme suit

l'identit%’\He’/‘mite
q—1 q—1
k+In

= ! _
=0 0<k< 1 \‘ n J ; 0<; 1 ! 0<; 1 \‘x ! nJ
e B =h=nT =h=nT (2.4)

na(g—1)
=Y (nt+ |na) = =L + g[na

et on a L:fv#—k:ﬂj =q+ Lx—l—%J,Vw € R,q € N et par le théoreme 5 (r < n) la
deuxieme somme sur le coté droit de [’égalité 2.3 peut également est devenue comme suit

e RPN ()

0<k<r—1

= qr + max{r|z|,r|x] +r —n+ [n{z}|}.
Puis, en remplacant ’égalité 2.4 ,2.5 dans [’éalité 2.3 ce qui donne

> { ; %J = Salg— 1) +alne] +qr +max{rla) rle] + 7 —n+ nfz}]}

0<k<m—1
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Sachant que q = L%J etr=m-—n L%J est le reste de la division euclidienne de m par

i I (FRN PR EE

0<k<m—

+ max{r|x|,r|z| +r —n+ [n{z}]}.

Corollaire 1. Soient x € R,n € N*,;a,b € Z et a < b. Alors

O i1 53 {3 R R L I

T e f 2 e e 2}

Théoréme 7. Soient x € R et n € N. Supposons que 'ensemble {ag, ay,...,a,_1} est un
systeme complet de résidus modulo n. Alors

| gy 211
Z Lern = |nz| 5 +n2ak.
0<k<n—1 k=0
En particulier, si {ag,a1,...,an_1} = {0,1,...,n — 1}, alors c’est la méme chose que
n—1
. L . n
lidentité d’Hermite. Car, Z ar = §(n —-1)).
k=0
Preuve 13.
Peut supposer que pour chaque k = 0,1,...,n—1, on a, ax = k[n| si et seulement si ay,

et k ont le méme reste lorsqu’ils sont divisés par n.
ap — k
Alors, ap = qn + k = LA q, q est un entier tel que 0 < g < n et par la proposition
n
1 on trouve

ko k —k k

De cela et du théoréeme 5 (m = n), alors

T et 5 (5]

0<k<n—1 0<k<n-—1
l'identitd Hermite
1 g i
=— g (ap. — k) | + E T+ —
n n
0<k<n—1 0<k<n—1
n—1
n—1 1
= |nx| — =Y .

D’ow le résultat. [ |
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Corollaire 2. Soient x € R, a € Z, n € N* et pgcd(a,n) = 1. Alors

| WIS

En particulier, on trouve ["identité d’Hermite si a = 1.

Preuve 14.
Soit pged(a,n) = 1, alors U'ensemble {ka : k=0,1,2,...,n— 1} est un systéme complet
de résidus modulo n (par le lemme 4 avec b =0), et par le théoréme 7 on obtient

o n—1 «a .
= |nz| — 5 +§(n—1)
_ o+ (a — 1)2(n— 1)

2.2 Généralisation de 'identité d’Hermite

Nous présentons une généralisation du corollaire 2, mais avant cela, nous mentionnons
quelques outils de bases qui nous aident a généraliser.

Définition 6. On appelle période d’une fonction f : R — C tout nombre réel T, tel que
VieR, f(t+T)= f(t).

On dit que f est périodique si elle admet une période non nulle, et plus précisément qu’elle
est T'-périodique si T est une période strictement positive.

Remarque 4.

a) S’il existe une plus petite période T, elle est appelée la période de f et on écrit T =
2L=L=1%.

b) Si f est T-périodique, elle est aussi kT -périodique pour tout k € Z.

Exemple 8.

La fonction x — x — | x| est périodique de période 1.

En effet, soit f : x — x — |x| et soit x un nombre réel. On note k sa partie entiére,
|x| =k, c’est-a-dire que k est l'unique nombre entier tel que k < x < k+1. Alors Uentier
n=k+1vérifien<xz+1<n+1, de sorte quen = |x +1].

Il s’ensuit que |z + 1] =n=k+1=|z] + 1.

On adonc: flx+1)=(x+1)—|z+1]=(+1)—(lz]+1)=2— |z] = f(x).
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Définition 7. Une fonction linéaire par morceaux est une fonction numérique définie sur
les nombres réels ou un segment de celui-ci, dont le graphe est composé de sections en
ligne droite. Elle est une fonction définie par morceaux , dont chacun des morceauz est
une affine fonction.

Rappel 2.2.0.1 (Séries de Fourier et ces coefficients).
Soit f : R — C, une fonction continue par morceauz et 2L-périodique. On définit les
coefficients de Fourier exponentiels f de par

( 1 L
Clo(f):aozsz@)dx
)
bo(f):b():o ;
pour n > 0, an(f)—an:%f f(x)cos (nLLx) dx
our n >0, b,(f)=0b —l_fo(ac)sin<m)dx
\ p s Un — Up — L,L I,

Avec a,, b, € R, et on définit sa série de Fourier par

_w g TN L (1
S, = 5 —l—;(ancos( 7 )—l—bnsm< 7 >>

Exemple 9.

La sérier de Fourier de la fonction partie fractionnaire {x} = x — |z].

Soit x un réel et noter que la fonction est une fonction linéaire par morceaux périodique,
discontinue & chaque point entier (voir la figure 1.2 ).

On pose f(x) =z — |x] et comme [ est de période 1 (L = 1), donc nous écrivons

Su(f) = @ + Z an(f) cos(2nmx) + by(f) sin(2nmz),

ou
lz|=—1 [z]=0

1 1 —_ Y
ao(f):2/jx—Ldex:2 /;xdx—/;[xjdx—/:[xjdx

2

0
=22, =1.
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ba(f) —2/1

=2

M\H

/

NIE

(x — |x]) sin(2nmz)dx

1 1

2] sin(2nmz)de — / :

0

0

zsin(2nwz)dr — /

2
0

| ] sin(2n7x)dx

[N

0.sin(2nmx)dx

/.

2

zsin(2nmz)dr — /

2

(—1) sin(2nmz)dz — /

0

_ o |_cosnT 1 cosnm
7l 2mn 2nm 2nm
1
=
an(f) = / (z — |z]) cos(2nmz)dz
1
—3
: 0 :
=2 / x cos(2nmx)dr — / (—1) cos(2nmz)dr — / (0) sin(2nmx)dx
-1 -1 0
_cosnm  cosnw
© 4n2m2 4n2q?
= 0.
Donc
1 1 & sin(2nmz)
Su(f)=z—=) ———.
(=5-~ Z -
Corollaire 3 (Généralisation du corollaire 2 ).
Soit x € R et n,m € N (m > 0), alors
m—1
x +nk (m—1)(n—1) d—1 x
gk
> [l

=0
tel que d = pged(n, m)

Preuve 15.

On a deux cas, le premier si (%"k) ¢ Z et le deuzieme si (%"k) € Z. Soit x € R
et n,m,d € N (m > 0), et comme la LA fonction partie fractionnaire est une fonction
linéaire par morceaux, périodique ,discontinue a chaque point entier, alors [’expansion de
Fourier (woir Uezemple précédent) est

B I 1 Ksin(2mjz)
2] == §+;]Zl#, z € R\Z. (2.6)
On note
1 <= sin(27jx)
r)=x— =+ — —_— 7
f(x) WZ ;
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Alors f(n) :n—% = n:f(n)—k%, et ainsi : |n] :n:f(n)—f—%.

A partie de Uégalité 2.6, on obtient :

m m

T + nk z+nk 1 1 27?] H"k))
= e

oz nk 1 X sin 27T] (””k))
=T 3 ‘Z

Ce qui implique

m—1 m—1 m—1 m—1 +o0 m—1 z+nk
T —i—nkJ x n 11 o sin (2mj (£52%))
- L .
N N N LI P

—1
Car ZZ:Ol k= (m—1)m 5

k
Pour le Premier cas : (x tn

m

) ¢ Z. On utilise la formule

P 1 1
Zsin(z+ak) = csc (g) sin (@) sin (z + %) , telle que csc(x) = — (voir [

— sin(z)

On trouve :

m—1 . .

2 2

3" sin (ﬂ$+ﬂk> _ sin(mjn) (rin— ™ 1omt). 2g)
m m sm( j%) m m

Notez que la somme ci-dessus disparait sauf, éventuellement lorsque le dénominateur @

droite disparait également.
m n
I= 7 et n' = = donc l’égalité 2.8 peut differe de zéro

’ m
uniquement lorsque j= = j=5 € Z, a savoir quand j = Im' = ZE (1=1,2,3,....).

On note : d = pged(n,m), m

Dans cet dernier, ’égalité 2.7 se transform finalement en

,_|

m—

{x—l—nk‘J —I—( m—1)n Z Yo 0 sin 27rln’k+27rl§)

k=0
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Car, sin (27in'k + 271%) = sin (2nin'k) cos (2ml%) + cos (2min’k) sin (271%) = sin (2712)

et 1:2_; sin <27rl§> = msin (2#1%) .
- x + nky

m
pged(n, m) = d, il est alors facilement de vérifier que :

Pour le deuxiéme cas : si ( ) € Z, pour certains 0 < kg < m — 1, tel que

Xz ’
° € Z, en effet : si certains ly € Z existe tel que “2%50 = [y), alors “Eu2%0 = [y el
que pged(n’,m’) =1, ce qui implique
x
1= m'ly —n'ky € Z.

o Siky # ko vérifie que 0 < ky < m — 1 et aussi ("”er—”kl =1 € Z), alors |k — kol est
un multiple de m' pour le vérifier. Il suffit d’utiliser le fait que

(e =1) et (552 =10),

pour voir que x = lom — nky et x = lym — nky donc lyom — nky = lym — nky, d’ou
Tl(k’l — k'o) = m(h — l()),

et finalement, n'(ky — ko) = m/(ly — ly), et comme pged(n’,m’) = 1, alors par le
théoréme de Gauss n' divise (I, — lp).

Par conséquent, (k1 — ko) = sm’ pour certaine entier s, et aussi ky = ko + sm/.

e Pour chaque entier r tel que k. = ko +rm’ € {1,2,...m — 1}, on a aussi

(x+nkr> c7
m

Pour démontrer ¢a, on utilise le fait que

x + nky x + n'dkg
=lyet | ———— | =,
m m'd

x
—=mlyg—n'ky =m'ly + m'rn’ —n'ky — m'rn’

d

POUT VOIT qUE

=m/(lo +rn') —n'(ko +rm) € Z.

Ces trois éléments ci-dessus montrent qu’il existe exactement j entiers distincts noté k;
x + nk;
dans {1,2,...m — 1} pour qui ( i ]) €.
m

Ainsi, Uégalité 2.9 est également vrai dans ce cas, car :

mely ok (m—1m m S S sin (27rln’k + 27rl§) d
= e+ —F -5+ + <.
2 2w Im 2
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. d . x4+ nk
Nous avons ajouté 5 pour corriger la valeur de f(.) dans les cas < ) € 7.
m

Par conséquent,

m

| @+ nk (m—1)(n—-1) 1 d 1 1 Xsin(2mlt) 1
k[ |- ‘5*5”(5 RO I 5)
_(m—=1)(n—-1) d—-1 x 1
a 2 2 +d<f<3>+§)
_(m—=1)(n—-1) d—-1 x
h 2 T +de "
Exemple 10.

m—1
Pour tous entiers m et n strictement positifs, on calculons {—J .
m
k=1
Nous appliquons directement le corollaire 2, on trouve

m-1 V_HJ (m—=1)(n— 1)—2%pgcd(m>n) —1

k=

2.3 Suites de Fibonacci

En mathématiques, la suite de Fibonacci est une suite d’entiers dans laquelle chaque
terme est la somme des deux termes qui le précédent. Elle commence par les termes 0 et
1. Les termes de cette suite sont appelés nombres de Fibonacci.

La suite est définie par
0 sin=20
F,=<1 sin=1
F, 1+ F, 5 sin>1.

Cette suite est liée au nombre d’or, a : ce nombre intervient dans I’expression du terme
général de la suite. Inversement, la suite de Fibonacci intervient dans I’écriture des réduites
de 'expression de « en fraction continue : les quotients de deux termes consécutifs de la
suite de Fibonacci sont les meilleures approximations du nombre d’or.

Tel que a@ = %5, g = %5 son conjugué et « est la racine positive de I’équation
quadratique x*> — z — 1 = 0 ( pour plus détail voir [3] ).

Lemme 5. Pour toute solution x de x> —x — 1, P(n): 2" = 2F, + F,_1,n > 1.

Preuve 16.

La preuve est par récurrence. Par définition, de sorte qu’en effet x' =2 -1+0 = x.
Pourn=2,F=Fi=1,¢etax’=acF,+F=2-1+1=x2+1.

Supposons maintenant que p(n) est vrai et montrer que p(n+ 1) : 2" = xF, 1 + F},.
Alors on a
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r.x" =xaF, +xF,_4
= 2%F, + 2F,_4
=(x+1)F, +2F,
=z (F,+ F,1)+ F,
=xzkh+ by
= "t

D’ou le résultat [ |

Lemme 6. Soit o le numéro d’or et B son conjugué. Alors on a

(i) F, = aZ:gn pour tout n > 0 (formule de Binet)

(1)) Froao = F,1 — " pour tout n > 0.

Preuve 17.

2

(i) Par le lemme 5 et comme « et (3 les racines de l’équation z° — x — 1, donc on a

o =aF, + F,_1 et " = BF, + F,_1.Alors

"= = (0= B)Fy = B =

Pour obtenir la formule de Binet, observez que oo — 3 = /5.

(1) Notez d’abord que o.f3 = <%5> (%) =—1 et

ﬁ2+1=<1_2\/3> f1o0=V5

Donc par la formule de Binet F,a est égal a

Oén_ﬁn an—i—l _aﬁn
(omr )=

1
et comme .3 = —1 = a = —— on multiplie égalité par ™ on trouve aff" = —3" 1,

donc
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(an _ﬁn) " an-i—l _|_6n—1

a—f a—f
an—i—l _ 671—}—1 ﬁn—l—l + ﬂn—l
T a=8 ' a-§
n+1 n—1
:Fn_H_’_M
a—p
n—1 21
:n+1+%

gL BVE)
n+1 \/5
= I'n41 — Bn

D’ou Foao = F, 1 — B™, pour tout n > 0. [ |

2.4 Quelques applications sur 'identité d’Hermite

2.5 Application 1

Soit (F,)n>0 est un suite de Fibonacci, o = %5 le nombre d’or et 3 < m < n. on

cherche de calculer la somme
E o+ —k (B)
F,

0<k<F—1
en fonction de F,, et F),.
En écrivant n{z} = nx — n|z], donc on a |n{z}| = |nx| — n|x|. Alors I'expression
m|x]+m—n+|[n{z}| dans le théoréme 5 peut étre écrit comme |nx| —(n—m)(|z|+1).
Ensuite, la somme B est égale a

max {F,|a|, [Fha| — (F, — Fy) (la] + 1)} = max {F,,, | F,o| —2(F, — F,)}. (2.10)

Car a = %‘F’ =1.618= |a] =1.
Soitﬁz%g. Donc —1 < < 0, alors 0 < ™ < 1sinestpairet —1 < " <0sin
est impair. Donc par le lemme 6, nous obtenons F, ; < F,a < F,,11 + 1 si n est impair
et Fry1 — 1 < Fha < F, 41 si n est pair. Par conséquent, | F,,a| = F,;1 si n est impair et
| Foao| = Fl11 — 1 si nest pair. Nous considérons donc deux cas.
La premier cas si n est impair. Alors
|Fha| —2(F, — F,) = F,1—2(F,—F,)

=(Fn+Fh1)—2((Fooq+ Fre) — Fi)

=((Foaa+ Foo)+ Fo1) —2((Foo1 + Fo) — Fi)

=2F,, — F,_o,
et I’égalité 2.10 devient

2Fm_Fn—27 si 2Fm_Fn—22Fm
E,. sinon .

max {F,,,2F,, — F,, 2} = {
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Rappeler que 3 < m < n. Ainsi, nous avons 2F,,, — F,,_s > F,, si et seulement si m > n—2.
Par conséquent,

Z o ﬁ | 2F,, — F,_2, sim >n—2etn est impair
N F,| | Fm, sim <n—2etn est impair
<k<Fpn

La deuxiéme cas si n est pair. Alors

|Fha| —2(F, — F,) =Fu1—1=2(F, — F,)
= (Fn—i_anl)_1_2<(Fn71+Fn72)_Fm)
= ((Foo1 + Fa2) + Fomy) = 1 = 2((Fmy + Fr2) — F)
=2F, — Fho— 17

et I’égalité 2.10 devient

2F, —F,o—1, si 2F, —F, ,—1>F,

max {F, 28 — Frp — 1} = { Fo, sinon

et on a aussi 3 < m < n. Ainsi, nous avons 2F,, — F,,_o — 1 > F,, si et seulement si
m > n — 2, Par conséquent

Z Oz—i—ﬁ | 2F, —F,o—1, sim>n—2etn est pair
N F, | | Fn, sim <n—2etn est pair .
<k<Fp,

2.6 Application 2

Nous présenterons deux définitions, la premiére introduite par Jacobsthal et la deuxiéme
est généralise la premiére introduite par Tverber (plus détail voir [7, 11] ).

Définition 8 (Jacobsthal). Pour tout a,b € Z et m € N* définir

ot 2] [ P

m m m m

et pour N > 1
N
Sa,b,m(N) = Z fa,b;m(k>-
k=0
La somme ci-dessus est également considérée par Carlitz et Grimson, et est généralisée
par Tverberg comme suit

Définition 9 (Tverberg). Soient m et ¢ des entiers positifs et soit C' un ensemble multiple
de U entiers ai, as, ..., ae, i.e, a; = a; est autorisé pour certains i # j.
Définir fo.m : Z — 7 et Scn : NU{0} — Z par

fom(N) = Z (-1 {—kdkz:ig aiJ ;
T[4 "
et

SC;M(N) = Z fC;m(N)-
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Nous écrivons parfois fa, as....apm(N) €t Say.a...apm(N) au liew de fo.m(N) et Scm(N),
respectivement. L’ensemble [1, ] apparaissant dans la somme définissant fest {1,2,3,...,(}
et siT =10, puis Y, a; est défini comme égal a zéro.

Exemple 11.

Si C = {a,b}, puis fo.m(k) donnée dans la définition 8 est la méme comme fgpm(N)
donné en ’égalité 2.11, et si C' = {ay,as,a3}, on a T C {1,2,3}.

En d’autres termes on a T = {1}, T =42}, T ={3}, T ={1,2}, T ={1,3}, T = {2, 3},
T ={1,2,3} ouT =10, alors fo.m(N) est

a1+a2+a3+k a1+a2—|—k a1+a3+k
fal,amas;m(k) = — —
m m m

e e

Lemme 7. Pour tout N > 1 on a Sgpm(N) > 0.

Preuve 18.

Tverberg observe que fopm(k) c’est invariant quand on remplace a,b,m par a+m, bEtm,
k + m, respectivement. On peut donc supposer que 0 < a,b < m. Depuis la somme
Sapm(N) c’est prendre k = 0,1,2,..., N, il suffit de considérer que le cas 1 < N < m—1.
Par la définition de Sqpm(N) on a

Sapm(N) = A1 + Ay + Az + Ay,

ol

+b k
A = Z Lam +EJ’ A,y

I
Jle
_|_
I|=

0<k<N 0<k<N

b k k

As = — _ — s
=Y e il A= X |
0<k<N 0<k<N

et maintenant par le théoréme 5,

Al—max{(N—I—l) VMJ ,(N+1) VMJ +a1}_(N+1) VMJ + max {0,014} .

m m m

0&@1:N+1—m+[m %I’H Donca1:N+1—m+a+b—mL‘%b , car
m{‘%b} = m(‘%b—t%b ) = a—i—b—m{%bj € Z, et comme on a 0 < a,b < m et
1 < N < m, on utilisons le méme méthode on trouvons

Ay =max{0,as} ot g = N +1—m+a, A3 = max{0,a3} ot ag = N+1—m+0b et
pour Ay on a aussi 0 < k < N, alors Ay = 0. Maintenant on peut écrire Sqpm(N) comme
suit

Supm(N) = (N +1) V:L b

J + max {0, a3 } — max {0, as} — max {0, a3}, (2.12)

et comme 0 < a+ b < 2m, alors L‘I—H’J =0 ou 1, donc on a deux cas.

La premzier cas si L‘%bj =0. Alors, cy =N+1—m-+a+b, et on a a; > a9, a1 > g,
et l’égalité 2.12 devient
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Sapm(N) =max {0, a7} — max {0, ap} — max {0, a3} (2.13)

St oy <0, alors as et ag < 0 et donc le coté droit de ’égalité 2.13 est nul.

On supposons oy > 0, alors il existe quatre valeurs possibles pour l’égalité 2.13, a savoir
a1, 0 — g, Qi — 3, OU (] — (g — Q3.

Ils satisfont oy = a1, a1 —as = (N+1—m+a+b)— (N+1—m+a)=>b2>0,
ag—az=(N+1—-m+a+b)—(N+1—-m+b =a>0cecta;—as—az=m—1—N >0,
qui ne sont pas négatifs. Donc Sy pm(N) > 0.

La deuxiéme cas si L‘%I’J =1. Alorsay =N+1—m+a+b—m, oy < as, a3 < a3 et
[’égalité 2.12 devient

Sapm(N) = (N +1) +max{0,a;} — max {0, s} — max {0, as}. (2.14)
St ap > 0, alors ag et ag > 0 et donc le coté droit de 'égalité 2.14 est

N+1l4+a—as—az=N+1+(N+1-2m+a+b)—(N+1—m+a)—(N+1—m+Db)

=0.

On supposons ay < 0, alors il existe quatre valeurs possibles pour l’égalité 2.14, a savoir
N+1, N+1—ay, N+1—as3, ou N+1—as— as.

Ils satisfont N+1=N+1, N+1—as=m—a>0, N+1—a3=m—0b2>0 ou
N+1—ay—a3=—a; >0, qui ne sont pas négatifs. Donc Sy pm(N) > 0.

Nous avons donc dans le premier et le deuzieme cas Sqpm(N) > 0.

D’ou le résultat [
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