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Résumé

Zéta de Riemann avec des dérivées fractionnaires et
quelques fonctions analogues

Un rappel historique et quelques concepts préliminaires seront introduits comme les dérivées
fractionnaires, la fonction Zéta de Riemann et certaines fonctions analogues, qui jouent un role
important dans des domaines des sciences.

Ce mémoire porte essentiellement sur la contribution des dérivées fractionnaires a I’étude d’une
fonction importante en analyse complexe et en théorie analytique des nombres et quelques pro-
priétés des fonctions analogues.

Nous nous intéresserons a la fonction Zéta de Riemann, la fonction de Hurwitz et la fonction de
Lerch avec des dérivées fractionnaires au sens de Griinwald-Letnikov et autres, ainsi que certaines
propriétés.

Le but de ce travail est, d’une part essayé de développer, et de comprendre les articles [4,6,12,13].

D’autre part, une tentative de faire apparaitre une approche faisant appel a la dérivée au sens
Marchaud, Hilfer.

Mots clés : Dérivée fractionnaire, fonctions spéciales, Zéta de Riemann, fonction de Hurwitz,
fonction de Lerch, séries de Dirichlet.



Abstract

Riemann’s Zéta .functi01.1 and cert.ain.similar functions
with fractional derivatives

A historical reminder and some preliminary concepts will be introduced as fractional deri-

vatives, Riemann’s Zéta function and certain similar functions, which play an important role in
fields of science.

This thesis mainly deals with the contribution of derivatives fractional analysis to study an

important function in complex analysis and analytical number theory and some properties of
functions analogues.

We are interested in Riemann’s Zéta function, the function of Hurwitz and Lerch’s function with
fractional derivatives in the sense de Griinwald-Letnikov et al., as well as some properties.

The goal of this work is, on the one hand, to try to develop, and include the articles [4,6,12,13].

On the other hand, a attempt to reveal an approach using the derivative at meaning Marchaud,
Hilfer.

Keywords : Fractionl derivative, special functions, Zéta function of Riemann, Hurwitz func-
tion, Lerch function, Dirichlet series.



Notation

On regroupe quelques notations qui seront utiles dans ce travail :

e N : L’ensemble des entiers naturels positifs {0, 1,2, 3, ...}.

N* : L’ensemble des entiers naturels positifs non nul {1, 2,3, ...}.

e 7% : L’ensemble des nombres entiers relatifs positifs {1, 2, 3,4, 5, ...}.

Z : L’ensemble des nombres entiers relatifs {..., —3, -2, 1,0, 1,2, 3, ...}.

R{ : L’ensemble des nombres réels positifs contenant le zero.
e R :L’ensemble des nombres réels .

j : Le nombre imaginaire qui vérifie ;2 = —1.

e C : L’ensemble des nombres complexes tel que :
C={s=x+jy (v,y) €R*}.
e s =z + jy, désigne un nombre complexe, tel que :

« Re(s) = x : est la partie réelle de nombre complexe s.
« Im(s) = y : est la partie imaginaire de nombre complexe s.

C™ : L’ensemble des fonctions dérivables jusqu’a l'ordre m,m € N, et les fonctions
dérivées sont continues.

e 7)(s) : La fonction éta qui définie par; n(s) = > (_1,,)1?71




Introduction générale

La théorie de calcul fractionnaire est un sujet presque aussi ancien que le calcul classique
tel que nous le connaissons aujourd’hui, ces origines remontent a la fin du XV I7°™¢ siecle,

I’époque ou Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul différentiel et intégral.
n

En particulier, Leibniz a présenté le symbole PO désigner la n®™¢ dérivée d’une fonction

f-Quand il a annoncé dans une lettre a 'Hopital (apparemment avec I’hypothése implicite que

1
n € N), 'Hopital a répondu : Que signifié o si n= 5 ?
Cette lettre de 'Hopital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier incident de ce

que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que 'Hopital a demandé spécifiquement

pourn = _, c’est-a-dire une fraction (nombre rationnel) a en fait donné lieu au nom de cette

partie des mathématiques. Les dérivées non entieéres possedent un effet de mémoire qu’elles
partagent avec plusieurs matériaux tels que les matériaux viscoélastiques ou polymeres. Ce
fait est également une des raisons pour lesquelles le calcul fractionnaire a connu récemment
un grand intérét.

Une liste de mathématiciens qui ont fourni des contributions importantes au calcul fraction-
naire jusqu’au milieu du X X" siecle, inclut :

P.S. Laplace (1812), J.BJ. Fourier (1822), N.H. Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-1873), B.
Riemann (1847), H. Holmgren (1865-67), A.K. Grunwald (1867-1872), A.V.Letnikov (1868-
1872), H. Laurent (1884), P.A. Nekrassov (1888), A. Krug (1890), J.Hadamard (1892), O. Hea-
viside (1892-1912) S. Pincherle (1902), G.H. Hardy et J.E.Littlewood (1917-1928), H. Weyl
(1917), P. Lévy (1923), A. Marchaud (1927), HT.Davis (1924-1936), A. Zygmund (1935-1945)
E.R. Amour (1938-1996), A. Erdélyi (1939-1965), H. Kober (1940), D.V. Widder (1941), M. Riesz
(1949).

(1). 1l ne signifie pas le calcul des fractions. Il ne signifie pas non plus une fraction de n’importe quel calcul
différentiel, intégral ou calcul de variations. Le calcul fractionnaire est un nom pour la théorie d’intégrales et de
dérivées d’ordre arbitraire, qui unifient et généralisent les notions de différentiation d’ordre entier et d’intégration
répétées n-fois.



Introduction générale

Cependant, cette théorie peut étre considérée comme un sujet nouveau aussi, depuis seulement
un peu plus de trente années elle a été objet de conférences spécialisées. Pour la premiére
conférence, le mérite est attribué a B.Ross qui a organisé la premiere conférence sur les calculs
fractionnaires et ses applications a I'université de New Haven en juin 1974, et il a édité les
débats. Pour la premiere monographie le mérite est attribué a K.B. Oldham et ]. Spanier, qui
ont publié un livre consacré au calcul fractionnaire en 1974 apres une collaboration commune,
commencé en 1968.

Dans ce cadre et pour notre support bibliographique nous nous sommes appuyés principale-
ment sur les ouvrages de Samko, Kilbas et Marichev ( 1993), ainsi que Kilbas, Srivastava et
Trujillo ( 2006) et ses références.

D’autre part, certaines fonctions introduites en Analyse se retrouvent constamment dans les
branches les plus diverses des mathématiques. La raison en est qu’elles possédent des propriétés
extrémement variées et sont liées a des questions tres diftérentes. Telle est la fonction Zéta de
Riemann.

C’est en 1644 que Pietro Mengoli pose une question qui va mener tout droit a la fonction Zéta :
combien vaut la somme de la série numérique

+oo1

_2.
n=1 n

Leonhard Euler en 1743 par une intervention série intégrale obtient la premiére justification
de la conjecture :

+00 1 2

) )

—~n 6
mais il ne s’arréte pas a ce résultat, il trouve la formule générale en utilisant les nombres de
Bernoulli :

+oo 1 B |B%|22k71ﬂ_2k
Z n2k 2k! '

n=1

L’étude des nombres premiers est du domaine de la théorie analytique des nombres. Cette
théorie a passionné les scientifiques depuis des siecles.

Euler a montré en 1749 que la série des inverses des nombres premiers est divergente

+001

Z — =1Inln(c0), p premier.
pn

n=1

(2). Leonhard Euler : (1707-1783) . Mathématicien suisse. Contribua profondément dans les trois domaines
fondamentaux de la science de son époque : ’astronomie, les sciences physiques (champs magnétiques, optique...),
et les mathématiques, dans toutes ses branches, de arithmétique a la géométrie différentielles en passant par
Panalyse numérique et fonctionnelle, le calcul des probabilités et la topologie.
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Au dix-huitiéme siécle, Euler a découvert la formule célébre

—|—oo1 1 -1
;E:H(l_ﬁ> , Yo = Re(s) > 1,

peP

qui relie une somme portant sur tous les entiers, a un produit portant sur tous les nombres
premiers (P parcourt I’ensemble des nombres premiers.), avec n = plf pl; p?...pl;“, l; > 0.

La fonction Zéta de Riemann est la fonction complexe définie par

+001

() =Y — seC (1

n=1

et étendue a tout le plan complexe par prolongement analytique, sauf au point s = 1, ot ((s)
a un pole simple de résidu 1. Elle satisfait a I’équation fonctionnelle (*(s) = (*(s — 1) pour
s € C\ {0,1}, ot (*(s) est la fonction zéta complétée, définie par

C*(s) = 7T (s/2)((s),

ou I'(s) est la fonction gamma. Cette nouvelle fonction a deux pdles simples, en s = 0, s = 1,
de résidus 1.

La fameuse conjecture de Riemann, ou ce que 'on appelle I'hypothese de Riemannst I'un
des plus grand problémes non résolu aujourd’hui; elle affirme que les zéros non-triviaux de ¢
sont situés sur la droite Re (s)=1 (appelée la droite critique), les zéros “triviaux” :

s=—-2,—4,...,-2n,....

L’hypothese de Riemann, selon laquelle les zéros non triviaux de se trouvent tous dans la droite
Re (s)z% , est a ce jour une conjecture ouverte et constitue 'un des problémes les plus impor-
tants, aussi bien pour les mathématiciens que pour les physiciens. Elle constitue également I'un
des 23 problemes de Hilbert, énoncés en aott 1900 dans le deuxiéme congres international des
mathématiciens, on peut voir les monographies de [3].

L’étude de la fonction ¢ occupent I'esprit de nombreux mathématiciens, notamment apres 1’ap-
parition de la conjecture de Riemann que n’a pas encore démontré et ¢a a cause du role tres
important que la fonction ¢ joue dans la théorie des nombres (les théoremes des nombres pre-
miers, la sommation des séries numériques, les zéros des fonctions arithmétiques...). Avec la
modernité et le développement du calcul fractionnaire, plusieurs mathématiciens pensent a in-
tervenir les dérivées fractionnaires sur la fonction Zéta, et celui est I’objet de notre étude dans
ce mémoire.

(3). La fonction zéta, introduite par M. Bernhard Riemann au XIX éme siecle.
(4). Hypothése de Riemann :
- Les zéros (i.e les points d’annulation) non triviaux de la fonction zéta de Riemann ont une partie réelle égale
al.
- Les zéros non triviaux de la fonction zéta sont les entiers négatifs pairs.
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Ce mémoire comporte cing chapitres :

Le premier chapitre réunit un ensemble de définitions et résultats qui nous serons utiles pour
la suite de ce mémoire notamment, les coefficients binomiaux, certaines fonctions spéciales.

Le second chapitre, sous le titre “Introduction au calcul fractionnaire”, sera consacrée aux
définitions et lemmes importants concernant la théorie du calcul fractionnaire. Nous allons
aborder la dérivation fractionnaire en présentent les approches célebres. Nous étudions des
déférents type de dérivée fractionnaire (Granwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Caputo, Or-
tigueira, Ortigueira-Caputo, Marchaud, Hilfer et autres). On donne aussi quelques exemples
d’applications. Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [1].

Le but de troisieme chapitre est de faire une bréve introduction a la théorie de la fonction zéta de
Riemann, ainsi que certaines propriétés de celle-ci. Dans ce chapitre nous rappelons quelques
notions sur les séries de Dirichlet, convergence des séries de Dirichlet ordinaire et définir la
fonction zéta de Riemann et nous allons établir quelques fonctions analogues, la fonction de
Hurwitz, la fonction de Lerch.

Ensuite, dans le quatriéeme chapitre, nous nous intéresserons, au cas traité par les articles
[6,12,13]. Nous essayons de démontrer 'expression de la dérivée fractionnaire de Zéta de Rie-
mann au sens de Granwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Ortigueira-Caputo.

Le dernier chapitre est analogue au précédent, porte sur ’application et I’adaptation de ces ou-
tils a ’étude de la fonction Zéta de Lerch et de Riemann définies par les dérivées fractionnaires
au sens de Riemann-Liouville, Marchaud, Hilfer. Nous terminerons ce chapitre par une relation
entre la dérivée fractionnaire de la fonction Zéta au sens de Grunwald-Letnikov et les nombres
premiers.

A la fin de ce mémoire, une conclusion et une bibliographie.

Parmi les théorémes établis dans ce mémoire ont été trouvés par différents auteurs, alors que
d’autres théorémes sont nouveaux.

10



Chapitre 1

Préliminaires

1 Coéfhicients binomiaux

Définition 1.1. Soit £ un ensemble fini de cardinal n € N. on appelle combinaison
de p € N éléments de I, toute partie de £/ a p éléments. on note » ) le nombre de
combinaisons de p éléments d'un ensemble en contenant n.

") sont appelés les coefficients binomiaux, avec ") = .
p p p!(n—p)!

a(a—1)..(a—p+1) '

Dans le cas générale on prend o € R tel que g = -

Théoréme 1.1.1. (formule binome de Newton)
Soient a, b deux éléments dans R alors :

(a—l—b)”:Z(Z)akb”k ,n €N

k=0

Corollaire 1.1.1. On a les égalités suivantes :

1);; < Z ) :2”,2)];;(—1)’c ( Z ) =0

Démonstration. 1)on utilise le théoréme aveca =letb=1.
2)on utilise le théoreme aveca=—letb=1.m

11



1. Coéfficients binomiaux

Proposition 1. Pour tous entiers n, m et p tels que p < m + n on a I'égalité :
m—+n 2 m n
<p >_,§(k)(p—k)

Démonstration. On sait que :

I+a)"(1+a)" =1+ =>"

or:

par identification on trouve :

(s (-2 0

i+j=p

Théoreme 1.1.2. (formule générale de binome de Newton)
Soient a, b deux éléments dans R alors :

(a+b)* = (Z)akbak ,a €R

12



2. Fonction Gamma

2 Fonction Gamma

Définition 2.1. Pour a > 0 on définit la fonction Gamma d’Euler par :

+o0o
MNa) = / v e dy
0

Proposition 1. Pour tout o > 0 on a I’égalité suivante :

MNa+1)=al(«a)

Démonstration. .
MNa+1) = / x%e " dx
0
+0o0 e
= [—x“e‘ﬂo —|—a/ e % dx
0
+0o0
= a/ e dx
0

= al'(«)

]

Corollaire 1.2.1. Grace a la relation récursive , la fonction gamma est prolongeable sur
R—{0,—1,-2,-3,..}.

Proposition 2. (les coefficients binomiaux avec la fonction gamma)
Soitw > 0 aveca ¢ Netpourj € Nona:

i @) T(=a+j)
=1 (j )‘r<j+1>r<—a>

Démonstration. On a :

i o —a(—a+ 1) (—a+2)(—a+3)..(—a+j—1))
- (J’ ) J! j

D’apres la relation récursive on a :

I(—a+j)=T(—a+j—1+1)

(—a+j7—DI(—a+j—1)
(—a+j—1)(—a+j—=2)I'(—a+j—2)
(—a+j—1)(—a+j—2)(—a+j—3).(—a+1)I(-a+1)
(—a+j—1)(—a+j—2)(—a+j—3).(—a+1)(—a)(—a)

13



3. Fonction Béta

Alors :
—a(—a+1)(—a+2).(—a+j-3)(~a+j—-2)(~a+j—1)= %
Donc :
(~1)’ ( h ) = F(P_(;)?Ji)n
.

3 Fonction Beéta

Définition 3.1. Pour p > 0, ¢ > 0 on définie la fonction Béta d’Euler par :

1
Blp.a) = [ 71—
0

Remarque 1. On peut écrire la fonction Béta aussi sous la forme trigonométrique sui-
vante :

s

B(p,q) = 2/2 (5ind)* 1 (cos)*1~*do
0

Proposition 1. Pourp > 0,g >0ona:

I'(p)L'(q)

Blpq) = T(p+q)

Démonstration. On remarque que :

—+o00
I'(p) =2 / g le ™V dy
0

et

+o0o
I'(q) =2 / Y teV dy
0

Alors :
+oo +oo 9. o
L'(p)'(q) = 4/ / x2q_1y2p_1e_("” ty )da:dy
0 0

14



4. Contour de Hankel

En utilisant les cordonnées polaires on trouve :

+oo p3 )
['(p)l(q) = 4/ / (rcos§)*(rsin0)**~te " rdrdd
0 0

+00 5
:4/ 7“2(”+q)_16_7“2d7"/ (cos 0)* ! (sin 0)*P~dh
0

0

™

1 [T 2 2
= 45/ PPt =le=r dr2/2(cos 0)%7 ! (sin §)*~*do
0 0

(NIE]

+o0
= 2/ rQ(erq)_le_Tzer/ (cos 0)?9~*(sin 0)*~*df
0 0
=T(p+q)B(p,q)

D’ou:

4 Contour de Hankel

Définition 4.1. Le contour de Hankel peut étre définie par un cercle centré sur
I'origine du plan complexe du rayon ¢, avec € est un réel strictement positif arbitrai-
rement petit, connecté avec deux demi droites en paralléles avec I’axe des réels positifs.

Remarque 1. ce contour est utilisé pour exprimer la fonction gamma pour toute valeur
complexe, car la forme de ce contour est convenable avec la relation récursive de la
fonction gamma I'(z + 1) = 2I'(2).

15



Chapitre 2

Introduction au calcul fractionnaire

1

Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.1. Soient o > 0, [ = [a,b] C Ret f € Ly ([a,b],R) Ll'intégrale fraction-
naire au sens de Riemann-Liouville d’ordre o a gauche et a droite de le fonction f est
données respectivement par :

I& f(s) = ﬁ /S(s ) tft)dt  ,s>a

b
o f(s) = 1)/(t—s)a‘1f(t)dt s<b

IN{e!
Avec s € [a, b].

Remarque 1. On utilise souvent 'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
d’ordre o a gauche et on le note /.

Proposition 1. Soit f € C°([a, b]), pour a, B € C tels que Re(a) > 0,Re(8) > Oona:
I3 (12 1) (s) = 122 f (s)
et pour v € C tel que Re(ar) > 1 ona:

d

() = 17 f(9)

16




1. Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Démonstration.

() () = [ (=0 (21) (e

_ ﬁ/?s_t)a 1(% /t(t—x)ﬁlf(x)da:> dat
/a/a (s —t)° )1 f () dadt

— W/a f(z) M (s — )t — x)ﬁ_ldt} dx

onposet =x+ (s — x)r, alors :

dt = (s — x)dr
t=r=z+(s—a)r=r=7=0
t=s=z+(s—s)r=s=717=1

alors :

/s(s — )2t —2)’ldt = /0 (s = (@4 (s — 2)7))* Yz + (s — &)1 — 2)°Y(s — x)dr
= [ =a)a =1 (s = )7l (s = ahar
(= [

et comme : )
B(B,a)= [ (1—7)'tdr
0
_ T()r(d)
MNa+p
donc :

pour la deuxiéme identité de la proposition on a :

S e = 4 (5 [ -0 o)

a—1 02
-5 / (s — )* f(2)da
1

- m/a (s =) *f(w)dz = 1" f(s)

17



2. Dérivée factionnaire au sens de Grunwald-Letnikov

2 Dérivée factionnaire au sens de Grunwald-Letnikov

au sens de Grunwald-Letnikov en avant et en arriére est donnée par :

aDSf(s) = lim e ( k ) (=1)*f(s — kh)

h—0t he
. o
() s
6Dy f(s) = hlgél+ ¢ he

respectivement.
ou:

a) ala=1).(a—-k+1)

k) k!
avec o € R.

@

Définition 2.1. Soit f une fonction complexe, la dérivée fractionnaire d’ordre o de f

Remarque 1. Dans ce mémoire on utilise la formule générale suivante :

e D% f(s) = e~ lim 2o < Z ) (—=1)*f(s — kh)

|h|—0 ||«

avec h = |h|e?, 0 € {0, n}.
1)si 0 = 0 alors ¢ D*f(s) =g—1 DS f(s).
2)si6) = malors ¢, D f(s) =c—1 Dj f(s).

G

VN

4

2.1 Propriétés dela dérivée fractionnaire au sens de Grunwald-Letnikov

Propriété 2.1. Soient f, g deux fonctions complexes alors pour tout s € Con a:

ar DY [f + 9] (s) =ar D*f(s) +ar Dg(s)

18



2. Dérivée factionnaire au sens de Grunwald-Letnikov

Démonstration.
() v -
aLD* [f(s) + g(s)] = e |flzi|glo e
o () (DA - k) oo = k)

= 7% lim k

|h|—0 |h|>
= e—iea lim ZO:O < k ) <_1)kf(s - kh)

|h|—0 ||«

£ (§ ) 0t -

Propriété 2.2. Soit f une fonction complexe, on a:
crDf(as) = ag, D f(7)|r=as

ous € C,eta €R.

Démonstration. on pose g(s) = f(as) ;s€C,aeR

o0t () ot - k)

crD%g(s) =gt D*f(as)e” " lim

|h|—0 ||«
S0 (—1)F ( h ) f(as — kah)
= % % lim
|h|—0 (lah|)«

= a%LDaf(T) lr=as

Propriété 2.3. Soit f une fonction complexe, pour tout s € Ceta € Rona:

arDf(s —a) =ar D*f(7)|r=s—a

Démonstration.

X 1)k (« g
arD%f(s —a) = e “13'1_{10 > heo(—1) (llc}3|£(5 a—kh)

= GLDaf(T) |7-:sfa

19



2. Dérivée factionnaire au sens de Grunwald-Letnikov

Propriété 2.4. Soient o, 5 € R et f une fonction complexe, pour tout s € Con a:

arD* [aD’ f(s)] =ar D° [anD*f(s)] =L D**P f(s).

Démonstration.

n

aLD* [aLDPf(s)] = e lim — < Z ) U [ZZOZO < . ) b +n)h]:

k[0 |2+
o > om0 ( ﬁ ) (=1 {22‘;0 ( Z ) (=1)*fls — (k + n)h]
e |flzl|glo ||+ B -
o Dm0 2kt ( 5 > ( Z ) (—1)™* fs — (k +n)h]
=, s

on pose m = n + k alors k = m — n donc :

S (1) (W, ) 1rsls = mi

‘ n m-—n
D% Dﬁ _ —ifa li
arD* [c D f(s)] = e s |h|ot

et comme :(voir proposition
—~( 8 8 o
2 (a5 ) ()= ()

alors :

oo (07 ) ot -

« B — —ifa 1: m
arD [GLD f<3)} € |,1L1|E10 |h|oth

=cr D7 f(s)

2.2 Exemples

Example 1. f(s) = ¢% Vs,a € R
iysia>0:

20



2. Dérivée factionnaire au sens de Grunwald-Letnikov

h—0+ he
o0 & —Qa
() o
— as 1‘
© hoor ho

d’apres la formule générale de bindme de Newton on a :

Z ( Z ) (_1)kefakh _ Z ( Z > (_efah)k _ (1 . e’“h)a
k=0 k=0
alors :
Da as __ 1 (1 B e_ah)a as
SR T

) 1 —e@\*
= lim | —— | e
h—07+ h
—ah «
— gim oo (LT s
h—0+ ah
—ah o
. e " —1
= lim a” | ———— | €e*
h—0+ —ah
on pose —ah = z, lorsque h — 07,2 — 0~ donc :

ey
o _as : @ e’ —1 as
oD% = lim a e
z—0~ x

— aa eas

ij)Sia<0:

> reo ( Z ) (—1)keestakh

2 ge"

ar.DYe*® =qr, D;“eaS = lim e~

h—0+ he
S (§ ) Core
— 1 —iTQo as
g, % i
de méme ona: .
(0% a ah\ @
S () et - e

k=0

en suivant la méme procédure on obtient :

GLD;CGCLS — aozeas
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3. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Example 2. f(s) =c¢ ,¥se€ C,c e C.

arDf(s) = lim

h—0+ he
0o «
k=0 ( k ) (_1)k
=c li
oo ho

d’abord calculons la limite de ) ;< ( Z > (=1)~:

d’apreés la proposition[2|On a :

—n o] -
T —a)ne 00, a<0
donc :
Do f(s) 0, a>0
S =
ol oo, a<0

3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 3.1. Soit f une fonction complexe continue et soit m — 1 < a < m avec
m € N\{0}, on appelle dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville
de f, la fonction définie par :

eoen) = () 10ren )

avec s € C.
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3. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

3.1 Propriétés de dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Propriété 3.1. Soitm —1 < a < m avec m € N* et [ 'intégrale fractionnaire au sens
de Riemann-Liouville d’ordre o on a :

RLDe o [* = id

Démonstration. Soit f une fonction complexe, et s € Cona:

g ) )= () [ 1) o)

(&) 1ne)
- 1

Propriété 3.2. Soitm — 1 < a < m avec m € N* et f une fonction complexe continue
tel que :[*2D2 f] (s) = 0 alors :

m—1

fls)=) ¢ LG+1)

T(j+a+1—m)

(S _ a)j+a—m

avec s € C.

& 4

Démonstration. -
osf) () =0— () [ e =0
alors :
m—1 '
L7 f] () = ) ej(s —a)
§=0
donc :

fls)=13"" [Z_ cils — @)j]

m—1
__RL pme
- a

ci(s — a)j]
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3. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

on va voir dans la suite que :

I'(j+1)
I'G—m+a+1)

RLDZ”_C“(S —a) = (5 —a)/—mte

d’ou:

f(s) = 2 ST Ly (s —a)/tom

Lemme 3.1.1. Si f une fonction analytique sur |a, b[ alors :

BEDe f(s) = Z ( @ ) wf(”)(a:) .8 €la, b, € R.

= \n)ln+l-0q)

Démonstration. (livre [1] page 277). m

Propriété 3.3. (Formule Générale de Leibniz) Soient , ¢ deux fonctions définies sur
|a, b[, pour tout s €]a, b, € Rona:

e =f3( ) et

n—=

- 4

Démonstration. Soient ¢, 1) deux fonction analytiques sur un intervalle ]a, b], d’aprés le lemme

Bidlona:

+o0
o)) =3 (1) iy 400 o el

en utilisant la formule de Leibniz classique on obtient :

RL D (o)) ((s) :iji ( Z ) Z:Lal _(; [i ( ) S)¢(j)(5)] .5 €la, b]

J=0

on pose :m = k — 7, alors :

m=—j j=0
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3. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

on reprend la notation de £ alors :

RL Mo oo ktj kg (S_a>k+j—a )
vt Zz<k+7)(ﬂ )F(k%-j—l—l—oz)w(k)(s)w()(s) 8 €la, bl

T IO

et en tendant k vers +0o on obtient :

kO]O

B Z ( ) 3 ( i ) F(f; jaﬁj—aa>*‘)(k)<s)¢(”<8> s €labf

k=0

on réutilise le lemme [3.1.1] on trouve :

FLD (o(s)(s)) = 3 ( « ) o) (5) T D ()

3.2 Exemples
Example 1. f(s) = (s —a)’,s € R

s - = (1) [ - )

On calcul I %(s — a)” :

Ona:

onposet =a+ (s —a)r, alors :

dt = (s —a)dr
t=a=a+(s—a)t=a=717=0
t=s=a+(s—a)r=s=71=1
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3. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

alors :

a

par suite :

alors :

I%(s — a)ﬁ =

L Ss—a— s—a)T)* Ya+ (s —a)T —a)’(s — a)dr
[ e Gman =0 =) (s - a)d

—L 13—&”‘_1 — 1) Y s —a)’7P(s — a)dr
- [ @ = = e s -

(s — a)th

o) /01(1 — T)O‘*lTﬁdT

Sl TP
I'(a) ’
(B +1)
T (a+B+1)
_ F(ﬂ + 1) (S - a)a+ﬁ
[a+p+1)

(s —a)**?

m—ao . F(ﬂ + 1) —a m—a—+

La @_@ﬁ_mm—a+B+D@ yre?

— F(/B + 1) (S o a)ﬂ—a—l—m
F'B—a+1+4+m)

O o I (e

- (&) [Farramma e

L(B+1) d\" fm—a

__H6+1+m—a)CE) (s —a)’

B rp+1) FG+m—a-+1)

S TB+1+m—a) T(B—-a+1)
I'(s+1)

B CET TS

(s —a)’™™
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4. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

4 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 4.1. Soit f € C™(C) etsoit0 < m —1 < a <m ,m € N. on appelle
dérivée fractionnaire de f d’ordre « au sens de Caputo, la fonction définie par :

“Dyf(s) =1~ afm) (s)
/ S—tmalfm)()dt

Oua,s € C.

4.1 Propriétés de dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Propriété 4.1. Soit f € C'(C) a, € Ravec0 < a+ 3 < leta € Calors:

(D2 o D) f(s) = (°DF o° D2) f(s) = D2t f(s)

Démonstration.

(“D2 o° DF) f(s) = ((I; o D") o (I, 7P o D)) f(s)

= (];_a_ﬁ o ]g o D! o];_ﬁ o Dl)f(s)
——
CD}I*ZB
= (I'72 P o OpI=F o [17P o DY) f(5)
—_———
id

= (Il_(o‘+6) o Dl) f(s)
= DI 5(s)

Propriété 4.2. Soita € Rtelquem —1 < a <m,m € Net f € C"™(C) alors :
“DR I3 f1(s) = f(s)

avec s € C.
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4. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Démonstration.

D713 f](s) = L'~

_ ym—« 1 ’ _ \(e—m)—
=1 | - 0 ]
= (L [z 1) )
=1f(s)
= f(s)
|
r Propriété 4.3. Soit f € C™(C) tel que “ D% f(s) = 0 alors : h
m—1 ) .
#is) = S L2 o gy
j=0 J:
L avec s € C. J
Lemme 4.1.1. Soitm € N*et f € C™(C) , pour tout s € Con a: h
m—1 3
[I;nf(m)} (8) _ f(S) . f(J)(a)](;S — a)]
\ 4

Démonstration. (de lemme [4.1.1)
On fait la démonstration par récurrence :

pourm =1:

Supposons que :




4. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Montrons que :

) (@) (s — q)
(I ] () = f(s) = 3 L@l =)

=0 7!
[ 0] (s) = [+ 70) ()
= 1L 17 (9 9=1)
L G (o) (s — )
=ﬁ{m$—ﬂf il )}

@ = (G +1)!

"D (a) (s — a)l

S CRICE R
"D () (s — q)
PR Y CICY)

Démonstration. (du propriété 4.3)

“Df(s) = 0donne I™=*f™)(s) =0

on fait la composition par [/ de deux membres on trouve :

ce qui donne :

o1 fm(s) = 1°0 =0

or d’aprés le lemmed.1.1on a: [I" f(™)] (s) = f(s) — ot M

ou:
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4. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

4.2 Exemples

Example 1. f(s) = (s —a)’,s € R
onpose 3 > a,ona:

“Dits—ap =y () (s- o]

d’abord on calcul :(%)m (s —a)?

(%)m@—wﬁ:MB—Uw—2yuaﬂn+D@_@mm
= M(S _ a)ﬁ—m
- D(B—m+1)
donc :

“Dits -0 =10 (e )

_ P(ﬁ—i_l) mfozs_a —-m
_FW—m+D% ( )y

maintenant on calcul :/™~%(s — a)’~™

ona:

(s a)f = 1 [ (s els_ g)8
1= = o [ (s =0 — )t

on pose le changement ¢ = a + (s — a)7 on obtient :
t—a

dt = (s — a)dr

T =
Ss—a

t=a—>71=0
t=s—>71=1

alors :
I%(s —a)’ = ﬁ /S(s —a—(s—a)7)* Ha+ (s —a)T —a)’(s —a)dr
L 1 s—a)* Y1 —=7)""(s —a)’r%(s — a)dr
= Fg | 0 A= = )
_—(s_a)aJrﬁ 1 — )P ar
-y 4
wg(a B+1)
[(a) 7

D +1)

CTD(@)T(a+B8+1)
_ F(ﬁ + 1) (s _ a)a+5
CT(a+pB+1)

(s — a)o‘+5
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5. Dérivée fractionnaire au sens d’Ortigueira

par suite :
m—ao -m __ F(ﬁ —m+ 1) m—a+B—m
= = e g myp e O
_T(B-m+1) _ \B-a
“TE—arn "
donc : L5+ 1)
CD:;(S — CL)’B = m]gz_O%S — a)ﬁ_m
_ T+ F(ﬁ_erl)(s—a)ﬁ*a
F—m+1)T(B—-a+1)
_ B+ o
- F(6+1—oz)<5_a>6

Remarque 1. La dérivée au sens de Caputo d’une fonction constante est nulle.

En effet , soit c € R, alors :

“Dlc=1m"" (i) c=I1""*=0
ds

5 Dérivée fractionnaire au sens d’Ortigueira

Définition 5.1. Soit f une fonction complexe, on appelle dérivée fractionnaire de f
dans la direction de 6 du plan complexe d’ordre o € R au sens d’Ortigueira la fonction
définie par :

dt

N eim=0)a oo f (1ei0 4 g) — 30 f(’“k)!(s) cikOk
oD% f(s) = o) ). =

oud € (0,27) et n = [a].

5.1 Propriétés de dérivée fractionnaire au sens d’Ortigueira

Propriété 5.1. Soit f une fonction analytique sur une partie contient le contour de
Hankel, pour § € [0,27[etn —1 <a <n € Zona:

1) lim,_,,- oD*f(s) = fi"(s).Vs € C.
2) limg_ o1yt 0D*f(s) = f" (s),Vs € C.
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5. Dérivée fractionnaire au sens d’Ortigueira

Démonstration. 1)

lim oD“f(s) = oD" f(s)

a—n—
wo | f (16 4 5) — S L) ko i

ta+1

dt

a—n-— 0

= lim ( 1)/f (w) _1S>a+1dw

— ( ) S_kh)—hg(h)
= lim

3 —Aa];( o) _ hg(h)

_ A

= lim
a—n—

avec ¢g une fonction bornée.
on fait tendre h vers 0 on obtient :

= £"(s).

. Sio(=1F () s = k)
lim oD®f(s) = lim m: lim (k)

a—n— a—n— he a—n— he

2) de méme on a :

B gy = 2L gy

lim oD%f(s)= lim lim ¥

a—(n—1)* a—(n—1)T a—n— h

et g une fonction bornée.
on fait tendre h vers 0 on obtient :

lim oD“f(s) = lim AY(s) hg(h) = AJ(s) = fe(n_l)(s).

a—n~ a—(n—1)* he

Propriété 5.2. Soit f une fonction complexe vérifie :

Tok / f(ze?® + s)dz = / @f(xeﬂ + s)dx
0

alors :
d* d*
B (oD F() =0 D (2 F(5)
avec € 0,27, k€ Z",s € C. J
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5. Dérivée fractionnaire au sens d’Ortigueira

Démonstration.

dk dk ej(nfa)a 00 |:f (teje + S) — an 0 f(m)( )ejmetm]
/ at
0

@/0 f(te’? + s)dt = i | T

o = p [0 B e
0

ta—i—l

- dt
F(—a) dsk o+t
ol (T—0)a /oo dds_k’“f (teje + S) . ZZ . Me]metmdt
o p(_a) 0 to+l
=0 D*(f¥(s)).
| |
5.2 Exemples
Example 1. f(s) = e* aveca,s € C:
0 dk as
j(m— oo La(tel’+s n sk € j
oD" f(s) L / R 3
F(—Oé) 0 tonrl
. 14 as
B ei(m=0)a  poo gate?® jas Zk o k! & "
- I'(~a) totl
_ ej(ﬁ—e)a Jas /oo eatej9 _ ZZ:O ‘Z—’;ejk(’tk 0
F(—Oé) 0 ta+l
j oo pate d (a eje
_ el (m—0)a eas/ ted Zk . tk' Y
F(—O{) 0 totl
On pose y = —ated? alors, t = %9, donc, on obtient :
j(mr—0)a a+1(,j0\a+1 — 1)+l e Y —
oD f(s) = € easa (e”) .0( ) / Zklo k' dy
I'(—a) —ae’ 0 yor
el e =2 k= o -
— (=1 a®e®s / k! dy
S e R
627rja N asF
= F(—a)a e®I'(—a)
eZW]aaaeas
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5. Dérivée fractionnaire au sens d’Ortigueira

Example 2. f(s) = cos(as) aveca,s € C

on prend la fonction g(s) = e/%.
d’apreés I'exemple|[ljon a :

ODag(S) — (ja>a€27r]a€zas
_ ej%aealogae%rjaejas
57
— (% ja+as)6aloga
aloga

om .. ,om
= 008(704 +as) +j sm(7a +as)| e

de ’'autre coté on a :

oD%g(s) =p D&l
= 00D [cos(as) + jsin(as)]
=0 D% cos(as) + jo D" sin(as)

57

)
= cos(goz +as)+j sin(;a + as) | e*loge

5T

= 003(704 + as)e*1o8a

aloga

. .0
+J Sm(;a + as)e
par identification on obtient :

)
oD% cos(as) = cos(goz + as)e*1osa

Example 3. f(s) = sin(as) avec a,s € C
d’aprés 'exemple [1] on conclue :

5%

oD% sin(as) = sin(;a + as)eose
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6. Dérivée fractionnaire au sens d Ortigueira-Caputo

6 Dérivée fractionnaire au sens d’Ortigueira-Caputo

Définition 6.1. La dérivée fractionnaire d’ordre @« € R de la fonction f de variable
complexe dans C au sens de Ortigueira-Caputo est donné par :

70
D () = oD~ (f17(s)) = /“ )y

[a] = m.

7 Dérivée fractionnaire au sens de Marchaud

Définition 7.1. Soit f une fonction définie sur R et o € R’ .on appelle dérivée frac-
tionnaire d’ordre o au sens de Marchaud en avant et en arriére les fonctions définie
pour tout s € R par:

e (B ) s
DL /0) = w7 /. - ar
L e S () i
D_f(S) = K(Oé, k’) /O ta+1 dt
respectivement.
avec : o (1 eyt
K(Oz, k’) = /0 Wdu
etk > 0.

Remarque 1.

(D%c) (s) = (D%) (s) =0 ,c€C,a € C,Re(a) > 0.

En effet :

G,

D19 6) = i

ta—i—l
-k
. e ()
= dt
K(a, k) /0 tott
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8. Dérivée fractionnaire au sens de Hilfer

d’apreés la formule de Binome ona:

()£ e

J=0

donc :

(D%c) (s) =0

de méme ona:

8

(D%) (s) =0

Dérivée fractionnaire au sens de Hilfer

Définition 8.1. Soientn — 1 < a <navecn € N,0 < g < letl =[a,b] CRet
soit f € C™ (I, R). la dérivée fractionnaire d’ordre «v au sens de Hilfer de f a gauche
et a droite est définie respectivement par :

o, n—o« d " — n—o
"t o) = 10 () 1A

« n—ox d " - n—«x
DO f(s) = 1) ><—d—8) [0 £ (s)

Pour tout s € [a, b].
Avec I est 'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre a.
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Chapitre 3

Fonction Zéta de Riemann et ses
fonctions analogues

1 Rappels sur les Séries des Dirichlet

1.1 Motivation

Les séries de Dirichlet ont une grande importance dans les applications de ’analyse de la théo-
ries des nombres, ils sont plus compliqués par rapport au séries entieres, en effet le disque de
convergence, le disque de convergence absolue et le disque de définition de la fonction limite
ont tous le méme sens pour les séries entiéres. cependant, pour les séries de Dirichlet ils sont
différents et on remplace le disque de convergence par le demi-plan de convergence.

Définition 1.1. Soit la fonction f définie sur I'ensemble des nombres complexes par :

—+o0

fls) = Z ane

n=1

Ou (\,) est une suite croissante dans R tel que lim,, , o A\, = +00 et s = o + jt avec
o,t € R, et (a,) une suite de nombres complexes.

.

4
L iy B
Remarque 1. o f est dite série de Dirichlet de type \,.

e si)\, =lognalors f(s) = )" % est dit série de Dirichlet ordinaire.

esi)\, = logneta, = 1,¥n € N*alors f(s) = S.7> L est la fonction Zéta de

n=1 ns
Riemann.

esi )\, =nalors f(s) =

telque:z =e™°.

. 4

“+o00

—s\ 7. PN +oo n
221 Gn (e7°)" est une série entiére de laforme ) 7 a,z
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1. Rappels sur les Séries des Dirichlet

Remarque 2. Dans notre étude on considere les séries de Dirichlet ordinaire sous la

forme :
—+oo

)=

ns
n=1

1.2 Convergence des séries de Dirichlet ordinaire

Définition 1.2. On dit que la série Z:ﬁ o est convergente en s = o + it si

“+o00

a
> =< +oo
nS
n=1
et s’il existe une fonction f tel que :
+00 @
n
fls)=2_ 5
n=1

& 4

Lemme 1.2.1. Si la série > 92 est convergente pour sy = Re(sq) + j Im(sq) alors

n=1 ns

elle est convergente pour tout valeur s tel que Re(s) > Re(sy).

4

Démonstration. Soient s¢, s € C tel que Re(s) > Re(sy).
an

on suppose que > “n converge, avec 5o = Re(so) + j Im(so).
comme la fonction x — n” est croissante pour tout réel x avec n > 1 alors :

’ns’ — nRe(s) > nRe(so) — ’nsol

donc :
1 1
<
L ]
et par suite :
lan] _ lan|
| = |n]

par comparaison en déduire que la série 3" ||Z’j||

converge donc la série Y% % converge.
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1. Rappels sur les Séries des Dirichlet

*’

Lemme 1.2.2. (’abscisse de convergence) :

. o +o0 a, .
Soit la série ) |~ %2, s € C:
e si > "™ a, est divergente alors
— log|S,|
op= lim ——
n—+00 logn
ousS, =a;+ay+as+..+a,.
e si > "™ q, est convergente alors :
— log|R,|
g = lim ——
n—+oo logn
ou R, = a1+ Gpya+ ...
e on note 0 ’abscisse de convergence.

4

Démonstration. (On va démontrer la premiére partie du lemme|[1.2.2] la deuxiéme partie a une
démonstration similaire).
On suppose que > a,, diverge, et on note :

. log [sn|
a = limsup ———

n—oo  lOgN
et on montre que oy = .
la premiere étape, On suppose que Zzg a,n~ converge avec 0 < 0 = Re(s),s € C et on
montre que o = .
On pose b, = a,n % et B, = Y ,_ by = > ,_, axk™7 avec By = 0. On suppose que B, est
bornée alors |B,,| < M, M > 0.

Ona:
N
SN = Z Qp,
n;l
= Z b,n’
n;l
= (B, — B,_1)n®
i N-1 N
=ByN°+> Bn’ =Y B,n’
n=1 n=1
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1. Rappels sur les Séries des Dirichlet

on pose m = n — 1 on trouve :

N-1 N-1
sy =ByN°+ Y Bun” =Y Bu(m+1)°
n=1 m=0

N-1 N-1
ByN°+> B’ =Y Bu(n+1)
n=1 n=1

N-1
= B, [n? — (n+1)°] + ByN°
n=1
alors :
N-1
|sn| = B, [n° — (n+1)°] + ByN°
n=1
N-1
< |B,| |n” — (n+1)7| + |Bn|N°
n=1
N-1
<MY (n+1)°—=n)"+MN°=M(N°—-1)+ MN°
n=1
< MN? 4+ MN° =2MN°
alors :
log |sy| <log2MN° =log2M + olog N
donc :
|| o log2M
logN = logN
alors :
lim sup [sv] <
n—-+o0o 10gfv
donc :

a<so

maintenant, pour la deuxiéme étape, on suppose que o < o et on montre que la série Z:ﬁ anpn~

converge.
on choisit € > O tel que : v + € < 0.
on a par définition

<a ;Vn >ng,ng €N

alors :

—— < a+te ;Vn>ng,ngeN

ce qui implique :
log [sn| < (o + €) logn = log(n®")
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1. Rappels sur les Séries des Dirichlet

donc :
lsy| < n*t° ;Vn > ng,ng € N

aussi on remarque que :

1 1 /”H du_ _ /"H du ( 1 )
— ——— =0 <o =0
ne (TL + 1)0 n ua—i—l n na—‘rl na—i—l

on a donc :
N N
Z a,n 7 = Z (Sn — Sp—1)n"7
n=M-+1 n=M+1
N N
= sy 7 — Z Sp_1n °
n=M+1 n=M-+1
on pose kK = n — 1 on obtient :
N N-1 N
Z a,n % = Z San "7 — Z sp(k+1)77
n=M+1 n=M+1 k=M
N-1 N
- Z spn~ 7 — Z Sp(n+1)7°
n=M+1 n=M
al 1 1
= Sy |—— ——— +sy(N+1)"7 —s3y M °
,;:4 " {n <n+1>“} W+ 17 = s
N
< naJre o + NaJreNfa + MaJrero'
~ ~ no‘—‘,—l
n=
N
<o Z naJrefafl + Nonrer + Ma+670'
n=M

comme :« < o alors pour M — 400, le terme droit de 'inégalité tend vers 0, ce qui donne la
convergence de la série.
d’apres les deux étapes de démonstration on conclue que oy = a.

Théoréme 3.1.1. (Demi plan de convergence)

Soit o 'abscisse de convergence de la série Z:ﬁ el
alors :

o la série > %z est convergente pour tout Re(s) > oy.
o la série )12 22 est divergente pour tout Re(s) < oy.
I’ensemble :

D = {s =Re(s) + jIm(s) € C| Re(s) > oo}

est dite le demi plan de convergence
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1. Rappels sur les Séries des Dirichlet

, . o 400 @ . .
Démonstration. On suppose que la série ) '~ %= ne converge pas sur C tout entier et aussi
ne diverge pas sur C tout entier .posons D ’ensemble des nombres complexes tel que la série

+00 g a s . 5 \

ne1 = converge.D n’est pas vide car Z 22 ne diverge pas sur C tout entier. d’apres le
lemme [1.2.2] -D a une borne inférieur noté o donc :

e si Re(s) > oy alors s € D i.e. lasérie > % % converge.

e siRe(s) < gp alors s ¢ D ie. lasérie > > % diverge. m
Example 1. e On prend la fonction zéta de Riemann définie par ((s) = >/ % L .

onaa, =1,Yn > 1,alors > a, diverge ,donc :

— 1 vl — 1
0o = lim M: lim ogn

=1
n—-+o0 logn n—+oo logn

alors ( est bien définie si Re(s) > 1.

Remarque 3. Dans le cas ou Re(s) = o on ne peut rien dire i.e. la série peut étre
converge ou peut étre diverge.

1.3 Théoréme fondamentale de la convergence uniforme

Théoréme 3.1.2. Sila série Z+°° &n est convergente pour certain sy € C alors elle est
uniformément convergente pour tout s =0+ jt € Ctel que | arg(s — so) |< 5 3 —Jou
0<5< L

Démonstration. Sans perte de généralité, on prend sy = 0 donc Z:g a, converge.
Soit r,, = Zk w41 @k > on fixe € > 0, alors il existe ng € N tel que Irn| < €,Vn = ny.

ona:
= {an + an+1 + A2 + } - {an+1 + Ap+2 + Ap43 + }

—Z%-Zak

k=n-+1

=Tpn-1—Tn
donc :

N N
E apn "’ = E =
n=M n=M

(rp_1 —Tn)n

Tp1N ° — E rpn_°

n=M n=M
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1. Rappels sur les Séries des Dirichlet

on pose k =n — 1 on obtient :

N N-1 N
Z a,n”"* = Z r(k+1)7° — Z ran”®
n=M k=M-1 n=M
N-1 N
= ra(n+1)7° — Z ran°
n=M-1 n=M
N N
=ry M —ry(N+1) s—i—Zrnn—i- Zrnn
n=M n=M
i < 1 1 ) 1 TMm=1 N
= T - _
= (n+1)° ns Ms (N + 1)
comme :
1 1 /”“ —s
—_— - — = dx
(n+1)* ns o astl
alors :
||/ _||/"+1d:)3_|3| I 1
(n +1)s S |:178+1| . ot o |n®  (n+1)°
donc :
N N 1 1 ThmM—1 N
> | = |\ X () e ey
P L\t 1) Ms  (N+1)
ol 1 1 r r
M-1 N
< Tn - — |+ -
TZJ\; ((n—l—l)S n5> Ms  (N+1)
N
|s] [ 1 1 1 € €
< €E— | — — +
ng\; o |n” (n+1)° Ms (N+1)
Ces| [ 1 1 € €
o |[M° (N+1)F] Ms (N+1)
< 2¢s| o
o

supposons :| arg(s)| < § — ¢

alors : i ) 5
t T sin(5 — cos
— <tan(= —6) = 2 = =cotd
o an(2 ) cos(Z —4§) sind «©

et:
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1. Rappels sur les Séries des Dirichlet

en effet : g < cot ¢ donne :;—22 < cot?d
par suite on a :

12 cos2§  cos?d +sin?d 1

1+ —=<1+4cot?’d=1+ = = . = = cosec’§
o2 sin? § sin® § sin? &
ce qui donne :
Is|
< cosecd
o
alors :
N
Z a,n"°| < 2¢(cosecd + 1)
n=M

d’olt la convergence uniforme de la série 3
si so # 0 alors on pose s’ = s — 5.

pour s = s la série converge ,donc pour s’ = 0 la série converge donc on utilise la méme
méthode.

n= ].ns'

1.4 Produit de deux séries de Dirichlet

Théoréme 3.1.3. Soient s € C et F, G deux séries de Dirichlet définie comme suit :

)>a ,a€R

\ |
M

ns’

)>b ;beR

alors :

ou: f(n)*g(n) o > an f(d)g (%) ou d|n signifie que la somme porte sur les entiers
positives d diviseurs de n.

4

Démonstration. comme les séries F'(s), G(s) convergent absolument alors :

Z o) (S g(mym™)
=35 F(m)gm) (nm)~*
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2. Fonction Zéta de Riemann

on pose mn = d alors :
+oo

F(s)G(s) =Y () fln)g(m))d

d=1 mn=d

=Y sy

d=1 py—d
n

=S gy

d=1 n|d
+oo n
SSY s
n=1 djn
d’ou :

FyGts) = 37 0ot

2 Fonction Zéta de Riemann

Définition 2.1. la fonction zéta de Riemann ((s) est définie par la fonction :

avec s € C ou Re(s) > 1.

2.1 Convergence de la fonction Zéta de Riemann

Proposition 1. la fonction zéta de Riemann est absolument convergente pour tout

Re(s) > 1.

Démonstration. On a :
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2. Fonction Zéta de Riemann

On pose s = 0 + jt avec 0,t € R;alors :

oo

1
Z notit

n=1

< N —1
n=1

= 1
< Z ne | ejtlogn |
n=1

o

[ C(s) | =

1

nO’
n=1

supposons o > 1; d’apres le critére de Riemann et par comparaison la fonction ((s) converge
absolument. m

2.2 Différentes formules de la fonction Zéta

Produit eulérien

Théoréme 3.2.1. Pour tout s € C tel que Re(s) > lona:

o) =Tl ==

1
p€eP p®

Ou P est 'ensemble des nombres premiers.
On appelle ce produit le produit eulérien.

Démonstration. on a :
1 1 1 1
=l+—4+—4+—=—+=+... 1
¢(s) totnt et Tt (1)
on divise les deux membres par 2° :

s) 1 1 1 1
L= — 4 — + — 4 —... 2
> " e e e @
on soustrait (2) du (1) on obtient :

1 1 1 1 1 1

1—— =1+ -ttt 3
(A=) =Tt gt ot + (3)
maintenant on divise (3) par 3° on obtient :
1 1 1 1 1
(1——)®:—+—+—+ + o (4)

287 38 35 95 15 218
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2. Fonction Zéta de Riemann

on soustrait (4) du (3)on trouve :

1 1 1 1 1 1
1 1

1 1 1 1 1 1
(1= 2)eell = )= 7)1 = (1= )1 = 36(s) =1
alors :
((s) = :
(1= )= )1 = %) = 5)(1 = 5)(1 = 55)
1

I

|

Formule intégrale

Théoréme 3.2.2. Pour tout s € C tel que Re(s) > lona:

1 +o0 tsfl
((s) = m/ﬂ pra—

avec [ est la fonction gamma.

Démonstration. On a :

On pose :y = £ on obtient :



3. Fonctions analogues de la fonction Zéta

comme :
+o0 ey
—ny _
nz_; © 1—e¥
alors :
oo ey s—1
R A
0 _
+00 s—1
Y
= d
/0 evy —1 Y
d’our: N )
1 R
= dt
() F(s)/o et —1
| |

3 Fonctions analogues de la fonction Zéta

3.1 Fonction de Hurwitz

Définition 3.1. on définie la fonction de Hurwitz par la fonction :

o= 1
((s,a) = Zom

pour tout s € C tel que Re(s) > 1 avec a un nombre complexe quelconque.

)

[ Remarque 1. pour a = 1 on obtient la fonction zéta de Riemann.

En effet :

on pose k =n + 1 alors :

Convergence de la fonction de Hurwitz

[ Théoréme 3.3.1. la série ((s, a) converge absolument pour Re(s) > 1. ]
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3. Fonctions analogues de la fonction Zéta

Démonstration.

Zl n—l—a s Z| n+a) (Re(s)+]lms)|

“+o00

<Y (n+a) R0

n=1

pour Re(s) > 1 la séries Z 2 (n + a)~ RO converge d’aprés le critére de Riemann, d’oli par
comparaison la série > |(n + a)~*| est convergente. m

Représentation intégrale de la fonction de Hurwitz

Théoréme 3.3.2. pour tout s € C tel que Re(s) > lona:

1 +00 a:s—le—az
= — —d
¢s,9) = 77 /0 1—e= ™

avec a € C et I est la fonction gamma.

Démonstration. on prend la fonction gamma :
+oo
['(s) = / ¥ e dr
0

on pose z = (n + a)t alors t = < donc:

+oo

['(s) = / (n+ a)* 1~ tem Mt (n 4 q)dt
0

+00
— (n 4 CL)S/ e—nte—atts—ldt
0
ce qui donne :

+o00o
L(s)(in+a)°®= / e ety
0

alors :
+oo +00 +00
F(S)Z TZ+CL -8 Z/ —nt —atts ldt
n=0
donc :
+o0 100
s)((s,a) = / Ze‘"te_“tts_ldt
0 n=0
comme :

“+00
—nt 1
I
— €
n=0
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3. Fonctions analogues de la fonction Zéta

et par suite :

1 +oo ,.s—1_—az
((s,a) = / T
) Jo

3.2 Fonction de Lerch

+0oo 627Tj)\n
L\ a,s) = Z

n=0 <n + a)s

Ou s € Ctel que:Re(s) > 1si A € Z, et Re(s) > 0si\ ¢ Z.

Définition 3.2. Soient A € Ret 0 < a < 1, la fonction de Lerch L est définie par :

Remarque 2. 1.5i A € Z la fonction de Lerch réduite a la fonction de Hurwitz.
L 2.5i A € Z et a = 1 la fonction de Lerch réduite a la fonction Zéta de Riemann.

V)

En effet :
1/Soit A € Z ,
e =3 S 5 L)

a,s) = — = — = {((s,a

T atay gnta) ’
2/Soit\ € Zeta =1,

1t00  orjin +oo +oo
e 1 1
(A 1,s) HZ:()(”+1)S nZ:()<n+1)s 27 ¢(s)
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Chapitre 4

Dérivées fractionnaires de la fonction
Zéta de Riemann

1 Dérivée fractionnaire de la fonction Zéta de Riemann
au sens de Grunwald-Letnikov

Théoréme 4.1.1. La dérivée fractionnaire d’ordre « au sens de Grunwald-Letnikov en
avant de la fonction ¢ de Riemann est donnée par :

o0

arD§((s) = e Z

ns
n=2

(@ 4

log™ n

Démonstration. la dérivée fractionnaire d’ordre o de la fonction  au sens de Grunwald-Letnikov
en avant est donnée par :

£ § ) ot -

cuDce) = f "
] 1
=S (1) 0

avec h > 0.
d’apres la formule générale de binéme de Newton on a :

i < h ) (—1)Fnkh = g ( h ) (—n")F = :20 ( h ) (k10 = (—nh 1)
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1. Dérivée fractionnaire de la fonction Zéta de Riemann au sens de Grunwald-Letnikov

alors :
o0

o o 1 . 1 h 1o
DRCls) = 2 el e o )

n—

il reste a calculer la limite quand h tend vers O :

1
lim —(—n"+1)* = 1
Jin o2 (et D)% = T (—

comme la fonction g : © — x® est continue alors :

1 1—n"
lim —(—n" 4+ 1)* = (i o
i g U=l )
d’apreés la régle d’'Hopitale on a :
: 1-— nh : hlnn
hlg(gh ho hli>r(l)l+ —logne
= — lim n"1
iz, i log
= —logn
donc :
1 1—nh
lim —(—n"+1)* = (lim ———)°
h—0+t h® h—0+
= (—logn)®
= (—1)*log"n
= ™ log® n
d’ou:
D — R Y
D) = 3 e o
= log®n
_ aiTQ
=™y =
n=2
[ |
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1. Dérivée fractionnaire de la fonction Zéta de Riemann au sens de Grunwald-Letnikov

1.1 Propriétés delafonction dérivée fractionnaire au sens de Grunwald-
Letnikov de la fonction Zéta

Composition de la dérivée fractionnaire au sens de Grunwald-Letnikov de zéta avec
des dérivées entiéres

Proposition 1. Pour £ € N* on a:

a+k n

(6xD3((s)) = meri 3 1081 ()

nS

dk
dsk

n=2

Démonstration. On fait la démonstration par récurrence,

Pourk =1:
d o B d ;.. > log® n
L aDie(s) = e (3 A

T - @ d -5
=e Zlog n%n
n=2
— eiﬂ’a ilOga ni(efslogn)
—~ ds

o
= —e"® g logo‘nlogne_SIOg”

n=2

[eS)
ezﬂ'ema 2 logoHrl nn—s
n=2

e a+1
_ oinla+1) 2 : log™" " n
nS
n=2

donc (P) est vraie.
maintenant supposons que (P ) est vraie et montrons que (P 1) est vraie :
ona:
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1. Dérivée fractionnaire de la fonction Zéta de Riemann au sens de Grunwald-Letnikov

dk—H N d dk
T (@DEC(s) = (5 DiC(s))

d , . > log®trn
_ 7 aim(atk)

n=2

eim(ath) Z log®* n—n -
— _¢imlath) Z logaJrk nlognn™*
_ imgin(ath) i loga:jrl n
T Z log‘”k“

d’ou (Py,1) est vraie. m

Produit de la fonction Zéta de Riemann par sa dérivée fractionnaire au sens de Grunwald-
Letnikov

Proposition 2. Le produit de zéta de Riemann par sa dérivée fractionnaire d’ordre o est

donné par :
P, log d
(DY) ¢ =™ 3 Y

n=1 djn

Démonstration. en utilisant le théoréme on trouve :

(czD§C(s)) ¢(s) = ’”“Zlog S

nfl

o0

, log®n x 1
— i Z 0g-n
n=1

ns

_ ima i Z loij d

n=1 d|n
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2. Dérivée fractionnaire de la fonction Zéta de Riemann au sens de Riemann-Liouville

2 Dérivée fractionnaire de la fonction Zéta de Riemann au
sens de Riemann-Liouville

Théoréme 4.2.1. La dérivée fractionnaire de la fonction zéta de Riemann au sens de
Riemann-Liouville d’ordre « est donnée par :

+o00
. log®
REDac(s) = ey :M

ns
n=0

ou s € C tell que Re(s) > 1.

Démonstration. par définition on a pour tout s tel que Re(s) > 1:

1
F()

REDo(s) / (s — o) de

s T00

s—t

R s—t) 7t
=— —dt
['(—a) ;/0 nt

on peut changer le signe intégrale et somme a cause de la convergence absolue de la fonction
zéta sous la condition Re(s) > 1.
posons :

0, ,.—a-1
I(s):—/ ‘ —dx
S —a—1
:/ ‘ dx
0 M5
:/ xfaflef(sfx)logndm
0

s
:/ x—a—le—slognexlognd(ﬂ
0

s
:eslogn/ xfaflexlogndx
0

55



3. Dérivée fractionnaire de la fonction Zéta de Riemann au sens de Ortigiera-Caputo

en effectuant un autre changement de variable y = —x log n on obtient :
—slogn —d

I(S) — e—slogn/ (_ Y )—a—le—y(_y)

0 logn logn

: 1 —slogn .

— 678 ogn( _ —Q —— efyd

o e
—1 e —slogn
_ ( 0og TL) / y—a—le—ydy
ns 0

pour n — +00 on obtient :

I(S) _ <_ log n)a /Ooo y—a—le—ydy _ <_ lOg n)al—x(_a)

ns ns
d’ou: .
1 X (~logn)
RLDa — (-
C(s) F(_@; - T(=a)
Z-MJFOO log™ n
=™y =
n=1
[

3 Dérivée fractionnaire de la fonction Zéta de Riemann
au sens de Ortigiera-Caputo

Théoreme 4.3.1. La dérivée fractionnaire d’ordre « de la fonction (-Riemann au sens
de Ortigiera-Caputo est donnée par :

00D((s) = (=1)meIm m)zlog L
- 4

Démonstration.

. el (m=0)a=m) oo () (1¢if 4 g)
ocD C(S) = m o ta—m+1

ej(ﬂfG)(afm) oo Jm > 1070
_ R —s—te tm_a—ldt
I'(m — «) /0 ds™ ; "
i (r—6)(a—m) »
- _ —s —te: tm a—1 dt
I'(m — «) /0 ds™ Z "

ej(ﬂ— 0)(e—m) s —ted? ym—a—1
- L'(m — «) dsmzn / ! dat
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3. Dérivée fractionnaire de la fonction Zéta de Riemann au sens de Ortigiera-Caputo

calculons [ = [;* n-te’?ym—a—1 4y
on pose z = tel? alors t = ze 0 dt = e 79dz

donc :

o oo
0 0
. o0
— €J9(a—m)/ e—zlognzm—a—ldz
0

on pose y = z logn alors z = % ,dz = log ndy

donc :

I = eje(a—m) / e—y(L)m—a—l log ndy = ejG(a—m) logafm n/ e—yym—a—ldy
0 logn 0

— elfla—m) log®™™ nr<m . Oé).

finalement on a :

= / nte el gy — eI 10 Py — ).
0

alors :

ja=0)(a=m) gm 2 o
eD((s) = n* / nte el gy
0

I'(m—«) —~
= eJ(“ 9)(a*m)619(a*m)d - ;n sloga moy
m loga me
jm(a—m)
.. m)ilogo‘ mnd_mn s
— ds™
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3. Dérivée fractionnaire de la fonction Zéta de Riemann au sens de Ortigiera-Caputo

calculons

donc :

d’ou:

d% (n’s) = —n"’logn
d2
e (n™*) = (-1)>n"*log’ n

dk
Tk (n™*) = (=1)*n"*log"n
s
dm —S8 m,,—S m
2 (172) = (-1 (log)
. = log®
eD*(s) = (—1nermiem 3 2B L
n=1
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Chapitre 5

Fonction Zéta de Lerch et de Riemann
définies par les dérivées fractionnaires

1 Fonction Zéta de Lerch définie par la dérivée fraction-
naire au sens de Riemann-Liouville

"
Lemme 1.0.1. Soient A\, o« € C avec Re(a) > 0 et Re(A\) >0Oona:
RL A A
o DYe = % (Vs eR
avec L D2 la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre c. J

Démonstration.

1 S
RL DOL As — / _ t —a—1 )\tdt
e = [ e

on pose v = s — t, on obtient :

1 1 —o o
RL D As) As [ = / —a—1_—v
S Dy (e ) —F(—a)e 3 i v e "dv
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1. Fonction Zéta de Lerch définie par la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

*’

Théoréme 5.1.1. La fonction zéta de Lerch peut s’écrire sous la forme :

(&

. » 5 B i 2wt
L(t,x,s) = (2m)° exp |:]7T (5 — 2tm>] IEOOLDt (—1 — 62“jt>

pour tout s € C et pour ¢, z vérifient : Im(¢) > 0,z ¢ RJ.

Démonstration. on a :

o [e.e]

L(t, z, S) —_ Z(n + x)fsewjtn _ (27Tj)56727rjtx 2(2717')73(71 + :U)fse27rjt(n+x)
n=0 n=0
d’apres le lemme|[1.0.1]

IE;OLDt—s <627rjt(n+z)) — (27Tj)_5(n + x)—se%rjt(n-‘r:c)

alors :
L(t,.l’, S) 27Tj s e 2mite Z R— LD 27Tjt(n+x))

La série Y oo, €2™!"*%) converge uniformément ce qui donne :

@;}LD;S (Z €2ﬂjt(n+m> Z R— LD s 27rjt(n+m)
n=0

et par suite :

L(t,l’, S) (27’(’])8 —2mjtz R LD (Z 627rjt(n+x)>
n=0

s 727r]tx RL 27 jtx - 27 t\ "
= (2mj)’e D% | e (e™")
o \s —2mjtex RL D—s 627Um
- (27T]) € —oo 7t 1— egﬂ-jt

= (2m)° exp [jw (f - 2t:z:>} RL D¢ ﬂ
2 oo 1 — e2mit
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2. Fonction Zéta de Lerch définie par la dérivée fractionnaire au sens de Marchaud

2 Fonction Zéta de Lerch définie par la dérivée fraction-
naire au sens de Marchaud

"

Lemme 2.0.1. Soient A\, o« € C avec Re(a) > 0 et Re(A\) >0ona:
(DFeM) (s) =A% |Vs,teR

(D¥e ™) (s) =A% |Vs,teR

avec DY, D¢ les dérivées fractionnaires au sens de Marchaud en avant et en arriére res-
pectivement d’ordre a.

4

Démonstration.

At 1
(02 () = 500 | !

-k Y
s 00 Z?:O(_l)] ( j ) e !
K(a, k;)/o o+t

T (f ) e
dt

On pose y = At alors :

O )= s | S ()",

K(ah) 05 )
BN\
As oo Zf:O(_l)J ( j ) e’V
_ a+1 —
- K(a,k) /0 Yot AW
k Ak _
NS oo Zj:O(_l)J ( j ) € Jyd
K(a, k) /0 yott y
ona:
Z(_l)] ( ) e Y — Z ( ) (_e—y)]lk—J =(1-— e—y)k
Jj=0 J Jj=0 J
alors :
Sho(-1y (5 ) e
00 7=0 j e’} (1 o e—y)k
o ot dy = . yortl dy = K(a, k)
d’ou:




2. Fonction Zéta de Lerch définie par la dérivée fractionnaire au sens de Marchaud

de méme :

(D) (5) = 1 /Ooo >io(—1) ( 5 ) o~ As+it) .

- Kl k) ot
. k s
e—/\s %) Z?:O(_l)J ( j ) € Agt
= dt
K(a, k) /0 totl

on pose y = At alors :

K(a, k) yott Y
comme :
St (K )e
/0 s dy = K(a, k)
alors :
(Dfe’)‘t) (5) = A\
[

Théoréme 5.2.1. La fonction Zéta de Lerch peut s’écrire sous la forme :

— e2mjt

L(t,x, s) _ (27T>s exp [jﬂ (g = 2tx>} Djrs (fﬂ)

. . - s . eQﬂ'jtx
L(t,l’,s) = (—1) (27’[’) exp |:j7T (5 — 2tl’)i| D_ (m)
pour tout s € C et pour ¢, z vérifient : Im(¢) > 0,z ¢ RJ.
avec D *, D_° les dérivées fractionnaires au sens de Marchaud en avant et en arriére
d’ordre —s.

Démonstration. on a :

o0 oo

L(t,x,s) = Z(n + x) M = (2 ) St Z(Z?Tj)_s(n + )" Se2mitnta)
n=0 n=0
comme : ' .
D;s (627r]t(n+:r)) _ (271"]')78(77/ + 1:)75627r]t(n+x)
alors :

L(t, x, 5) — (27Tj)se—27rjtx Z D_T_S <627rjt(n+x)>
n=0
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2. Fonction Zéta de Lerch définie par la dérivée fractionnaire au sens de Marchaud

La série Y o0, €2™{"+%) converge uniformément ce qui donne :

D-T-S (i 27rjt(n+x> Z D—S 2mjt(n+x)

n=0

et par suite :

&)
L(t, x, S) (27Tj —2mjtx D <Z e27r]1£ n4tx )

n

(277'] —2mjtx D s ( 2ﬂjtm§: 27r]t) )

n=0

ot 27Tjtac
_ . itz
= (2mj)%e D+ (1 627r]t)

627rjt:p
= (2’7T) exp |;]7T <§ — 2t$>i| D+S <m)

de méme :
L(t,z,s) = Z(n + x)fs€27rjtn — (_1)3(27?7-)5672#]%36 Z(—Qﬂ'j)is(n + l,)fse27rjt(n+x)
n=0 n=0
comme : . |
D¢ (627rjt(n+£v)) — (_271_]')78(” 4 x)75627r]t(n+w)
alors :

L(t,ag 3) — (_1)5<27rj)86—27rjtx2 D (627rjt(n+x))
n=0

La série Y -, €2™!"*%) converge uniformément ce qui donne :

D—° (i 2mjt(n+z ) Z D ‘e 2mjt(n+x)

n=0

et par suite :
L(t,x,s) ( 1) (27T]) —2mjtx D¢ ( e27rjt(n+;p)>
n=0

:( 1) (271_])5 —2mjtx D:S

oo
. \n
627r]t:1: (627Tjt>
=0

n

e27rjtx
1 — 627rjt

. S . s i 627rjtx
= (—1)°(2m)% exp []71’ (5 — thﬂ D, (m)

s _—2mjtx
= (—1)*(2mj)’e ™" D*

/\/_\
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3. Fonction Zéta de Lerch définie par la dérivée fractionnaire au sens de Hilfer

3 Fonction Zéta de Lerch définie par la dérivée fraction-
naire au sens de Hilfer

Lemme 3.0.1. Soientn —1 < a <navecn € N,0 < 3 < 1,pourtouts € R.Ona:

G 6)\3 — )\—ae)\s

]_a’_ooe)\s — (_/\)—ae—)\s

OuleRetl? , I lintégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre o
a gauche et a droite respectivement.

Démonstration. On a :

1 S
I° e = m/ (s —t)* teMdt
a) -

On pose :xz = s — t on obtient :

1 0
& 6)\5 - = xa—le)\(s—x)(_dx)
- I'(a) /+oo
€>\S /+OO a—1 —/\xd
= xr (& s
I'(a) Jo

On pose y = Az on obtient :

As 400 a—1
= [T el
(a) Jo A A

de méme ona:
+0o0
[9. e = —/ (s —t)*teMdt
I s

On pose :x = s — ¢ on obtient :

A 1 o 1_Mz—s)
I“OOeS:—/ eV dx
" [(a) Jo
e—)\s /+OO .
= 4 edr
F(a) 0
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3. Fonction Zéta de Lerch définie par la dérivée fractionnaire au sens de Hilfer

on pose y = — Az on trouve :

—As +00 a-1
~ 1
e As — € / _y N
T 1) <>\ i\ )W
e—)\s +00 L -1 «
), v (T> W

r

-1 0467)\3 +o00 L
(=) = a=l,-yq
<A) r<a>/o e

6—)\3
=(—=1)*\7“ I
(1A oy @)
— (_1)04)\—046—/\5
— (_)\>7a€7)\s
[ ]
Lemme 3.0.2. Soientn — 1 <a <navecn e N,0< < letl =R(a = —o00;b

+00).alors pour tout s € Rona:
H]Dg,oﬂoe)\s _ )\046)\5
FDS oM = (1) (-A)e ™

avec \ une constante dans R.

Démonstration. On a :

n—o d\" —B)(n—a
HD%Oﬁoe)\s _ Ifio+ ) (E) IEIOOE)( )e)\s

d’apreés le lemme ona:
JAA—a) As _ \—(1-B)(n—a) s

—00

d\" (I-B)(n—c) As d\" —(1-B)(n—a) s
(@) I e (>\ (1=B)(n—a) , )

_ /\—(I—B)(n—a)/\ne)\s

alors :

— /\—(l—ﬁ)(n—a)+n€)\s
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3. Fonction Zéta de Lerch définie par la dérivée fractionnaire au sens de Hilfer

donc : I~
e s _ [Ba) <_) F0-Hn=a) as

> dt) "
— [P0 (A=A )i sy
= A*(lfﬁ)(nfa)Jrn[fgfa)e,\s
— N\~ (=B (n—a)+ny—B(n—a) As
— \~ (=B (n—a)+n—B(n—a) As
= %

de méme on a:

n—a d\" —B)(n—a
H]Difoe)\s _ I—Ego ) (_d_) I—(l—looﬁ)( )6)\3
S

d’aprés le lemme[3.0.1jon a :

[IZAm=0)hs _ (L \)~(-B)(n—a) s

alors : . i
(—%) [P0 = (—%) (= X)) sy
= (_1)71(_)\)*(176)(”*&) (=A)e
= (_1)n(_/\)f(176)(nfa)+n€fxs
donc : I
HpaB s — e _£> [0 2
= [P0 (1) (=)~ (A m—a)tng-xs)
= (_1)"(_)\)*(175)(n*a)+nffgz—a)eﬂ\s
= (_1)”(_)\)—(1—5)(n—a)+n(_)\)—ﬁ(n—a)e—As
= (—]_)n(_>\)_(l_ﬂ)(n_a)‘f'n_ﬂ(”_a)e—)\s
= (1) (=)
[
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3. Fonction Zéta de Lerch définie par la dérivée fractionnaire au sens de Hilfer

Théoreme 5.3.1. La fonction Zéta de Lerch peut s’écrire sous la forme :
2wyt
o s . S Hmy—s,8 €
L(t,z,s) = (2m)° exp [jﬂ' (5 — thﬂ D=2 (m)

pour tout s € C tel que n — 1 < Re(-s) < n;n € Net pour t, x vérifient : Im(t) > 0,
T ¢ RS,
Ou: .
" . . s Hr—a8 e—27rjtw
L(t,x,s) = (—1)"(2m)° exp |:j7'(' <§ — 2tx>] D2 (m)
pour tout s € C tel que n — 1 < Re(-s) < n;n € Netpour ¢, x vérifient : Im(¢) <0,
r ¢ Ry.

Démonstration. on a :

t x, 8 Z k+£C —s 27T]tk 27'('2 s fQﬂthZ 27Tj k—l—x) s 27rjt(k+m)
k=0 k=0

comme :
H}D:?f (627rjt(k+:c)) = (2nj) S (k +2)"° p2mit(k+)
alors : .
L(t,x,s) = (2mj)*e 2™t Z H=5,8 (627rjt(k+g;)>
k=0

La série Y o, 2™**+) converge uniformément ce qui donne :

00
H]D:z,oﬁ (Z e27rjt(k+x> Z HD ,[3 27r]t (k+z)
k=0

et par suite :

L(t, z, s) = (gﬂ-j)se—mrjtx HD:Z;EF Z e27rjt(k+m)>
k=0

= (27Tj)s€—27rjtx HD:Z,O&; <€Q7rjtx Z (egﬂjt)k>
k=0

5 627rjtz
_ s _—2mjter Hmy—S,
= (27mj)%e D_2% 1— e27rjt)

= (2m)% exp |:j7T (f - 2tx> Ap=sb ﬂ
2 —oot 1 — e2mit

de méme :
L(t,:{}, 8) _ Z(k + l,)—s€27rjtk ( 1) 27Tj s e~ 2mite Z 27Tj (k + SL’) s 2mjt(k-+)
k=0 k=0
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4. Fonction Zéta de Riemann définie par la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

comme :
H]D)(_T_fof (6—27rjt(k+x)) _ (_1)71(27_[_]) (k’ +IL’) s 27rjt(k+:c)

alors :
L(t,z,s) = (=1)"(27j)%e 2ﬂthZ H]Daﬁ 72th k+:p))

La série Y 1o, e~ 2™74*+2) converge uniformément ce qui donne :

00 oo
H]D)gérfo (Z 6—27rjt(k+x)> _ Z HD(i,oﬁoe—ijt(k’-l-m)

k=0 k=0

et par suite :

L(t, x, S) = <_1)n(2ﬂ.j)3672ﬂjtz H]D)oc,ﬁ (Z e~ 2mit(ktz) )

k=0

= (=1)"(27j)%e 2mIt" H]Dgcrfo (6—27rjtm Z (6—27rjt>k>

k=0

— () (@njye e s (C
J 1— 6727rjt

) ) ' s N 6727Tjt:l?
= (=1)"(2m)% exp [jﬂ' (5 - 2tx)} HDJFfo (m)

4 Fonction Zéta de Riemann définie par la dérivée frac-
tionnaire au sens de Riemann-Liouville

Lemme 4.0.1. Soit L la fonction zéta de Lerch et ( la fonction zéta de Riemann. on a
pour tout s € C tel que Re(s) > 1:

L L (% 1,3) = (1-2"")¢(s) ]

Démonstration. On remarque que :

1 - sgimn _ . cos(n) = (=) B X (—q)yn-t -
L(§’1,3) Z(n+1) _;%m Z(n—i——l)é’_;T_n(S)-

n=0 n=0
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4. Fonction Zéta de Riemann définie par la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

d’autre part :

o +oo gl-s

— n’ (2n)*

©1 =1
_;E_ (2n)*

™= 1 R | R |
:;W+;(zn+1)s —2;(%)5

=1 =1
R en:

m=1
+oo -1

i
Sy E
m=1 m

Théoréme 5.4.1. La fonction Zéta de Riemann peut s’écrire sous la forme :

06 = 32 i ()

- ol—s _ 1 —® e—2mjt _ 1

t=

N |=

Démonstration. d’apres le lemme ona:

L<;1ﬁ>:(1—2lﬂ§@)

or

1
L (E,l,s) = lim L(t,1,s)

t—1/2

d’apreés le théoréme ona:

s . (S R—Ly—s et
L(t,1,s) = (2m)° exp |:]7T (5 — 215)} o Dy (1 _ 627rjt)
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5. Fonction Zéta de Riemann définie par la dérivée fractionnaire au sens de Marchaud

alors :

t—1/2

(1=2") ¢(s) = lim (27)" exp | (g —2t)| ®Epp (1i2—7:;7w)

donc :

L i) (2 - at)] Atp (2
¢(s) =T im (27)% exp [m <§— )} —oo Mt 1 _ e2mit

1
t—3

1 . s ) S ) Bl s e?ﬂjt
= T }1_{1%1(2@ exp [j?T (5 — 275)] hHll t oD, T ot

t—3

27)8 ins —7J 2wyt

1 — 21—5 t—>% _ e27rjzt

2713)8 2wyt
_ ( 7T-]> lim R—LDt—s (1 € )

2173 -1 t%% —o0 _ 627rjt

o6 = i o ()

d’ou:

T 9l-s _ ] T e—2mjt _

1
t=3

5 Fonction Zéta de Riemann définie par la dérivée frac-
tionnaire au sens de Marchaud

Théoreme 5.5.1. La fonction Zéta de Riemann peut s’écrire sous la forme :

217 )° 1
G(s) = % D’ (M—t_l)

6= s o ()

~
I
=

ou sous la forme :

o 21-s _ 1 - e—2mjt _ 1

t=

N

Démonstration. On sait que :

or
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5. Fonction Zéta de Riemann définie par la dérivée fractionnaire au sens de Marchaud

d’apres le théoréme ona:

. . S . 627rjt
L(t,1,s) = (2m)° exp [j (5 - Qt)] D, (1 _ 627rjt>

donc : 2mjt
1—s R T s : 8 —Ss —6 i
(1—-27%)¢(s) = Jim, (2m)" exp [JW (5 - 2t>} Dy (1 . 627rjt>
Donc: .
1 s [ (S o ™
C(s) = m}gg@ﬂ eXp [9” (5 - 2t>] D, <1——e2’fﬁ)
1 ) /s e
= mth_ff%l(%) exp [JW (5 - 2t>] }1_{1%1 D, (1 _ 627rjt>
B (27r)s€j%36—7rj . . e2mit
T i AP \Tmew
_ @m) o pe (€T
T e i e
d’ou : (217) 1
)" s
C(5> 21_5 -1 + (6—27r]t _ 1) 1
2

de méme; d’apres le théoreme ona:

L{t,1,s) = (—1)°(27)° exp [j (3—215)] D" <1fz—:;m)

donc
(1—2%)¢(s) = lim (—1)*(27)* exp [ﬁr (g —2t)] D" (1f2—7:;ﬁ>

t—1/2

donc |
C(s) = — - lim (—1)°(27)* exp [j7r (g - 2t>} D" (1i2—7:;m)

~ L menp@nfexp [r (5 = 26)] tim b~
= g e e [jr (5 - 2) | lim D2 (o
_ ErenreTe p (7
1 _ 217 t%% 1 _ 627r]t
(_271.]>s . e27r]t
T 9l-s _ ] th_{rél D_ 1 — e2mit
d’ou: (—2m)) .
J— 7'('] S .
=— D s —_—
C(S) 21-s _ 1 - <€2ﬂjt _ 1) 1
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6. Fonction Zéta de Riemann définie par la dérivée fractionnaire au sens de Hilfer

6 Fonction Zéta de Riemann définie par la dérivée frac-
tionnaire au sens de Hilfer

Théoréme 5.6.1. La fonction Zéta de Riemann peut s’écrire sous la forme :

_ (27-(])8 Hm—s,0 1
C(S) - 2178 — 1 D_OoJr eiQﬂ.jt _ 1 —

1
-2

ou sous la forme :

Démonstration. comme :

d’apreés le théoréme ona:

L(t,1,s) = (2m)° exp [jﬂ' (% — 2t>} HD:;& <i)

1— 627rjt
donc : omit
1-s o s . S Hmy—s,8 e
donc :
1 . s . S Hiy—s,8 627rjt
C(6) = g e esp [ (5 - 2¢)] D72 (1——
_ 1 . s (5 . Hmy—sf8 et
=T 3% thf%l(zﬂ) exp [JW (5 - 22?)] }glg D (1 — 2t
_Papen e s (0
1—2= 1 T\ — et
27 7)8 2mjt
— (W—j) lim H[D):S:Q v
21_5 -1 t—)% o'} 1 — 627r]t
d’ou :

o @m)° g es 1
C(S) T 9l-s _ ] }D)fooJr e—2mjt _ 1

de méme; d’apres le théoreme ona:

1
=3

L(t1,5) = (=1)"(2m)*exp | jm (5 — 2¢) | #D27 (£>

1 — 6727rjt
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7. Lien entre la dérivée fractionnaire de la fonction Zéta au sens de Grunwald-Letnikov et les

nombres premiers
donc :
—2mjt
__9l-s 1 1\ s . f_ Hmy—s,8 6—
(12" ¢(s) = lim (~1)"(2m)"exp ir (5 —2t)] "D (1_62Mt>
donc :
1 . n s . S Hy—s,8 6727Ut
“FtﬁﬂHmﬂmWGﬁﬂmwﬁzm
_ 1 (o) (S s (€
f:ar:??<?U<%ﬂfﬁpbﬂ(§‘20}P¥ H%m(ft;?%ﬁ
_ et e (T
1 —921-s t—>% +o00 1 e—27rjt
_ GO s (T
] 31_)111 Dy - 1 — o2t
o (-1 (2ri) !
- n 7TZS H _56
= D 7
C(S) 21—3_1 +o00 (62mt 1> 1
n

7 Lien entre la dérivée fractionnaire de la fonction Zéta
au sens de Grunwald-Letnikov et les nombres premiers

Théoreme 5.7.1. Soit o € R et P est 'ensemble des nombres premiers.
pour tout s € C tel que Re(s) <Oona:

61 D((s zz@p

peP t=0

ou le signe ~ signifie que les deux séries sont équivalentes.

Démonstration.

arDy((s) = lim

h—0+ he
N S R [ y
 heot A k 1 — phh—s
=0 peP



7. Lien entre la dérivée fractionnaire de la fonction Zéta au sens de Grunwald-Letnikov et les

nombres premiers
onaj;
1 —s+kh —s+kh
H 1— pkh=s H (1 1 ﬁp—s—&—kh) ~ T fp—s-i-kh
peP peP peP
alors;
a . 1 e [0 k p_s+kh
o Di¢(s) ~ lim 50D ( k ) P
k=0 peP
B 1 > a pferkh
“Ytm Y () 0
pe =0
et comme;
1 <=
_ (s—kh)t
1— ps—kh Zp
t=0
alors;
e o p—s+kh o o N 1
Z ( k ) (=1) 1 — psthkh _Z k (=1) 1 — ps—kh
k=0 k=0
[ee] a +o0
_ C1\k (s—kh)t
-3 () v
k=0 t=0
—+00 0 a
S (S (1) e
t=0 \ k=0
—+00 e’} a
_ _Z (pStZ ( L ) (_1)kp—kht>
t=0 k=0
+o0o
=— Zp“(l p e voirnl.1.2
t=0
donc;
N . 1 0 o pferkh
arDy((s) ~ Zhlg(% he g < k ) (=1) 1 — ps+hh
1 X
- 1 - st 1— —ht\a
g 21—
pEP t=0
S ()
h—0+ h
peP t=0

—ht

on calcul limy,_,¢+ (1_]}’1 ) en utilisant la régle d’Hopital;

1 — pht o 1 — —htlog(p) \ ¢ o
lim <Tp> = lim (6—) = lim — (—tlog(p)e 15" = log® p'

h—0t
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7. Lien entre la dérivée fractionnaire de la fonction Zéta au sens de Grunwald-Letnikov et les

nombres premiers
d’ou;
pP\
o st
crDg¢(s) ~ — Z ZP hllg{r (T)
pEP =0
+o0
D W
p€eP t=0
ORI
peP t=0
|
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Conclusion

Conclusion

Nous avons entamé notre mémoire par une étude bibliographique qui a englobé les notions de
base du calcul fractionnaire et les fonctions spéciales.

Au premier chapitre, les outils mathématiques liés aux fonctions spéciales ont été présentés. Au
second chapitre, les outils liés a I’intégration et a la dérivation fractionnaires ont été introduits, nous
avons donné un apercu du calcul fractionnaire. On a introduit trois approches des dérivées frac-
tionnaires (I’'approche de Riemann Liouville, de Grunwald-Letnikov et celle de Ortigiera-Caputo)
ainsi que leurs propriétés.

Ensuite au troxiéme chapitre, les outils liés a la fonction Zéta ont été introduits. on a présenté
une étude de la fonction Zéta de Riemann en tant que fonction a variable complexe, ainsi que
certaines de ses conséquences.

Le quatriéme chapitre, porte essentiellement sur les dérivées fractionnaires de la fonction Zéta
de Riemann au sens de Grunwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Ortigueira-Caputo.

Le dernier chapitre, contribution a I’étude de la fonction Zéta de Lerch et de Riemann définies par
les dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville, Marchaud, Hilfer. Nous avons montré a
la fin de ce chapitre une relation entre la dérivée fractionnaire de la fonction Zéta au sens de
Grunwald-Letnikov et les nombres premiers.

Les deux derniers chapitres sont l’objet de notre contribution, porte sur application et I’'adapta-
tion de ces outils a I’étude de probleme de I’hypothése de Riemann fractionnaire, nous avons étudié
les fonctions Zéta de Riemann et éta de Dirichlet avec certaines dérivées fractionnaires.

Trois résultats seront données : le premier (lemmes (2.0.1)), (3.0.2)) ) est basé sur le lemme

(1.0.1)), le second (théorémes (5.2.1)) , (5.3.1)) repose sur le théoréme (5.1.1)), le troisiéme (théo-
rémes (5.5.1)) , (5.6.1])) est basé sur le théoréme (5.4.1]).

Nos résultats peuvent étre vus comme analogues a ceux obtenus dans les articles [4,6,12,13].

Ce travail est un initiation a un travail qui vise a étudier les fonctions de type de Zéta de Riemann
avec des dérivées fractionnaires qui est nouveau et n’est pas été traité avant. Il reste beaucoup a
faire avec le calcul fractionnaire dans les domaines de la théorie des nombres, des fonctions de
variables complexes (fonctions de Weierstrass, fonctions elliptiques), des courbes Elliptiques (sur
les corps finis, sur les corps locaux, invariants , etc.... ).
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