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Résumé

DAns ce mémoire, on s'intéresse a étudier des problemes qui jouent un role tres im-
portant dans la théorie analytiques des nombres, ces problemes étroitement liés au
problemes de majoration des sommes exponentielles par la méthode de Van der Corput

et les méthodes des paires d’exposants.

Abstract

N this thesis, we are interested in studying problems that play a very important role
I in the analytic theory of numbers, these problems closely related to the problem of
exponential sum expansions by the Van der Corput method and the methods of the pairs

of exhibitors.
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Notations

N goe L

10.

11.

12.

N 1’ensemble des nombres entiers (N* désigne les entiers naturels non nuls).
R I'’ensemble des nombres réels.

C I'’ensemble des nombres complexes.

Z I'ensemble des nombres relatifs.

p I'ensemble des nombres premiers.

Pour deux entiers n >0 et m > 0 on a (n, m) désigne le pgcd(n, m).

Pour tout nombre réel x on désigne
o [x] la partie entiere de x qui est 'unique nombre entier k vérifiant x —1 < k < x.
e {x} la partie fractionnaire de x ou {x} = x — [x] (0<{x}<1).

Si g(x) >0, pour x = a nous écrivons f(x) = O(g(x)) (f(x) estun grand O de g(x)) s'il
existe une constante M > 0 telle que

Vx=a,|f(x)|<M|gx)l

Une équation de la forme
f(x) = h(x)+0O(g(x))

signifie que f(x) — h(x) = O(g(x)). Nous notons que f(t) = O(g(t)) pour ¢ = a, implique

ff(t)dt:O(f g(t)dt) pour x=za

Pour tout nombre réel x; || x|| = mi?lx — n| désigne la distance de x a I'entier le plus
ne
proche de x.

La constante d’Euler est le nombre y définie par

1 1 1
Y= lim (1+5+§+...+——lnn)=0.577215663~--

n—+oo n

La notation de Vinogradov <. Si f et g sont deux fonction, g étant a valeurs réelle posi-
tive,

e [ < gsignifie | f|< K| g, ou K est une constante indépendante des parametres en-
trant en jeu.

o f = gsignifieraque f < getg < f.

f(x) ~ g(x) quand (x — oo) signifie lim % =1.
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INTRODUCTION

ans le contexte suivant, nous allons voir les détails préliminaires de la méthode de van der
Corput. En éspérant d’apres cette méthode d’obtenir des majorations pour les sommes
exponentielles, particulierement les sommes qui se trouvent dans les problématiques de la
Théorie analytique des nombres.
Une somme exponentielle est une somme de la forme :

S=) e(f(n). (1.1)
nel

Ou I =]a, b]. ( a et b sont des entiers.)

Oi1 f(n) est une fonction réelle et on utilise la notation e(x) pour désigner e?**. Ces sommes
se semblent dans plusieurs articles de la théorie analytique des nombres. Un des plus célébre
problemes est dans les estimations de la fonction zéta de Riemann. Le probleme de I'obtention
d’'une majoration pour {(o + i) est peut étre réduit au probleme de I'obtention d’'une majora-
tion pour la somme

n ol (1.2)
N<n<2N
Le n~7 peut étre enlevé par une sommation partielle, et il nous reste une somme de (1.1)
avec f(n) = —ﬁ log n. Un autre exemple simple ol1 des sommes exponentielles apparaissent est
le probléme du diviseur de Dirichlet. Soit d(n), la fonction nombre de diviseurs d'un nombre
entier positif n, et soit
A(x)=)_ d(n)—xlogx—(2y—1x. (1.3)
nsx

ol y est la constante d'Euler. Voronoi ( 1903,[6] ) a montré que le terme d’erreur pouvait étre

amélioré en O (x” 3) . Comme nous le verrons au Chapitre 1, que
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INTRODUCTION

Ax)=-2 Y w(x/n)+O0(). (1.4)
nle/z
Ouy(t)y=t-[t]— % Maintenant, ¥ est une fonction 1-périodique et elle peut étre exprimé
comme une série de Fourier. Cela explique comment reformuler (1.4) en termes de sommes
exponentielles. Il existe d’autres probléemes qui permettent a détecter des sommes de la forme
Z w(n), et nous en discuterons au chapitre 1.
n
L'application des sommes exponentielles dans théorie analytique des nombres est une des
nombreuses idées nouvelles introduites par Weyl [6] était une transformation utile qui se pose
lors de la quadrature d’'une somme exponentielle. Soit S =),y e(f(n)). Alors

ISP=" ) e(fim)- f(n)

a<m,n<b

= ) Y el(fn+h)-fn).

|hl<b—a nely

(1.5)

telque I, ={n:a< n,n+ h < b}. Ceci est utile parce que la fonction différenciée f(n+ h) —
f(n) apparaissant a la somme intérieure est plus facile a manipuler que la fonction originale
f(n). Par exemple, si f(n) est un polynome de degré k, alors f(n+ h) — f(n) est un polynéme
de degré k — 1. Apres des applications k — 1 de (1.5) le probleme se réduit a étudie des sommes
exponentielles des fonctions linéaires. Ces derniers sont faciles a manipuler car ils sont des
séries géométriques.
Van der Corput (1922,[6]) a modifié et amélioré la méthode de Weyl comme suit. Soit H un
entier positif quelconque. Alors

H
HS=) > e(f(n+h) (1.6)

h=1a—h<n<b-h
En élevant au carré les deux c6tés de (1.6) et en appliquant I'inégalité de Cauchy, on obtient

|b—al+ H

h
ISI? < Y (1—U) Y e(f(n+h) - f(n). (1.7)

H |\h|l<H H nely

notez que (1.7) est trés similaire a (1.5) lorsque H = b—a.

Une autre innovation de van der Corput était une combinaison de la formule sommatoire de
Poisson et la méthode de la phase stationnaire. Avec des conditions appropriées sur f, on peut
montrer que

e(—¢p(v)-1/8)
Ye(fmy= y LE2ZU9 L 4 (1.8)
nel asv<p |f” (xv)l
ou «a et B sont définis en termes de f’, x, est définie par la relation f’(x,) = v et ¢(v) =
_f (xy) +vXy
Van der Corput a utilisé sa méthode pour prouver que

A(x) < x33/100, (1.9)

(Effectivement, il a prouvé (1.9) avec le plus petit exposant %). Walfisz (1924) a utilisé la méme
méthode pour montrer que
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1
((— +it) < (1637998 (1.10)

Van der Corput (1928) a amélioré ’exposant du probleme des diviseurs a 8 . Titchmarsh
(1931) a affiné I'exposant de (1.10) a 12674 Et Phillips (1933) réduit encore I'exposant a 1232992 Las-
pect le plus important du papier de Phillips en 1933 était son raffinement des systémes d’expo-
sants. Van der Corput (1922) a définie un systeme d’exposants comme un ensemble des paires

ordonnées {(k,41),..., (kr, £;)} tel que, si | f'| = y et Ny < 2N, puis

Yo oe(fm) < yIIND L+ yRr N
N<n<N
A condition que f satisfasse un certain ensemble d’hypothéses. Phillips a donné une forme
de cette théorie dans laquelle une seule paire (k, ¢) est requis. Ainsi, il fait référence a des paires

d’exposants plutot qu’a des systemes d’exposants. La borne triviale de Z e(f(n)) montre
N<n<N;
que (0,1) est une paire d’exposants. Phillips a montré que si (k, ¢) est une paire d’exposants, il

en est de méme pour

k k+¢+1

Ak, ¢) = ,
(k. £) 2k+2 2k+2

et

1 1
B(k,O)=(l—-—,k+=).
(k,0)=(¢ > k+2)

Le résultat A découle de (1.7) et le résultat B découle de (1.8). La théorie des paires d’expo-
sants sera discuté au chapitre 3. On peut montrer que si (k, ¢) est une paire d’exposants et que

0k, ?) = UH[ alors

1
((— +it) < 1?9 0g7.

229

Par exemple, I'exposant de Phillips {355

est égal a O(k, ¢) lorsque

97 480
(k,¢) = ABA>BA’BA%B(0,1) = ( )

696’ 696
Cela conduit naturellement a la question de trouver le minimum de 6 (k, ¢) pour tous les paires

d’exposants qui pouvent étre obtenus a partir de (0, 1) par A-transformation et B-transformation.

Rankin (1955,[6]) a trouvé ce minimum. Graham (1985,[6]) a donné plus de détails et a examiné
le probléeme correspondant lorsque 6 est une fonction rationnelle de k et ¢.

M2.AMA UKHM
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RAPPELS ET DEFINITIONS
PRELIMINAIRES

Fonctions arithmétiques

On appelle fonction arithmétique, toute application f définie de N* dans le corps C .

-("Remarque
| On noter par o/ 'ensemble des fonctions arithmétiques.

Exemples

ﬁ La fonction nombre des diviseurs

Pour tout entier n = 1, on note par d(n) La fonction nombre des diviseurs d'un entier n
qui est :

d(n) = card{d e N*,d|n}

=) 1

dln
Quelques valeurs de la fonction d(n) :

n (2|3(4|5/6|78|9]10/|20/|25|2000
dn)|2(2|3|2(4|2]4|3|4|6]|3]| 20




Fonctions arithmétiques

f! La fonction ¢ d’Euler

p(n) = > 1

l=m=sn et (m,n)=1

=Card{im/l<m<n et (m,n)=1}.

Quelques valeurs de la fonction ¢(n) :

n |(2(3/5/8]10(11|13|19|25|50/|70] 100
on) 124|145 |5(12]18|10|20|30| 40

ﬁ La fonction somme des diviseurs
Pour tout entier n = 1, la fonction o(n), la somme de diviseurs de I'entier n est définie
par:

on)=) d.
dln

Quelques valeurs de la fonction o (n) :

n (112]3[|4|5| 8 |10|15(20|25]100 é’
on)|1|3|4|7|6|15|18|24|42|31 182 k=3
@
. . ] . . . E
Fonction sommatoire d'une fonction arithmétique =
s
Définition 2.2 2
c
.0
Soit f une fonction arithmétique, la fonction sommatoire de f estla fonction définie sur "g
Ry par: e

F(x)=)_ f(n).

nsx

Exemple

fg Pour tout réel x = 0, on note par 7(x) le nombre des entiers premiers < x :

7(x) = Card {p, tel que p premier et p < x}

:Zl

p=x

( onazm(x) =0 pour0=sx<2)

X
Legendre et Gauss ont conjecturé qu’ils y en a a peu pres Tnx nombres premiers < x. En
nx
1896 Hadamard et De La Vallée Poussin ont démontré indépendamment le Théoreme

M2.AMA UKHM



n RAPPELS ET DEFINITIONS PRELIMINAIRES

des Nombres Premiers sous la forme minimale (x — oo)

X
n(x)~—l . 4]
nx

quelques valeurs de 7 (x) :

x |3]4]5]6|7]8]9]10] 100010000 10> | 10° 107
gx) 2233444l a] 25 | 168 |1229 9592 | 664579

2L La fonction z&ta de Riemann

Théoreme 2.1

La fonction ¢ de Riemann est une fonction méromorphe, définie pour tout nombre com-
plexe s tel que R(s) > 1, par la série de Dirichlet[Riemann] :

X1 1 1 1
=Y —=l+—+—+—+--
¢(s) ,,;ns 25 35 48

La série ne converge pasen s =1 caron a

m+1

moq u
- = —=In(m+1).
kzz"lk 1 u

qui tend vers I'infini avec m, La valeur s = 1 est donc une singularité de la fonction. Donc
la fonction zéta de Riemann est la fonction définie sur ]1, +ool.

Démonstration .

0
Q
3
§=)
)
\Q
S
<
=
h-
(1)
0
c
.2
pres)
Q
c
o
L

Z
Z
<
=
=
~
=
(=]
s
(<a]
N
Z
e
=
©)
4
=]
=]

Pour te[n,n+1],ona%s%.

n+11 n+11 1 n+1 1
[ aes [ La s o
n r n n nJn n

Pour te[n—l,n],ona%s%.

Donc,

Donc,
no1 n1
f —dts[ —dt.
n-1n n-11

1 1
- S[ —dt. (2.2)
n n—1 t

n+1 1 1 n 1]
f —dts—sf —dt.
n r n n—1 t

UKHM M2.AMA
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Fonctions arithmétiques

On fait la somme jusqu’au N on obtient :

Par conséquent,
N+1 N+1

1
-= —dt=In(N+1).
e J

On fait N tends vers +oo, on obtient

© 1 N+1
Y —= lim —dt=1In(N+1) = +oo.
k=1 k  N—+ooJ; t
Ce qui implique
¢(1) — +o0
O
[\ Remarque
. . - . - 1 . . 1 1
Soit s = 0 +it, la série de Riemann ) — divergesio <0, | —|=|———|=—, la
n n noeitlnn no

. 1 . . . .
série de terme général — converge absolument si et seulement si o > 1 et diverge si r = 0
n
eto €]0,1].

Quelques valeurs de la fonction {(s) :

(2]
Q
=
g
)
@
g
<
)
=
s
()]
c Z
Q <
H =
g =
o &
L

s 2 3 4 2
{(s) | 1,644934 | 1,202056903 | 1,0823 | 2,612375

~

FONCTION ZETA DE
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La formule sommatoire d'Euler

z
=
<
=
=
&
=
a
=
«
N
z
=
I
Q
Z
)
541
<
=
=
o
N

n RAPPELS ET DEFINITIONS PRELIMINAIRES

La formule sommatoire d’'Euler Mac-Laurin

Théoreme 2.2

Si f une fonction de classe ¢! sur I'intervalle [y, x], ol1 0 < y < x alors

> f(n)=f f(t)dt+f (t=[eDf (dt+ fx)x] = x) = fF( Uyl = ). (2.3)
y y

y<nsx

Démonstration .

Soit m = [y], k = [x]. pour les entieres n et n — 1 dans [y, x], nous avons :

fl[t]f’(t)dt=f l(n—l)f’(t)dt=(n—l){f(n)—f(n—l)}
={nf(n)—(n-1f(n-1D}-f(n).

Pourtoutn=m+1 a n=k,onaalors:

k k
f[t]f’(t)dt: Y Anfm-(n-1fn-Di- Y f(n)
m n=m+1 y=n=sx
=kfl)-mfm)—- )  f(n).

ysnsx

D’ou

k
Y f=- f (1 (Ddt+kf () - mf(m)
y<nsx m 2.4)

_ _f (11 (Ddt+ k() —mf(y).
y

Lintégration par partie donne :

ff(t)dt:xf(x)—yf(y)—f tf (ndt
y y

alors en substituant dans (2.4), on trouve (2.3). O

UKHM M2.AMA



Série de Fourier “
Série de Fourier

Théoreme 2.3

Soit f une fonction complexe périodique de période 27 continue par morceau et déri-
vable par morceau sur R. Alors pour tout x € R, la série de Fourier de la fonction f est
définie par :

o0

ap+ Y_ (ancos(nx) + by sin(nx)).
n=1

Ou a,, et b, Vn € N sont appelés coefficients de Fourier et définie par :

27
a, =— f(x)cos(nx)dx.
TJo

et

1 27
b,=— f(x)sin(nx)dx.
mJo

converge et 'on a

fahH+fxm)

oo
5 =ag+ ) (ancos(nx) + by sin(nx)).
n=1

En plus la convergence de la série de Fourier est uniforme dans tout intervalle fermé ne
contenant aucun point de discontinuité et les sommes de ces suites partielles sont Sy (x) sont
majorées en valeur absolue dans tels intervalles par un nombre M indépendant de N et x .
Supposons que f est de période T > 0 quelconque. Dans ce cas on considére la fonction g(x) =
f(L£x)etlona f(x) = g(%x) et

+ — o0
BCD BT 1 $ aycos0nm) + by sin(n).

n=1

avec

21

1
=— ndt
aop o ) g(1)

: z”f(lt)dt

:g 0 27

1 T
= Tfozf(u)du.

a, =— g(t)cos(nt)dt
mJo

1 (27 (T
__fo f(gt)cos(nt)dt

T

2 (T 2nun
_Tfo f(u)cos( T )du.

M2.AMA UKHM
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RAPPELS ET DEFINITIONS PRELIMINAIRES

1 2m
b, =— g(®)sin(nt)dt
0

1 21 T .
__f f(gt)sm(nt)dt

T Jo

2 T _ (2nun
_Tfo f(u)sm( T )du.

(le changement de variable % t=u).

On aura alors

fah+fan)  f(F)+F(Fx0)
2 - 2
e 2nn 5 47)
=ag+ ngl (an cos (Tx) +b, sm(Tx)) )
Noter que

fixh) = lignf(t) , f(x7) = lilnf(t).

t—x t—x

La fonction v

Pour tout x € R, on pose

(0 =x—lxl -2 ={x}—+
vx) =x-|x 5 =lx=.

ou {x} = x—| x| désigne la partie fractionnaire du nombre réel x, et | x| sa partie entiere. la
fonction v (x) est appelée la premier fonction de Bernoulli.

Proposition 2.1.

Pourtoutx€R, ona
1. Lafonctiony(x) = x—[x] - % est périodique de période 1 et vérifie —% svw(x) < % (VxeR)
ety(n)=—-3 (Ynez).

2. Pourdeuxréelsx ety, ona

yx+y)-—ysyx)<syx-y)+y si y=0.

(x eR).

UKHM M2.AMA



La fonction ¥

Démonstration .

1. On note que, pour tout x € R, il existe un unique nombre entier n vérifiant n < x <
n+1 (n=[x]) etl'ona {x} = x—n=g(x). La fonction g(x) est périodique de période 1
car:

gx+k)=x+k-[x+kl=x+k-[x]-k=gx) (ke2).
Ceci implique que (Vk € Z)

1 1
wix+k)=gx+ k)_i :g(x)—E =y (x).

Donc la plus petite valeur positive T qui vérifie w(x + T) = y(x) est T = 1 qui représente
la période de w(x). Si x € [0,1[, on a —% syw(x) < % et il en est de méme pour tout x € R
a cause de la périodicité de la fonction y(x). Il est clair que

1

1 1
1,l/(n)=n—[n]—§:n—n—§:—5 (VneZz).

o)
a
=
=
=
-
M
o
=1
(=9
L
.
N

2. Pourtout x€eR,ona —|x] < —|x—y] et —|x+ y] < —|x] si y un réel positif. D’otu y(x) <
yx-y)+yetux+y)—-ysyx)siy=0.

3. On considere p;(x) = x— % ety (x) =p1(x—I[x]) ={x}—5 La fonction y(x) est périodique

d’'une période T = 1, elle coinside avec p; (x) sur l’intervalle [0,1], elle est discontinue sur s
les nombres entiers x € Z. La fonction 1/ (x) satisfait aux conditions du Proposition 2.1 g
alors 2
[ S
s
y)+y)  f(Fa)+f(Fx) =3
2 - 2 - =
27mn 2nn _
=ag+ Z ancos(—x)+b sm(—x) g
n=1 T T e
ou E
2
1 2
a
aop Zf lll(t)dt =0
0
1 1 1
ap = 2[ w(t)cosnut)dt = 2[ (t— E) cos2nrt)dt =0
0 0
1 1 1 1
b, = 2[ v()sin@nurt)dt = 2[ (t— —) sin@nrt)dt=——.
0 0 2 nn
Donc

v +w(xT) _ 1% Z sm(Znnx)

— xeR).
2 )
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La fonction v

DIVISEUR DE DIRICHLET

12 RAPPELS ET DEFINITIONS PRELIMINAIRES

probléme du diviseur de Dirichlet

Soit d(n) la fonction nombre de diviseurs de I'entier »n. Dirichlet a utilisé une méthode élé-
mentaire afin de prouver que

Y d(n) = x(logx+2y—1) + O(x"?). (2.5)

nsx

ol y est la constante d’Euler,

y = lim (Z %—logN)

n—o00
nsN

L[“Mdt 2.6)
2 1 2

+00 {t}
=1- —drt.
fl t?

Le résultat de Dirichlet va conduit naturellement a la question de savoir si le terme d’erreur
de (2.5) peut étre réduit. La convention habituelle est de définir

A(x)=)_ d(n)—x(logx+2y—1). 2.7)

n<sx

Dans la suit nous allons démontrer comment on définir A(x) en terme de la fonction w(t) = {t}—
%, de maniere a pouvoir observer la contribution des sommes exponentielles dans le probleme
de Dirichlet. Nous fournissons les deux lemmes préparatifs suivants

RN RE Deuxiéme formule de la moyenne

Soita< bet f,g:[a,b] — R deux fonctions a valeurs réelles, f étant supposée intégrable
sur 'intervalle [a, b] et g positive décroissante. Alors

b c
dce[a,b], ff(t)g(t)dt:g(a)f fndt.

Soit y définie dans (2.6), Si y > 0 alors

1 460 (i)
Y n—logy+y - +0 )

n<y
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La fonction ¥

Démonstration .

D’apreés la formule sommatoire d’Euler, en posant f(#) = + nous obtenons

1 1

l<sn<y n 1<n<y

fy du fy u-— LuJ B y—yLyJ

+00 +00
=1+logy— f {} f % u—m

y
+
:logy+y+/y oo{ulz} u—{—i}/}
) 1_1
=logy+y+/y+ {u}-;#du—%
oo {y)t — L 1
=logy+y+nyr {uitzzdu—({—;//}—i)
+00
=logy+vy+ ; WL(;) u—@.

Proposition 2.2.
Soit A(x) la fonction définie dans (2.5), alors

Ax) = -2 n;ﬁw(%) +0q1).

Démonstration .

Soitx=1,ona

Y dm=Y Y1

n<x n<xdin

Y1

md<x

IIEDISEDY -2 2!

m<yxds< d<y/xm ﬁ ms<yVxd<y/x
=) +) +).
T 2 3
Par symétrie, remarquons que )_ =), et
T 2
X X X 1
2= - 2 G2
m<y/x m<y/x
1 X 1
=x Y —— Y y(Z)-2va+o.
m<yx M m<y/'x (m) 2
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DIVISEUR DE DIRICHLET




=]
a
=
=
=
ot
=]
o
=
A
i
N
N

La fonction v

DIVISEUR DE DIRICHLET

RAPPELS ET DEFINITIONS PRELIMINAIRES

D’une part, d’apres le lemme 2.2, on obtient

- sfonvzer- 22 ofl))- £ v{Z)-2vreon

1 X X m<y/x
:x(llogx+y)—\/§1//(\/§)—1\/_— Y 1//(1)+O(1).
2 2 mevx m
D’autre part,
Y =1Vl

3
1 2
= (\/E—w(\/})—i)
= x—2Vxy(Vx) - vVx+ O().

par conjonction des sommes ), et )_ on trouve
T2 3

Y d(m) =xlogx+@y-Dx-2 ¥ u/(%)+0(1).

n<x n<vx

Ainsi

AW =Y dn)-xlogx+2y-1)=-2 ¥ 1//(%)+0(1).

n<x n<yx
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LA METHODE DE VAN DER
CORPUT

Dans cette partie, notre but est d’obtenir une majoration de la somme S =} ,,c;e(f(n)).

I'inégalité triangulaire donne :

1SI< ) le(f(m)|=|Il=b-a. (3.1)

nel

mais 1'égalité n’est atteinte que si f(n) = xn+ y ,avec x est un entier.

Si x n’est pas un entier, alors

le(bx) — e(ax)| 1
Y e(xn+y)|= < — ) (3.2)
nel le(x)—1] | sinmx|
En utilisant le fait que |sinzx| = 2|/ x| pour tout x , on obtient
Y e(xn+y)| < llxl . (3.3)
nel

Ce résultat est généralise dans le théoréme suivant :



S
o
c
@
=
£
£
(2]
S
X
)
o
)
g
‘@
S
o
@
<
|_

=
=
-
=
=
=
=)
=
(=]
&~
=}
=]
Z
>
L
=}
=
=}
=
=
=
=
o]
o
=
A
=
L}
2]

LA METHODE DE VAN DER CORPUT

Théoreme de Kusmin-Landu

Théoreme 3.1: [6]

Si f est continGiement dérivable, et f’ est monotone, vérifiant || /|| = A > 0 sur I alors,

Y e(fm) <Al

nel

Soit f une fonction réelle définie sur [a, b], avec une dérivée continue f'(r). tel que f’(1)
est monotone, vérifiant | f (t)| <v <1, ouv estune constante fixe. Alors

b
Z e2nif(n):f e2"fMqr+ 0(1). (3.4)
a

a<n<b

Démonstration .

Si b—a <1, lerésultat est trivial.

On peut donc supposer que b—a > 1. En appliquant la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin,
nous obtenons

. b b .
Y, = f e dr + 27 f w (@ f (0™ Vdr+0q). (3.5)
a<n<b a a
Dans le second terme du cote droite de (3.5), nous utilisons la série de Fourire de v (1) tel que
[e.0]

n=1

sin2x nt

(n=-=y SN
v a T n

Et en intégrant terme par terme nous obtenons

b ' 1 b .
Z”if v f (e Ddr=-2i )" ;[ f'(o)sin2avee?™ 04y
a v=1 a

too 1 rb . . .
— Z - fl(t) (e—zmvt _ e2n1vt) e2mf(t)dt
v=1VJa

o001 pb . .
_ Z | fw (eZm(f(t)—vt) _ eZm(f(t)+vt)) dr
v=1VJa
too 1 b .
V=—00 a

v#0

f'(®
(f'@®-v)

moyenne aux parties réelle et imaginaire de l'intégrale. On obtient donc

Comme la fonction t — est monotone on peut appliquer la deuxiéme formule de la
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Théoréme de Kusmin-Landu

'(t) 2mi(F (1) = f'(a) '(b)
(1) —v) e O=viqr « +’
f f’(t) f v)e flla)—=v| |f'(b)-
< l
v
et
. b ! 2mif (1) o 1
2n1fa v f(ne dt< ) Z< 1.
v=1
D’ou )
PIRCREACE f e 0 dr+0(1). (3.6)
a<n<h a
Par conséquent, le résultat (3.4) découle de (3.5). O

Soit f une fonction réelle définie sur [a, b] et deux fois continiement dérivable, tel que
|f"(®)| =22 >0, alors

b . 1
eV « ——. (3.7)
I, =

Démonstration .

Supposons que | f” ()| = 12 > 0, alors f'(z) est strictement croissante.

Par conséquent, I'intervalle [a, b] est peut diviser au plus en deux parties, ou f’(t) soit positive
ou négative dans tout au long de I'intérieur de chaque parties. Supposons que f’ > 0 tout au
long de l'intervalle (a, b) ou ' <0.

Soit f’ > 0 de plus, nous supposons que b — a > —=, puisque sinon (3.7) est trivial.

N
Alors .
at+——= 1
f VI Gif gy . (3.8)
a \/ A,z

et par la deuxieme formule de la moyenne on a

b . 1
f elf(t)dt<< _—
ar—L ( 1 )

N/ f, a+ﬁ

Donc il existe un réel c avec

\/_

(a+1/\/_) f(a)
a+1/\/)1_—a

=f"(c) 2 L.

par conséquent

£(a+ 1) 2 f @+ VA 2 Vs,
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LA METHODE DE VAN DER CORPUT

et
f b if() 1
eldr < ——. 3.9)
a+1/\//1_2 \/ Az
D’apres (3.8) et (3.9) on obtient (3.7).
Dans le cas ou f'(f) < 0 la preuve est similaire. O

Théoreme 3.2

Soit f une fonction réelle définie sur [a, b] et deux fois contintiment dérivables,tel que
| /()| = A2 > 0 pour tout 7 € [a, b]. Alors

|f'(b) - f'(@)| +1

27i f(n)
Y e < (3.10)
a<n<b vV ﬂg
Démonstration .
Si A, =1, le résultat est triviale puisque nous avons
. 1 b "(b) - f'(a
Z eme(n) < (b-a) /Az « f |f//(t)|dtzw_
a<n<b VA Ja VA2
h-1
donc nous suppose que 0 < A, < 1. soit (1) = A, > 0. soit [, f] < [a, b] avec <f'(n<

h+1

, ol h est un entier.On obtient de (3.4) et (3.7)
27if(n) 2ni(f(n)—hn) h 2mi(f()—ht) 1
Y e =Y e :f e dr+0(1) « ——.
a<n<p a<n<p a VA2

Lintervalle [a, b] peut étre divisé en au plus O(|f'(b) — f'(a)| +1) sous-intervalles du type ci-
dessus. Cela prouve I'estimation (3.10). O

Théoreme 3.3

Soit f une fonction réelle définie sur [a, b] et deux fois continiment dérivables, tel que
|f"(©)| = A2 >0, pour tout ¢ € [a, b]. Alors

(3.11)

lf/)-f(@| 1
v(f(n) < + )
a<§sb 13/3 V AZ

Démonstration .
On en déduit a partir de (3.10)

Y T < | () - fl(a)| \/ /112 -

a<n<b VAo
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Applications

on prend

Z e27m/f(n) [9].

nel

Yy(fm) <) - +me( — )

nel nel ©

Avec s = 1 on obtient

Y. w(f(n) <2

a<n<b

X JEE) PR S
2
+|f’(b)—f’(a)|,/i+—

b
parce que | f'(b) — f'(a)| =f |f"(0|dt = (b-a)A,

ona
z 1
(fm) < |f'(b)-f(a) (—+\/ ) et
a<§<bw / |f f | Az VA2

les deux premiers termes sont du méme ordre si on remplace z = A, 3, O

<12  Applications

212 Théoréme de Van der corput

Théoreme 3.4

N
4
.

Soit f une fonction réelle définie sur [a, b] et deux fois continiment dérivables, et f” (1)
est une fonction monotone qui soit positive ou négative , pour tout ¢ € [a, b]. Alors

1

1
+ .
\/|f”(d)| \/lf”(b)|

b
Y vt < [ | des

a<n<b

(3.12)

Démonstration .
Nous supposons que la fonction f croissante et monotone, on divise l'intervalle [a, b] en sous
intervalles (¢, t,+1] telque (v=0,1,...,N—1) et (¢, b] tel que tp = a

2V|f/l(a)| < |fl/(t)| S2V+1|f”(a)| Sf”(b)
Sit,<t=<ty,

10g|f”(b)| log|f”(a)|
log2

En appliquant (3.11) nous obtenons
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LA METHODE DE VAN DER CORPUT

LA METHODE DE VAN DER CORPUT

N-1
Yo v(fm=) Y w(fm+ Y w(fm)

a<ns<b v=0 ty<nsty4) tn<n<b

- N=L| ' (k) — 1 (1) .\ |f'(b) - £ (tn)] . N 1

2 Y ———
=0 (2v|f//(a)|)2/3 (2N|f"(a)|)2/3 =0 2”|f”(a)|

o v el a3 [T*1 1 N | g1 —2s3 [P 1" 1
<X @@ [l des V@l [ o] des ——
v=0 ty IN |f”(6l)|

b
<<f |f”(t)|1/3dt+;
a

/|f”(a)|

Soit f une fonction réelle définie et deux fois continiment dérivables sur I . Supposons
aussi qu’il existeunréel A >0etunréel a =1 tel que A < |f”(x)| < alsur I. Alors

Y e(f(n) < all]AM2+ 4712,

nel

Démonstration .
Soit § < % un parametre a choisir ultérieurement.

A partir de I'’hypothése, I'intervalle I peut divisé en < a|I|A1+2 intervalles sur lesquels || f H >
0 et < a|I|A +1 autres intervalles, chacun desquels de longueur < %. Nous appliquons le Théo-
reme 3.1 au premier ensemble d’'intervalles o1 I'estimation est triviale au deuxiéme ensemble.
Ona

1 6
Y e(f(m) < (allIA+1) (5 +—+1).
nel 6 A
1

Nous choisissons § = 12; cela donne le résultat souhaité si A < i. SiA> i, le résultat découle de
I'estimation triviale. O

Majoration de la fonction Zéta de Riemann

Pour s =0 + it, la fonction zéta de Riemann est définie par
(e 0]
(=) n"
n=1

avec o > 1. Cette fonction est analytiquement continue dans tout le plan, sauf pour un pole
simple a s = 1. Nous avons besoin de cette continuité que pour o > 0, et nous faisons cela pour
prouver le lemme 3.4 . Ici nous allons travailler sur le domaine % <o <1ett=3. Cette der-
niere restriction nous permet d’éviter le pole a s = 1 et de considérer logt et loglogt comme
des quantités positives. Nos deux premiers lemmes réduisent le probleme a des estimations de

sommes exponentielles finies.
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Applications

Si%saslethMalors

n
N<n=M N<usM|Np<u
Démonstration . .
Soit S(w)= Y  n~'"Alors
N<n<u
. M M
) n_""”=f u"”dS(u)=S(M)M‘”+0[ Swu "’ ‘du
N<n=<M N N
< N7 max |Suw)|.
N<usM
d’ou1 le résultat. O

Si%saslettz?)alors

+t17%%ogt.

Z n—a—it

n=<t

[((o+it)]| <<

Démonstration .
Sioc>1etM =1 alors

¢(s)

> n_s+f u=sdlul

ns=M M

- > —Sd _
Y n +fMu (u—{u})

ns=M

_, MY ® [ul—u
Y n+——+s —du.
n<M s—1 M ust

La derniere intégrale converge pour o > 0, ce qui donne une suite analytique de {(s) a la région
0 >0,s# 1. 0On définit M = 2 et on utilise I'inégalité |[u] — u| < 1 pour obtenir

()=) n*+0(t'?)

n<t?

La somme sur le domaine ¢ < n < t? peut étre divisée en < log t subsums du formulaire

Z n—a—it

N<n<N;

olt N; = min (2N, tz). A partir du lemme 3.3 et Théoréme 3.1 nous voyons que chacun des
subsums ci-dessus est < N'77¢7! « 1729, O
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LA METHODE DES PAIRES
D’EXPOSANTS

Dans cette partie, la notation S =) ,c;e(f(n)) est conservée, mais on suppose qu’il existe
un entier N tel que I < [N,2N]. Nous travaillerons sur une certaine famille de fonctions (voir
Définition 4.2), mais la caractéristique la plus importante est que f' ~ yx~*, ol y et s des réels
strictement positifs. On obtient alors des majorations de S de la forme :

S< LFN?.
ou L=yN~%, (Noter que f’' = L) nous montrons que si (k, £) est une paire d’exposants, alors

k k+¢+1
2k+2" 2k+2

Ak, 0) = (
et

11
Bk, 0)=(l—=,k+=).
(k)= (=5 k+3)

sont des paires d’exposants. Comme (0, 1) est trivialement une paire d’exposants ( cela dé-
coule de (3.1) ), on obtiendra de nouvelles paire d’exposants en appliquant A et B a cette paire.



Lemmes préliminaires
Lemmes préliminaires

Dans cette section, nous aurons besoin des lemmes qui suivent :

Soit

m n
L) =Y AHY+Y B;H .
i=1 j=1

ou A;, Bj, a;, et b; sont positifs. Supposons que H; < H,. Alors il existe un H € [H, H>]
tel-que

m n ' 1/(a;+b; m ‘ n L
L <) Y (4B W) S AT+ Y B
i=1j=1 i=1 i=1

La constante de majoration ne dépendant que de m et n.

Démonstration .
On suppose que

L. (H) = max(A; HY, ..., A, H*™).
et
L_(H)=max(BiH ™,..., B,, H ™).

Comme L < mLy + nL_, il suffit de majorer L, et L_. On a donc
L. est une fonction croissante, et L. (0) =0, L. (co) = oo.
L_ est une fonction décroissante, et L_(0) = oo, L_(0co) = 0.

Il y a donc un unique Hy tel que L, (Hy) = L_(Hp). Distinguons trois cas : Hy < Hy < Ho,
Hy < Hy et Hy> H,.
1. Si Hy < Hy < Hy, alors il existe i et j tel-que Ly (Hy) = A;H% = L_(Hp) = BjH_bf, et donc

. R N
L+ (Hp) = L_(Hp) = (A;"/ B;*)“*%).

2. Si Hy < Hy,alors

m
L_(Hy) < Ly(H) < Y AiHy®.
i=1

3. Si Hy > Hy,alors

n
L-(H2) < Ly(Hy)< Y BjHy Y.
j=1
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Définitions

FONCTION ZETA DE RIEMANN

LA METHODE DES PAIRES D’EXPOSANTS

Lemme 4.2 |

Soit f une fonction €* sur [a, b], avec f" < 0 sur cet intervalle. et [a, b] < [N,2N]. Soit
a = f'(b) et B= f'(a). Supposons qu'il existe un F > 0 tel que

FfPx)=FEN2 f¥x) <« FN73, and f¥(x) « FN™%.

sur [a, b]. Soit x, définie par f'(x,) =v, et soit ¢p(v) = — f (xy) + vx, Alors

Y e(fm)= ) MJFO(I%(FN—LFZ)JFF—MN).
nel asv<p |fu(xv)|

Définitions
Définition 4.1

Soit N, y, s et € des réels positifs avec € < %, soit P un entier positif. # (N, B s, y,€)) est
I’ensemble des fonctions f telles que :

1. fest€” surunintervalle [a, b], avec [a, b] < [N,2N].

2. Si0spsP-leta<x<balors

|FP I (x) = (=DP () pyx~ 7P| <els) pyx 7P

Soit k € [0, %] etfe [%, 1]. (k, ¢) est une paire d’exposants si pour tout s > 0, il existe P et
€< % tels que pour tout N >0, y>0et f € (N, B s, y,€), on ait

S< (yN) N +y IN°.

Nous supposerons en fait toujours dans nos démonstrations que yN ° =1 car si yN~° <
1, le Théoreme 3.1 donne

Y e(fm)<y 'N*

nel

et si % < yN~*® <1 alors le Théoréme 3.5 donne

Y e(f(n)) < Nz.

nel
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Transformation A
Transformation A

Le fait que A(k, ¢) soit une paire d’exposants découle de I'inégalité

21117 4|1
L+L Y ISk 4.1)

1S <
H H 1<|h|=sH

et donc la démonstration fait intervenir la fonction f; (x) = f(x) — f(x+ h). On aura donc besoin
du lemme suivant :

Supposons que f € #(N, B s, y,€) définie sur [a, b], et h € [1,min{(b— a), %}[. Alors fi

est définie sur [a,b—h] et fi € #(N,P—-1,5+1,shy,3¢)

Démonstration .
soit . .
_fyx Q-9 Sis#1
Flx)= { ylogx Sis=1
La condition (b))
S=e(-1/8) $+ termes d’erreur .

asv<p |f” (xv)|l/2

peut étre écrire comme

| P %) - FP ()] <e| FPP(x)].

N

supposons que F;(x) = F(x) - F(x+ h) et G(x)=—-hyx°.
Nous allons montrer que

‘ FP () — D (x)| <e ‘F{”*” (x)‘ . 4.2)

et cela
|F7*0 ) - G D) <e] 6P () (43)

Lorsque 0 < p < P —2. Le résultat souhaité suivra alors facilement. De nos définitions de fi et
&1, nous voyons que
1 1
A7 @ - F Y )| =

x+h
f FP () - FP2 (ydu
X

Lorsquea<x<b-h et 0<p=P-2,cequiprécede est limité par
x+h (p+1)
e/ |[FP*2 ) du =e|FP* V(o).
X

Cela prouve (4.2). Pour (4.3), on observe que le coté gauche est égal a

x+h x+h py
f (w s Pt —x5P Y du f f w S P2 dwdul.
X X X

V() p+1 = y(S)p+2
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LA METHODE DES PAIRES D’EXPOSANTS

Ceci est a son tour

1

< 5(s)p+2yh2x"s"”‘2 <e(s+ l)pshyx‘s‘p‘l.

N - 2ex s .o . N

a condition que h < GrotD Cette derniere condition est garantie par notre hypothese
S+p

2eN
< .
(s+p)

Pour compléter la preuve, notons que

[FP* 0] <a+e) |67 ).
découle de (4.3). En combinant cela avec (4.2) et (4.3), on obtient
) P+ () - G+ (x)| < (2¢ +€%) |GP* D ().
Notez que 2¢ +€? < 3e de puis e < 1. O

On pourra donc appliquer la définition de la paire d’exposants a (k, ¢) et f;.

Théoreme 4.1

(k, ¢) est une paire d’exposants, alors

k (k+¢+1)

est une paire d’exposants .

Démonstration .
On a bien (x, A) € [0, %] X [%, 1], Maintenant soit y, N et s positifs. Il suffit de montrer qu'il existe
Py >0ete; >0telquesi feF(N,Py,s,y,e1) et L= yN =1 alors

S=Y e(f(m) < L*N™.
nel
1¢"Cas: L=InN.
Soit P>0ete E]O,%[ tel-que si f € F (N, Py, s, y,€), alors

S< (yN=)*N'+y'N°.

2eN
Montrons que P; = P +1 et €; = €/3 conviennent. Soit H < min (b —a, m), Linégalité
s

N2 N
(4.1) donne [SF<—+— Y [S1(W)].

H H 1<h<H
D’apres le lemme 4.3, f; € (N, P, shy, s+ 1,e) donc comme (k, £)est une paire d’exposants on

peut appliquée a S; (h). Par conséquent,

SE< H'N?+ BTN Y {(heN ) N+ n T N
1<h<H
<« H'N?+ HFLEN!=%1 L H71 LI N?1ogN.
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Transformation B

Comme L = In N, le premier terme domine le troisieme. En appliquant le lemme 4.1 et en
utilisant la borne supérieure H < min(b — a,2¢ N/(s + P)), on obtient

S<IXN*+ N -a) V2

Si le premier terme domine, on a la majoration souhaitée. Sinon, I'inégalité (3.1) donne

S < min(N(b- a) V2 p- a) < N3,

Depuis k < % etl > %, nous avons

1 2
A=—+ > -
2
et la majoration souhaitée s < NI,

2¢MeCas: 1<L<InN
En utilisons le Théoréme 3.5, on obtient

S« N2(InN)? « N3 « [XN*.

Transformation B

Ici encore, nous avons besoin d'un lemme préliminaire qui nous assure que les fonction
auxiliaires que nous utiliserons sont dans un ensemble & approprié.

soit f € (N, B s, y,€) définie sur [a, b]. soit a = f'(b) et B = f'(a) . Pour v € [a, ], soit x,
définie par f'(x,) = v et définir ¢(v) = vx, — f (x,). Soit o = % etn = y?. Alors il existe une
constante C = C(s, P) telle que

|pP* (v) = (=1)P (o) pmv 7P| < Ce(o) v 7 P.

VOspsP-letasvsp

Démonstration .
Comme dans la preuve de Lemme 4.3, soit

X151 -9t Sis#1
Fx) = { ilogx Sis=1
La condition
SiStih=Y e(filn,h)
n<n+h<b
peut étre écrite comme
| FPH (%) = Fpa1 ()] < €|Fps1(x)]. (4.4)
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LA METHODE DES PAIRES D’EXPOSANTS

Soit X, définie par la relation F' (X,) = v, et Soit ®(v) = vX, — F(X,). Il est facile de voir que
xy, = ¢'(v) et X, = ®'(v) = nv~?. Pour compléter la preuve, nous montrerons qu'il existe un
constant C = C(s, P) tel que

[P V) = D1 (V)] < Ce@ppi (V). (4.5)

VOspsP-letasv<}.

D’apres nos définitions, nous notons que f’ (¢'(v)) =v.
En dériver les deux cOtés en ce qui concerne v, nous obtenons

" _
P (v) = )

Notez que pour p = 1, nous pouvons trouver les constantes w (u1, ..., u,-1) tel que
1
dP (V) = o S w(ug, ..o tpy) FOD ()L f0 D) (). (4.6)
Xy

ou la somme est sur tout uy,..., Up-1 telsquel < uj<petup+...+up-1 =2p—2.Les constantes
w [ul, e, up_l) dépendent uniquement de uy, ..., u,-1 et non sur f, donc nous avons aussi

ﬁz w(u, ... up ) FO7D (). FO14D) (). (4.7)
Xy

Dp1(V) = F(

De (4.4), on voit que
|f' () = F'(x)] = [v—yx,°| <eyx,*.

Par conséquent,
g

1-enmv 7 <x,<1+€)nv 7.
et donc

lx, — Xyl <env™@.

(Ici et dans le reste de cette preuve, toutes les constantes << — dépendent au plus de s et P)
A partir de (4.4), on voit que si 0 < p < P —1 alors

| FP*1 () = Fpa1 (0)| < €| Fpe1 (1) < eyN~*7P

En outre, il existe une partie de I'intervalle ouvert avec les points de terminaison x et X tels
que

|Eps1 () = Fpi1 (X)) = |FP2 (1) (X — x0) | < eyN 5Py < eyN 7P
Les deux derniéeres estimations ensemble
| FPH (%) = Fpa1 (X)| < eyN~P.

En combinant cela avec (4.6) et (4.7), nous trouvons que

UKHM M2.AMA



Transformation B

|¢p+1(v)—<l)p+1(v))|<< WZ| Uy, Up- 1)|yp IX_S(p D= (1 +.+Up-1)
€
<<W
« yp lX s(p-D—(u+..+up_1)
< ey PNPSH

< €|Ppr1 (V).
Ceci prouve (4.5). O

Dans notre définition de %, le lemme 4.4 dit que si f € (N, B s, y,€) alors la restriction de
¢ alintervalle [a, Bl N [/,2]] estdans & (J, P o,n,Ce) pourtout],a<J<f.

Théoreme 4.2

Si (k, ¢) est un paire d’exposants, Alors

1 1
(K)/l) —B(kyg) - (Z_E)k'f-i)-

est un paire d’exposants.

Démonstration .

On a bien (x, A) € [0, %] X [%, 1]. Soit y, s et N. On cherche P, et €; strictement positifs tels que
si fe F(N,Py,s,y,€) et L=1alors S < LN, Soit P> 0 ete €]0, [ tels que si f € F(N, Bs, y,€),
alors

S< (yNH*N +y7IN*
Montrons que P, = P ete; = c’ ol C est la constante du lemme 4.4, conviennent. f vérifie
les hypothése du lemme 4.1 avec % = LN, donc
e(—p(v) —¢) _
s= y 4V, (In@D)+ L7 N2). (4.8)
asvsp |f” (xv)lE

Le lemme précédent donne

Tw)E Y epw) <) J +n7J < NF 4N

a<vs=w

Donc la somme de I'égalité (4.8) vaut
p 4 — = _
f " )| 2 AT ) = Tw) | £ ()| l’z]ﬁ—f Tw)—— |f”( |2 d
a a

. ﬁ
<(NFL'+ N {(LN"I) 12 +f
a

Elf” (xw)l—I/Z

¥
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Applications

LA FONCTION ZETA DE RIEMANN

LA METHODE DES PAIRES D’EXPOSANTS

On adonc finalement S <« LX N *+In(2L)+ L~Y2NY2 Commex > 0et L>1,le 1¢” terme domine
les deux autres. O

Applications

BN (6], [12]

supposant que J = 1.1l existe des coefficients y(j) tels que

yw) T '+ Y y(De(jw).
1=ljl=T

Avec y(j) <| 7.

Donc on peut utiliser les paires d’exposants.

Théoreme 4.3

supposant que (k, ) est une paire exposant, et P = P(k,¢) et € = e(k, ¢) les parametres
correspondants.Si f € (N, B s, y,€) et si f est définie sur [a, b], alors

Z v (f(n)) <« yk/k+1N((l—s)(k+€))/(k+1) + y—le'

n<lI

Démonstration .
Lapplication du lemme 4.5 donne

Y e(jf(n)

a<n<b

v(fm) <Nty Y !
1<171<]

Comme (k, ¢) est une paire d’exposants, on en déduit

Yy(fm) <N+ Y JTUGYN DN+ Ty ING
nel 1=ljl=]

< NJ Ly JENCRs k4 =1 NS,
On obtient le résultat en posant J¥*1 = =k Nsk=¢+1 O

D’aprés le Théoréme 4.3 en peut améliorer la majoration du terme d’erreur de 'équation
(2.5).Nous allons pour cela I'exprimer a ’aide de la fonction v .

Théoreme 4.4

Si (k, ¢) est un paire exposants, alors

Si (k,¢) # (%, %), alors le log x facteur dans ce qui précede peut étre supprimé. En particu-
lier

Alx) < x>7'82,
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Applications

Démonstration .
Nous commencgons par écrire

Y v(Z)= ¥ Yv(G).

m<x1l/2 1<]<]n€I

Ij= {nzz_jx”2< nsZ’j”xl/z}.

En appliquant le Théoréme 4.3, on obtient

X R .
1//(_) « xk+012k+2) Y 2 je=k Y 2 2j
n

m<xl/2 ].SjS] 1SjS]
la deuxiéme somme du cote droit est <« 1.
Si (k,¢) = (2, 2) alors (4.9) est
1
< x2lnx.

Si (k, Z);é(z,z)et€>k
Y 27,
1<j<J

convergent. Dans ce cas, nous obtient I'estimation

Z 1//( )<<x(k+€ )/ (2k+2)

m<x1/2

le résultat souhaitée découle maintenant du Proposition 2.2. L’exposant

(k,¢) =BA®B(0,1) = (33, %),

4.9)

suit de prendre

O
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