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Résumé :
Dans cette mémoire, on abordera la question d’existence et d’unicité de la solution d’un problème
fractionnaire avec deux dérivées fractionnaires au sens de Caputo dans un espace de Banach. Les
résultats obtenus dans ce travail sont basés sur les théorèmes du point fixe de Banach, krasnoselskii,
l’alternative non linéaire de Leray-Schauder et le théorème de Scheafer. Des exemples illustrant les
résultats obtenus sont également présentés.

Mots clés : Équation différentielle fractionnaire, intégral fractionnaire de Riemman-Liouville, déri-
vée fractionnaire de Caputo, principe de contraction de Banach, théorème de Krasnoselskii, théorème
de Scheafer, l’alternative non linéaire de Leray- Schauder.



Notations

N : ensemble des nombres entiers naturels.
R : ensemble des nombres réels.
C : ensemble des nombres complexes.
U : l’adhérence de U.
∂U : frontière de U .
C([0, T], R) : espace des fonctions continues sur [0, T] à valeurs dans R.
Re(α) : la partie réels de nombre α ∈ C.
Γ(.) : la fonction Gamma.
β(., .) : la fonction Bêta.
Br : la boule fermée de centre 0 et de rayon r .
‖.‖∞ : norme infinie.
‖ · ‖X : norme de l’espace X .
Dn( ou dn

dt ) : dérivée d’ordre n.
f (n) : Dérivée n-ième de f .
Iα
a f : intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α > 0.

cDα
a f : dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α > 0.

Dans le cas où a = 0, les opérateurs : Iα
a , cDα

a sont notés : Iα, cDα.
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Introduction

Le calcul fractionnaire est défini comme étant la branche mathématique qui étudie la généralisa-
tion des notions de dérivation et d’intégration à des ordres non nécessairement entiers, permettant le
calcul de la dérivée d’ordre α réel ou complexe d’une fonction différentiable f (t) soit :

(Dα f ) (t) = dα f (t)
dtα

Bien que le concept de la dérivation d’ordre fractionnaire ne soit pas nouveau, ces origines remon-
taient à la fin du 17i ème siècle, partant de la réponse de Gottfried Wilhelm Leibniz concernant la
question de l’Hôpital, posée sur la signification de dn f

dtn si n = 1
2 . Leibniz, dans sa réponse, voulut

engager une réflexion sur une possible théorie de la dérivation non entière, et à écrit à L’Hôpital :"...
cela conduirait à un paradoxe à partir duquel, un jour, on aura tirer des conséquences utiles".
Cette lettre de l’Hôpital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier incident de ce que
nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que l’Hôpital a demandé spécifiquement pour
n = 1

2 , c’est à dire une fraction (nombre rationnel) a en fait donné lieu au nom de cette partie des
Mathématiques.
Aujourd’hui, et comme l’avait prédis Leibniz, le calcul fractionnaire a de très nombreuses applica-
tions, on citera à titre d’exemple : la physique, l’ingénierie, l’électrochimie, la théorie du contrôle, le
traitement du signal et de l’image, les biotechnologies et les applications biomédicales, le diagnos-
tique et la détection des défauts dans les machines par la modélisation etc. Mentionnons les ouvrages
([7], [10], [12], [14]) qui regroupent diverses applications du calcul fractionnaire.

Présentation de la mémoire

Le sujet principal de ce mémoire est l’étude de l’existence et l’unicité des solutions du problème
pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire, et pour cela en utilisant des différentes théo-
rèmes du point fixe.
Notre mémoire est organisé en trois chapitres :

Chapitre 1 :

C’est un rappel de quelques définitions, notions de base, résultats sur la dérivation fractionnaire
et quelque théorèmes de point fixe utilisés dans ce travail.

6



7

Chapitre 2 :

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude de l’existence et l’unicité des solutions du problème
fractionnaire suivant :

cDα
(

cDβ + λ
)

x(t) = f
(

t, x(t),c Dα+β−1x(t)
)

, t ∈ [0, T],

x(0) =
∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds,

x(T) = θ.

(1)

L’idée est de transforme ce problème en un problème du point fixe et le point fixe déterminé est
considéré soit comme une solution unique pour le problème, soit l’une de ses solutions.
On donne trois résultats, Le premier est un résultat d’unicité obtenu par utilisation du théorème de
point fixe de Banach. Le deuxième et le troisième sont des résultats d’existence basés respectivement
sur le théorème de Krasnoselskii et Leray-Schauder. On terminera chaque résultat par un exemple
illustratif.

Chapitre 3 :

L’objet du ce chapitre est l’étude de l’existence et l’unicité de solutions pour le système différentiel
fractionnaire suivant :

cDα1
(

cDβ1 + λ1

)
x(t) = f1

(
t, x(t),c Dα1+β1−1x(t)

)
, t ∈ [0, 1]

cDα2
(

cDβ2 + λ2

)
y(t) = f2

(
t, y(t),c Dα2+β2−1y(t)

)
, t ∈ [0, 1]

x(0) =
∫ 1

0
ϕ1(s)x(s)ds, x(1) = θ1,

y(0) =
∫ 1

0
ϕ2(s)y(s)ds, y(1) = θ2.

(2)

On donne deux résultats, On va premièrement étudier l’existence et l’unicité par le principe de
contraction de Banach, puis, comme un deuxième résultat, on va voir si le système admet une solu-
tion au moins par utilisation du théorème de point fixe de Schaefer. Il est illustré chaque théorème
par un exemple.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre on donne quelques définitions, notions, propriétés et résultats sur les différentes
approches de la dérivation fractionnaire.
Dans ce qui suit, on s’intéresse particulièrement à définir des notions fondamentales et à rappeler
quelques théorèmes importants dans la théorie du point fixe, notamment le principe de contraction
de Banach, l’alternative non linéaire de Leray-Schauder, le théorème de Krasnoselskii et le théorème
de Schaefer.

I Calcul fractionnaire

I.1 Fonctions de base

I.1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma d’Euler est tout simplement la généralisation de la notion de factoriel d’un
entier à tous les nombres réels ou complexes.

Définition 1. Pour tout nombre complexe α, de partie réelle positive, La fonction Gamma est définie par
l’intégrale suivante :

Γ(α) =
∫ +∞

0
xα−1e−xdx. (1.1)

Cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe où la partie réelle est strictement positive.

Propriétés 1. On a la relation suivante :

Γ(α + 1) = αΓ(α), Re(α) ≥ 0. (1.2)

En particulier :

Γ(n + 1) = n!, ∀n ∈N.

Ce qui permet de dire que la fonction Gamma généralise la notion de factoriel.
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Quelque valeurs particulières de la fonction Gamma

1. Γ
( 1

2

)
=
√

π.
2. Γ

(
− 3

2

)
= 4

3
√

π.
3. Γ(−1) = (−1)! = +∞
4. Γ

(
− 1

2

)
= −2

√
π.

5. Γ
( 3

2

)
=
√

π
2

6. Γ
(
n + 1

2

)
=
(
n− 1

2

)
Γ
(
n− 1

2

)
=
(
n− 1

2

) (
n− 3

2

)
. . .− 3

2
1
2 Γ
( 1

2

)
= (2n)!

22nn!

√
π

7. Γ
( 5

2

)
= 3

√
π

4
8. Γ(1) = 0! = 1

I.1.2 La fonction Bêta

Définition 2. On appelle fonction Bêta la fonction définie par :

β(p, q) =
∫ 1

0
tp−1(1− t)q−1dt, Re(p) > 0, Re(q) > 0. (1.3)

I.1.3 La relation entre la fonction Gamma et Bêta

Définition 3. La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma par la relation suivante :

β(p, q) =
Γ(p)Γ(q)
Γ(p + q)

, Re(p) > 0, Re(q) > 0. (1.4)

I.2 Intégration Fractionnaire

Intégrale de Riemann-Liouville

Définition 4. Soit f : [a, b] −→ R une fonction continue et intégrable, on appelle intégrale de Riemanne-
Liouville de f l’intégrale suivante :

(Iα
a f ) (x) =

1
Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1 f (t)dt, x ∈ [a, b], (1.5)

où α est un réel ou complexe convenablement choisi.

Exemple 1. On considère la fonction f définie par :

f (x) = (x− a)β, x ∈ [a, b], β ∈ R.

On va calculer l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de f d’ordre α ( α réel
strictement positive).

Iα
a (x− a)β =

1
Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1(t− a)βdt,
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à l’aide de changement de variable t = a + (x− a)τ on obtient :

dt = (x− a)dτ

t = a =⇒ a + (x− a)τ =⇒ τ = 0

t = x =⇒ a + (x− a)τ =⇒ τ = 1.

Alors

Iα
a (x− a)β =

1
Γ(α)

∫ x

a
(x− a + (x− a)τ)α−1(a + (x− a)τ − a)β(x− a)dt

=
1

Γ(α)

∫ 1

0
(x− a)α−1(1− τ)α−1(x− a)βτβ(x− a)dτ

=
(x− a)α+β

Γ(α)

∫ 1

0
(1− τ)α−1τβdτ

=
(x− a)α+β

Γ(α)
B(α, β + 1)

=
Γ(α)Γ(β + 1)

Γ(α)Γ(α + β + 1)
(x− a)α+β.

Donc

Iα
a (x− a)β =

Γ(β + 1)
Γ(α + β + 1)

(x− a)α+β. (1.6)

Cas particulier où α = 1, d’après (1.6) on déduit que :

I1
a (x− a)β =

1
β + 1

(x− a)1+β.

Cas particulier où β = 0, on a dans ce cas :

(Iα
a 1) (x) =

1
Γ(α + 1)

(x− a)α,

Par conséquent,

(Iα
a 1) (x) −→ 1 lorsque α −→ 0.

Proposition 1. Soit f ∈ C([a, b]), pour α, β des nombres complexes tels que Re(α) > 0 et Re(β) > 0,
l’intégrale fractionnaire de Riemann -Liouville possède la propriété de semi-groupe suivante :

Iα
a

(
Iβ
a f
)
= Iα+β

a f = Iβ+α
a f , (1.7)

et pour Re(α) > 1 on a :

d
dx

Iα
a f = Iα−1

a f . (1.8)

Preuve. ( voir Annexe III ) �
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I.3 Dérivation fractionnaire

Dérivées fractionnaire au sens de Caputo

Définition 5. Soit α ∈]m− 1, m[, (m ∈N∗) et suppose que f ∈ Cm([a, b], R), on appelle dérivée de f au
sens de Caputo la fonction définie par :

(cDα
a f ) (t) =

(
Im−α
a f (m)

)
(t) =

1
Γ(m− α)

∫ t

a
(t− s)m−α−1 f (m)(s)ds. (1.9)

Exemple 2. Soit f (x) = (x− a)β, x ∈ [a, b], on a :

CDα
a (x− a)β = Im−α

a

[(
d

dx

)m

(x− a)β

]
= Im−α

a

(
Γ(β + 1)

Γ(β + 1−m)
(x− a)β−m

)
=

Γ(β + 1)
Γ(β + 1−m)

Im−α
a (x− a)β−m

=
Γ(β + 1)

Γ(β + 1−m)

Γ(β + 1−m)

Γ(β + 1− α)
(x− a)β−α.

Alors

cDα
a (x− a)β =

Γ(β + 1)
Γ(β + 1− α)

(x− a)β−α. (1.10)

Remarque 1. La dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Caputo d’une constante est nulle.
D’après (1.9), on a :

cDα
a C = Im−α

a (0) = 0. (1.11)

Quelques propriétés

1. La dérivation fractionnaire au sens de Caputo est une opération linéaire,

cDα
a (λ f (t) + µg(t)) = λcDα

a f (t) + µcDα
a g(t).

2. cDα
a

(
cDβ

a f (t)
)
=c Dα+β

a f (t) =c Dβ
a (

cDα
a f (t)) où f ∈ C1([a, b], R), 0 < α, β < 1 et 0 < α + β < 1.

3. Si cDα f (x) = 0 alors f (x) = ∑m−1
j=0 cjxj, x ∈ [0, b].

4. Iα [cDα f ] (x) = f (x)−∑m−1
j=0

(x)j

Γ(j+1) f (j)(0), x ∈ [0, b].

5. cDα
a (Iα

a f (t)) = f (t).
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I.4 Lemmes fondamentaux

lemme 1. Si β ≥ α > 0 et la dérivée fractionnaire cDβ−α
a existe, alors on a :

cDβ Iα f (t) = cDβ−α f (t) , t ∈ [0, T].

Pour α > 0 et β > 0 avec β < α, on a :

cDβ Iα f (t) = Iα−β f (t) , t ∈ [0, T].

Preuve. voir [10]. �

lemme 2. Soit T > 0, γ > 0, pour tout t1, t2 ∈ [0, T], on a :

1. si γ > 1, alors
∣∣tγ

1 − tγ
2

∣∣ ≤ γTγ−1|t1 − t2|,

2. si 0 < γ ≤ 1, alors
∣∣tγ

1 − tγ
2

∣∣ ≤ |t1 − t2|γ.

Preuve. voir [6]. �

lemme 3. Soit h ∈ Cm([0, T], R), m ∈ N∗, pour α ∈]m− 1, m[ , la solution générale de l’équation différen-
tielle cDαh(t) = 0 est donnée par :

h(t) = c0 + c1t + c2t2 + . . . + cm−1tm−1, (1.12)

où ci ∈ R, i = 0, 1, . . . m− 1, m = [α] + 1.

Preuve. Soit h ∈ Cm([0, T], R),m ∈ N∗, pour α ∈]m− 1, m[ , On a par la définition de la dérivée
fractionnaire de Caputo

cDαh(t) = 0 ⇒ Im−αDmh(t) = 0.

En appliquant Dm−α, on trouve :

Dmh(t) = 0.

Donc, h est un polynôme de degré ≤ m− 1 :

h(t) =
m−1

∑
i=0

citi = c0 + c1t + c2t2 + . . . + cm−1tm−1.

�

lemme 4. Soit h ∈ Cm([0, T], R), m ∈N∗, pour α ∈]m− 1, m[ , on a :

IαcDαh(t) = h(t) + c0 + c1t + c2t2 + . . . + cm−1tm−1 (1.13)

pour tout ci ∈ R, i = 0, 1, . . . , m− 1, m = [α] + 1.
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Preuve. Soit h ∈ Cm([0, T], R), m ∈N∗, pour α ∈]m− 1, m[ ,

Iα (cDαh(t)) = Iα Im−αDmh(t)

= Iα+m−αDmh(t)

= ImDmh(t)

= h(t)−
m−1

∑
j=0

f (j)(0)
Γ(j + 1)

(t)j

= h(t) +
m−1

∑
i=0

citi

= h(t) + c0 + c1t + c2t2 + . . . + cn−1tn−1.

�

II Quelques théorèmes du point fixe

Les équations différentielles fractionnaires sont considérées comme des équations différentielles
non-linéaires, alors plusieurs théorèmes ont été utilisés pour résoudre ce type d’équation. L’un des
méthodes les plus utilisées : les théorèmes du point fixe. En effet, ces théorèmes accordent des condi-
tions suffisantes pour assurer l’existence d’un point fixe pour une fonctions donnée.
Dans le cas des EDFs, on transforme un problème donné en un problème du point fixe. Les points
fixes du problème transformé sont ainsi les solutions du problème donné.
Dans cette section, on étudie quelques théorèmes du point fixe de Banach, Schaefer, Leray-Schauder
et krasnoselskii.

Définitions

Définition 6. Soit E un espace vectoriel sur le corps des nombres réels R ou sur le corps des nombres complexes
C. On appelle norme sur E une application de E dans R+ notée x→ ‖x‖ satisfaisant les conditions suivantes :

1. ∀x ∈ E : ‖x‖ = 0⇐⇒ x = 0E, ∀x ∈ E,

2. ∀λ ∈ R(C) : ‖λx‖ = |λ|‖x‖,

3. ∀x, y ∈ E : ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Définition 7. Soient (E, ‖ · ‖E) et (F, ‖.‖F) deux espaces vectoriels normés sur le même corps K, alors l’espace
produit E× F = {(x, y)/x ∈ E et y ∈ F} est un espace vectoriel normé sur K par l’une des normes suivantes :

1. ‖(x, y)‖1 = ‖x‖E + ‖y‖F,

2. ‖(x, y)‖p =
(
‖x‖p

E + ‖y‖p
F
) 1

p , 1 ≤ p ≤ ∞,

3. ‖(x, y)‖∞ = max {‖x‖E, ‖y‖F}.

Preuve. voir [13] . �
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Définition 8. On dit qu’un espace vectoriel normé (E, ‖ · ‖E) est complet (ou que c’est un espace de Banach)
si toute suite de Cauchy dans E est convergente.

Définition 9. On dit que M est une partie compact de (E, ‖ · ‖E) si de toute suite de points de M on peut
extraire une sous-suite qui converge vers un élément de M .

Définition 10. Une partie M de (E, ‖ · ‖E) est dite relativement compact si son adhérence est compact.

Définition 11. Soient E et F deux espace de banach, et A : E −→ F une application linéaire. On dit que A
est borné si elle envoie les parties bornées de E sur des parties bornées de F.

Définition 12. Soit M un sous ensemble de C([0, T], R), M est uniformément borné.i,e ; il existe une
constante k > 0 tel que : ‖ f (x)‖ ≤ k, pour tout x ∈ [0, T] et tout f ∈ M.

Définition 13. Soient E et F deux espaces de Banach et f une application définie de E à valeurs dans F. On
dit que f est complètement continue si elle est continue et transforme tout borné de E en une ensemble
relativement compact dans F. f est dite compact si f (E) est relativement compact dans F.

Définition 14. Soit M un sous ensemble de C([0, T], R), L’ensemble M est equicontinue. i.e ;
pour tout ε > 0, pour tout t1, t2 ∈ [0, T] et tout f ∈ M, il existe δ > 0 tel que :

|t1 − t2| < δ =⇒ ‖ f (t1)− f (t2)‖ ≤ ε.

Définition 15. Soit (X, ‖ . ‖) un espace vectorielle normé, une application A : X 7−→ X est dite contrac-
tante, s’il existe un nombre positif k ∈ ]0. 1[ tel que ∀x, y ∈ X, on a :

‖Ax− Ay‖ ≤ k‖x− y‖.

Définition 16. Soit (X, ‖ . ‖) un espace vectorielle normé et A : X 7−→ X une application. On appelle point
fixe de A tout point x ∈ X tel que : Ax = x.

Théorème d’Ascoli-Arzela

Théorème 1. Soit Ω un sous ensemble de C([0, T], R), Ω est relativement compact dans C([0, T], R) si et
seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. L’ensemble Ω est uniformément borné.

2. L’ensemble Ω est equicontinue.

3. Pour tout x ∈ [0, T] l’ensemble { f (x), f ∈ Ω} ⊂ E est relativement compact.

Théorème de point fixe de Banach

Théorème 2. Soit X un espace de Banach, et A : X 7−→ X un opérateur contractant. Alors A admet un point
fixe unique.i.e ; ∃!x ∈ X tel que Ax = x.
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Théorème de point fixe de schauder

Théorème 3. Soit X un espace de Banach et M un convexe fermé borné de X et A : M 7−→ M un opérateur
continue et compact alors A admet au moins un point fixe.

L’alternative non linéaire de Leray-Schauder

Théorème 4. Soit E un espace de Banach, C un sous-ensemble convexe fermé de E, U un sous-ensemble ouvert
de C et 0 ∈ U. l’opérateur φ : U → C est continue et compact (c’est-à-dire que φ(U) est un sous-ensemble
relativement compact de C). Alors, ou bien

1. l’application φ admet un point fixe dans U, sinon

2. Il existe x ∈ ∂U et σ ∈ [0, 1] avec , x = σφx.

Théorème de point fixe de krasnosselski

Théorème 5. Soit X un espace de Banach et M un sous ensemble fermé borné et convexe de X.On suppose
que A1, A2 sont deux opérateur de X dans X satisfaisants :

1. A1x + A2y ∈ M, ∀x, y ∈ M,

2. A1 est compacte et continue,

3. A2 est contractante.

Alors il existe au moins un élément z ∈ M tel que : A1z + A2z = z.

Théorème de point fixe de Schaefer

Théorème 6. Soit X un espace de Banach et A : X 7−→ X un opérateur complètement continue.
Si

Ω = {x ∈ X : x = λAx, ∀λ ∈]0, 1[}

est borné, alors A possède au moins une point fixe.



Chapitre 2

Problème fractionnaire avec deux dérivées
fractionnaires au sens de Caputo

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude de l’existence et l’unicité des solutions pour un problème
fractionnaire avec deux dérivées fractionnaires au sens de Caputo.

Soit le problème suivant :
cDα

(
cDβ + λ

)
x(t) = f

(
t, x(t),c Dα+β−1x(t)

)
, t ∈ [0, T],

x(0) =
∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds,

x(T) = θ.

(2.1)

Où 0 < α, β < 1, 1 < α + β < 2,c Dα et cDβ sont des dérivées fractionnaires au sens de Caputo d’ordre
α et β respectivement, θ est une constante positive, λ ∈ R, f : [0, T] × R2 → R est une fonction
continue et ϕ : [0, T]→ R est aussi une fonction continue.

On va étudier l’existence et l’unicité de la solution à l’aide de Principe de Contraction de Banach.
Puis, en montrant deux résultats d’existence de solutions pour le problème (2.1).
Le premier résultat, est montré par utilisation du théorème de point fixe de Krasnoselskii, et le second
résultat de ce chapitre est obtenu par utilisation du théorème de point fixe de Leray-Schauder.

L’existence et l’unicité d’une solution est établit par la transformation de ce problème à une équation
intégrale équivalente, dont la solution est identifiée à un point fixe d’un opérateur (sous certaines
hypothèses suffisantes sur la fonction f ) dans un espace fonctionnel convenablement choisi.

16
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I Problème Intégral

Soit h ∈ C([0, T], R), alors la solution du problème fractionnaire suivant :
cDα

(
cDβ + λ

)
x(t) = h(t), t ∈ [0, T], 0 < α, β < 1,

x(0) =
∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds,

x(T) = θ.

(2.2)

est donné par :

x(t) = Iα+βh(t)− λIβx(t)

+
tβ

Tβ

[
θ − Iα+βh(T) + λIβx(T)−

∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds

]
+
∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds.

(2.3)

Preuve. Soit l’équation :

cDα
(

cDβ + λ
)

x(t) = h(t). (2.4)

En prenant l’intégrale de Riemann-Liouville fractionnaire d’ordre α pour (2.4), on obtient :

Iα
[

cDα
(

cDβ + λ
)

x(t)
]

= Iαh(t).

Par lemme 4, on trouve : (
cDβ + λ

)
x(t) + c0 = Iαh(t).

Alors :

cDβx(t) = Iαh(t)− λx(t)− c0. (2.5)

En prenant l’intégrale de Riemann-Liouville fractionnaire d’ordre β pour (2.5), on obtient :

Iβ
(

cDβx(t)
)

= Iα+βh(t)− λIβx(t)− c0
tβ

Γ(β+1) .

Par lemme 4, on trouve :

x(t) + c1 = Iα+βh(t)− λIβx(t)− c0
tβ

Γ(β+1) .

Alors, la solution générale du problème (2.2) est exprimée sous la forme de l’équation intégrale
suivante :

x(t) = Iα+βh(t)− λIβx(t)− c0
tβ

Γ(β+1) − c1, (2.6)
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où c0 et c1 sont des constants arbitraire.
Maintenant, on cherche les constantes c0 et c1.
D’après la condition x(0) =

∫ T
0 ϕ(s)x(s)ds, on peut écrire :

x(0) = −c1 =
∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds,

ce qui donne :

c1 = −
∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds.

Alors (2.6) devient :

x(t) = Iα+βh(t)− λIβx(t)− c0
tβ

Γ(β+1) +
∫ T

0 ϕ(s)x(s)ds.

On utilise la condition x(T) = θ, on trouve :

x(T) = θ = Iα+βh(T)− λIβx(T)− c0
Tβ

Γ(β + 1)
+
∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds,

Alors :

c0 = Γ(β+1)
Tβ

[
Iα+βh(T)− λIβx(T) +

∫ T
0 ϕ(s)x(s)ds− θ

]
.

Substituant c0 et c1 en (2.6) , on obtient la solution (2.3). �

II Problème du Point fixe

Avant tout, on introduit l’espace de Banach suivant :

X =
{

x : x(t) ∈ C1([0, T], R) et cDα+β−1x(t) ∈ C1([0, T], R)
}

(2.7)

muni de la norme :

‖x‖X = ‖x‖∞ + ‖cDα+β−1x‖∞,

où :

‖x‖∞ = sup
t∈[0,T]

|x(t)|,

et

‖cDα+β−1x‖∞ = sup
t∈[0,T]

|cDα+β−1x(t)|.

En vue du (2.3), on définie un opérateur A par :

A : X 7−→ X
x(t) 7−→ Ax(t)
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tel que, ∀t ∈ [0, T], on a :

Ax(t) = Iα+β f
(

t, x(t),c Dα+β−1x(t)
)
− λIβx(t)

+
tβ

Tβ

[
θ − Iα+β f

(
T, x(T),c Dα+β−1x(T)

)
+ λIβx(T)−

∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds

]
+
∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds.

(2.8)

c’est a dire :

Ax(t) =
1

Γ(α + β)

∫ t

0
(t− s)α+β−1 f

(
s, x(s),c Dα+β−1x(s)

)
ds− λ

Γ(β)

∫ t

0
(t− s)β−1x(s)ds

+
tβ

Tβ

[
θ − 1

Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1 f

(
s, x(s),c Dα+β−1x(s)

)
ds

+
λ

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1x(s)ds−

∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds

]
+
∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds.

(2.9)

Il convient de noter que le problème (2.1) a des solutions si et seulement si l’opérateur A a des points
fixes.

III Existence et unicité

On va donner un premier résultat concernant l’unicité de la solution du problème fractionnaire
(2,1), en utilisant le théorème de contraction de Banach.

Théorème 7. Soit f : [0, T]×R2 → R est une fonction continue, on suppose que :

(H1) : Il existe une constante k > 0 telle que :

| f (t, x1, y1)− f (t, x2, y2)| ≤ k (|x1 − x2|+ |y1 − y2|) ,

pour tout t ∈ [0, T], et x1, x2, y1, y2 ∈ R.

(H2) : La fonction ϕ est continue sur [0, T] et |ϕ(t)| ≤ Mϕ.
(H3) : M1 + M2 < 1, où les constantes M1, M2 sont définies par :

M1 =
2kTα+β

Γ(α + β + 1)
+

2|λ|Tβ

Γ(β + 1)
+ 2MϕT ,

M2 = kT +
2|λ|T1−α + MϕΓ(β + 1)T2−α−β

Γ(2− α)
+

Γ(β + 1)kT
Γ(α + β + 1)Γ(2− α)

.

Alors, il existe une solution unique pour le problème ( 2.1 ).
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Preuve. Le théorème de contraction de Banach appui sur le fait que si A est un opérateur contrac-
tant, alors il existe un unique point fixe pour A. De là vient l’idée de chercher l’existence d’une
constante M > 0 tel que :
Pour tout x, y ∈ X et t ∈ [0, T], on a :

‖A(x)−A(y)‖X < M‖x− y‖X avec M < 1.

On procède donc en deux étapes :
Étape 1 : On montre qu’il existe M1 tel que :

‖A(x)−A(y)‖∞ < M1‖x− y‖X .

Étape 2 : On montre qu’il existe M2 tel que :∥∥cDα+β−1A(x)−c Dα+β−1A(y)
∥∥

∞ < M2‖x− y‖X .

Puis on passe à la norme ‖ · ‖X et on fait la conclusion.

Étape 1 :

Soient x, y ∈ X Alors :

|Ax(t)−Ay(t)| =
∣∣∣∣∣ 1
Γ(α + β)

∫ t

0
(t− s)α+β−1 f

(
s, x(s),c Dα+β−1x(s)

)
ds− λ

Γ(β)

∫ t

0
(t− s)β−1x(s)ds

+
tβ

Tβ

[
θ − 1

Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1 f

(
s, x(s),c Dα+β−1x(s)

)
ds

+
λ

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1x(s)ds−

∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds

]
+
∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds

− 1
Γ(α + β)

∫ t

0
(t− s)α+β−1 f

(
s, y(s),c Dα+β−1y(s)

)
ds +

λ

Γ(β)

∫ t

0
(t− s)β−1y(s)ds

+
tβ

Tβ

[
− θ +

1
Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1 f

(
s, y(s),c Dα+β−1y(s)

)
ds

− λ

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1y(s)ds +

∫ T

0
ϕ(s)y(s)ds

]
−
∫ T

0
ϕ(s)y(s)ds

∣∣∣∣∣.
D’où,

|Ax(t)−Ay(t)| ≤ 1
Γ(α + β)

∫ t

0
(t− s)α+β−1

∣∣∣∣ f (s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)
− f

(
s, y(s),c Dα+β−1y(s)

) ∣∣∣∣ds

+
|λ|

Γ(β)

∫ t

0
(t− s)β−1∣∣x(s)− y(s)

∣∣ds +
∫ T

0

∣∣ϕ(s)∣∣∣∣x(s)− y(s)
∣∣ds

+
tβ

Tβ

[
1

Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1

∣∣∣ f (s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)
− f

(
s, y(s),c Dα+β−1y(s)

) ∣∣∣ds

+
|λ|

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1∣∣x(s)− y(s)

∣∣ds +
∫ T

0

∣∣ϕ(s)∣∣∣∣x(s)− y(s)
∣∣ds
]

.
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Puisque tβ

Tβ ≤ 1, alors :

|Ax(t)−Ay(t)| ≤ 1
Γ(α + β)

∫ t

0
(t− s)α+β−1

∣∣∣∣ f (s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)
− f

(
s, y(s),c Dα+β−1y(s)

) ∣∣∣∣ds

+
|λ|

Γ(β)

∫ t

0
(t− s)β−1∣∣x(s)− y(s)

∣∣ds + 2
∫ T

0

∣∣ϕ(s)∣∣∣∣x(s)− y(s)
∣∣ds

+
1

Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1

∣∣∣ f (s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)
− f

(
s, y(s),c Dα+β−1y(s)

) ∣∣∣ds

+
|λ|

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1∣∣x(s)− y(s)

∣∣ds.

En utilisant les hypothèses (H1) et (H2), on obtient :

|Ax(t)−Ay(t)| ≤ K
Γ(α + β)

(
sup

t∈[0,T]
|x(t)− y(t)|+ sup

t∈[0,T]

∣∣∣cDα+β−1x(t)−c Dα+β−1y(t)
∣∣∣ ) ∫ t

0
(t− s)α+β−1ds

+
|λ|

Γ(β)
sup

t∈[0,T]

∣∣x(t)− y(t)
∣∣ ∫ t

0
(t− s)β−1ds + 2Mϕ sup

t∈[0,T]

∣∣x(t)− y(t)
∣∣ ∫ T

0
1ds

+
K

Γ(α + β)

(
sup

t∈[0,T]
|x(t)− y(t)|+ sup

t∈[0,T]

∣∣∣cDα+β−1x(t)−c Dα+β−1y(t)
∣∣∣ ) ∫ T

0
(T − s)α+β−1ds

+
|λ|

Γ(β)
sup

t∈[0,T]

∣∣x(t)− y(t)
∣∣ ∫ T

0
(T − s)β−1ds.

Par calcule simple, on trouve que :

|Ax(t)−Ay(t)| ≤ 2KTα+β

Γ(α + β + 1)

(
sup

t∈[0,T]
|x(t)− y(t)|+ sup

t∈[0,T]

∣∣∣cDα+β−1x(t)−c Dα+β−1y(t)
∣∣∣)

+
2|λ|Tβ

Γ(β + 1)
sup

t∈[0,T]

∣∣x(t)− y(t)
∣∣+ 2MϕT sup

t∈[0,T]

∣∣x(t)− y(t)
∣∣.

En passant à la norme, on trouve :

‖Ax−Ay‖∞ ≤
2KTα+β

Γ(α + β + 1)

(
‖x− y‖∞ + ‖cDα+β−1x−c Dα+β−1y‖∞

)
+

2|λ|Tβ

Γ(β + 1)

∥∥x− y
∥∥

∞ + 2MϕT
∥∥x− y

∥∥
∞.

Par suite :

‖Ax−Ay‖∞ ≤
2KTα+β

Γ(α + β + 1)

∥∥x− y
∥∥
X +

(
2|λ|Tβ

Γ(β + 1)
+ 2MϕT

)∥∥x− y
∥∥

∞

≤ 2KTα+β

Γ(α + β + 1)

∥∥x− y
∥∥
X +

(
2|λ|Tβ

Γ(β + 1)
+ 2MϕT

)(∥∥x− y
∥∥

∞ + ‖cDα+β−1(x− y)‖∞

)
≤ 2KTα+β

Γ(α + β + 1)

∥∥x− y
∥∥
X +

(
2|λ|Tβ

Γ(β + 1)
+ 2MϕT

)∥∥x− y
∥∥
X .
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Donc :

‖Ax−Ay‖∞ ≤
(

2KTα+β

Γ(α + β + 1)
+

2|λ|Tβ

Γ(β + 1)
+ 2MϕT

)∥∥x− y
∥∥
X .

D’où :

‖Ax−Ay‖∞ ≤ M1
∥∥x− y

∥∥
X , (2.10)

tel que :

M1 =
2KTα+β

Γ(α + β + 1)
+

2|λ|Tβ

Γ(β + 1)
+ 2MϕT.

Étape 2 :

On calcule cDα+β−1Ax(t),

cDα+β−1Ax(t) =c Dα+β−1

[
Iα+β f

(
t, x(t),c Dα+β−1x(t)

)
− λIβx(t)

+
tβ

Tβ

(
θ − Iα+β f

(
T, x(T),c Dα+β−1x(T)

)
+ λIβx(T)

−
∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds

)
+
∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds

]
.

Par linéarité de cDα+β−1 on a :

cDα+β−1Ax(t) = cDα+β−1 Iα+β f
(

t, x(t),c Dα+β−1x(t)
)
− λcDα+β−1 Iβx(t)

+
cDα+β−1tβ

Tβ

[
θ − Iα+β f

(
T, x(T),c Dα+β−1x(T)

)
+ λIβx(T)

−
∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds

]
+
∫ T

0
ϕ(s)x(s)dscDα+β−11.

D’après lemme 1 et (1.10), on obtient :

cDα+β−1Ax(t) = I1 f
(

t, x(t),c Dα+β−1x(t)
)
− λI1−αx(t)

+
Γ(β + 1)t1−α

TβΓ(2− α)

[
θ − Iα+β f

(
T, x(T),c Dα+β−1x(T)

)
+ λIβx(T)−

∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds

]
.

Et donc :

cDα+β−1Ax(t) =
∫ t

0
f
(

s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)

ds− λ

Γ(1− α)

∫ t

0
(t− s)−αx(s)ds

+
Γ(β + 1)t1−α

TβΓ(2− α)

[
θ − 1

Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1 f

(
s, x(s),c Dα+β−1x(s)

)
ds

+
λ

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1x(s)ds−

∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds

]
.



III. Existence et unicité 23

Maintenant, soient x, y ∈ X on a :∣∣∣cDα+β−1A(x)(t)−c Dα+β−1A(y)(t)
∣∣∣ ≤ ∫ t

0

∣∣∣ f (s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)
− f

(
s, y(s),c Dα+β−1y(s)

) ∣∣∣ds

+
|λ|

Γ(1− α)

∫ t

0
(t− s)−α|x(s)− y(s)|ds

+
Γ(β + 1)t1−α

TβΓ(2− α)

[
1

Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1

∣∣∣ f (s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)

− f
(

s, y(s),c Dα+β−1y(s)
) ∣∣∣ds +

|λ|
Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1|x(s)− y(s)|ds

+
∫ T

0
|ϕ(s)||x(s)− y(s)|ds

]
.

En appliquant les hypothèses (H1) et (H2), on trouve :∣∣∣cDα+β−1A(x)(t)−c Dα+β−1A(y)(t)
∣∣∣ ≤ k

(
sup

t∈[0,T]
|x(t)− y(t)|+ sup

t∈[0,T]
|cDα+β−1x(t)−c Dα+β−1y(t)|

) ∫ t

0
1ds

+
|λ|

Γ(1− α)
sup

t∈[0,T]
|x(t)− y(t)|

∫ t

0
(t− s)−αds

+
Γ(β + 1)

Tα+β−1Γ(2− α)

[
k

Γ(α + β)

(
sup

t∈[0,T]
|x(t)− y(t)|

+ sup
t∈[0,T]

|cDα+β−1x(t)−c Dα+β−1y(t)|
) ∫ T

0
(T − s)α+β−1ds

+
|λ|

Γ(β)
sup

t∈[0,T]
|x(t)− y(t)|

∫ T

0
(T − s)β−1ds

+ Mϕ sup
t∈[0,T]

|x(t)− y(t)|
∫ T

0
1ds

]
.

D’où,∣∣∣cDα+β−1A(x)(t)−c Dα+β−1A(y)(t)
∣∣∣ ≤ kT

(
sup

t∈[0,T]
|x(t)− y(t)|+ sup

t∈[0,T]
|cDα+β−1x(t)−c Dα+β−1y(t)|

)

+
|λ|T1−α

Γ(2− α)
sup

t∈[0,T]
|x(t)− y(t)|

+
Γ(β + 1)

Tα+β−1Γ(2− α)

[
kTα+β

Γ(α + β + 1)

(
sup

t∈[0,T]
|x(t)− y(t)|

+ sup
t∈[0,T]

|cDα+β−1x(t)−c Dα+β−1y(t)|
)
+
|λ|Tβ

Γ(β + 1)
sup

t∈[0,T]
|x(t)− y(t)|

+ MϕT sup
t∈[0,T]

|x(t)− y(t)|
]

.
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En passant à la norme, on obtient :∥∥∥cDα+β−1A(x)(t)−c Dα+β−1A(y)
∥∥∥

∞
≤ kT‖x− y‖X +

|λ|T1−α

Γ(2− α)
‖x− y‖∞

+
Γ(β + 1)

Tα+β−1Γ(2− α)

[
kTα+β

Γ(α + β + 1)
‖x− y‖X +

|λ|Tβ

Γ(β + 1)
‖x− y‖∞

+ MϕT‖x− y‖∞

]
.

D’où :∥∥∥cDα+β−1A(x)−c Dα+β−1A(y)
∥∥∥

∞
≤ kT‖x− y‖X +

2|λ|T1−α

Γ(2− α)
‖x− y‖∞ +

Γ(β + 1)kT
Γ(α + β + 1)Γ(2− α)

‖x− y‖X

+
MϕΓ(β + 1)

Tα+β−2Γ(2− α)
‖x− y‖∞

≤
(

kT +
Γ(β + 1)kT

Γ(α + β + 1)Γ(2− α)

)
‖x− y‖X

+

(
2|λ|T1−α

Γ(2− α)
+

MϕΓ(β + 1)
Tα+β−2Γ(2− α)

)
‖x− y‖∞

≤
(

kT +
Γ(β + 1)kT

Γ(α + β + 1)Γ(2− α)

)
‖x− y‖X

+

(
2|λ|T1−α + MϕΓ(β + 1)T2−α−β

Γ(2− α)

)(
‖x− y‖∞ + ‖cDα+β−1(x− y)‖∞

)
≤
(

kT +
Γ(β + 1)kT

Γ(α + β + 1)Γ(2− α)

)
‖x− y‖X

+

(
2|λ|T1−α + MϕΓ(β + 1)T2−α−β

Γ(2− α)

)
‖x− y‖X .

Alors : ∥∥∥Dα+β−1A(x)− Dα+β−1A(y)
∥∥∥

∞
≤ M2‖x− y‖X , (2.11)

tel que :

M2 = kT +
Γ(β + 1)kT

Γ(α + β + 1)Γ(2− α)
+

2|λ|T1−α + MϕΓ(β + 1)T2−α−β

Γ(2− α)
.

Alors, d’après ( 2.10 ) et ( 2.11 ), on peut écrire :

‖A(x)−A(y)‖X ≤ M‖x− y‖X ,

avec M = M1 + M2

Alors, d’après (H2) : l’opérateur A est contractante, par conséquent le problème (2.1) admet une seule
solution. �
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Exemple 3.

On Considère le problème suivant :

cD
3
4

(
cD

1
2 +

1
10

)
x(t) = f

(
t, x(t),c D

1
4 x(t)

)
, t ∈ [0, 1],

x(0) =
∫ 1

0

1
19 + e2t x(s)ds,

x(1) = 1.

(2.12)

Où

f
(

t, x(t),c D
1
4 x(t)

)
=

x(t)√
t + 100

+
cD

1
4 x(t)e−t

9 + et + cos t.

On a :∣∣∣ f (t, x(t),c D
1
4 x(t)

)
− f

(
t, y(t),c D

1
4 y(t)

)∣∣∣ ≤ 1√
t + 100

|x(t)− y(t)|+ e−t

9 + et

∣∣∣cD
1
4 x(t)−c D

1
4 y(t)

∣∣∣
≤ 1

10
|x(t)− y(t)|+ 1

10

∣∣∣cD
1
4 x(t)−c D

1
4 y(t)

∣∣∣
≤ 1

10

(
|x(t)− y(t)|+

∣∣∣cD
1
4 x(t)−c D

1
4 y(t)

∣∣∣) .

Donc (H1) est satisfaite avec k = 1
10 .

Aussi on a : ∣∣∣∣ 1
19 + e2t

∣∣∣∣ ≤ 1
20

.

Donc (H2) est satisfaite avec Mϕ = 1
20 .

Par suite : M1 = 0, 4756 et M2 = 0, 4558 , donc M1 + M2 = 0, 9313 < 1 .
Ainsi toutes les hypothèses du théorème 7 sont satisfaites, par conséquent le problème (2.12) possède
une unique solution.

IV Existence

IV.1 Résultat d’existence via le théorème du point fixe de Krasnoselskii

Théorème 8. soit f : [0, T]×R2 → R une fonction continue, on suppose que (H1),(H2) et les hypothèses
suivantes sont satisfaites :
(H4) : | f (t, x, y)| ≤ N, pour tout t ∈ [0, T] et x, y ∈ R,
(H5) : S1 + S2 < 1, où :

S1 =
KTα+β

Γ(α + β + 1)
+
|λ|Tβ

Γ(β + 1)
+ 2MϕT ,

S2 =
Γ(β + 1)kT

Γ(α + β + 1)Γ(2− α)
+
|λ|T1−α + MϕΓ(β + 1)T2−α−β

Γ(2− α)
.

Alors, le problème (2.1) admet au moins une solution.
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Preuve. Pour montrer l’existence de la solution du (2.1), il suffit de vérifier les conditions du
théorème du point fixe de krasnosselski (théorème 5 ).
On fixe : r ≥ L + L′, où :

L =
2NTα+β

Γ(α + β + 1)
+

2|λ|Tβr
Γ(β + 1)

+ θ + 2MϕrT .

L′ =NT +
2r|λ|T1−α + Γ(β + 1)

[
θT1−α−β + MϕrT2−α−β

]
Γ(2− α)

+
Γ(β + 1)NT

Γ(2− α)Γ(α + β + 1)
.

On considère l’ensemble suivant :

Br = {x ∈ X : ‖x‖X ≤ r}.

On définit deux opérateur A1 et A2 sur Br comme suite :

A1x(t) =Iα+β f
(

t, x(t),c Dα+β−1x(t)
)
− λIβx(t)

=
1

Γ(α + β)

∫ t

0
(t− s)α+β−1 f

(
s, x(s),c Dα+β−1x(s)

)
ds− λ

Γ(β)

∫ t

0
(t− s)β−1x(s)ds.

A2x(t) =
tβ

Tβ

[
θ − Iα+β f

(
T, x(T),c Dα+β−1x(T)

)
+ λIβx(T)−

∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds

]
+
∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds

=
tβ

Tβ

[
θ − 1

Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1 f

(
s, x(s),c Dα+β−1x(s)

)
ds +

λ

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1x(s)ds

−
∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds

]
+
∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds.

Étape 1 :

On montre que si x, y ∈ Br ⇒ A1x(t) +A2y(t) ∈ Br, c’est a dire : ‖A1x(t) +A2y(t)‖X ≤ r.
Soit x, y ∈ Br et t ∈ [0, T], on a :

|A1x(t) +A2y(t)| =
∣∣∣∣∣ 1
Γ(α + β)

∫ t

0
(t− s)α+β−1 f

(
s, x(s),c Dα+β−1x(s)

)
ds− λ

Γ(β)

∫ t

0
(t− s)β−1x(s)ds

+
tβ

Tβ

[
θ − 1

Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1 f

(
s, y(s),c Dα+β−1y(s)

)
ds

+
λ

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1y(s)ds−

∫ T

0
ϕ(s)y(s)ds

]
+
∫ T

0
ϕ(s)y(s)ds

∣∣∣∣∣.
Alors :

|A1x(t) +A2y(t)| ≤ 1
Γ(α + β)

∫ t

0
(t− s)α+β−1

∣∣∣ f (s, x(s),c Dα+β−1x(s)
) ∣∣∣ds +

|λ|
Γ(β)

∫ t

0
(t− s)β−1|x(s)|ds

+ θ +
1

Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1

∣∣∣ f (s, y(s),c Dα+β−1y(s)
) ∣∣∣ds

+
|λ|

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1|y(s)|ds + 2

∫ T

0
|ϕ(s)||y(s)|ds.
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En appliquant les hypothèses (H2) et (H4), on trouve :

|A1x(t) +A2y(t)| ≤ 1
Γ(α + β)

sup
t∈[0,T]

∣∣∣ f (s, x(s),c Dα+β−1x(s)
) ∣∣∣ ∫ t

0
(t− s)α+β−1ds

+
|λ|

Γ(β)
sup

t∈[0,T]
|x(t)|

∫ t

0
(t− s)β−1ds + θ

+
1

Γ(α + β)
sup

t∈[0,T]

∣∣∣ f (s, y(s),c Dα+β−1y(s)
) ∣∣∣ ∫ T

0
(T − s)α+β−1ds

+
|λ|

Γ(β)
sup

t∈[0,T]
|y(t)|

∫ T

0
(T − s)β−1ds + 2Mϕ sup

t∈[0,T]
|y(t)|

∫ T

0
1ds.

Par suite :

‖A1x +A2y‖∞ ≤
2NTα+β

Γ(α + β + 1)
+

2|λ|Tβr
Γ(β + 1)

+ θ + 2MϕrT := L . (2.13)

D’autre part, on a :

cDα+β−1A1x(t) =
∫ t

0
f
(

s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)

ds− λ

Γ(1− α)

∫ t

0
(t− s)−αx(s)ds.

cDα+β−1A2y(t) =
Γ(β + 1)t1−α

TβΓ(2− α)

[
θ − 1

Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1 f

(
s, y(s),c Dα+β−1y(s)

)
ds

+
λ

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1y(s)ds−

∫ T

0
ϕ(s)y(s)ds

]
.

Maintenant, soient x, y ∈ Br on a :

∣∣∣cDα+β−1A1x(t) +c Dα+β−1 A2y(t)| =
∣∣∣∣∣
∫ t

0
f
(

s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)

ds− λ

Γ(1− α)

∫ t

0
(t− s)−αx(s)ds

+
Γ(β + 1)t1−α

TβΓ(2− α)

[
θ − 1

Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1 f

(
s, y(s),c Dα+β−1y(s)

)
ds

+
λ

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1y(s)ds−

∫ T

0
ϕ(s)y(s)ds

]∣∣∣∣∣.
Par conséquent,∣∣∣cDα+β−1A1x(t) +c Dα+β−1 A2y(t)| ≤

∫ t

0

∣∣∣ f (s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)∣∣∣ ds +

|λ|
Γ(1− α)

∫ t

0
(t− s)−α|x(s)|ds

+
Γ(β + 1)t1−α

TβΓ(2− α)

[
θ +

1
Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1

∣∣∣ f (s, y(s),c Dα+β−1y(s)
)∣∣∣ ds

+
|λ|

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1|y(s)|ds +

∫ T

0
|ϕ(s)||y(s)|ds

]
.
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En appliquant les hypothèses (H2) et (H4), on trouve :∣∣∣cDα+β−1A1x(t) +c Dα+β−1A2y(t)
∣∣∣ ≤ N

∫ t

0
1ds +

r|λ|
Γ(1− α)

∫ t

0
(t− s)−αds

+
Γ(β + 1)

Tα+β−1Γ(2− α)

[
θ +

N
Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1ds

+
r|λ|
Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1ds + Mϕr

∫ T

0
1ds
]

.

Par calcule simple,∥∥∥cDα+β−1A1x +c Dα+β−1A2y
∥∥∥

∞
≤ Γ(β + 1)

Tα+β−1Γ(2− α)

(
θ +

NTα+β

Γ(α + β + 1)
+

r|λ|Tβ

Γ(β + 1)
+ MϕrT

)
+ NT +

r|λ|T1−α

Γ(2− α)
.

D’où, ∥∥∥cDα+β−1A1x(t) +c Dα+β−1A2y(t)
∥∥∥

∞
≤ L′ , (2.14)

avec :

L′ = NT +
2r|λ|T1−α + Γ(β + 1)

[
θT1−α−β + MϕrT2−α−β

]
Γ(2− α)

+
Γ(β + 1)NT

Γ(2− α)Γ(α + β + 1)
.

Par (2.13) et (2.14), on obtient :

‖A1x +A2x‖X =‖A1x +A2x‖∞ + ‖cDα+β−1A1x +c Dα+β−1A2y‖∞ ≤ L + L′ ≤ r.

Alors pour tout x, y ∈ Br et t ∈ [0, T], on trouve A1x(t) +A2y(t) ∈ Br.

Étape 2 :

1. On montre que A1 est continue.
Soit (xn)n∈N ⊂ X une suite telle que : xn −→ x dans X . Alors pour tout t ∈ [0, T], on a :

|A1 (xn) (t)− A1(x)(t)| =
∣∣∣∣∣ 1
Γ(α + β)

∫ t

0
(t− s)α+β−1 f

(
s, xn(s),c Dα+β−1xn(s)

)
ds

− λ

Γ(β)

∫ t

0
(t− s)β−1xn(s)ds +

λ

Γ(β)

∫ t

0
(t− s)β−1x(s)ds

− 1
Γ(α + β)

∫ t

0
(t− s)α+β−1 f

(
s, x(s),c Dα+β−1x(s)

)
ds

∣∣∣∣∣.
Ce qui donne :

|A1 (xn) (t)− A1(x)(t)| ≤ 1
Γ(α + β)

∫ t

0
(t− s)α+β−1

∣∣∣∣ f (s, xn(s),c Dα+β−1xn(s)
)

− f
(

s, x(s),c Dα+β−1x(s)
) ∣∣∣∣ds

+
|λ|

Γ(β)

∫ t

0
(t− s)β−1|xn(s)− x(s)|ds.
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Comme f est une fonction continue, alors :

‖A1 (xn)− A1(x)‖∞ → 0 quand n→ ∞ . (2.15)

D’autre part, on a :

∣∣∣cDα+β−1 A1 (xn) (t)−c Dα+β−1A1(x)(t)
∣∣∣ =∣∣∣∣∣

∫ t

0

[
f
(

s, xn(s),c Dα+β−1xn(s)
)
− f

(
s, x(s),c Dα+β−1x(s)

) ]
ds

+
λ

Γ(1− α)

∫ t

0
(t− s)−α[x(s)− xn(s)]ds

∣∣∣∣∣
≤
∫ t

0

∣∣∣∣ f (s, xn(s),c Dα+β−1xn(s)
)
− f

(
s, x(s),c Dα+β−1x(s)

) ∣∣∣∣ds

+
|λ|

Γ(1− α)

∫ t

0
(t− s)−α|xn(s)− x(s)|ds.

Comme f est une fonction continue, alors :

∥∥∥cDα+β−1A1 (xn)−c Dα+β−1A1(x)
∥∥∥

∞
→ 0 quand n→ ∞ . (2.16)

De ( 2.15 ) et ( 2.16 ), on obtient :

‖A1 (xn)− A1(x)‖X → 0 quand n→ ∞ .

D’où, A1 est continue sur X .

2. On montre que A1 est compact.
Pour établir la compacité de l’opérateur A1, il suffit de prouver que A1(Br) est relativement compacte
en utilisant le théorème d’Ascoli-Arzela.

a) A1(Br) est borné .
Il suffit de montrer que pour tout r > 0 , il existe une constante positive ρ tel que pour tout t ∈ [0, T]
et x ∈ Br avec Br = {x ∈ X : ‖x‖X ≤ r}, on trouve : ‖A1(x)‖X ≤ ρ.
On a :

|A1(x)(t)| =
∣∣∣∣ 1
Γ(α + β)

∫ t

0
(t− s)α+β−1 f

(
s, x(s),c Dα+β−1x(s)

)
ds− λ

Γ(β)

∫ t

0
(t− s)β−1x(s)ds

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α + β)

∫ t

0
(t− s)α+β−1

∣∣∣ f (s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)∣∣∣ ds +

|λ|
Γ(β)

∫ t

0
(t− s)β−1 |x(s)| ds .

En appliquant l’hypothèse (H4) , on obtient :

|A1(x)(t)| ≤ N
Γ(α + β)

∫ t

0
(t− s)α+β−1ds +

|λ|
Γ(β)

sup
t∈[0,T]

|x(t)|
∫ T

0
(T − s)β−1ds .
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Par suite :

‖A1(x)‖∞ ≤
NTα+β

Γ(α + β + 1)
+

r |λ| Tβ

Γ(β + 1)
:= ρ1 . (2.17)

D’autre par, pour tout t ∈ [0, T] et x ∈ Br, on a :∣∣∣cDα+β−1A1x(t)
∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ t

0
f
(

s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)

ds− λ

Γ(1− α)

∫ t

0
(t− s)−αx(s)ds

∣∣∣∣
≤
∫ t

0

∣∣∣ f (s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)∣∣∣ ds +

|λ|
Γ(1− α)

∫ t

0
(t− s)−α |x(s)| ds .

En appliquant l’hypothèse (H4) , on trouve :∣∣∣cDα+β−1A1x(t)
∣∣∣ ≤N

∫ T

0
1ds +

|λ|
Γ(1− α)

sup
t∈[0,T]

|x(t)|
∫ T

0
(T − s)−αds .

Donc : ∥∥∥cDα+β−1A1x
∥∥∥

∞
≤NT +

r |λ| T1−α

Γ(2− α)
:= ρ2 . (2.18)

De ( 2.17 ) et ( 2.18 ) , on a :

‖A1(x)‖X ≤ρ ,

avec ρ = ρ1 + ρ2.
D’où, A1(Br) est uniformément borné.

b) A1(Br) est équicontinue .
Soit x ∈ Br, Pour tout t1, t2 ∈ [0, T], t1 < t2 :

|A1(x) (t2)− A1(x) (t1)| =
∣∣∣∣∣ 1
Γ(α + β)

∫ t2

0
(t2 − s)α+β−1 f

(
s, x(s),c Dα+β−1x(s)

)
ds

− λ

Γ(β)

∫ t2

0
(t2 − s)β−1x(s)ds +

λ

Γ(β)

∫ t1

0
(t1 − s)β−1x(s)ds

− 1
Γ(α + β)

∫ t1

0
(t1 − s)α+β−1 f

(
s, x(s),c Dα+β−1x(s)

)
ds

∣∣∣∣∣.
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Par suite :

|A1(x) (t2)− A1(x) (t1)| =
∣∣∣∣∣ 1
Γ(α + β)

[ ∫ t1

0
(t2 − s)α+β−1 f

(
s, x(s),c Dα+β−1x(s)

)
ds

+
∫ t2

t1

(t2 − s)α+β−1 f
(

s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)

ds
]

− λ

Γ(β)

[ ∫ t1

0
(t2 − s)β−1x(s)ds +

∫ t2

t1

(t2 − s)β−1x(s)ds
]

− 1
Γ(α + β)

∫ t1

0
(t1 − s)α+β−1 f

(
s, x(s),c Dα+β−1x(s)

)
ds

+
λ

Γ(β)

∫ t1

0
(t1 − s)β−1x(s)ds

∣∣∣∣∣.
Alors :

|A1(x) (t2)− A1(x) (t1)| =
∣∣∣∣∣ 1
Γ(α + β)

∫ t1

0

[
(t2 − s)α+β−1 − (t1 − s)α+β−1

]
f
(

s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)

ds

+
λ

Γ(β)

∫ t1

0

[
(t1 − s)β−1 − (t2 − s)β−1

]
x(s)ds− λ

Γ(β)

∫ t2

t1

(t2 − s)β−1x(s)ds

+
1

Γ(α + β)

∫ t2

t1

(t2 − s)α+β−1 f
(

s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)

ds

∣∣∣∣∣.
Ce qui donne :

|A1(x) (t2)− A1(x) (t1)| ≤
1

Γ(α + β)

∫ t1

0

[
(t2 − s)α+β−1 − (t1 − s)α+β−1

] ∣∣∣ f (s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)∣∣∣ ds

+
|λ|

Γ(β)

∫ t1

0

[
(t1 − s)β−1 − (t2 − s)β−1

]
|x(s)|ds +

|λ|
Γ(β)

∫ t2

t1

(t2 − s)β−1|x(s)|ds

+
1

Γ(α + β)

∫ t2

t1

(t2 − s)α+β−1
∣∣∣ f (s, x(s),c Dα+β−1x(s)

)∣∣∣ ds.

En appliquant les hypothèses (H4), on obtient :

|A1(x) (t2)− A1(x) (t1)| ≤
N

Γ(α + β)

∫ t1

0

[
(t2 − s)α+β−1 − (t1 − s)α+β−1

]
ds

+
|λ|r
Γ(β)

∫ t1

0

[
(t1 − s)β−1 − (t2 − s)β−1

]
ds +

|λ|r
Γ(β)

∫ t2

t1

(t2 − s)β−1ds

+
N

Γ(α + β)

∫ t2

t1

(t2 − s)α+β−1ds.
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On a : ∫ t1

0
(t1 − s)β−1ds =

tβ
1
β

,

∫ t2

t1

(t2 − s)β−1ds =
(t2 − t1)

β

β
,

∫ t1

0
(t2 − s)β−1ds =

tβ
2
β
− (t2 − t1)

β

β
.

∫ t1

0
(t1 − s)α+β−1ds =

tα+β
1

α + β
,

∫ t2

t1

(t2 − s)α+β−1ds =
(t2 − t1)

α+β

α + β
,

∫ t1

0
(t2 − s)α+β−1ds =

tα+β
2

α + β
− (t2 − t1)

α+β

α + β
.

Alors, l’inégalité devient :

‖A1(x) (t2)− A1(x) (t1)‖∞ ≤
N

Γ(α + β + 1)

(
tα+β
2 − tα+β

1

)
+

|λ|r
Γ(β + 1)

[
tβ
2 − tβ

1 + 2(t2 − t1)
β
]

. (2.19)

D’après lemme 2 , on a :

1. Soit 1 < α + β < 2, alors tα+β
2 − tα+β

1 ≤ (α + β)Tα+β−1(t2 − t1),

2. Soit 0 < β < 1, alors tβ
2 − tβ

1 ≤ (t2 − t1)
β.

Donc, ( 2.19 ) devient :

‖A1(x) (t2)− A1(x) (t1)‖∞ ≤
N(α + β)Tα+β−1

Γ(α + β + 1)
(t2 − t1) +

3|λ|r
Γ(β + 1)

(t2 − t1)
β.

Alors pour t1 → t2, on va avoir :

‖A1(x) (t2)− A1(x) (t1)‖∞ → 0. (2.20)

D’autre part, soit x ∈ Br et pour tout t1, t2 ∈ [0, T] tel que t1 < t2 :∣∣∣cDα+β−1A1(x) (t2)−c Dα+β−1A1(x) (t1)
∣∣∣ = ∣∣∣∣∣

∫ t2

0
f
(

s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)

ds

− λ

Γ(1− α)

∫ t2

0
(t2 − s)−αx(s)ds

−
∫ t1

0
f
(

s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)

ds

+
λ

Γ(1− α)

∫ t1

0
(t1 − s)−αx(s)ds

∣∣∣∣∣.
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De la même manière présidente, on trouve :

∣∣∣cDα+β−1A1(x) (t2)−c Dα+β−1A1(x) (t1)
∣∣∣ = ∣∣∣∣∣

∫ t2

t1

f
(

s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)

ds

− λ

Γ(1− α)

∫ t1

0
(t2 − s)−αx(s)ds

− λ

Γ(1− α)

∫ t2

t1

(t2 − s)−αx(s)ds

+
λ

Γ(1− α)

∫ t1

0
(t1 − s)−αx(s)ds

∣∣∣∣∣.
Par suite :∣∣∣cDα+β−1A1(x) (t2)−c Dα+β−1A1(x) (t1)

∣∣∣ ≤ ∫ t2

t1

∣∣∣ f (s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)∣∣∣ ds

+
|λ|

Γ(1− α)

∫ t1

0

[
(t1 − s)−α − (t2 − s)−α

]
|x(s)|ds

+
|λ|

Γ(1− α)

∫ t2

t1

(t2 − s)−α|x(s)|ds.

Par hypothèses (H4), on obtient :∥∥∥cDα+β−1 A1(x) (t2)−c Dα+β−1A1(x) (t1)
∥∥∥

∞
≤ N

∫ t2

t1

1ds +
|λ|r

Γ(1− α)

∫ t1

0

[
(t1 − s)−α − (t2 − s)−α

]
ds

+
|λ|r

Γ(1− α)

∫ t2

t1

(t2 − s)−αds.

On a : ∫ t2

t1

1ds = (t2 − t1) ,∫ t2

t1

(t2 − s)−αds =
(t2 − t1)

1−α

1− α
,∫ t1

0
(t1 − s)−αds =

t1−α
1

1− α
,∫ t1

0
(t2 − s)−αds =

t1−α
2

1− α
− (t2 − t1)

1−α

1− α
.

Alors l’inégalité devient :∥∥∥cDα+β−1 A1(x) (t2)−c Dα+β−1A1(x) (t1)
∥∥∥

∞
≤ N(t2 − t1) +

|λ|r
Γ(2− α)

[
t1−α
1 − t1−α

2 + 2(t2 − t1)
1−α
]

≤ N(t2 − t1) +
|λ|r

Γ(2− α)

[
t1−α
2 − t1−α

1 + 2(t2 − t1)
1−α
]

.
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D’après lemme 2, on a :

∥∥∥cDα+β−1A1(x) (t2)−c Dα+β−1A1(x) (t1)
∥∥∥

∞
≤ N(t2 − t1) +

3|λ|r
Γ(2− α)

(t2 − t1)
1−α.

Alors pour t1 → t2, on va avoir :∥∥∥cDα+β−1A1(x) (t2)−c Dα+β−1A1(x) (t1)
∥∥∥

∞
→ 0. (2.21)

Par ( 2.20 ) et ( 2.21 ), on obtient :

‖A1(x) (t2)− A1(x) (t1)‖∞ → 0.

Donc, A1 (Br) est équicontinue.
D’où d’après (a) et (b) et le théorème d’Ascoli-Arzelá, A1 est relativement compact sur Br.

Étape 3 :

On montre que A2 est contractante.
Soient x, y ∈ Br, t ∈ [0, T], on a :

|A2x(t)−A2y(t)| ≤ 1
Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1

∣∣∣ f (s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)
− f

(
s, y(s),c Dα+β−1y(s)

) ∣∣∣ds

+
|λ|

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1|x(s)− y(s)|ds + 2

∫ T

0
|ϕ(s)||x(s)− y(s)|ds.

En utilisant les hypothèses (H1) et (H2), on obtient :

‖A2x−A2y‖∞ ≤
k‖x− y‖X
Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1ds +

|λ|‖x− y‖∞

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1ds + 2Mϕ‖x− y‖∞

∫ T

0
1ds.

Par suite :

‖A2x−A2y‖ ≤ KTα+β

Γ(α + β + 1)
‖x− y‖X +

|λ|Tβ

Γ(β + 1)
‖x− y‖∞ + 2MϕT‖x− y‖∞

≤ KTα+β

Γ(α + β + 1)
‖x− y‖X +

(
|λ|Tβ

Γ(β + 1)
+ 2MϕT

)
‖x− y‖∞

≤ KTα+β

Γ(α + β + 1)
‖x− y‖X +

(
|λ|Tβ

Γ(β + 1)
+ 2MϕT

)(
‖x− y‖∞ + ‖cDα+β−1(x− y)‖∞

)
≤ KTα+β

Γ(α + β + 1)
‖x− y‖X +

(
|λ|Tβ

Γ(β + 1)
+ 2MϕT

)
‖x− y‖X .

D’où :

‖A2x−A2y‖∞ ≤ S1‖x− y‖X , (2.22)
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tel que :

S1 =
KTα+β

Γ(α + β + 1)
+
|λ|Tβ

Γ(β + 1)
+ 2MϕT .

D’autre part, on a :

∣∣∣cDα+β−1A2x(t)−c Dα+β−1A2y(t)
∣∣∣ = ∣∣∣∣∣Γ(β + 1)t1−α

TβΓ(2− α)

[
1

Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1

[
f
(

s, y(s),c Dα+β−1y(s)
)

− f
(

s, x(s),c Dα+β−1x(s)
) ]

ds +
λ

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1[x(s)− y(s)]ds

+
∫ T

0
ϕ(s)[y(s)− x(s)]ds

]∣∣∣∣∣.
Puisque t1−α ≤ T1−α, on trouve :∣∣∣cDα+β−1A2x(t)−c Dα+β−1A2y(t)

∣∣∣ ≤ Γ(β + 1)
Tα+β−1Γ(2− α)

[
1

Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1

∣∣∣ f (s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)

− f
(

s, y(s),c Dα+β−1y(s)
) ∣∣∣ds +

|λ|
Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1|x(s)− y(s)|ds

+
∫ T

0
|ϕ(s)||x(s)− y(s)|ds

]
.

En utilisant les hypothèses (H1) et (H2), on obtient :

∥∥∥cDα+β−1A2x−c Dα+β−1A2y
∥∥∥

∞
≤ Γ(β + 1)

Tα+β−1Γ(2− α)

[
k‖x− y‖X
Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1ds

+
|λ|‖x− y‖∞

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1ds + Mϕ‖x− y‖∞

∫ T

0
1ds

]
.

Par calcule simple :

∥∥∥cDα+β−1A2x−c Dα+β−1A2y
∥∥∥

∞
≤ Γ(β + 1)

Tα+β−1Γ(2− α)

[
kTα+β

Γ(α + β + 1)
‖x− y‖X

+
|λ|Tβ

Γ(β + 1)
‖x− y‖∞ + MϕT‖x− y‖∞

]
.

Alors : ∥∥∥cDα+β−1A2x−c Dα+β−1A2y
∥∥∥

∞
≤ Γ(β + 1)kT

Γ(α + β + 1)Γ(2− α)
‖x− y‖X

+
|λ|T1−α + MϕΓ(β + 1)T2−α−β

Γ(2− α)
‖x− y‖∞.
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D’où : ∥∥∥cDα+β−1A2x−c Dα+β−1A2y
∥∥∥

∞
≤ S2‖x− y‖X , (2.23)

tel que :

S2 =
Γ(β + 1)kT

Γ(α + β + 1)Γ(2− α)
+
|λ|T1−α + MϕΓ(β + 1)T2−α−β

Γ(2− α)
.

Alors, d’après ( 2.22 ) et ( 2.23 ), on obtient :

‖A2x−A2y‖X ≤ S‖x− y‖X ,

avec S = S1 + S2.
Alors, d’après (H5) : l’opérateur A est contractante.
Grâces aux étapes 1, 2, 3, et d’après le théorème du point fixe de krasnosselski, on déduit que le
problème (2.1) admet au moins une solution. �

Exemple 4.

Soit le problème fractionnaire suivant :

cD
7
8

(
cD

5
8 +

1
16

)
x(t) = f

(
t, x(t),c D

1
2 x(t)

)
, t ∈ [0, 1],

x(0) =
∫ 1

0

cos(t)√
2t + 144

x(s)ds,

x(1) =
1
10

.

(2.24)

Où

f
(

t, x(t),c D
1
2 x(t)

)
=

x(t)
3et + 7

+
cD

1
2 x(t)

e2t + 9
+

sin(t)
10 + t2 .

On a :∣∣∣ f (t, x(t),c D
1
2 x(t)

)
− f

(
t, y(t),c D

1
2 y(t)

)∣∣∣ ≤ 1
3et + 7

|x(t)− y(t)|+ 1
e2t + 9

∣∣∣cD
1
2 x(t)−c D

1
2 y(t)

∣∣∣
≤ 1

10
|x(t)− y(t)|+ 1

10

∣∣∣cD
1
2 x(t)−c D

1
2 y(t)

∣∣∣
≤ 1

10

(
|x(t)− y(t)|+

∣∣∣cD
1
2 x(t)−c D

1
2 y(t)

∣∣∣) .

Donc (H1) est satisfaite avec k = 1
10 .

Aussi on a : ∣∣∣∣ cos(t)√
2t + 144

∣∣∣∣ ≤ 1√
2t + 144

≤ 1
12

.
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Donc (H2) est satisfaite avec Mϕ = 1
12 , et par (H1) on obtient :∣∣∣ f (t, x(t),c D

1
2 x(t)

)∣∣∣ ≤ k‖x‖X + | f (t, 0, 0)| ≤ r
10

+

∣∣∣∣ sin(t)
10 + t2

∣∣∣∣ ≤ r + 1
10

.

Alors (H4) est satisfaite avec N = r+1
10 .

Pour (H5) on obtient :

S1 ' 0.313.

S2 ' 0.218.

Par conséquent :

S1 + S2 ' 0.531 < 1.

Ainsi toutes les hypothèses du théorème 8 sont satisfaites, par conséquent le problème (2.24) possède
au moins une solution x dans l’espace X .

IV.2 Résultat d’existence via l’alternative non linéaire de Leray-Schauder

Notre prochain résultat d’existence des solutions de problème (2.1) est basé sur l’alternative non
linéaire de Leray-Schauder( théorème 4 ).

Théorème 9. Soit f : [0, T] × R2 → R une fonction continue. On suppose que (H2) et les hypothèses
suivantes sont satisfaites :
(H6) : il existe une fonction croissante continue définie par φ : R+ → R+ et une fonction g ∈ C ([0, T], R+)

tel que :

| f (t, x1, x2)| ≤ g(t) φ(‖x1‖+ ‖x2‖) pour tout (t, x1, x2) ∈ [0, T]×R2.

(H7) : il existe une constante M > 0 tel que :

M
δ1 + δ2

> 1 ,

avec :

δ1 =
2‖g‖∞φ(r)Tα+β

Γ(α + β + 1)
+

2|λ|rTβ

Γ(β + 1)
+ 2MϕrT + θ ,

et

δ2 = ‖g‖∞φ(r)T +
Γ(β + 1)‖g‖∞φ(r)T

Γ(2− α)Γ(α + β + 1)
+

2|λ|rT1−α + Γ(β + 1)
[
θT1−α−β + MϕrT2−α−β

]
Γ(2− α)

,

alors le problème (2.1) a au moins une solution sur [0, T] .

Preuve.
Soit l’opérateur A : X 7−→ X définie par (2.9), on passera par 3 étapes :
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Étape 1 :

On montre que A est continue.
Soit (xn)n∈N ⊂ X une suite telle que : xn −→ x dans X . Alors pour tout t ∈ [0, T], on a :

|A (xn) (t)−A(x)(t)| =
∣∣∣∣∣ 1
Γ(α + β)

∫ t

0
(t− s)α+β−1

[
f
(

s, xn(s),c Dα+β−1xn(s)
)

− f
(

s, x(s),c Dα+β−1x(s)
) ]

ds +
λ

Γ(β)

∫ t

0
(t− s)β−1[x(s)− xn(s)]ds

+
tβ

Tβ

[
1

Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1

[
f
(

s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)

− f
(

s, xn(s),c Dα+β−1xn(s)
) ]

ds +
λ

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1[xn(s)− x(s)]ds

+
∫ T

0
ϕ(s)[x(s)− xn(s)]ds

]
+
∫ T

0
ϕ(s)[xn(s)− x(s)]ds

∣∣∣∣∣ .

Ce qui donne :

|A (xn) (t)−A(x)(t)| ≤ 2
Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1

∣∣∣ f (s, xn(s),c Dα+β−1xn(s)
)

− f
(

s, x(s),c Dα+β−1x(s)
) ∣∣∣ds +

|λ|
Γ(β)

∫ t

0
(t− s)β−1 |xn(s)− x(s)| ds

+
|λ|

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1 |xn(s)− x(s)| ds + 2Mϕ

∫ T

0
|xn(s)− x(s)| ds .

Comme f est une fonction continue, alors :

‖A (xn)−A(x)‖∞ → 0 quand n→ ∞ . (2.25)

D’autre part, on a :

∣∣∣cDα+β−1A (xn) (t)−c Dα+β−1A(x)(t)
∣∣∣ = ∣∣∣∣∣

∫ t

0

[
f
(

s, xn(s),c Dα+β−1xn(s)
)
− f

(
s, x(s),c Dα+β−1x(s)

)]
ds

+
λ

Γ(1− α)

∫ t

0
(t− s)−α [x(s)− xn(s)] ds

+
Γ(β + 1)t1−α

TβΓ(2− α)

[
1

Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1

×
[

f
(

s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)
− f

(
s, xn(s),c Dα+β−1xn(s)

) ]
ds

+
λ

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1 [xn(s)− x(s)] ds

+
∫ T

0
ϕ(s) [x(s)− xn(s)] ds

]∣∣∣∣∣ .
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Par conséquent,∣∣∣cDα+β−1A (xn) (t)−c Dα+β−1A(x)(t)
∣∣∣ ≤ ∫ t

0

∣∣∣ f (s, xn(s),c Dα+β−1xn(s)
)
− f

(
s, x(s),c Dα+β−1x(s)

)∣∣∣ ds

+
|λ|

Γ(1− α)

∫ t

0
(t− s)−α |xn(s)− x(s)| ds

+
Γ(β + 1)

Tα+β−1Γ(2− α)

[
1

Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1

×
∣∣∣ f (s, xn(s),c Dα+β−1xn(s)

)
− f

(
s, x(s),c Dα+β−1x(s)

) ∣∣∣ds

+
|λ|

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1 |xn(s)− x(s)| ds

+ Mϕ

∫ T

0
|xn(s)− x(s)| ds

]
.

Comme f est continue sur X alors :∥∥∥cDα+β−1A (xn)−c Dα+β−1A(x)
∥∥∥

∞
→ 0 quand n→ ∞ . (2.26)

De ( 2.25 ) et ( 2.26), on obtient :

‖A (xn)−A(x)‖X → 0 quand n→ ∞ .

D’où, A est continue sur X .

Étape 2 :

On montre que A (Br) est relativement compact.
Soit l’ensemble :

Br = {x ∈ X : ‖x‖X ≤ r}

1. On montre que A transforme un ensemble borné en un ensemble borné dans X .
a- Pour tout t ∈ [0, T] et x ∈ Br, on a :

|Ax(t)| =
∣∣∣∣∣ 1
Γ(α + β)

∫ t

0
(t− s)α+β−1 f

(
s, x(s),c Dα+β−1x(s)

)
ds− λ

Γ(β)

∫ t

0
(t− s)β−1x(s)ds

+
tβ

Tβ

[
θ − 1

Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1 f

(
s, x(s),c Dα+β−1x(s)

)
ds

+
λ

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1x(s)ds−

∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds

]
+
∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds

∣∣∣∣∣ .

Alors :

|Ax(t)| ≤ 2
Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1

∣∣∣ f (s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)∣∣∣ ds +

|λ|
Γ(β)

∫ t

0
(t− s)β−1|x(s)|ds

+ θ +
|λ|

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1|x(s)|ds + 2

∫ T

0
|ϕ(s)||x(s)|ds .
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En appliquant les hypothèses (H2) et (H6), on trouve :

|Ax(t)| ≤ 2
Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1g(t)φ

(
‖x‖+ ‖cDα+β−1x‖

)
ds +

|λ|
Γ(β)

∫ t

0
(t− s)β−1|x(s)|ds

+
|λ|

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1|x(s)|ds + 2Mϕ

∫ T

0
|x(s)|ds + θ .

Par suite, on a :

‖Ax(t)‖∞ ≤
2‖g‖∞ φ(‖x‖X )

Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1ds +

|λ|r
Γ(β)

∫ t

0
(t− s)β−1ds

+
|λ|r
Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1ds + 2Mϕr

∫ T

0
1ds + θ .

Par calcule simple, on obtient :

‖Ax(t)‖∞ ≤
2‖g‖∞φ(r)Tα+β

Γ(α + β + 1)
+

2|λ|rTβ

Γ(β + 1)
+ 2MϕrT + θ := δ1 . (2.27)

b- Pour tout t ∈ [0, T], on a :∣∣∣cDα+β−1Ax(t)
∣∣∣ = ∣∣∣∣∣

∫ t

0
f
(

s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)

ds− λ

Γ(1− α)

∫ t

0
(t− s)−αx(s)ds

+
Γ(β + 1)t1−α

TβΓ(2− α)

[
θ − 1

Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1 f

(
s, x(s),c Dα+β−1x(s)

)
ds

+
λ

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1x(s)ds−

∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds]

∣∣∣∣∣
≤
∫ t

0

∣∣∣ f (s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)∣∣∣ ds +

|λ|
Γ(1− α)

∫ t

0
(t− s)−α|x(s)|ds

+
Γ(β + 1)

Tα+β−1Γ(2− α)

[
θ +

1
Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1

∣∣∣ f (s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)∣∣∣ ds

+
|λ|

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1|x(s)|ds +

∫ T

0
|ϕ(s)||x(s)|ds

]
.

En appliquant les hypothèses (H2) et (H6), on trouve :∥∥∥cDα+β−1Ax
∥∥∥

∞
≤ ‖g‖∞φ(r)

∫ t

0
1ds +

|λ|r
Γ(1− α)

∫ t

0
(t− s)−αds

+
Γ(β + 1)

Tα+β−1Γ(2− α)

[
θ +
‖g‖∞φ(r)
Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1ds

+
|λ|r
Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1ds + Mϕr

∫ T

0
1ds
]

.

D’où :∥∥∥cDα+β−1Ax
∥∥∥

∞
≤ ‖g‖∞φ(r)T +

r|λ|T1−α

Γ(2− α)
+

Γ(β + 1)
Tα+β−1Γ(2− α)

(
θ +
‖g‖∞φ(r)Tα+β

Γ(α + β + 1)
+

r|λ|Tβ

Γ(β + 1)
+ MϕrT

)
.
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Donc : ∥∥∥cDα+β−1Ax
∥∥∥

∞
≤ δ2 (2.28)

tel que :

δ2 = ‖g‖∞φ(r)T +
Γ(β + 1)‖g‖L1 φ(r)T
Γ(2− α)Γ(α + β + 1)

+
2|λ|rT1−α + Γ(β + 1)

[
θT1−α−β + MϕrT2−α−β

]
Γ(2− α)

.

De ( 2.27 ) et ( 2.28 ), on a :

‖Ax‖X ≤ δ ,

avec δ = δ1 + δ2.
Ainsi, A est borné .
2. On montre que A transforme un ensemble borné en un ensemble équicontinue.
a- Soit x ∈ Br, Pour tout t1, t2 ∈ [0, T], t1 < t2 :

|Ax (t2)− Ax (t1)| =
∣∣∣∣∣ 1
Γ(α + β)

∫ t2

0
(t2 − s)α+β−1 f

(
s, x(s),c Dα+β−1x(s)

)
ds− λ

Γ(β)

∫ t2

0
(t2 − s)β−1x(s)ds

+
(tβ

2 − tβ
1 )

Tβ

[
θ − 1

Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1 f

(
s, x(s),c Dα+β−1x(s)

)
ds

+
λ

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1x(s)ds−

∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds

]
− 1

Γ(α + β)

∫ t1

0
(t1 − s)α+β−1 f

(
s, x(s),c Dα+β−1x(s)

)
ds

+
λ

Γ(β)

∫ t1

0
(t1 − s)β−1x(s)ds

∣∣∣∣∣ .

Par conséquent :

|Ax (t2)− Ax (t1)| =
∣∣∣∣∣ 1
Γ(α + β)

∫ t1

0

[
(t2 − s)α+β−1 − (t1 − s)α+β−1

]
f
(

s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)

ds

+
1

Γ(α + β)

∫ t2

t1

(t2 − s)α+β−1 f
(

s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)

ds

+
λ

Γ(β)

∫ t1

0

[
(t1 − s)β−1 − (t2 − s)β−1

]
x(s)ds− λ

Γ(β)

∫ t2

t1

(t2 − s)β−1x(s)ds

+

[
θ − 1

Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1 f

(
s, x(s),c Dα+β−1x(s)

)
ds

+
λ

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1x(s)ds−

∫ T

0
ϕ(s)x(s)ds

]
(tβ

2 − tβ
1 )

Tβ

∣∣∣∣∣ .
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Ce qui donne :

|Ax (t2)− Ax (t1)| ≤
1

Γ(α + β)

∫ t1

0

[
(t2 − s)α+β−1 − (t1 − s)α+β−1

] ∣∣∣ f (s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)∣∣∣ ds

+
1

Γ(α + β)

∫ t2

t1

(t2 − s)α+β−1
∣∣∣ f (s, x(s),c Dα+β−1x(s)

)∣∣∣ ds

+
|λ|

Γ(β)

∫ t1

0

[
(t1 − s)β−1 − (t2 − s)β−1

]
|x(s)|ds +

|λ|
Γ(β)

∫ t2

t1

(t2 − s)β−1|x(s)|ds

+

[
θ +

1
Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1

∣∣∣ f (s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)∣∣∣ ds

+
|λ|

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1|x(s)|ds +

∫ T

0
|ϕ(s)||x(s)|ds

]
(tβ

2 − tβ
1 )

Tβ
.

En appliquant les hypothèses (H2) et (H6), on obtient :

|Ax (t2)− Ax (t1)| ≤
‖g‖∞φ(r)
Γ(α + β)

∫ t1

0

[
(t2 − s)α+β−1 − (t1 − s)α+β−1

]
ds

+
‖g‖∞φ(r)
Γ(α + β)

∫ t2

t1

(t2 − s)α+β−1ds +
|λ|r
Γ(β)

∫ t1

0

[
(t1 − s)β−1 − (t2 − s)β−1

]
ds

+
|λ|r
Γ(β)

∫ t2

t1

(t2 − s)β−1ds +
[

θ +
‖g‖∞φ(r)
Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1ds

+
|λ|r
Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1ds + Mϕr

∫ T

0
1ds
]
(tβ

2 − tβ
1 )

Tβ
.

Par calcule simple :

|Ax (t2)− Ax (t1)| ≤
‖g‖∞φ(r)

Γ(α + β + 1)

[
tα+β
2 − tα+β

1

]
+

|λ|r
Γ(β + 1)

[
tβ
2 − tβ

1 + 2 (t2 − t1)
β
]

+

[
θ

Tβ
+
‖g‖∞φ(r)Tα

Γ(α + β + 1)
+

|λ|r
Γ(β + 1)

+ MϕrT1−β

]
(tβ

2 − tβ
1 ) .

D’après lemme 2 , on trouve :

‖Ax (t2)− Ax (t1)‖∞ ≤
(α + β)‖g‖∞φ(r)Tα+β−1

Γ(α + β + 1)
(t2 − t1)

+

[
θ

Tβ
+
‖g‖∞φ(r)Tα

Γ(α + β + 1)
+

4|λ|r
Γ(β + 1)

+ MϕrT1−β

]
(t2 − t1)

β .

Alors pour t1 → t2, on va avoir :

‖Ax (t2)− Ax (t1)‖∞ → 0 (2.29)
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b- Soit x ∈ Br, Pour tout t1, t2 ∈ [0, T], t1 < t2 :∣∣∣cDα+β−1 Ax (t2)−c Dα+β−1Ax (t1)
∣∣∣ ≤ ∫ t2

t1

∣∣∣ f (s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)∣∣∣ ds

+
|λ|

Γ(1− α)

∫ t1

0

[
(t1 − s)−α − (t2 − s)−α

]
|x(s)|ds

+
|λ|

Γ(1− α)

∫ t2

t1

(t2 − s)−α|x(s)|ds +
Γ(β + 1)

TβΓ(2− α)
(t1−α

2 − t1−α
1 )

×
[

1
Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1

∣∣∣ f (s, x(s),c Dα+β−1x(s)
)∣∣∣ ds

+
|λ|

Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1|x(s)|ds +

∫ T

0
|ϕ(s)||x(s)|ds + θ

]
.

En appliquant les hypothèses (H2) et (H6), on obtient :∣∣∣cDα+β−1 Ax (t2)−c Dα+β−1Ax (t1)
∣∣∣ ≤‖g‖∞φ(r)

∫ t2

t1

1ds +
|λ|r

Γ(1− α)

∫ t1

0

[
(t1 − s)−α − (t2 − s)−α

]
ds

+
|λ|r

Γ(1− α)

∫ t2

t1

(t2 − s)−αds

+
Γ(β + 1)

TβΓ(2− α)

[
‖g‖∞φ(r)
Γ(α + β)

∫ T

0
(T − s)α+β−1ds

+
|λ|r
Γ(β)

∫ T

0
(T − s)β−1ds + Mϕr

∫ T

0
1ds + θ

]
(t1−α

2 − t1−α
1 ) .

Par calcule simple :∣∣∣cDα+β−1 Ax (t2)−c Dα+β−1Ax (t1)
∣∣∣ ≤ ‖g‖∞φ(r)(t2 − t1) +

|λ|r
Γ(2− α)

[
t1−α
2 − t1−α

1 + 2 (t2 − t1)
1−α
]

+
Γ(β + 1)

TβΓ(2− α)

[
‖g‖∞φ(r)Tα+β

Γ(α + β + 1)
+

r|λ|Tβ

Γ(β + 1)
+ rMϕT + θ

]
(t1−α

2 − t1−α
1 ) .

D’après lemme 2 , on obtient :∥∥∥c
Dα+β−1 Ax (t2)−c Dα+β−1Ax (t1)

∥∥∥
∞
≤ ‖g‖∞φ(r)(t2 − t1)

+

[
4|λ|r

Γ(2− α)
+

Γ(β + 1)
TβΓ(2− α)

(
‖g‖∞φ(r)Tα+β

Γ(α + β + 1)
+ rMϕT + θ

)]
(t2 − t1)

1−α .

Alors pour t1 → t2, on va avoir :∥∥∥cDα+β−1Ax (t2)−c Dα+β−1Ax (t1)
∥∥∥

∞
→ 0. (2.30)

Par ( 2.29 ) et ( 2.30), on trouve :

‖Ax (t2)− Ax (t1)‖X → 0.

D’où A(Br) est équicontinue.
Par conséquent, d’après les étapes : 1-2 et le théorème d’Ascoli-Arzelá, l’opérateur A : X 7−→ X est
complètement continue.
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Étape 3 :

Dans ce qui suit, on établit les résultats d’existence de la solution du problème (2.1) en utilisant
l’alternative non linéaire de Leray-Schauder.
Soit U = {x ∈ X : ‖x‖X < M} et soit x ∈ ∂U, tel que x = σA(x), 0 ≤ σ ≤ 1 .
Pour tout t ∈ [0, T], on a :

|x(t)| = |σAx(t)| = σ |Ax(t)|

Ce qui implique par ( 2.27 ) que :

‖x‖∞ ≤ σ

[
2‖g‖∞φ(‖x‖X )Tα+β

Γ(α + β + 1)
+

2|λ| ‖x‖X Tβ

Γ(β + 1)
+ 2Mϕ ‖x‖X T + θ

]
≤ σδ1 .

Comme 0 ≤ σ ≤ 1 , alors :

‖x‖∞ ≤ δ1 . (2.31)

D’autre par, on a : ∣∣∣cDα+β−1x(t)
∣∣∣ = ∣∣∣σ cDα+β−1Ax(t)

∣∣∣ = σ
∣∣∣cDα+β−1Ax(t)

∣∣∣ .

Ce qui implique par ( 2.28 ) que :∥∥∥cDα+β−1x
∥∥∥

∞
≤σ

[
2|λ| ‖x‖X T1−α + Γ(β + 1)

[
θT1−α−β + Mϕ ‖x‖X T2−α−β

]
Γ(2− α)

+ ‖g‖∞φ(‖x‖X )T +
Γ(β + 1)‖g‖∞φ(‖x‖X )T

Γ(2− α)Γ(α + β + 1)

]
≤σδ2 ,

alors : ∥∥∥cDα+β−1x
∥∥∥

∞
≤ δ2 . (2.32)

Par (2.31) et (2.32), on obtient :

‖x‖X ≤ δ1 + δ2 ,

Au vu de (H7), on trouve :

‖x‖X < M.

Ceci contredit le fait que x ∈ ∂U. Alors ∀x ∈ ∂U et ∀σ ∈ [0, 1], on a : x 6= σA(x).

Notez que l’opérateur A : U → X est continue et complètement continue.
Du choix du U, il n’y a pas x ∈ ∂U tel que x = σAx pour tout 0 ≤ σ ≤ 1.
Par conséquent, d’après l’alternative non linéaire de Leray-Schauder (théorème 4 ) A admet au moins
un point fixe x∗ ∈ U qui est une solution du problème (2,1). �
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Exemple 5.

Soit le problème fractionnaire suivant :

cD
3
5

(
cD

1
2 +

1
20

)
x(t) = f

(
t, x(t),c D

1
10 x(t)

)
, t ∈ [0, 1],

x(0) =
∫ 1

0

e−t

20
x(s)ds,

x(1) =
1

25
.

(2.33)

Où

f
(

t, x(t),c D
1

10 x(t)
)
=

1
25 + t

[
x(t)√
t + 4

+
2cD

1
10 x(t)

3 + et + 1

]
.

On a : ∣∣∣∣ e−t

20

∣∣∣∣ ≤ 1
20

.

Donc (H2) est satisfaite avec Mϕ = 1
20 . Aussi on a :∣∣∣ f (t, x(t),c D

1
10 x(t)

)∣∣∣ ≤ 1
25 + t

[
1
2

(
|x(t)|+

∣∣∣cD
1

10 x(t)
∣∣∣)+ 1

]
≤ 1

50 + 2t
(‖x‖X + 1) .

Puis, par la condition (H6), avec ‖g‖∞ = 1
50 , et φ(‖x‖X ) = ‖x‖X + 1 , on obtient :

δ1 ' 0, 29.

δ2 ' 0, 28.

On prend M = 1, on trouve :

M
δ1 + δ2

' 1, 75 > 1.

Alors toutes les hypothèses du théorème 9 sont satisfaites, par conséquent le problème (2.33) possède
au moins une solution x∗ ∈ U.



Chapitre 3

Système d’équations différentielles
fractionnaires avec deux dérivées
fractionnaires au sens de Caputo

Dans ce chapitre, on va concentrer sur l’étude de l’existence et de l’unicité de la solution du sys-
tème d’équations différentielles fractionnaires avec deux dérivées fractionnaires au sens de Caputo,
un tel système s’énonce de la manière suivante :

cDα1
(

cDβ1 + λ1

)
x(t) = f1

(
t, x(t),c Dα1+β1−1x(t)

)
, t ∈ [0, 1]

cDα2
(

cDβ2 + λ2

)
y(t) = f2

(
t, y(t),c Dα2+β2−1y(t)

)
, t ∈ [0, 1]

x(0) =
∫ 1

0
ϕ1(s)x(s)ds, x(1) = θ1,

y(0) =
∫ 1

0
ϕ2(s)y(s)ds, y(1) = θ2.

(3.1)

Où 0 < αi, βi < 1, 1 < αi + βi < 2,c Dαi et cDβi sont des dérivées fractionnaires au sens de Caputo
d’ordre αi et βi respectivement, θi est une constante positive, λi ∈ R, fi : [0, 1] ×R2 → R est une
fonction continue et ϕi : [0, 1]→ R est aussi une fonction continue, avec (i = 1, 2).

On va étudier l’existence et l’unicité de la solution à l’aide de Principe de Contraction de Banach.
Puis, en utilisant le théorème de Schaefer, on va aborder la question de l’existence d’une solution au
moins.

I Lemmes et Hypothèses

Soit X et Y deux espace de Banach tel que :

X =
{

x : x(t) ∈ C1([0, 1], R) et cDα1+β1−1x(t) ∈ C1([0, 1], R)
}

,

46
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muni de la norme :

‖x‖X = ‖x‖∞ + ‖cDα1+β1−1x‖∞.

Y =
{

y : y(t) ∈ C1([0, 1], R) et cDα2+β2−1y(t) ∈ C1([0, 1], R)
}

,

muni de la norme :

‖y‖Y = ‖y‖∞ + ‖cDα2+β2−1y‖∞.

Alors :

X ×Y = {(x, y) : (x, y) ∈ X ×Y et ‖(x, y)‖X×Y = ‖x‖X + ‖y‖Y} .

Il est claire que (X ×Y , ‖ · ‖X×Y ) est un espace de Banach.

lemme 5. Soit h ∈ C([0, 1], R), alors la solution du problème fractionnaire suivant :
cDα

(
cDβ + λ

)
x(t) = h(t), t ∈ [0, 1], 0 < α, β < 1,

x(0) =
∫ 1

0
ϕ(s)x(s)ds,

x(1) = θ.

(3.2)

est donné par :

x(t) = Iα+βh(t)− λIβx(t) +
∫ 1

0
ϕ(s)x(s)ds

+ tβ

[
θ − Iα+βh(1) + λIβx(1)−

∫ 1

0
ϕ(s)x(s)ds

]
.

(3.3)

Considérons le système :

x(t) = Iα1+β1 h1(t)− λ1 Iβ1 x(t) +
∫ 1

0
ϕ1(s)x(s)ds

+ tβ1

[
θ1 − Iα1+β1 h1(1) + λ1 Iβ1 x(1)−

∫ 1

0
ϕ1(s)x(s)ds

]
y(t) = Iα2+β2 h2(t)− λ2 Iβ2 y(t) +

∫ 1

0
ϕ2(s)y(s)ds

+ tβ2

[
θ2 − Iα2+β2 h2(1) + λ2 Iβ2 y(1)−

∫ 1

0
ϕ2(s)y(s)ds

]
(3.4)

lemme 6. On suppose que f1, f2 : [0, 1]×R2 → R sont des fonctions continues. Alors (x, y) ∈ X × Y est
une solution de (3.1) si et seulement si (x, y) ∈ X ×Y est une solution de système (3.4).
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On définie l’opérateur Φ : X ×Y → X ×Y par :

Φ(x, y)(t) = (Φ1x(t), Φ2y(t)) ,

où pour tout t ∈ [0, 1], on a :

Φ1x(t) =
1

Γ(α1 + β1)

∫ t

0
(t− s)α1+β1−1 f1

(
s, x(s),c Dα1+β1−1x(s)

)
ds

− λ1

Γ(β1)

∫ t

0
(t− s)β1−1x(s)ds +

∫ 1

0
ϕ1(s)x(s)ds

+ tβ1

[
θ1 −

1
Γ(α1 + β1)

∫ 1

0
(1− s)α1+β1−1 f1

(
s, x(s),c Dα1+β1−1x(s)

)
ds

+
λ1

Γ(β1)

∫ 1

0
(1− s)β1−1x(s)ds−

∫ 1

0
ϕ1(s)x(s)ds

]
Φ2y(t) =

1
Γ(α2 + β2)

∫ t

0
(t− s)α2+β2−1 f2

(
s, y(s),c Dα2+β2−1y(s)

)
ds

− λ2

Γ(β2)

∫ t

0
(t− s)β2−1y(s)ds +

∫ 1

0
ϕ2(s)y(s)ds

+ tβ2

[
θ2 −

1
Γ(α2 + β2)

∫ 1

0
(1− s)α2+β2−1 f2

(
s, y(s),c Dα2+β2−1y(s)

)
ds

+
λ2

Γ(β2)

∫ 1

0
(1− s)β2−1y(s)ds−

∫ 1

0
ϕ2(s)y(s)ds

]
Il est évident que le point fixe de l’opérateur Φ est la solution du système (3.1).

II Existence et unicité

Théorème 10. Soit f1, f2 : [0, 1]×R2 → R sont des fonctions continues.On suppose que :
(H8) : Il existe des constantes (mi, i = 1, 2), tel que pour tout t ∈ [0, 1] et (x1, y1) , (x2, y2) ∈ R2

| f1 (t, x2, y2)− f1 (t, x1, y1)| ≤ m1 (|x2 − x1|+ |y2 − y1|) ,

| f2 (t, x2, y2)− f2 (t, x1, y1)| ≤ m2 (|x2 − x1|+ |y2 − y1|) .

(H9) : Les fonctions ϕ1 et ϕ2 sont continue sur [0, T] et :

|ϕ1(t)| ≤ M1 ,

|ϕ2(t)| ≤ M2 .

(H10) :

ε = {ε1 + ε2} ,

ω = {ω1 + ω2} ,

µ = max {ε, ω} < 1,
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où les constantes ε1, ε2, ω1, ω2 sont définies par :

ε1 =
2m1

Γ(α1 + β1 + 1)
+

2|λ1|
Γ(β1 + 1)

+ 2M1 ,

ε2 =
m1 + 2|λ1|+ M1Γ(β1 + 1)

Γ(2− α1)
+

m1Γ(β1 + 1)
Γ(α1 + β1 + 1)Γ(2− α1)

,

ω1 =
2m2

Γ(α2 + β2 + 1)
+

2|λ2|
Γ(β2 + 1)

+ 2M2 ,

ω2 =
m2 + 2|λ2|+ M2Γ(β2 + 1)

Γ(2− α2)
+

m2Γ(β2 + 1)
Γ(α2 + β2 + 1)Γ(2− α2)

.

Alors le système d’équation différentielle fractionnaire (3,1) admet une seule solution sur [0,1].
Preuve. Dans le but d’établir l’existence et l’unicité de la solution du problème (3,1), on a eu recours
au principe de contraction de Banach.
Pour (x1, x2) ∈ X et pour tout t ∈ [0, 1], on a :

|Φ1x2(t)−Φ1x1(t)| ≤
2

Γ(α1 + β1)

∫ 1

0
(1− s)α1+β1−1

∣∣∣ f1

(
s, x2(s),c Dα+β−1x2(s)

)
− f

(
s, x1(s),c Dα+β−1x1(s)

)∣∣∣ ds

+
|λ1|

Γ(β1)

∫ t

0
(t− s)β1−1|x2(s)− x1(s)|ds

+
|λ1|

Γ(β1)

∫ 1

0
(1− s)β1−1|x2(s)− x1(s)|ds

+ 2
∫ 1

0
|ϕ1(s)||x2(s)− x1(s)|ds

En utilisant les hypothèses (H8) et (H9), on obtient :

‖Φ1x2 −Φ1x1‖∞ ≤
(

2m1

Γ(α1 + β1 + 1)
+

2|λ1|
Γ(β1 + 1)

+ 2M1

)
‖x2 − x1‖X

D’où :

‖Φ1x2 −Φ1x1‖∞ ≤ ε1 ‖x2 − x1‖X , (3.5)

tel que :

ε1 =
2m1

Γ(α1 + β1 + 1)
+

2|λ1|
Γ(β1 + 1)

+ 2M1 .
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D’autre part, on a :∣∣∣cDα1+β1−1Φ1x2(t)−c Dα1+β1−1Φ1x1(t)
∣∣∣ ≤ ∫ t

0

∣∣∣ f1

(
s, x2(s),c Dα1+β1−1x2(s)

)
− f1

(
s, x1(s),c Dα+β−1x1(s)

) ∣∣∣ds

+
|λ1|

Γ(1− α1)

∫ t

0
(t− s)−α1 |x2(s)− x1(s)|ds

+
Γ(β + 1)
Γ(2− α)

[
1

Γ(α1 + β1)

∫ 1

0
(1− s)α1+β1−1

×
∣∣∣ f1

(
s, x2(s),c Dα1+β1−1x2(s)

)
− f1

(
s, x1(s),c Dα+β−1x1(s)

) ∣∣∣ds

+
|λ1|

Γ(β1)

∫ 1

0
(1− s)β1−1|x2(s)− x1(s)|ds

+
∫ 1

0
|ϕ1(s)||x2(s)− x1(s)|ds

]
En appliquant les hypothèses (H8) et (H9), on trouve :∥∥∥cDα1+β1−1Φ1x2 −c Dα1+β1−1Φ1x1

∥∥∥
∞
≤ ε2 ‖x2 − x1‖X , (3.6)

tel que :

ε2 = m1 +
2|λ1|+ M1Γ(β1 + 1)

Γ(2− α1)
+

m1Γ(β1 + 1)
Γ(α1 + β1 + 1)Γ(2− α1)

.

Alors, par (3.5) et (3.6 ), on obtient :

‖Φ1x2 −Φ1x1‖X ≤ (ε1 + ε2) ‖x2 − x1‖X .

Au vu de (H10), on a :

‖Φ1x2 −Φ1x1‖X ≤ ε ‖x2 − x1‖X ≤ µ ‖x2 − x1‖X .

De la même manière, Pour (y1, y2) ∈ Y et pour tout t ∈ [0, 1], on a :

‖Φ2y2 −Φ2y1‖Y ≤ ω ‖y2 − y1‖Y ≤ µ ‖y2 − y1‖Y .

Ainsi, pour (x1, x2) , (y1, y2) ∈ X ×Y et pour tout t ∈ [0, 1], on a :

‖Φ (x2, y2)−Φ (x1, y1)‖X×Y = ‖(Φ1x2, Φ2y2)− (Φ1x1, Φ2y1)‖X×Y
= ‖(Φ1x2 −Φ1x1) , (Φ2y2 −Φ2y1)‖X×Y
= ‖Φ1x2 −Φ1x1‖X + ‖Φ2y2 −Φ2y1‖Y
≤ µ ‖x2 − x1‖X + µ ‖y2 − y1‖Y
≤ µ

(
‖x2 − x1‖X + ‖y2 − y1‖Y

)
≤ µ ‖(x2 − x1), (y2 − y1)‖X×Y
≤ µ ‖(x2, y2)− (x1, y1)‖X×Y .
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Donc Φ est une contraction et d’après le théorème de Banach Φ admet un seul point fixe qui est une
solution du système (3,1).
�

Exemple 6.

Soit le système fractionnaire suivant :

cD
3
4

(
cD

1
2 +

1
10

)
x(t) = f1

(
t, x(t),c D

1
4 x(t)

)
, t ∈ [0, 1]

cD
7
8

(
cD

5
8 +

1
16

)
x(t) = f2

(
t, x(t),c D

1
2 x(t)

)
, t ∈ [0, 1]

x(0) =
∫ 1

0

cos(t) + sin(t)√
2t + 625

x(s)ds, x(1) =
1
10

,

y(0) =
∫ 1

0

cos(t)
17 + 3et y(s)ds, y(1) =

1
20

.

(3.7)

Où

f1

(
t, x(t),c D

1
4 x(t)

)
=

(1− t)x(t)
20

+
cD

1
4 x(t)
5

(t− 1
2
)2,

f2

(
t, x(t),c D

1
2 x(t)

)
=

(4− t)y(t)
25

+
cD

1
2 y(t)
4

(t− 1
5
)2.

On a :∣∣∣ f1

(
t, x(t),c D

1
4 x(t)

)
− f1

(
t, y(t),c D

1
4 y(t)

)∣∣∣ ≤ (1− t)
20

|x(t)− y(t)|+ 1
5
(t− 1

2
)2
∣∣∣cD

1
4 x(t)−c D

1
4 y(t)

∣∣∣
≤ 1

20
|x(t)− y(t)|+ 1

20

∣∣∣cD
1
4 x(t)−c D

1
4 y(t)

∣∣∣
≤ 1

20

(
|x(t)− y(t)|+

∣∣∣cD
1
4 x(t)−c D

1
4 y(t)

∣∣∣) .

∣∣∣ f2

(
t, x(t),c D

1
2 x(t)

)
− f2

(
t, y(t),c D

1
2 y(t)

)∣∣∣ ≤ (4− t)
25

|x(t)− y(t)|+ 1
4
(t− 1

5
)2
∣∣∣cD

1
2 x(t)−c D

1
2 y(t)

∣∣∣
≤ 4

25
|x(t)− y(t)|+ 4

25

∣∣∣cD
1
2 x(t)−c D

1
2 y(t)

∣∣∣
≤ 4

25

(
|x(t)− y(t)|+

∣∣∣cD
1
2 x(t)−c D

1
2 y(t)

∣∣∣) .

Donc (H8) est satisfaite avec m1 = 1
20 et m2 = 4

25 .
Aussi on a : ∣∣∣∣cos(t) + sin(t)√

2t + 625

∣∣∣∣ ≤ 2
25

.

∣∣∣∣ cos(t)
17 + 3et

∣∣∣∣ ≤ 1
20

.
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Donc (H9) est satisfaite avec M1 = 2
25 et M2 = 1

20 .
Pour (H10) on obtient :

ε1 ' 0.47.

ε2 ' 0.40.

ω1 ' 0.48.

ω2 ' 0.465.

Par conséquent :

ε = ε1 + ε2 ' 0.87,

ω = ω1 + ω2 ' 0.945,

µ = max {ε, ω} ' 0.945 < 1.

Ainsi toutes les hypothèses du théorème 10 sont satisfaites, par conséquent le problème (3.7) possède
une unique solution.

III Existence

Résultat de l’existence via le théorème du point fixe de Schaefer

Théorème 11. Soit f1, f2 : [0, 1]×R2 → R sont des fonctions continues. On suppose que (H9) et l’hypothèse
suivante est satisfaite :
(H11) : Il existe des constantes positives τ1, τ2 tels que :

| f1(t, x, y)| ≤ τ1,

| f2(t, x, y)| ≤ τ2.

Alors le système fractionnaire (3,1) admet au moins une solution sur [0, 1].

Preuve. Principalement, on va utiliser le théorème du point fixe de Schaefer (théorème 6 ) pour
montrer l’existence d’une solution pour le système, et pour cela on passera par 4 étapes :

Étape 1 :

On montre que Φ est continue.
Soit (xn, yn)n∈N une suite de fonctions de X ×Y tel que : (xn, yn) −→ (x, y) dans X ×Y . Alors pour
tout t ∈ [0, 1], on a :

|Φ1 (xn) (t)−Φ1(x)(t)| ≤ 2
Γ(α1 + β1)

∫ 1

0
(1− s)α1+β1−1

∣∣∣ f1

(
s, xn(s),c Dα1+β1−1xn(s)

)
− f1

(
s, x(s),c Dα1+β1−1x(s)

) ∣∣∣ds +
|λ1|

Γ(β1)

∫ t

0
(t− s)β1−1 |xn(s)− x(s)| ds

+
|λ1|

Γ(β1)

∫ 1

0
(1− s)β1−1 |xn(s)− x(s)| ds + 2M1

∫ 1

0
|xn(s)− x(s)| ds .
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Comme f1 est une fonction continue, alors :

‖Φ1 (xn)−Φ1(x)‖∞ → 0 quand n→ ∞. (3.8)

De la même manière, on trouve :∥∥∥cDα1+β1−1Φ1 (xn)−c Dα1+β1−1Φ1(x)
∥∥∥

∞
→ 0 quand n→ ∞. (3.9)

De (3.8) et (3.9), on trouve :

‖Φ1 (xn)−Φ1(x)‖X → 0 quand n→ ∞. (3.10)

Avec le même argument précédent, on peut écrire :

‖Φ2 (yn)−Φ2(y)‖Y → 0 quand n→ ∞. (3.11)

finalement,

‖Φ (xn, yn)−Φ (x, y)‖X×Y = ‖(Φ1xn, Φ2yn)− (Φ1x, Φ2y)‖X×Y
= ‖(Φ1xn −Φ1x) , (Φ2yn −Φ2y)‖X×Y
= ‖Φ1xn −Φ1x‖X + ‖Φ2yn −Φ2y‖Y .

D’après (3.10) et (3.11) on déduit que :

‖Φ (xn, yn)−Φ (x, y)‖X×Y → 0 quand n→ ∞.

D’où Φ est continue sur X ×Y .

Étape 2 :

On montre que Φ transforme un ensemble borné en un ensemble borné dans X ×Y .
Soit l’ensemble :

Bη = {(x, y) ∈ (X ×Y) : ‖(x, y)‖X×Y ≤ η}.

Pour tout (x, y) ∈ Bη et t ∈ [0, T], on a :

|Φ1x(t)| ≤ 2
Γ(α1 + β1)

∫ 1

0
(1− s)α1+β1−1

∣∣∣ f1

(
s, x(s),c Dα1+β1−1x(s)

)∣∣∣ ds +
|λ1|

Γ(β1)

∫ t

0
(t− s)β1−1|x(s)|ds

+
|λ1|

Γ(β1)

∫ 1

0
(1− s)β1−1|x(s)|ds + 2

∫ 1

0
|ϕ1(s)||x(s)|ds + θ1.

En appliquant les hypothèses (H9) et (H11), on obtient :

‖Φ1x(t)‖∞ ≤
2τ1

Γ(α1 + β1)

∫ 1

0
(1− s)α1+β1−1ds +

η|λ1|
Γ(β1)

∫ t

0
(t− s)β1−1ds +

η|λ1|
Γ(β1)

∫ 1

0
(1− s)β1−1ds

+ 2ηM1

∫ 1

0
1ds + θ1.
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Ce qui donne

‖Φ1x(t)‖∞ ≤
2τ1

Γ(α1 + β1 + 1)
+

2η|λ1|
Γ(β1 + 1)

+ 2ηM1 + θ1 := L1. (3.12)

D’autre par,

|cDα1+β1−1Φ1x(t)| ≤
∫ t

0

∣∣∣ f1

(
s, x(s),c Dα1+β1−1x(s)

)∣∣∣ ds +
|λ1|

Γ(1− α1)

∫ t

0
(t− s)−α1 |x(s)|ds

+
Γ(β1 + 1)
Γ(2− α1)

[
1

Γ(α1 + β1)

∫ 1

0
(1− s)α1+β1−1

∣∣∣ f1

(
s, x(s),c Dα1+β1−1x(s)

)∣∣∣ ds

+
|λ1|

Γ(β1)

∫ 1

0
(1− s)β1−1|x(s)|ds +

∫ 1

0
|ϕ1(s)‖x(s)|ds + θ1

]
.

De (H9) et (H11), on trouve :

‖cDα1+β1−1Φ1x(t)‖∞ ≤ τ1

∫ t

0
1ds +

η|λ1|
Γ(1− α1)

∫ t

0
(t− s)−α1 ds +

Γ(β1 + 1)
Γ(2− α1)

×
[

τ1

Γ(α1 + β1)

∫ 1

0
(1− s)α1+β1−1ds +

η|λ1|
Γ(β1)

∫ 1

0
(1− s)β1−1ds + ηM1

∫ 1

0
1ds + θ1

]
.

Ce qui donne

‖cDα1+β1−1Φ1x(t)‖∞ ≤ τ1 +
Γ(β1 + 1)τ1

Γ(2− α1)Γ(α1 + β1 + 1)
+

2η|λ1|+ Γ(β1 + 1)[θ1 + ηM1]

Γ(2− α1)
:= L2. (3.13)

D’après (3.12) et (3.13) on déduit que :

‖Φ1x(t)‖X ≤ L ,

avec L = L1 + L2.
De la même manière, on trouve :

‖Φ2y(t)‖Y ≤ L′1 + L′2 := L′ .

Finalement, pour tout (x, y) ∈ Bη et t ∈ [0, T], on a :

‖Φ(x, y)‖X×Y = ‖Φ1(x), Φ2(y)‖X×Y = ‖Φ1(x)‖X + ‖Φ2(y)‖Y ≤ L + L′ < ∞ .

Alors Φ est uniformément borné.
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Étape 3 :

On montre que Φ transforme un ensemble borné en un ensemble équicontinue dans X ×Y .
Soit (x, y) ∈ Bη , Pour tout t1, t2 ∈ [0, 1], t1 < t2, on a :

|Φ1x (t2)−Φ1x (t1)| ≤
1

Γ(α1 + β1)

∫ t1

0

[
(t2 − s)α1+β1−1 − (t1 − s)α1+β1−1

] ∣∣∣ f1

(
s, x(s),c Dα1+β1−1x(s)

)∣∣∣ ds

+
1

Γ(α1 + β1)

∫ t2

t1

(t2 − s)α1+β1−1
∣∣∣ f1

(
s, x(s),c Dα1+β1−1x(s)

)∣∣∣ ds

+
|λ1|

Γ(β1)

∫ t1

0

[
(t1 − s)β1−1 − (t2 − s)β1−1

]
|x(s)|ds +

|λ1|
Γ(β1)

∫ t2

t1

(t2 − s)β1−1 |x(s)|ds

+

[
θ1 +

1
Γ(α1 + β1)

∫ 1

0
(1− s)α1+β1−1

∣∣∣ f1

(
s, x(s),c Dα1+β1−1x(s)

)∣∣∣ ds

+
|λ1|

Γ(β1)

∫ 1

0
(1− s)β1−1|x(s)|ds +

∫ 1

0
|ϕ1(s)||x(s)|ds

] (
tβ1
2 − tβ1

1

)
.

En appliquant les hypothèses (H9) et (H11), on obtient :

‖Φ1x (t2)−Φ1x (t1)‖∞ ≤
τ1

Γ(α1 + β1)

∫ t1

0

[
(t2 − s)α1+β1−1 − (t1 − s)α1+β1−1

]
ds

+
τ1

Γ(α1 + β1)

∫ t2

t1

(t2 − s)α1+β1−1 ds

+
η|λ1|
Γ(β1)

∫ t1

0

[
(t1 − s)β1−1 − (t2 − s)β1−1

]
ds +

η|λ1|
Γ(β1)

∫ t2

t1

(t2 − s)β1−1 ds

+

[
θ1 +

τ1

Γ(α1 + β1)

∫ 1

0
(1− s)α1+β1−1ds

+
η|λ1|
Γ(β1)

∫ 1

0
(1− s)β1−1ds + ηM1

∫ 1

0
1ds
] (

tβ1
2 − tβ1

1

)
.

Par calcule simple :

‖Φ1x (t2)−Φ1x (t1)‖∞ ≤
τ1

Γ(α1 + β1 + 1)

[
tα1+β1
2 − tα1+β1

1

]
+

η|λ1|
Γ(β1 + 1)

[
tβ1
2 − tβ1

1 + 2 (t2 − t1)
β1
]

+

[
θ1 +

τ1

Γ(α1 + β1 + 1)
+

η|λ1|
Γ(β1 + 1)

+ ηM1

] (
tβ1
2 − tβ1

1

)
.

D’après lemme 2, on a :

‖Φ1x (t2)−Φ1x (t1)‖∞ ≤
(α1 + β1)τ1

Γ(α1 + β1 + 1)
(t2 − t1) +

[
θ1 +

τ1

Γ(α1 + β1 + 1)
+

4η|λ1|
Γ(β1 + 1)

+ ηM1

]
(t2 − t1)

β1 .

Alors pour t1 → t2, on va avoir :

‖Φ1x (t2)−Φ1x (t1)‖∞ → 0. (3.14)
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D’autre par,

|cDα+β−1Φ1x (t2)−c Dα+β−1Φ1x (t1) | ≤
∫ t2

t1

∣∣∣ f1

(
s, x(s),c Dα1+β1−1x(s)

)∣∣∣ ds

+
|λ1|

Γ(1− α1)

∫ t1

0

[
(t1 − s)−α1 − (t2 − s)−α1

]
|x(s)|ds

+
|λ1|

Γ(1− α1)

∫ t2

t1

(t2 − s)−α1 |x(s)|ds +
Γ(β1 + 1)
Γ(2− α1)

(
t1−α1
2 − t1−α1

1

)
×
[

1
Γ(α1 + β1)

∫ 1

0
(1− s)α1+β1−1

∣∣∣ f1

(
s, x(s),c Dα1+β1−1x(s)

)∣∣∣ ds

+
|λ1|

Γ(β1)

∫ 1

0
(1− s)β1−1|x(s)|ds +

∫ 1

0
|ϕ1(s)||x(s)|ds + θ1

]
.

De (H9) et (H11), on trouve :

‖cDα1+β1−1Φ1x (t2)−c Dα1+β1−1Φ1x (t1) ‖∞ ≤τ1

∫ t2

t1

1ds +
η|λ1|

Γ(1− α1)

∫ t1

0

[
(t1 − s)−α1 − (t2 − s)−α1

]
ds

+
η|λ1|

Γ(1− α1)

∫ t2

t1

(t2 − s)−α1 ds +
Γ(β1 + 1)
Γ(2− α1)

[
τ1

Γ(α1 + β1)

×
∫ 1

0
(1− s)α1+β1−1ds +

η|λ1|
Γ(β1)

∫ 1

0
(1− s)β1−1ds

+ ηM1

∫ 1

0
1ds + θ1

] (
t1−α1
2 − t1−α1

1

)
.

Alors

‖cDα1+β1−1Φ1x (t2)−c Dα1+β1−1Φ1x (t1) ‖∞ ≤τ1(t2 − t1) +
η|λ1|

Γ(2− α1)

[
t1−α1
2 − t1−α1

1 + 2 (t2 − t1)
1−α1

]
+

Γ(β1 + 1)
Γ(2− α1)

[
τ1

Γ(α1 + β1 + 1)
+

η|λ1|
Γ(β1 + 1)

+ ηM1 + θ1

]
×
(

t1−α1
2 − t1−α1

1

)
.

D’après lemme 2, on a :

‖cDα1+β1−1Φ1x (t2)−cDα1+β1−1Φ1x (t1) ‖∞ ≤ τ1(t2 − t1)

+

[
4η|λ1|

Γ(2− α1)
+

Γ(β1 + 1)
Γ(2− α1)

(
τ1

Γ(α1 + β1 + 1)
+ ηM1 + θ1

)]
(t2 − t1)

1−α1 .

Alors pour t1 → t2, on va avoir :

‖cDα1+β1−1Φ1x (t2)−c Dα1+β1−1Φ1x (t1) ‖∞ → 0. (3.15)

Par (3.14) et (3.15), on obtient :

‖Φ1x (t2)−Φ1x (t1)‖X → 0 quand t1 → t2. (3.16)
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De la même manière, on trouve :

‖Φ2y (t2)−Φ2y (t1)‖Y → 0 quand t1 → t2. (3.17)

Finalement

‖(Φ(x, y)(t2)−Φ(x, y)(t1)‖X×Y = ‖(Φ1x (t2) , Φ2y (t2))− (Φ1x (t1) , Φ2y (t1))‖X×Y
= ‖Φ1x (t2)−Φ1x (t1) , Φ2y (t2)−Φ2y (t1)‖X×Y
= ‖Φ1x (t2)−Φ1x (t1)‖X + ‖Φ2y (t2)−Φ2y (t1)‖Y .

De (3.16) et (3.17), si t1 → t2 on trouve :

‖(Φ(x, y)(t2)−Φ(x, y)(t1)‖X×Y → 0.

Alors Φ(Bη) est équicontinue.
D’après les étapes : 1-2-3 et le théorème d’Ascoli Arzela, On conclue que Φ est complètement conti-
nue.

Étape 4 :

On montre que l’ensemble Ω défini par :

Ω = {(x, y) ∈ X ×Y , (x, y) = ρΦ(x, y), ρ ∈]0, 1[}

est borné.
Soit (x, y) ∈ Ω, pour tout t ∈ [0, 1], on a :

x(t) = ρ Φ1x(t)

=
ρ

Γ (α1 + β1)

∫ t

0
(t− s)α1+β1−1 f1

(
s, x(s),c Dα1+β1−1x(s)

)
ds

− ρλ1

Γ (β1)

∫ t

0
(t− s)β1−1x(s)ds + ρ

∫ 1

0
ϕ1(s)x(s)ds

+ ρtβ1

[
θ1 −

1
Γ (α1 + β1)

∫ 1

0
(1− s)α1+β1−1 f1

(
s, x(s),c Dα1+β1−1x(s)

)
ds

+
λ1

Γ (β1)

∫ 1

0
(1− s)β1−1x(s)ds−

∫ 1

0
ϕ1(s)x(s)ds

]
.

et

cDα1+β1−1x(t) =ρ cDα1+β1−1Φ1x(t)

=ρ
∫ t

0
f1

(
s, x(s),c Dα1+β1−1x(s)

)
ds− ρλ1

Γ(1− α1)

∫ t

0
(t− s)−α1 x(s)ds

+ρ
Γ(β1 + 1)t1−α1

Tβ1 Γ(2− α1)

[
θ1 −

1
Γ(α1 + β1)

∫ 1

0
(1− s)α1+β1−1 f1

(
s, x(s),c Dα1+β1−1x(s)

)
ds

+
λ1

Γ(β1)

∫ 1

0
(1− s)β1−1x(s)ds−

∫ 1

0
ϕ1(s)x(s)ds

]
.
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Ce qui implique par ( 3.12 ) et ( 3.13 ) que :

‖x‖∞ ≤ L1 et
∥∥∥cDα1+β1−1x

∥∥∥
∞
≤ L2.

Donc :

‖x‖X ≤ L1 + L2 := L . (3.18)

De la même manière, on a :

‖y‖Y ≤ L′1 + L′2 := L′ . (3.19)

Par (3.17) et (3.18), on obtient :

‖(x, y)‖X×Y = ‖x‖X + ‖y‖Y ≤ L + L′ < ∞ .

D’où, Ω est un ensemble borné.
Grâces aux étapes 1, 2, 3, et 4 , et d’après le théorème du point fixe de Sheafer, on déduit que Φ admet
un point fixe qui est solution du système fractionnaire ( 3.1 ). �

Exemple 7.

Soit le système fractionnaire suivant :

cD
3
4

(
cD

1
2 + 2

)
x(t) = f1

(
t, x(t),c D

1
4 x(t)

)
, t ∈ [0, 1]

cD
7
8

(
cD

5
8 + 3

)
x(t) = f2

(
t, x(t),c D

1
2 x(t)

)
, t ∈ [0, 1]

x(0) =
∫ 1

0
sin(t)x(s)ds, x(1) = 4,

y(0) =
∫ 1

0

cos(t)
2

y(s)ds, y(1) = 5.

(3.20)

Où

f1

(
t, x(t),c D

1
4 x(t)

)
=

1− t
3

+
cos(x(t)) + sin(cD

1
2 x(t))

2et + 1
,

f2

(
t, y(t),c D

1
4 y(t)

)
= t2 +

2 sin(y(t) + 2 cos(cD
1
2 y(t))

2 + t2 .

On a : ∣∣∣ f1

(
t, x(t),c D

1
4 x(t)

)∣∣∣ ≤ 1− t
3

+
2

2et + 1
≤ 1

3
+

2
3
≤ 1,∣∣∣ f2

(
t, y(t),c D

1
4 y(t)

)∣∣∣ ≤ t2 +
4

2 + t3 ≤ 1 + 2 ≤ 3.

Donc (H11) est satisfaite avec τ1 = 1 et τ2 = 3.
Aussi on a :

|sin(t)| ≤ 1.
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∣∣∣∣cos(t)
2

∣∣∣∣ ≤ 1
2

.

Donc (H9) est satisfaite avec M1 = 1 et M2 = 1
2 .

Ainsi toutes les hypothèses du théorème 11 sont satisfaites, par conséquent le système (3.20) possède
au moins une solution x dans l’espace X .



Annexe

Proposition 2. Soit f ∈ C([a, b]), pour α, β des nombres complexes tels que Re(α) > 0 et Re(β) > 0,
l’intégrale fractionnaire de Riemann -Liouville possède la propriété de semi-groupe suivante :

Iα
a

(
Iβ
a f
)
= Iα+β

a f = Iβ+α
a f , (3.21)

et pour Re(α) > 1 on a

d
dx

Iα
a f = Iα−1

a f . (3.22)

Preuve. Pour la relation (3.21) on a :

Iα
a

(
Iβ
a f
)
(x) =

1
Γ(α)

∫ x

a
(x− s)α−1

(
Iβ
a f
)
(s)ds

=
1

Γ(α)

∫ x

a
(x− s)α−1

(
1

Γ(β)

∫ s

a
(s− t)β−1 f (t)dt

)
ds

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

∫ s

a
(x− s)α−1(s− t)β−1 f (t)dtds

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a
f (t)

[∫ x

t
(x− s)α−1(s− t)β−1ds

]
dt,

(3.23)

on pose s = t + (x− t)τ dans l’expression entre crochet de (3.23), on obtient :

ds = (x− t)dτ,

s = t =⇒ t + (x− t)τ = t =⇒ τ = 0,

s = x =⇒ t + (x− t)τ = x =⇒ τ = 1.

alors ∫ x

t
(x− s)α−1(s− t)β−1ds =

∫ 1

0

(
x− (t + (x− t)τ)α−1(t + (x− t)τ − t)β−1(x− t)dτ

=
∫ 1

0
[(x− t)(1− τ)]α−1[(x− 1)τ]β−1(x− t)dτ

= (x− t)α+β−1
∫ 1

0
(1− τ)α−1τβ−1dτ,

Moyennant la définition de la fonction Bêta, on déduit que

B(β, α) =
∫ 1

0
(1− τ)α−1τβ−1dτ =

Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
,

60
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En retournant à la formule (3.23), on obtient alors

Iα
a

(
Iβ
a f
)
(x) =

1
Γ(α)Γ(β)

∫ x

a
f (t)

[
(x− t)α+β−1 Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)

]
dt

=
1

Γ(α + β)

∫ x

a
(x− t)(α+β)−1 f (t)dt

=
(

Iα+β
a f

)
(x).

Pour la relation (3.22) on a :

d
dx

(Iα
a f ) (x) =

d
dx

(
1

Γ(α)

∫ x

a
(x− s)α−1 f (t)dt

)
,

puisque f (t) et (x− t)α−1 sont continues donc l’application t −→ (x− t)α−1 f (t) est continue, alors :

d
dx

(Iα
a f ) (x) =

(
1

Γ(α)

∫ x

a

d
dx

(x− s)α−1 f (t)dt
)

.

D’après l’équation fondamentale de la fonction Gamma d’Euler ( 1.2 ) on a Γ(α) = (α− 1)Γ(α− 1) et
comme Re(α) > 1, alors

d
dx

(Iα
a f ) (x) =

1
(α− 1)Γ(α− 1)

∫ x

a

d
dx

(x− s)α−1 f (t)dt

=
1

(α− 1)Γ(α− 1)

∫ x

a
(α− 1)(x− s)(α−1)−1 f (t)dt

=
1

Γ(α− 1)

∫ x

a
(x− s)(α−1)−1 f (t)dt

=
(

Iα−1
a f

)
(x),

d’où le résultat. �
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