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Résumé :
Dans cette mémoire, on abordera la question d’existence et d'unicité de la solution d"un probléme
fractionnaire avec deux dérivées fractionnaires au sens de Caputo dans un espace de Banach. Les
résultats obtenus dans ce travail sont basés sur les théoremes du point fixe de Banach, krasnoselskii,
l'alternative non linéaire de Leray-Schauder et le théoréeme de Scheafer. Des exemples illustrant les
résultats obtenus sont également présentés.

Mots clés : Equation différentielle fractionnaire, intégral fractionnaire de Riemman-Liouville, déri-
vée fractionnaire de Caputo, principe de contraction de Banach, théoréme de Krasnoselskii, théoreme
de Scheafer, I'alternative non linéaire de Leray- Schauder.



Notations

IN : ensemble des nombres entiers naturels.

R : ensemble des nombres réels.

C : ensemble des nombres complexes.

U : I'adhérence de U.

oU : frontiere de U .

C([0, T],R) : espace des fonctions continues sur [0, T| a valeurs dans R.
Re(w) : la partie réels de nombre o € C.

I'(.) : la fonction Gamma.

B(.,.) : la fonction Béta.

B, : la boule fermée de centre 0 et de rayon r .

||.||o : norme infinie.

| - || x : norme de l'espace X'.

D"( ou %) : dérivée d’ordre n.

£ Dérivée n-ieme de f.

I5 f : intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a > 0.
°D5 f : dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o > 0.
Dans le cas ott a = 0, les opérateurs : I}, D5 sont notés : I*, °D*.



Table des matieéres

IRemerciements| 2
4
[ntroductionl 6
i Préliminaires 8
I Calcul fractionnairel . . . . . . . . . . e, 8

L1 Fonctionsdebasel. . . . . ... ... .. o o 8

1.1 Lafonction Gammal . . . . .. ... ... Lo oo 8

{l.L1.2 LafonctionBétal . . . ... ... ... ... .. 9

[l.1.3 La relation entre la fonction GammaetBétal. . . . ... ... ... ... 9

{L.2 Intégration Fractionnaire| . . . . .. ... ... ... ... 00 oL 9

{L.3 Dérivation fractionnaire| . . . . . . . . . .. . e e 11

{L.g Lemmes fondamentaux| . . . . . . . ... ... 12

[T Quelques théoremes du pointfixe[ . . . ... .. ... ... ... ... ..... ... 13

2 Probleme fractionnaire avec deux dérivées fractionnaires au sens de Caputo| 16
Il Probleme Intégral . . . . .. ... ... ... . oo 17
I Probleme du Point fixel . . . ... .. .. ... ... ... .. .. . .. 18

[(II' “Existence etunicité| . . . . . . . . .. L L e 19

IV Existence|. . . . . . . L 25
[[V.1  Résultat d’existence via le théoréme du point fixe de Krasnoselskii| . . . .. .. 25

[[V.2  Résultat d’existence via 'alternative non linéaire de Leray-Schauder| . . . . . . . 37

[3 Systeme d’équations différentielles fractionnaires avec deux dérivées fractionnaires au sens |

| de Caputo | 46
(I Lemmes et Hypotheses| . . . . .. ... ... .. .. ... .. ... .. ... .. .. ..., 46
I Existence etunicité] . . . . . . . . ... 48
II' Existencel . . . . . . o L e 2

L 5
B1b grap 62



Introduction

Le calcul fractionnaire est défini comme étant la branche mathématique qui étudie la généralisa-
tion des notions de dérivation et d’intégration a des ordres non nécessairement entiers, permettant le
calcul de la dérivée d’ordre o réel ou complexe d'une fonction différentiable f(f) soit :

(Df) (t) = 40

Bien que le concept de la dérivation d’ordre fractionnaire ne soit pas nouveau, ces origines remon-

taient a la fin du 17! ®™e siecle, partant de la réponse de Gottfried Wilhelm Leibniz concernant la

. ST A . e df o .
question de I'Hopital, posée sur la signification de dt{ sin = 3. Leibniz, dans sa réponse, voulut

engager une réflexion sur une possible théorie de la dérivation non entiére, et a écrit a L'Hopital :"...
cela conduirait a un paradoxe a partir duquel, un jour, on aura tirer des conséquences utiles".

Cette lettre de 'Hopital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier incident de ce que
nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que I’'Hopital a demandé spécifiquement pour
n= % , C’est a dire une fraction (nombre rationnel) a en fait donné lieu au nom de cette partie des
Mathématiques.

Aujourd’hui, et comme l'avait prédis Leibniz, le calcul fractionnaire a de tres nombreuses applica-
tions, on citera a titre d’exemple : la physique, I'ingénierie, I'électrochimie, la théorie du controéle, le
traitement du signal et de 'image, les biotechnologies et les applications biomédicales, le diagnos-
tique et la détection des défauts dans les machines par la modélisation etc. Mentionnons les ouvrages

([7], [xol, [x2], [14]) qui regroupent diverses applications du calcul fractionnaire.

Présentation de la mémoire

Le sujet principal de ce mémoire est I'étude de l'existence et 1'unicité des solutions du probleme
pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire, et pour cela en utilisant des différentes théo-
remes du point fixe.

Notre mémoire est organisé en trois chapitres :

Chapitre 1:

C’est un rappel de quelques définitions, notions de base, résultats sur la dérivation fractionnaire
et quelque théoremes de point fixe utilisés dans ce travail.



Chapitre 2 :

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1'étude de l'existence et 1'unicité des solutions du probleme
fractionnaire suivant :

¢pe (CDB +/\> x(t) = f (t,x(t),c D“%—lx(t)) , telo,T],

L’idée est de transforme ce probleme en un probléme du point fixe et le point fixe déterminé est
considéré soit comme une solution unique pour le probleme, soit 'une de ses solutions.

On donne trois résultats, Le premier est un résultat d’unicité obtenu par utilisation du théoreme de
point fixe de Banach. Le deuxiéme et le troisieme sont des résultats d’existence basés respectivement
sur le théoreme de Krasnoselskii et Leray-Schauder. On terminera chaque résultat par un exemple
illustratif.

Chapitre 3 :

L'objet du ce chapitre est ’étude de I’existence et 'unicité de solutions pour le systéme différentiel
fractionnaire suivant :

cpm (CDﬁl +/\1) x(t) = fi (t,x(t)f D”‘l*ﬁl’lx(t)), te0,1]

cpe (CDﬁz n A2> y(t) = fo (t,y(t),“ D"‘2+ﬁ2_1y(t)> , te[0,1]

1
¥ = [ pa()y(s)ds,  y(1) =6

On donne deux résultats, On va premiérement étudier 1’existence et l'unicité par le principe de
contraction de Banach, puis, comme un deuxieme résultat, on va voir si le systéme admet une solu-
tion au moins par utilisation du théoréeme de point fixe de Schaefer. Il est illustré chaque théoreme
par un exemple.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre on donne quelques définitions, notions, propriétés et résultats sur les différentes
approches de la dérivation fractionnaire.
Dans ce qui suit, on s’intéresse particulierement a définir des notions fondamentales et a rappeler
quelques théorémes importants dans la théorie du point fixe, notamment le principe de contraction
de Banach, l'alternative non linéaire de Leray-Schauder, le théoreme de Krasnoselskii et le théoreme
de Schaefer.

I Calcul fractionnaire

I.x Fonctions de base
I.1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma d’Euler est tout simplement la généralisation de la notion de factoriel d'un
entier a tous les nombres réels ou complexes.

Définition 1. Pour tout nombre complexe «, de partie réelle positive, La fonction Gamma est définie par
l'intégrale suivante :

I'(a) = /OJFOO x*le ™ dx. (1.1)
Cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe oir la partie réelle est strictement positive.
Propriétés 1. On a la relation suivante :
I'(a+1) =al(a), Re(a)>0. (1.2)
En particulier :
I'n+1)=mn!, VneN.

Ce qui permet de dire que la fonction Gamma généralise la notion de factoriel.
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Quelque valeurs particuliéres de la fonction Gamma

.T(3) =ym

2.T(-3) =3V

3.T(=1) = (=1)! = 4o

4.T(=3)=-2ym

5.7(3) =" |
6.T(n+3)=(n-HT(n=3)=(n-3)(n-3)...-}¥r3) =gvr
7.T(3) =2

8.T(1)=0=1

I.1.2 La fonction Béta

Définition 2. On appelle fonction Béta la fonction définie par :
1
B(p.a)= [ #7'(1— 1)yt Re(p) >0, Re(q) >0. (1.3)
0

I.1.3 La relation entre la fonction Gamma et Béta

Définition 3. La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation suivante :

B(p,q9) = ==, Re(p)>0, Re(g)>0. (1.4)

I.2 Intégration Fractionnaire
Intégrale de Riemann-Liouville

Définition 4. Soit f : [a,b] —> R une fonction continue et intégrable, on appelle intégrale de Riemanne-
Liouville de f I'intégrale suivante :

1 /* _
(2F) () = gy [, =0 e, < a0 (1.5
ot w est un réel ou complexe convenablement choisi.

Exemple 1. On considére la fonction f définie par :
f(x)=(x—a)P, xclab], BER.

On va calculer l'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de f d’ordre a ( a réel
strictement positive).

F(la) /:(x — )" (t —a)Pat,

If (x — tl)ﬁ =
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a l’aide de changement de variable t = a + (x — a)7 on obtient :
dt = (x —a)dt
t=a=—=a+(x—a)t=1=0
t=x=a+x—a)t=1=1
Alors
o B 1 * a—1 B
If(x —a)f = F(uc)/ (x—a+(x—a)t)* (a4 (x—a)T—a)P’(x —a)dt
_ 1 ! a—1 a—1 BB
_w/o (x —a)* (1 — 1) L(x — a)Peh(x — a)dT
_ (x - a)a+ﬁ /1 _ \a—1.8
= T ; (1—1)* thdr
_ (x—a)F
=TT B(a,p+1)
_ r(lx)r(ﬁ + 1) (x _ a)ﬂé+,5'
F(a)T(a+p+1)
Donc
r(g+1)
o _ \B —_\FPT) _ \a+pB
If(x —a) F(a+/§+1)<x a)*mp. (1.6)

Cas particulier ott « = 1, d’apres (1.6) on déduit que :

INx—a)f = 51 (x —a)' P

Cas particulier ot B = 0, on a dans ce cas :
(1) (1) = gy (= )"
? I'(a+1) ’

Par conséquent,

(I;1)(x) — 1 lorsque a — 0.

Proposition 1. Soit f € C([a,b]), pour «, B des nombres complexes tels que Re(a) > 0 et Re(B) > 0,

l'intégrale fractionnaire de Riemann -Liouville posséde la propriété de semi-groupe suivante :

et pour Re(a) > lona:
d _
algf: Iy 1f~

Preuve. ( voir Annexe|[III))

(1.7)

(1.8)
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I.3 Dérivation fractionnaire

Dérivées fractionnaire au sens de Caputo

Définition 5. Soit « €]m —1,m[, (m € IN*) et suppose que f € C"([a,b],R), on appelle dérivée de f au

sens de Caputo la fonction définie par :

(D) (1) = (Ir=F) (1) = F(ml) [ 6=y o s

— X

Exemple 2. Soit f(x) = (x —a)P, x € [a,b], ona:

D% (x — a)f = o K;i)m (x— a)ﬁ]

-1 (paom )

_ (JB+1) m—u —m
“TE+1—m) >I (x —a)P

— (ﬁ+l) (ﬁ—i_l_m)(x_a)ﬁfzx
rp+1—m)T(B+1—a) '

Alors

e _ T+ —a
Da(x—a)ﬁ—m(x—a)ﬁ .

Remarque 1. La dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Caputo d'une constante est nulle.

D’apres (1.9), on a :
‘D;C=1'""*0)=0.

Quelques propriétés

1. La dérivation fractionnaire au sens de Caputo est une opération linéaire,

Dy (Af(8) + pg(t)) = ADyf () + uDgg(t).

(1.9)

(1.10)

(1.11)

2. <Dt (Cfo(t)) — DX £(t) =€ DE (‘DE£ (1)) ott f € CY([a,b],R),0 < &, < 1et0<a+p < 1.

3. Si°D*f(x) = 0 alors f(x) = ;”Olc] x/, x€l0,b].

4 FFDY] () = £(2) — D5 125 £9(0), x € [0,b).

5. °Dg (I f(£)) = f(#).
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I.4 Lemmes fondamentaux

lemme 1. Si B > a > 0 et la dérivée fractionnaire <DE™™ existe, alors on a :
‘DPI*f(t) = °DP=2f(t) , te[0,T].
Pour x > 0et p > 0avec B < wa,ona:
‘DPI*f(t) = IBf(t) , te]o,T).
Preuve. voir [10l. 0
lemme 2. Soit T > 0,y > 0, pour tout t1,t, € [0,T], ona:
1. siy > 1, alors {t? — t;’} < AT Ut —ta),
2. 510 <y <1,alors |t¥ — t;‘ < |t — 7.
Preuve. voir [6]]. 0

lemme 3. Soit h € C"([0, T],R), m € IN*, pour « €|m — 1, m([, la solution générale de I'équation différen-
tielle “D*h(t) = 0 est donnée par :

h(t) =co+crt +cot? + ...+ cpgt™ 1, (1.12)
otc;eR, i=0,1,...m—1, m=[a] +1.

Preuve. Soit h € C"([0,T|,R),m € N*, pour « €|m —1,m[, On a par la définition de la dérivée
fractionnaire de Caputo

‘D*h(t) =0 = I"*D"h(t) =0.
En appliquant D%, on trouve :
D"h(t) = 0.

Dong, h est un polynéme de degré < m —1:

m—1
h(t)= Y ot =co+at+at+.. +ouat"
i=0

lemme 4. Soit h € C"™([0, T],R), m € N*, pour « €jm —1,m[,ona:
I*D*h(t) = h(t) 4+ co + c1t + cat? + ...+ cpp1t™ 1 (1.13)

pourtoutc¢; € R, i=0,1,...,m—1, m=[a]+ 1.
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Preuve. Soit h € C"([0, T],R), m € IN*, pour « €|m — 1,m][,

I* CD*h(t)) = [*I"*D"h(t)
—  ermeepmp (g
—  I"D"h(t )

_ = f0(0)
= - ZWH)()

-\.

§

= )+ Z cit!

= h(t)+co+cit+ ot + . oyt

II Quelques théoremes du point fixe

Les équations différentielles fractionnaires sont considérées comme des équations différentielles
non-linéaires, alors plusieurs théoremes ont été utilisés pour résoudre ce type d’équation. L'un des
méthodes les plus utilisées : les théoremes du point fixe. En effet, ces théorémes accordent des condi-
tions suffisantes pour assurer 1’existence d"un point fixe pour une fonctions donnée.

Dans le cas des EDFs, on transforme un probléme donné en un probleme du point fixe. Les points
fixes du probleme transformé sont ainsi les solutions du probléme donné.

Dans cette section, on étudie quelques théoremes du point fixe de Banach, Schaefer, Leray-Schauder
et krasnoselskii.

Définitions

Définition 6. Soit E un espace vectoriel sur le corps des nombres réels R ou sur le corps des nombres complexes
C. On appelle norme sur E une application de E dans Ry notée x — ||x|| satisfaisant les conditions suivantes :

1. VX €EE: ||x|| =0 <= x =0, Vx € E,
2. VA € R(C) : ||Ax]| = |A|||x]],
3. Vx,y € E:flx 4yl < flxfl + lyll-

Définition 7. Soient (E, || - ||g) et (F, ||.||r) deux espaces vectoriels normés sur le méme corps K, alors I'espace
produit E x F = {(x,y)/x € E ety € F} est un espace vectoriel normé sur K par 'une des normes suivantes :

. [yl = lxlle + llylle
1
2. [ )llp = (IxlE + lyllF)? 1 < p < oo

3- [ y)lleo = max{[lxlg, llyll¢}-

Preuve. voir [13] . O
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Définition 8. On dit qu’un espace vectoriel normé (E, || - ||g) est complet (ou que c’est un espace de Banach)
si toute suite de Cauchy dans E est convergente.

Définition 9. On dit que M est une partie compact de (E, || - ||g) si de toute suite de points de M on peut
extraire une sous-suite qui converge vers un élément de M .

Définition 10. Une partie M de (E, || - ||g) est dite relativement compact si son adhérence est compact.

Définition 11. Soient E et F deux espace de banach, et A : E — F une application linéaire. On dit que A
est borné si elle envoie les parties bornées de E sur des parties bornées de F.

Définition 12. Soit M un sous ensemble de C([0,T],R), M est uniformément borné.ie; il existe une
constante k > 0 tel que : ||f(x)| < k, pour tout x € [0, T] et tout f € M.

Définition 13. Soient E et F deux espaces de Banach et f une application définie de E a valeurs dans F. On
dit que f est complétement continue si elle est continue et transforme tout borné de E en une ensemble
relativement compact dans F. f est dite compact si f(E) est relativement compact dans F.

Définition 14. Soit M un sous ensemble de C([0, T|,R), L'ensemble M est equicontinue. i.c;
pour tout € > 0, pour tout ty,t, € [0, T et tout f € M, il existe & > 0 tel que :

=k <d=|f(h) - f(R)] <e

Définition 15. Soit (X, || . ||) un espace vectorielle normé, une application A : X — X est dite contrac-
tante, s'il existe un nombre positif k € Jo. 1[ tel que Vx,y € X, ona:

[Ax — Ay[| < kf|lx —y]-
Définition 16. Soit (X, || . ||) un espace vectorielle normé et A : X — X une application. On appelle point
fixe de A tout point x € X tel que : Ax = x.
Théoréme d’Ascoli-Arzela

Théoreme 1. Soit Q) un sous ensemble de C([0, T|,R), Q est relativement compact dans C([0, T|,R) si et
seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. L'ensemble () est uniformément borné.
2. L'ensemble () est equicontinue.

3. Pour tout x € [0, T| l'ensemble {f(x), f € O} C E est relativement compact.

Théoreme de point fixe de Banach

Théoreme 2. Soit X un espace de Banach, et A : X — X un opérateur contractant. Alors A admet un point
fixe unique.i.e; Ix € X tel que Ax = x.
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Théoréme de point fixe de schauder

Théoreme 3. Soit X un espace de Banach et M un convexe fermé borné de X et A : M —— M un opérateur
continue et compact alors A admet au moins un point fixe.

L'alternative non linéaire de Leray-Schauder

Théoreme 4. Soit E un espace de Banach, C un sous-ensemble convexe fermé de E, U un sous-ensemble ouvert
de C et 0 € U. l'opérateur ¢ : U — C est continue et compact (c’est-a-dire que ¢(U) est un sous-ensemble
relativement compact de C). Alors, ou bien

1. application ¢ admet un point fixe dans U, sinon

2. Il existe x € oU et 0 € [0,1] avec , x = o¢x.

Théoréeme de point fixe de krasnosselski

Théoreme 5. Soit X un espace de Banach et M un sous ensemble fermé borné et convexe de X.On suppose
que Ay, Ay sont deux opérateur de X dans X satisfaisants :

1. Aix+ Ay € M,Vx,y e M,
2. Aj est compacte et continue,
3. Aj est contractante.

Alors il existe au moins un élément z € M tel que : A1z + Az = z.

Théoréme de point fixe de Schaefer

Théoreme 6. Soit X un espace de Banach et A : X —— X un opérateur complétement continue.
Si

Q={xeX:x=2AAx,VA €]0,1[}

est borné, alors A posséde au moins une point fixe.



Chapitre 2

Probléme fractionnaire avec deux dérivées
fractionnaires au sens de Caputo

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I'étude de 'existence et 1'unicité des solutions pour un probleme
fractionnaire avec deux dérivées fractionnaires au sens de Caputo.

Soit le probleme suivant :

x(0) = /OT ¢(s)x(s)ds, (2.1)

Oul<aB<1,1<a+p<2°D"et DF sont des dérivées fractionnaires au sens de Caputo d’ordre
a et B respectivement, 0 est une constante positive, A € R, f : [0,T] x R? — R est une fonction
continue et ¢ : [0, T| — R est aussi une fonction continue.

On va étudier 'existence et 1'unicité de la solution a 'aide de Principe de Contraction de Banach.
Puis, en montrant deux résultats d’existence de solutions pour le probléme (2.1).

Le premier résultat, est montré par utilisation du théoréme de point fixe de Krasnoselskii, et le second
résultat de ce chapitre est obtenu par utilisation du théoreme de point fixe de Leray-Schauder.

L’existence et 1'unicité d"une solution est établit par la transformation de ce probleme a une équation

intégrale équivalente, dont la solution est identifiée a un point fixe d’'un opérateur (sous certaines
hypotheses suffisantes sur la fonction f) dans un espace fonctionnel convenablement choisi.

16
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I Probleme Intégral

Soit h € C([0, T],R), alors la solution du probleme fractionnaire suivant :

CD“(DMA) x(t)=h(t), te[0,T], 0<apB<l,

r (s (2.2)
0

6.

/\

est donné par :
x(t) = I*TPu(t) — AIPx(t)

B
+ 15 o= 1) £ AP(D) - [ gopx(s)as]

0 (2.3)
T
+ [ ps)x(s)ds
Preuve. Soit I"équation :
cp* (CDﬁ + A) x(t) = h(t). (2.4)
En prenant l'intégrale de Riemann-Liouville fractionnaire d’ordre a pour (2.4), on obtient :
VPU%%ﬂ+0xuﬂ::nma
Par lemme 4} on trouve :
(%ﬁ+A)ﬂ0+% = I*n(t).
Alors :
‘DPx(t) = I*h(t) — Ax(t) — co. (2.5)

En prenant l'intégrale de Riemann-Liouville fractionnaire d’ordre B pour (2.5), on obtient :

ﬁfpﬁa» = I%Ph(t) — AIPx(t) — corrfirs.

Par lemme 4} on trouve :

x(t)+c1 = I"Ph(t) — AIPx(t) — CO#{SH)'

Alors, la solution générale du probleme (2.2) est exprimée sous la forme de 1’équation intégrale
suivante :

x(t) :WWMQ—AWAQ—%ﬁ%ﬁ—q, (2.6)



II. Probléeme du Point fixe

18

ol ¢g et ¢; sont des constants arbitraire.
Maintenant, on Cherche les Constantes co et c1.
N N
D’apres la condition x(0 fo s)ds, on peut écrire :

0)=—c = /OT @(s)x(s)ds

ce qui donne :

T
1= —/ @(s)x(s)ds.
0
Alors (2.6) devient :
x(t) = IPh(t) = AIPx(t) — ey + Jy @

On utilise la condition x(T) = 6, on trouve :

X(T) =0 = I*"Ph(T) — AIPx(T) — co T + /T @(s)x(s)ds,
) Jo

rp+1
Alors :
co = % {I“*ﬁh(T) APx(T) + fo s)ds — 9]

Substituant ¢y et ¢; en (2.6) , on obtient la solution (2.3).

II Probléme du Point fixe
Avant tout, on introduit 1’espace de Banach suivant :
X = {x L x(t) € C'([0, T],R) et *D*HF-1x(t) € C1([0, T],lR)}
muni de la norme :

Il = lx[leo + [1°D*FF x| oo,

[xllee = sup |x(t)],
t€[0,T]

et

D™ x|l = sup [‘D*FLx(t)].
te[0,T]

En vue du (2.3), on définie un opérateur A par :

A: X — X
x(t) — Ax(t)

(2.7)
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tel que, Vt € [0,T], on a:

Ax(t) = [*TFf (t,x(t),c D’”ﬁ’lx(t)) — AIPx(t)
T

+ ;,i [9 —I*Thf (T,x(T),C D“ﬁ*lx(T)) + AIPx(T) — /0

90(5)96(5)4 (2.8)
+ /OT @(s)x(s)ds.

c’est a dire :

1 ! a+p— ¢ Ma+p— A ! -
.AX(t) = I"(zx—i—ﬁ)/o (t—5> +P 1f (S,X(S), D +p lX(S>> dS—I_,(‘B)/O (t—S)‘B 1x(s)ds
p
15 [9 B r<al+;a> [ =975 (5x(6) D)) s (2.9)

A

Il convient de noter que le probleme (2.1) a des solutions si et seulement si 'opérateur .A a des points
fixes.

IIT Existence et unicité

On va donner un premier résultat concernant 1'unicité de la solution du probléme fractionnaire
(2,1), en utilisant le théoreme de contraction de Banach.

Théoréme 7. Soit f : [0, T] x R? — R est une fonction continue, on suppose que :

(Hy) : Il existe une constante k > 0 telle que :

|f (x1,y1) — f (L x2,y2)| < k(|x1 —x2 + [y1 —y2l) ,

pour tout t € [0, T], et x1,%2,¥1,¥2 € R.

(H2) : La fonction ¢ est continue sur [0, T] et [@(t)] < M.
(H3) : My + My < 1, oit les constantes My, My sont définies par :

2kT+P 2|A|TP
M; = 2M,T,
"Tla+ 1) F(ﬁ+1)+ ¢
200 T2+ M, T 1)T2 P
My — 7 2T MT (B + 1) LB+ DT
r(2-—ua) I(a+p+1)I'(2—a)

Alors, il existe une solution unique pour le probleme ( 2.1 ).
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Preuve. Le théoreme de contraction de Banach appui sur le fait que si .A est un opérateur contrac-
tant, alors il existe un unique point fixe pour A. De la vient l'idée de chercher 1’existence d’une
constante M > 0 tel que :

Pour tout x,y € X ett € [0,T|,ona:

|A(x) — A(y)|lx < M||x —y||x avec M < 1.

On procede donc en deux étapes :
Etape 1 : On montre qu'il existe M tel que :

IA(x) = A@)lleo < Mllx =yl x-
Etape 2 : On montre qu'il existe M, tel que :
|SD*HPTLA(x) = DFPLA(Y) ||, < Malx =yl

Puis on passe a la norme || - || y et on fait la conclusion.

Etape 1:

Soient x,y € X Alors :

Ax(f) — Ay(8)] = W/()t(t—s)“+51f (5,x() P 1x(s)) ds—r;\ﬁ)/ot(t—s)ﬁlx(s)ds
t'B 1 T at+p— c Hat+p—
+Tﬁ[9—w/o (T = )" F1f (5,2(5), D" 1x(s) ) ds
T T T
+I"(/\,B)/o (T—s)ﬁ’lx(s)ds—/o (p(s)x(s)ds} —I—/O ¢(s)x(s)ds
g T (e D)) s s [ =9 s
tP 1 T a+B— ¢ Mya+p—
+T/5[_9+1"(0c+l3)/0 (T =5 P71 f (s,() DP1y(s) ) ds
A T T T
~ g [ T st [ o] - [ ptois)as|

D’ot,

ds

f (5x(5) D 1x(s) ) = £ (s,9(5) Dy (s))

| Ax(t) — Ay(#)] < F(«x1+ﬁ) /Ot(t _g)rtpl

+ 1A /Ot(t — )P Hx(s) —y(s)|ds + /OT |@(s)||x(s) — y(s)|ds

I'(p)
. ;i [r(lxl—i_ﬁ) /OT(T B S)lx+/571‘f (S,X(S),C D‘”ﬁflx(s)> —f (s,y(s),c Da+ﬁfly(s)> )ds

o [T =P~y s+ [ (o) x(6) ~ y(s) s
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Pulsque S 1, alors :
|Ax(t) — Ay(t)] < 1“((x1+,3) /Ot(t — S)a+ﬁ—1 f (s,x(s),c Da+ﬁ—1x(s)) —f (s,y(s)f Duc+/5—1y(s))

+ W/o (t—s)ﬁ—1|x(s) —y(s)‘ds+2/OT |p(s)]]x(s) — y(s)|ds

ds

)
+ (vc1+[3) I (T = 5457 (5,x(6) DV x(s)) — £ (5,(6). D1y (s)) |as
i [T =5 xs) — ylo)] .

En utilisant les hypotheses (H;) et (Hz), on obtient :

t
cDa+ﬁ—lx(t) _c Da-i—ﬁ—ly(t)‘ > / (t _ S)a—i—ﬁ—lds
0

Ax(t) - <>|_F(ijﬁ)(sup ()~ y(H)] + sup

t€[0,T] t€[0,T]
_|_ﬂ sup ‘ ’/ t—s/S 1ds—|—2Mq, sup ‘ t)‘/TldS
r(ﬁ) te[0,T] t€[0,T] 0
K T
1) — t CDD(+ﬁ*1 t _c Dlx+ﬁ;*1 t > / T _ Dl+‘3*1d
+r(“+ﬁ)<t%1x<> Vol + sup 0 y(h)] ) [ (T =) as
A =
+ sup |x( / T —s)P 'ds.
) 2 O v
Par calcule simple, on trouve que :
()~ Ay()] < = 2T sup [x() — y()] + sup [DELx(e) —¢ DY Ly ()
T T(a+p+1) te(0,T] te(0,T]
2|A| TP
sup |x(t) —y(t)| +2M,T sup |x(t) —y(t)|.
r(g+1) te[Og"] | y ‘ y te[0,T) ’ ‘

En passant a la norme, on trouve :

2KT*+F ca+p-1 ¢ patp-1
A = Ayl < gy (5= Yl + D e = DY Ty )

2T ol 2 Tl
Par suite :
A5 = Ayl < 25Tyl + (TS 2T
Sr(ilfﬁflﬂ\x— v (rz(’l?’ff)HMﬂ) (Il = ll + 15D (x = )1
<t vl + (g gy +2M0T) [l
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Donc :
2KT*+P 2|A|TP
- o < — )
s = Ayl < (25 4 2R ame ) -,
D'ou:
JAx = Aylle < Miflx—yll,, (2.10)
tel que :
2KT+P 2|A|TF
= 2M,T.
T prD) T(pr1) Ve
Etapez:

On calcule *D**F=1 Ax(t),

+ ;i (9 _ Iuc+/5f <T,X(T),C Duc-i-ﬁ—lx(T)) + /\[ﬁx(T)

- [ pleias) + [ ¢<s>x<s>ds].

Par linéarité de °D**f~! on a:
CDDH_ﬁ_le(t) — cDa—i-/S—lIoH—ﬁf <t,x(t),c Da+[3—1x(t)> _ AcDaH-ﬁ—lIﬁx(t)

cpat+p—14p
n DTﬁt [9 —[vBf (T,x(T),f D“+ﬁ—1x(T)) £ AIPx(T)

T T
— / (p(s)x(s)ds} + / @(s)x(s)ds*D* P11,
0 0
D’apres lemme [1] et (1.10), on obtient :
DB Ax(H) = I'f (t,x(t),c D“+/5_1x(t)> — AR ()

r(B+1)t* [

TPT(2 — a) 0
Et donc :
CDMHE Ax(t) = /Otf <s,x(s),c D“H%AX(S)) ds — F(l/\—zx) /Ot(t — ) "x(s)ds
1«
* m [9 B r@fm /0T<T =) (5,2(5). D x(s) ) ds

T

[T s - [

N q)(s)x(s)ds] :

0 — [Py (T,x(T),C D"‘*ﬁ’lx(TD + AIPx(T) — /T (P(S)X(S)ds] :
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Maintenant, soient x, y € X on a:

cDﬂHr,Bfl.A(x)( t) _C patB— 1A / ‘f s, x(s sz+ﬁ 1 x(s )) —f (S,]/(S),C Da+571y(s)) ‘ds
: m”_’a) /J<f—s>*|x<s> - ol

11—«
rj(“//jrtzl)_ta) ) /OT(T _g)erpl )f (s,x(s),c D“ﬁ_lx(s))

1
I'(a+pB

= (50 D (o)) [as s [T 9P ate) — y(s) s

T
+ [ le@lx(s) —y<s>|ds].
En appliquant les hypothéses (H;) et (H3), on trouve :

DA (1) ¢ DA 1) < ( sup [+(t) = y(0)] + sup [<DVFLx(t) < DPy “”) Jy e

te[0,T] t€[0,T]
Al zx
+ ——— sup |x(t) |/ (t—s) "ds
T(1—a) o
r(p+1)

k
ra <t2}é% x(6) — y(0)

T
+ sup |“D¥Flx(t) ¢ D’“'ﬁ_ly(t)]) / (T —s)*"P~1ds
0

Te+HP-1T(2 — «)

te[0,T]
Al 1
+ sup |x(t) ]/ T —s)Pds
r(ﬁ) te[0,T]
+ M, sup |x(t) |/ 1ds|.
te[0,T)

D’ou,
‘DA (1) = D“+5‘1A(y)(f)‘ < kT ( sup [x(t) —y(t)| + sup |"D**P~ x(t) = D“+ﬁ‘1y(t)|>

te[0,T] te[0,T]

|A|Tlftx
sup |x(t) —y(t)|
I'(2—a) t[0,T]

r(p+1)
T*+A-1T(2 — i)

sup [x(t) —y(t)]

kToH—ﬁ (
te[0,T]

I'(a+B+1)

_ _ |A|TP
+ sup |“D**P7lx(t) - D**P 1y(t)!> + sup |x(t) —y(t)]
te[0,T] T(B+1) ey

+M,T sup [x(t) —y(t)]|.
te[0,T]
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En passant a la norme, on obtient :

DL A(x)(t) = D¥TPL A(y) Hm <kT||x —yllx + r\)(\2|T_1;“> lx — v||oo
+ e e vl + s el
+M¢Tux—yuc>o]-
D’ou:
DA~ DPIAW)| € KTyl + TS =yl + e -yl
L
§<“2Fww:$:5§§—@>”x_mu

AT MT(B+1)
* (F(Z — ) Tocﬂg)—zr(z — 0()) | —ylleo

T(B+1)kT
(tx+ﬁ+1)r(2_,x)> I = yllx

2IA|T % + M,T(B+1)T> P _
+< A i (I =yl + 5D x = )1

<
<(ir+;

r2—a)

T(B+ 1)kT
= <kT+ Ta+p+ 12— oc)) I = yllx

20A T % + M,T(B+1)T> %P
+ ( ! [[x = yllx.

r2—a)
Alors :
“DaJrﬂflA(x) — DMﬁJA(y)Hm < M||x—yllx, (2.11)
tel que :

Alors, d’apres ( 2.10 ) et ( 2.11 ), on peut écrire :
[Ax) = Ay)llx < Mllx —yllx,

avec M = My + M;
Alors, d’apres (Ha) : I'opérateur A est contractante, par conséquent le probléme (2.1) admet une seule
solution. ]
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Exemple 3.

On Considere le probleme suivant :

¢pi <D2+110> (t):f(t,x(t),CD%x(t)), te[o,1],

x(1) =
Ou
f(x() Dix()) = \/% + CD;Jite)f_ + cost.
Ona:
£ (b0 D)) = £ (63007 Dly(0))| < s ()~ w0 + S ['Dhx() < Dly(r)
< 5 [x(6) ~ y(0)] + 55 | DIx() — Diy (o)
1

< =5 (Ix(®)) = y(1)

Dix(t) —° D%y(t)D .

Donc (H;) est satisfaite avec k = 7.
Aussiona:
1
‘ 19 + e

< —.
— 20

Donc (H) est satisfaite avec M, 210

Par suite : My = 0,4756 et M, = 0,4558 , donc M1 + M, =0,9313 < 1.

Ainsi toutes les hypotheses du théoréme [7|sont satisfaites, par conséquent le probléeme (2.12) possede
une unique solution.

IV Existence

IV.x  Résultat d’existence via le théoreme du point fixe de Krasnoselskii

Théoréme 8. soit f : [0, T] x R?> — R une fonction continue, on suppose que (Hy),(Hy) et les hypothéses
suivantes sont satisfaites :

(Hs) : |f(t,x,y)] <N, pour tout t € [0, T| et x,y € R,

(H5).'51—|—52 <1,o0m:

KT*+P IA| TP
S = + +2M,T,
YT T+ B+ T(B+1) ¢
S — T(B+1)kT AT + M,L(B+1)T> %P
2T Tla+p+DI(2—a) I(2—a)

Alors, le probleme (2.1) admet au moins une solution.
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Preuve. Pour montrer l'existence de la solution du (2.1), il suffit de vérifier les conditions du
théoreme du point fixe de krasnosselski (théoréme [5|).
Onfixe:r > L+ L', ou:
_ 2NT**F 2|A| TPr
" T(a+B+1) + r(g+1)
(AT +T(B+1) [0T %P + MyrT? 2 F] T(B+1)NT
r2—uw) FrQ—a)l(a+p+1) "

+60+2MyrT .

L' =NT +

On considere 1’ensemble suivant :
B, ={xeX:|x||lx <r}.
On définit deux opérateur A; et A, sur B, comme suite :

Aix(t) =I°TFf (t,x(t),c D“*’S’lx(t)> — AIPx(t)

1 ! a+p— c Hat+p— A ' -
:r(‘H',B)/O (t—s)¥TPLf (s,x(s), DR 1x(s)) ds_l"(ﬁ)/o (t —s)P~1x(s)ds.
A L _ qa+p c pHa+p-1 B _ T T
2x(t) = TP 0—1 f(T,x(T), D x(T)) + AIPx(T) /0 @(s)x(s)ds +/0 @(s)x(s)ds
[ oc+ﬁ T(T—s)‘”ﬂ’lf (s,x(s),c D”ﬁ’lx(s)> ds + F(Aﬁ)/oT(T—s)ﬁlx(s)ds
T

/ /0 @(s)x(s)ds.

Etape1:

On montre que si x,y € B, = Ajx(t) + Axy(t) € B, cest a dire : || A1x(t) + Ay (t)||x <.
Soit x,y € B,ett € [0,T],ona:

[Arx () + Azy(t)] =

1 t Nt B A t B
T(Dé+,3)./o (t—s)*+h-1f (s,x(s), DB 1x(5)> ds_l“(ﬁ)/o (t— s)P~x(s)ds

+§i%—rmﬁ¢”42T—@“ﬁU(&ﬂ@fUH5W@Dds

F it [T s~ [ p(ewisias] + [ pleisias|
Alors :
L e . A i
Aur(t) + Ay ()] < gy [0 (5,060 D8 1x0s)) s+ 0 [ 0= 9 ol

+6+ (1+ﬁ) ./OT(T — ) tpl ’f <s,y(s),c D’”ﬁ_ly(s)) ‘ds
g [T s +2 [ lg(s)ly(s) s
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En appliquant les hypotheses (H) et (Hs), on trouve :

1
Aix(t) + A —_— ¢ patp-1y / s) v A1y
Anx(t) + Aoy 0)] € gy sup |f (), )| ;
Al =
+ ——~ sup |x(t)|/(t—s)ﬁ ds+0
r(p) te[0,T] 0
1
+—— su s,y(s), D* P 1y / s)HF-1gs
@‘“‘5 te[opT] ‘f< s ‘
+ A sup |y(t \/ T —s)P~1ds +2M, sup |y(t ] 1ds
F(ﬁ) te[0,T) te[0,T)
Par suite :
ONT*B  2|A|TBr
[Ar1x + Ayl < Tt 1) + R +0+2MyT:=L. (2.13)

D’autre part, on a :

‘DY A x(t) = Ot (S,X(S),C D”‘+ﬁ—1x(s)) ds — F(lA—uc) /Ot(t — ) “x(s)ds.

cHa+p— _ r(ﬁ—f—l)tlia 1 T o+pB— c —
D1 Ay (t) = T2 —a) [9— M@t p) /0 (T —s)*tP1f <s,y(s), D~*F 1y(s)) ds
+ F(A,B) /()T(T—s)ﬁ_ly(s)ds — /OT (p(s)y(s)ds} )

Maintenant, soient x,y € B, on a:

CDDH_’B_l.AlX(t) 4 Doc-&-,B—l Azy(t)l _

/(th (S,x(S),c D“+ﬁ—1x(8)) ds — IM /ot(t —s) “x(s)ds

T(B+ 1)t 1 T s ——
+ Tﬁl“(2—zx) |:9—1_,(a+’8)/0 (T—S) +B 1f (S,y(S), D B 1y(5)> ds

F i [T s = [ oo |

r(p)

Par conséquent,

CD“JF'Bfl.AlJC(t) +¢ prtp-l Ay ()] < /Ot f <s,x(s),€ szJrﬁflx(S)) ‘ ds + r(1|)‘_| 2 /Ot(t — 8)™%|x(s)|ds
1—a T
+ rlggr_i(_zl)t ) |:9 + F((Xl—i— ‘B) ‘/O (T — S)IXJr,Bfl ‘f (S’y(s)/c Dterﬁ*ly(S)) ‘ ds

s [T =9 e las+ [ (o) vt
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En appliquant les hypotheses (H) et (Hs), on trouve :

t t
"DV A (1) + DML Ay ()| < N /0 1ds + ré’f’“) /0 (t—s)~%ds
LT+ N

rFAl [T - T
+F([3)/o (T —s)P 1ds—|—M¢r/0 1ds].

Par calcule simple,

r a+p—1
T*+F-1T(2 — a) {9 " Tatp) /0 (T —s) ds

+ M(prT>

_ _ [(B+1) NT~+P r|A| TP
cDoch,B 1 cDa+ﬁ 1 <
At “‘WHOO = TutB-11(2 — a) Ta+p+1)  T(B+1)
r|A|T
+NT+71"(2—0¢) .
D’ou,
cDoch,BflAlx(t) 4 D“ﬂgil.Az]/(t)H < L/ ,
avec :
- NT FAMTT A T(B+ 1) [6TT47F + M,rT2*~F] T(B+1)NT
N r2—uw) Fr2—aw)l(a+p+1)

Par (2.13) et (2.14), on obtient :
HA1x + AZXHX :HA1X + .Aszoo + HCD“JF'Bfl.ApC +€ D“Jrﬁ*lAz]/Hoo <L+ L <r.
Alors pour tout x,y € By et t € [0, T], on trouve A x(t) + Ayy(t) € B,.

Etape 2:
1. On montre que A; est continue.
Soit (x,),cn € X une suite telle que : x, — x dans X'. Alors pour tout f € [0,T], on a:

Ar () () — A1) ()] = | = ) /Ot(t—s)"”fﬂ1f<s,xn(s),cD“+51xn(s)>ds

I'(a+pB

At _ At _
gy ) (= s+ g [ (s

_ 1“(0(14—ﬁ) /Ot(t —s) Pl (s,x(s),c D‘Hﬁ_lx(s)) ds

Ce qui donne :

A1 (xa) (£) — Ar(x)(8)] < 1)/0t(t_s)oc+ﬁ1

(2.14)
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Comme f est une fonction continue, alors :

| A1 (xn) — A1(x)||, — 0 quand n — oo . (2.15)

D’autre part, on a :

chx—O—ﬁ—lAl (xn) ( ) ¢ pa+p— 1A ‘ —

[ (s, xn (), D"‘+ﬁ_1xn(s)) —f (s,x(s),c D‘”B_lx(s)> }ds

r(lA_a) /Ot<f —5) 7" [x(s) — xn(s)]ds

ds

f (s, xn(s),f D“H;’lxn(s)) —f (s,x(s),c D‘”ﬁ’lx(s)>

i F(l‘)\—|zx) /ot(t —5)""|xu(s) — x(s)|ds.

Comme f est une fonction continue, alors :

‘D PLAL (x,) = D¥PL A (x) H — 0 quand n — oo . (2.16)
De (2.15) et ( 2.16 ), on obtient :
| A1 (xn) — A1(x)||y = 0 quand n — oo .

D’on, A; est continue sur X.

2. On montre que A; est compact.
Pour établir la compacité de l'opérateur Ay, il suffit de prouver que A;(B;) est relativement compacte
en utilisant le théoreme d’Ascoli-Arzela.

a) A1(B,) est borné .

Il suffit de montrer que pour tout » > 0, il existe une constante positive p tel que pour tout ¢ € [0, T|
etx € Byavec B, = {x € X : ||x||x < r}, on trouve : || A1(x)]|x < p.

Ona:

A

A (x) ()| = ‘W/Ot(t—s)”ﬁ‘lf (5,x(s).¢ D“+ﬁ—1x(s))ds—r(ﬁ)/ot(t—s)ﬁ—lx(s)ds
1

< gy O (x5 4 g [P o).

En appliquant I'hypothese (Hy) , on obtient :

N ! w A
Ay (x)(8)] < W/O =5yt -tas+ L sup (¢ \/ T —s)Pds |
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Par suite :
NT“+5 r|A| TP
A =01 . 2.1
D’autre par, pour tout t € [0, T] et x € B,,on a:
cDoH-ﬁ—lA ' ¢ patp-1 d A ! - d
1x(t)’ = ‘/ f (s x(s), x(s)) s — 1"(1—0()/0 (t—s) *x(s)ds
/ ‘f 5,x(s),c D¥P 1y (s))‘ds+ A /t(t—s)“|x(s)|ds
I’(l — zx) 0 )
En appliquant 'hypothese (Hy) , on trouve :
CD“J“ﬁ’lAlx(t)‘ <N/T 1ds + _ AL sup |x(t)] T(T —s) *ds .
4 I(1—a) o 0
Donc :
1—ua
CD"‘+5*1A1XH <NT + ’(Azlf) =02 . (2.18)
De (2.17)et(2.18),0na:
AL () x <P,

avec p = p1 + P2.
D’ou, A1(B,) est uniformément borné.

b) A1(B;) est équicontinue .
Soit x € B,, Pour tout t1,t, € [0,T], t1 < ty:

|A1(x) (t2) — A1(x) (t1)] = ! ) /tz(tz — ) tPlf (s,x(S),C D’”ﬁ’lx(s)> ds

T'(a+pB) Jo
A

A ty B t _
_1"(,3)/0 (tz—S)ﬁ 1x(5)d5+1~(ﬁ)/0 (tl_s)ﬁ 1x(s)ds

g ) B (s D () )
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Par suite :

1

|A1(x) (t2) — A1(x) ()] = W [/Otl(t2 — s)"‘+/5—1f (s,x(s),c sz+ﬁ—1x(s)) ds

+ [ 908 (5,200 D4 ()

P .
_1"(5){/0 (t2 — )P Lx(s)ds +

1

_ N CE) /Otl(tl — ) Hhlf (s,x(s),c D"‘“ﬂ’lx(s)) ds

Ak B
T(ﬁ)/o (t1 —s)P~1x(s)ds|.

5]

(tp — s)ﬁ_lx(s)ds}

f

_|_

Alors :

|A1(x) (f2) — A1(x) (H)] =

F((X:_IB) /Oh {(tz )Rl (g — S)”H_ﬁ_l}f <S,JC(S),C sz+l3—1x(s)> ds

A A

M) /o [m =)= (- S)ﬁ_l} x(s)ds - T(B) /tl (t2 — s)P Tx(s)ds

+ F(“:_ IB) /:(tz B S)oﬂrﬁ*lf (S,X(S),C Dter,Bflx(S)) dsl.

Ce qui donne :

1

|A1(x) (t2) — A1(x) (11)]| < W /Otl [(tz - s)"‘+ﬁ_1 —(H — s)’”ﬁ_l} ’f (s,x(s),c D“+ﬁ_1x(s)) ‘ ds

Al h _ B Al - B
+F([3)/o [(tl_s)ﬁ I CEDL 1}|x(5)\d5+r(‘8)/tl (tr — )P~ Y x(s)|ds

+ F("‘l‘F@ /:(tz —g)*thl ‘f (s,x(s),“ D“ﬁ’lx(s)) ‘ ds.

En appliquant les hypotheses (Hy), on obtient :

’Al(x) (tZ) - Al(X) (tl)’ < - N ) /Otl [(tz B S)a-‘rﬁ—l _ (tl . S)a+ﬁ_1:|ds

T(a+p)
n Al /tl [(t1 —5)B — (t, — s)ﬁfl]ds + IL)(\[';) /:(tz —5)P~ds

I'(B) Jo

N
o t _ 06+,B*1d .
),
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On a
ty t’B
t1—s)Plds = L,
JAUEDEE
t _ P
/z(fz —s)Pds = - h) ,
ty :B
b _ e (ta—1)P
(ta—s)Plds = 2 —
) P
h atp-1g tiéﬂs
/0 (tl - S) 5= o + ﬁ 7
[N
f a+p
/ " (b — 5P s 67 (-0
0 x+ B x+p

Alors, I'inégalité devient :

1AL (x) (£2) = AL(x) (1) §F<a+N5+1) (57 -a*) + F<W - +2(-1)f]. (219)

D’apres lemmel]2], on a:

1. Soit 1 < a+ B < 2, alors £57° — 5P < (a 4+ B)T*HE-1(t, — 1),

2. Soit 0 < B < 1, alors tg — tf < (ta — t)P.

Dong, ( 2.19 ) devient :

N(a+ p)T*+F-1 3|A|r
413 (2) = A1) ()l < =gy =1 + g gy (2 — )7
Alors pour t; — tp, on va avoir :
[A1(x) (t2) = A1(x) (t1)]|o — 0. (2.20)

D’autre part, soit x € B, et pour tout t1,t, € [0, T] tel que t; < t;:
¢
‘DFLA(x) (k) = D¥P1A (%) (tl)’ = ‘ /zf <s,x(s),c D"‘+ﬁ_1x(s)> ds
0

I'(
—/0 f (s,x(s),c D’”ﬁ_lx(s)) ds
A

+ F(l—ﬂc)/o (1 —s) “x(s)ds|.
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De la méme maniere présidente, on trouve :

chx+ﬁ71A1 (x) (tz) _c DotJrﬁflAl(x) (tl)’ —

tth (s,x(s),c D"‘*ﬁ’lx(s)) ds

A h »
_ 1“(1—&)/0 (tp —s) “x(s)ds
- r(1A_ %) /:(fz —5)"x(s)ds

" r(lA—a) /;1(“ —s)"x(s)ds|.

Par suite :

f (s,x(s),c D"‘+ﬁ_1x(s)) ‘ ds

r [ =9 = (2= 97 Jx(s) s

1)
chx—HS—lAl(x) (fz) ¢ sz—i—ﬁ—lAl(x) (tl)‘ < /t
1

+

Par hypotheses (Hy), on obtient :

Alr

|A|r /tZ \-a
+7F(1—¢x) . (tp —s) “ds.

t
/ 1ds = (b — 1),
f

ty B (tz_tl)l—lx
tr — g = =2~ |
JRCEDREE
tl tl—(X
ty —s) %ds = 1 —,
/0(1 s)"ds = o —
t fl-a (t2 _ tl)l—zx
ty —s) Mds = 22— — .
/0 (2 S) ° 1—u« 1—u«

Alors l'inégalité devient :

[Alr
r2—u«)
[Alr
r2—a«)

CD“+'371A1(X) (tz) € Da+ﬁ71A1(X) (tl) Hoo < N(tz — t1) —+

<N(t2—t)+

[t%*“ — 7+ 2(tr — tl)lf”‘}

[t%flx — t%flx + 2(t2 — tl)lfa} .

‘DA (x) (k) = D¥TP1A (%) (h)Hoo <N ttz 1ds + T —a) /Ot1 [(t1—s)" = (t2—s)""] ds
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D’apres lemme]2, on a:

‘DA (x) (1) =€ D* P Aq () (tl)H < N(t2—t)+ 1_,(32’/\_’1;‘)(1'2 — )"
Alors pour t; — tp, on va avoir :
‘DA (x) (k) = D*TPLA; (x) (tl)H — 0. (2.21)

Par ( 2.20) et ( 2.21 ), on obtient :

| A1(x) (t2) — A1(x) (1) — O

Donc, A; (By) est équicontinue.
D’out d’apres (a) et (b) et le théoreme d’Ascoli-Arzeld, A; est relativement compact sur B,.
Etape 3:

On montre que Aj; est contractante.
Soient x,y € B,,t € [0,T],on a:

| Axx(t) — Aoy ()] < X ! ) / T(T—s)‘”ﬁ—l‘ f(s,x(s),c D"‘+5—1x(s)) - f(s,y(s),c D“+ﬁ—1y(s)) ‘ds

@+ p) b
T
+r’(A[5’) [T =9 x(s) )l +2 [ p(o)lIx(s) — y(s)las.

En utilisant les hypotheses (H;) et (Hz), on obtient :

kllx — T AMx =yl [T 3 T
| A2x — Ayl < HyHX/O (T—s)"‘Jr/g_1¢7ls~|—’‘H(myn/O (T —s)P 1ds—|—2M(,,Hx—y||<,c,/0 1ds.

I'(a+B) r

Par suite :
KT**F A|TP

e = Aoy < e =yl + }[jmux—ynszﬂux—ynm
KTx+B

S Tarprn ™ yllx+< +2M(,,T> I = yleo

KTt AP g o
KT”‘+/3 AT
syt (r‘ﬁ‘+1 +2M,T) 7=yl

Dot :

[ A2x — Aoyl < S1llx—yllx, (2.22)
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tel que :

_ KT*P |A|TF
" T+ p+1)  T(B+1)

+2M,T .

D’autre part, on a :

cDrx+ﬁ—1A2x(t) _c sz+/5—1,42y(t)‘ = Py

ey [raep b 7o [ (o0 )
—f <s,x(s),“ D"‘*ﬁflx(s)) }ds + F(A‘B) /OT(T — 5)5*1[3((5) —y(s)]ds

+ [ o) - xtoas| |

Puisque H=* < T1=% on trouve :

_ ¢ putp-1 AA T B ey
f (503051 D47y (9)) [ds gy (T = 5P x(s) (o)l
T
+ [ loOlIx(s) — (o)l .

En utilisant les hypotheses (Hj) et (Hz), on obtient :

cDoH—ﬁ—lAzx _c Dtx—&-,B—lAzyH < r(ﬁ + 1)

klx—yllx [T atp-1
= Terp-11(2 — a) /0 (T =)™ ds

I'(a+ B)

A =yl [T i .
+r(/%>/o(T 5)P~1ds + M||x y||oo/0 1ds| .

Par calcule simple :

_ _ I'(B+1 kT*+P
cprHh-1 gyx ¢ prth 1A2yHOO < T“+ﬁ(—[fr(2)—a) F(“+ﬁ+1)Hx—yHX
AT _
Alors :
I'(B+1)kT

cpa+p-1 _cpat+p-1 < _
D Azx D AZyHoo > r(“+ﬁ+1)r(2_a) ||x yHX

\A\T1*“+M¢F([3+1)T2*"‘*5H )l
T(2—a) T Ylleo:
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D’ou
cprHB-1 g, x —° DHﬁJAzwa < Sollx —ylla, (2.23)
tel que :
5= LB+1KT AIT!* + My[(B+ DT> 6
T(a+B+1)T(2—a) T(2—a)

Alors, d’aprés ( 2.22 ) et ( 2.23 ), on obtient :
[ A2 — Azyl| » < Sl[x = yllx,

avec S = 51+ S,.

Alors, d’apres (Hs) : I'opérateur A est contractante.

Graces aux étapes 1, 2, 3, et d’apres le théoreme du point fixe de krasnosselski, on déduit que le
probleme (2.1) admet au moins une solution. U

Exemple 4.

Soit le probleme fractionnaire suivant :

7 5 1 1
¢Di (CDs + 16) x(t) = f (t,x(t),CDix(t)), teo1],
x(0) = 01 %x(s)ds, (2.24)
1
x(1) = 10
Ot
. _x(t) | ‘Dix(t) | sin(t)
f(“‘(t)' b x<t>) T 347 9 10+ £
Ona:
1 1 1 1 1
7 (x5 DE0) = £ (130 DHy0)| < o 150 — y(O] + 5 [*DEx() = DHy(1)
< o5 (6~ y(0)] + 55 | DEx(r) — Dy (1)
1 1 1
< 75 (Ix(t) —y()] +|Dix(t) < Diy(r))).
Donc (Hy) est satisfaite avec k = 1.
Aussiona:
<

cos(t) ‘ < 1 1

V2t +144| — /2t + 144 12°
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Donc (H,) est satisfaite avec M, = 15, et par (H;) on obtient :

r sin(t) r+1

£ (b0 DEx(t)) | < Kl + 1£(0,0)] <55+

10 + 2

Alors (H,) est satisfaite avec N = .

Pour (Hs) on obtient :

Sy >~ 0.218.

Par conséquent :

S1+ S5, ~0531 < 1.

- 10 °

Ainsi toutes les hypotheses du théoreme [8[sont satisfaites, par conséquent le probléme (2.24) possede

au moins une solution x dans l'espace X" .

IV.2 Résultat d’existence via l’alternative non linéaire de Leray-Schauder

Notre prochain résultat d’existence des solutions de probleme (2.1) est basé sur 'alternative non

linéaire de Leray-Schauder( théoreme [4] ).

Théoréme 9. Soit f : [0,T] x R> — R une fonction continue. On suppose que (Hy) et les hypothéses

suivantes sont satisfaites :

(Hg) : il existe une fonction croissante continue définie par ¢ : Rt — R™ et une fonction ¢ € C ([0, T|,R™)

tel que :

£t x1,22)] < (1) @p(llall + lx2ll)  pour tout (t,x1,%2) € [0, T) x R2.

(Hy) : il existe une constante M > 0 tel que :

M >1
01+ ’
avec :
2|8 lleop(r) T 2|A|rTF
= M T+ 6,
Tt pr1) T(pr1) e
et

T(B+1)|gllep()T . 2/A|rT "+ T(B+1) [0T "4 F + MyrT2 - F]

62 = [|8leop(r) T + TQ—a)l(a+pB+1) I(2-a)

alors le probleme (2.1) a au moins une solution sur [o, T] .

Preuve.
Soit 'opérateur A : X — X" définie par (2.9), on passera par 3 étapes :
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Etape 1:

On montre que A est continue.
Soit (x,),cn € X une suite telle que : x, — x dans X'. Alors pour tout t € [0,T], on a:

A @) (1)~ A0 = |5 | (= sy B[ (5,3(5), D (s))
—f (S,X(S),C D"H‘ﬁ_lx(s)) }ds + r(/\ﬁ) /Ot(t — )P L x(s) — x,(s)]ds
+ ;i [F(le—kﬁ) /OT(T —5)r AL [f (s,x(s),c D”ﬁ*lx(s)>
—f (s, xn(s), D”‘*ﬁ’lxn(s)> ]ds + F(/\ﬁ) /OT(T — )P, (s) — x(s)]ds

+ /()qu(s)[x(s) — xn(s)]ds} + /OT @(s)[xn(s) — x(s)]ds]| .

Ce qui donne :

2 T 14 — c 14 —
A G (0= AR < gy f TP F (52006 D (5))

—f (s,x(s),c D”‘ﬂg_lx(s)) ‘ds + 1,‘();') /Ot(t —8)P L x,(s) — x(s)| ds
Al

T T
+I’([3)/0 (T —s)P 1|xn(s)—x(s)|vls—|—2M(,,/0 |x,(s) — x(s)|ds .

Comme f est une fonction continue, alors :
| A (x,) — A(x)]|, — 0 quand n — oo . (2.25)

D’autre part, on a :

DA (x) (1) = DYPTA(x) (1) = /ot 7 (5200 D s (9)) = f (5, 2(0) D™ () )| s

i o) ) — xa(s) s
Fp+ne—[_ 1 T atpe

T2 —a) [F(aﬁ—ﬁ)/o (T—s)*7

X [f (s,x(s),c D‘”’S’lx(s)) —f <s, xn(8),° D"‘*ﬁ’lxn(s)) }ds
AT .

+r(5)/0 (T = 5)P1 [xa(s) — x(s)] ds

+ [ o) 1) - xa(o) a5 .
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Par conséquent,

DA () (1) = DA = [ [F (5,000 D w(9)) = £ (5,56) DU () ) s

r(1|A—| «) /ot(t —5) " |xu(s) — x(s)| ds

il (7
‘f (s Xn(s o prtB-ly (s )> —f (s,x(s),c Da+ﬁ—1x(s)) ‘ds
+ 7/0 (T — )P~ |xu(s) — x(s)| ds

+ M, /OT |2, (s) — x(s)] ds] :

+

Comme f est continue sur & alors :

CDHELA (x,) —C Da+/3*1A(x)H — 0quand n — co . (2.26)

De ( 2.25) et ( 2.26), on obtient :
| A (xn) — A(x)||y = 0 quand n — oo .

D’ot1, A est continue sur X.

Etape 2:

On montre que A (B,) est relativement compact.
Soit I'ensemble :
B, ={xe X:|x||x <r}

1. On montre que A transforme un ensemble borné en un ensemble borné dans X'
a- Pour toutt € [0,T] etx € B,,on a:

AR = g [ =970 (5350 D a(0) ) ds = s [ x(os
s g [ (T (50 D () as
bt [T e [ ple)xes| + [ g
Alors :

|Ax(t)] < 1,(0(2_‘_@ /T(T —5)r L ‘f (s,x(s),C D‘”ﬁ_lx(s)) ’ ds + M /t(t —8)PLx(s)|ds

I'(B) Jo
T
v [ (=9 ol 12 [ g(s) )l

+6+ T
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En appliquant les hypotheses (Ha) et (Hg), on trouve :

|Ax(t)| < F(txz—kﬁ) /T(T — s)ﬂwﬁ—lg(t)(p (HxH + HcDaJrﬁ—le) ds + F|(Aﬁ’) /Ot(t — 5)F1x(s)|ds
T
+r|(Aﬁ|)/o (T—s)ﬁ_1|x(s)\ds+2M¢/O lx(s)|ds + 6 .

Par suite, on a :

R R L N

[Alr /T(T—s)ﬁ_lds—i—ZM r/Tlds—i—G
L(B) Jo "o '

Par calcule simple, on obtient :

2||glloop(r)T**F | 2|A|rTP
[ Ax(8)[|eo < Fat pr1) TTBLD

_|_

+2MyrT + 6 := 4y . (2.27)
b- Pour tout t € [0,T], on a:

A

/Otf (s,x(s),c D“+5_1x(s)) ds — Ti—a)

CD“+/5—1Ax(t)‘ = - /Ot(t —s) *x(s)ds

1—ua
+ r,l(,gl_,_:zl)_ta) [9 — ( 1 ) /OT(T — S)“Jr,B*lf (S,X(S),C Dochﬁflx(S)) ds

I'(a+p
+I‘(/\’3)/OT(T_S)ﬁ_1x(S)dS_/OT ¢(s)x(s)ds]
/ ‘f 5, %(s),c D*"F1x ))‘ds+r(1|):|a) /Ot(t—S)‘“IX(S)IdS
* mg([f;(zl) ) [9+ F(oc1+ﬁ) /()T(T—S)Ml (5305 D () ) s

s [N atsas+ [ loto)lates]

En appliquant les hypotheses (Ha) et (Hg), on trouve :

cya+p-1 ! Alr ! a
D AxH < HgHoocp(r)/ 1ds + /(t—s) ds
0 0 0

I(l—ua)
r(p+1) [8lleop(r) [T at
T -T2 —a) [9+ Tt p) /0 (T —s)**F~1ds
Alr (T - T
+F(,B)/o (T —s)P 1ds+Mq,r/O 1ds} :

D'ou :

D Ax| < gl ()T +

r|AIT Ir(g+1) I8l (r)T* P 7[A|TP
T2 —a) | ToHh-TT(2— )<6 Tw+p+1)  T(B+1) +M"’7T>‘



IV. Existence 41

Donc :

CD”‘**gfleH < & (2.28)
tel que :

F(B+D)glu¢()T  2ArT' ™" + T(B+1) [OT'™7F 4 MyrT* /]

62 = [|8llecp(r) T + T2—-a)T(a+B+1) I(2-a)

De (2.27)et(2.28),ona:
[Ax[lx <4,

avec 0 = 01 + 0».

Ainsi, A est borné .

2. On montre que A transforme un ensemble borné en un ensemble équicontinue.
a- Soit x € B,, Pour tout t1,t, € [0, T|,t; < t2 :

1 A

T(atp) /Otz(tz —s) Pl f (s,x(s),c D‘”ﬁflx(s)> ds — ) /Otz(tz —5)P1x(s)ds

B _ B
-t [9 - r<1+,3> /0T<T — ) PLf (5,x(5),f D () ) ds

I'(/\,B) /OT(T — )P 1x(s)ds — /OT qo(s)x(s)ds]

e [ st )

T(Aﬁ) /0*1 (1 —s)Plx(s)ds| .

|Ax (t2) — Ax (t1)] =

+

+

_|_

Par conséquent :

r(ﬂi{_ﬁ) /0t1 [(tz B s)“+ﬁ_1 —(h - S)a+ﬁ—1} f (S,X(S),C Dtx+l3—1x(s)) ds

+ 7 1 | /tfz(t2_s)a+ﬂ1f (s,x(s)/c D”ﬁ’lx(s)) ds

T(a+p)
A ) /ot1 [(h B (. s)ﬁfl} x(s)ds — rA ) /tltz(t2 —5)P1x(s)ds

r(p) I(p)
# o= mtgy ) (=9 (5306 D () )

A
r(g)

|Ax (f2) — Ax ()| =

+

(5 —tb)

n /OT(T — )P 1x(s)ds — /oT go(s)x(s)dS] TP
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Ce qui donne :

Ax(e) = A () < g =9 (1= )] [f (5 x() D x(s)) | s
g o =9 (s (e D () as
g [ [ =9 = = 9P el 4 s [ -0 ol
4 {9 + F(wl+ﬁ) /OT(T )t £ (s,x(5) D (s)) | s
2t + [ lotoltolas] )

En appliquant les hypotheses (Ha) et (Hg), on obtient :

| Ax (t2> — Ax (tl)’ < ||8H00‘P(7’) /Ofl [(tz _ s)a+ﬁ—1 — (k- S)oﬁ—ﬁ—l} ds

I'(a+B)

e R [ e e
Alr P2 - 18]l (r) [T wtp

+F([3) /t1 (ty —s)Pds + {9—1— (a1t f) /0 (T —s)*F~14ds
Alr /T B T 7tk — Py

+F(ﬁ)/o (T —s)P 1ds—i—M(Pr/O lds] 2T/31 :

Par calcule simple :

|Ax (t2) — Ax (1) < m [t"fﬁ - t‘f*ﬂ + r(};\l—rl) [tg (- tl)ﬂ

0 | lglleg(r)T* [Alr Bl BB
—|—[W+r<a+ﬁ+1)+r<ﬁ+l>+M¢rTl ](t2 t) .

D’apres lemme [2[, on trouve :

114 (1) T p—1
Jax () - Ax (v, < CEEUSIAOTT i, )

0 | lIgllcp()T* — 4|A|r -
’ [W+F(a+ﬁ+1) CES)) My T! ﬁ](tz_tl)ﬁ'

Alors pour t; — tp, on va avoir :

I|Ax (t2) — Ax (#1)||lo — O (2.29)

oo
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b- Soit x € B, Pour tout t;,t, € [0, T],t; < t5 :

t
D Ax () = D Ax (1) < [ |F (s,%(9) D) ) s
51

e [ e =97 = 9] et
ey ICEDR OIS NERE

X [r(l) /OT(T —5)ath1 ’f (s,x(s),c D”‘*ﬁ_lx(s)> ’ ds

x+pB
AL T p-1 !
+ogy [ T=9F x@)lds + [ lg(s)][x(s)lds +0] -
I(B) Jo 0
En appliquant les hypotheses (Ha) et (Hg), on obtient :
-1 -1 & Alr i —a -
DA (1) = DV Ax ()| <llgleg(r) [ s + [ t=9 = (2 =s5)] ds
t I'(1—a)Jo

Alr f2 a
F(llltx)/t (t —s) “ds
1

LB+1) [ligllep(r) [T a+p-
+T/5F(2—oc) [r<“+ﬁ) /O (T —s)*+F-1ds

[Alr /T(T—s)ﬁ_lds+M r/T 1ds + 60| (7% — %)
F(,B) 0 ¢ 0 2 1 :

_|_

_|_

Par calcule simple :

"D Ax (1) = DU Ax ()] < gllod0) b2 — ) + s [~ 2 - )
LB+1) | lIgllwp(r)T*F | r|[A[TP 1o da
T2 —a)| Tatpt1) g+ MeTH6 (707

D’apres lemme [2|, on obtient :

Catp-1 +p—1
| Dt Ax (1) = D1 Ax (1) | < lgllep(r) (12 = 1)

4[Alr L(B+1) (lgllop(r)T**P 1-
M,T + 6 tr —t *
-0 TTre—w\ g T MeTHO) (2=h)
Alors pour t; — tp, on va avoir :
‘D P Ax (ty) —¢ D* TP Ax (tl)H — 0. (2.30)

Par ( 2.29 ) et ( 2.30), on trouve :
|Ax (t2) — Ax (t1)[|x — O.

D’ou A(By) est équicontinue.
Par conséquent, d’apres les étapes : 1-2 et le théoréeme d’Ascoli-Arzeld, l'opérateur A : X — X est
completement continue.
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Etape 3:

Dans ce qui suit, on établit les résultats d’existence de la solution du probléme (2.1) en utilisant
l'alternative non linéaire de Leray-Schauder.
Soit U= {xe€ X :|x||x < M}etsoitx €U, tel quex =0 A(x),0<c<1.
Pour tout t € [0,T],on a:

()| = |eAx(t)] = o] Ax(t)]
Ce qui implique par ( 2.27 ) que :

2||gllcop ([l 1) TP 2JA[ [|x[| 5 TP
< M < .
Comme 0 <o <1,alors:
¥ < 61 (2.31)

D’autre par, on a :

wa+ﬁ—1x(t)( - ‘a CD“ﬁ—le(t)\ -

CD“+5_1Ax(t)‘ :
Ce qui implique par ( 2.28 ) que :

2] flly T +T(B+ 1) (0T + My [1x] T 7]
r2—«)

CDDC‘F‘B*le SU

+lglop(lx] 7 + Sl T
<0é,,
alors :
D x| <. (2:32)

Par (2.31) et (2.32), on obtient :
¥l < 01+ 62,
Au vu de (Hy), on trouve :
lxfl < M.
Ceci contredit le fait que x € oU. Alors Vx € dU et Vo € [0,1], on a : x # 0 A(x).
Notez que l'opérateur A : U — X est continue et complétement continue.
Du choix du U, il n'y a pas x € dU tel que x = 0. Ax pour tout 0 < ¢ < 1.

Par conséquent, d’apres I'alternative non linéaire de Leray-Schauder (théoreme[y]) A admet au moins
un point fixe x* € U qui est une solution du probleme (2,1). O
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Exemple 5.

Soit le probleme fractionnaire suivant :

(cn: (en? i _ c s
D} ( D + 20) x(t) = f (t,x(t), Dle(t)), teo1],
L s) (2.33)
x(O)—/O S5 x(s)ds, :
1
\ x(1) = TR
Ou
T 1 x(t)  2°Diox(t)
f(t,x(t), Dlox(t)) =517 i 31l +1
Ona
el 1
20|~ 20°

Donc (H,) est satisfaite avec M, = 5 . Aussiona :

7 (0 Dhx(0)| < 'y [ (o1 +

‘D1 <1 1
Dhx(0)]) +1] < gz Ul + -

Puis, par la condition (Hs), avec ||g|lc = a5, et ¢(]|x|lx) = ||x||y + 1, on obtient :

61 ~0,29.
(52 ~ 0, 28.
On prend M = 1, on trouve :

M
01+ o

~1,75 > 1.

Alors toutes les hypotheses du théoreme [g] sont satisfaites, par conséquent le probleme (2.33) possede
au moins une solution x* € U.



Chapitre 3

Systeme d’équations différentielles
fractionnaires avec deux dérivées
fractionnaires au sens de Caputo

Dans ce chapitre, on va concentrer sur 1’étude de 1'existence et de 1'unicité de la solution du sys-

teme d’équations différentielles fractionnaires avec deux dérivées fractionnaires au sens de Caputo,

un tel systeme s’énonce de la maniere suivante :
DY (“DP 4 Ar) x(t) = fi (Lx(B) D x()), te 01
cpr2 (CDﬁz + )\2) y(t) - fZ (t,y(t),C Dtxz+/52—1y(t)> , te [O, 1]

%(0) :/01 o1(s)x(s)ds,  x(1) =6y,

1
¥(0) = [ ga(sly(e)ds,  y(1) =6

Oul <a;,Bi <L1<a+pi <2°D%et" DPi sont des dérivées fractionnaires au sens de Caputo
d’ordre a; et B; respectivement, 6; est une constante positive, A; € R, f; : [0,1] x R? — R est une

fonction continue et ¢; : [0,1] — R est aussi une fonction continue, avec (i = 1,2).

On va étudier l'existence et 1'unicité de la solution a l'aide de Principe de Contraction de Banach.
Puis, en utilisant le théoreme de Schaefer, on va aborder la question de l'existence d’une solution au

moins.

I Lemmes et Hypotheses

Soit X' et ) deux espace de Banach tel que :

X = {x L x(t) € C'([0,1),R) et SD*1HP1-1x(t) € Cl([O,l],IR)} ,

46
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muni de la norme :

Il = [lxfloo + DM x .

V= {y Ly(t) € CL([0,1],R) et D™ Hh21y (1) € C1([O,1],]R)} )
muni de la norme :
lylly = Iylleo + 1°D* P21y ||co.
Alors :
A xY={(xy): (xy) € X xVet|(x,y)llxxy = llxllx+Iyly} -
Il est claire que (X x Y, || - [|xxy) est un espace de Banach.

lemme 5. Soit h € C([0,1],R), alors la solution du probleme fractionnaire suivant :

‘D* (D +/\> x(1)

h(t), te€l0,1], 0<apB<1,

" o(s (3-2)

0
6.

est donné par :

x(t) = I*"Ph(t) — AIPx(t) + /01 @(s)x(s)ds

1P {G—I“+5h(1)+/\lﬁx(l) - /0 1(p(s)x(s)ds]. o
Considérons le systeme :
() = IR (1) — A TP () + /0 " o1 (5)x(5)ds
+ b {91 — 1P (1) 4+ A TPx(1) — /01 (pl(s)x(s)ds] »

y(6) = 1240 (t) — Aoty (6) + [ galoly(s)is

1
i {92 Rty (1) 4 APy (1) — /0 goz(s)y(s)ds]

lemme 6. On suppose que fi, f> : [0,1] x R?2 — R sont des fonctions continues. Alors (x,y) € X x ) est
une solution de (3.1) si et seulement si (x,y) € X x Y est une solution de systeme (3.4).
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On définie 'opérateur ® : X x ) — X x Y par:

D(x,y)(t) = (Prx(t), Poy(t)) ,

ot pour tout t € [0,1], ona:

Dix(t) = F(“ll‘*‘,ﬁl) /Ot(t —s)uthilf (s,x(s)lc Da1+51—1x(s)> ds

M /Ot(t — )P 1x(s)ds + /01 @1(s)x(s)ds

I'(B1)
+th [el_r ! )/01(1—5)"‘1+51‘1f1 (s,%(s)f D" P ~"x(s) ) ds

T(ag + B1)
1 1
+ M /0 (1—5)51’1x(s)ds—/0 (Pl(S)X(S)dS]

I'(p1)
Dy (t) = T ! ] /0 (t— s)“2+ﬁ2*1f2 (s,y(s),C D“2+/32*1y(s)> ds

a2 + B2

i [ tyeds + [ ga(olylslas

I'(B2)
+th2 [92 - = 1 | /01(1 B S)zszr,Bzflfz (S’y(s),c Dtszr,Bzfly(S)) ds

(a2 + B2
A2

+ T(B2) /01(1 —s)P2ly(s)ds — /01 (pz(s)y(s)ds]

Il est évident que le point fixe de I'opérateur ® est la solution du systeme (3.1).

II Existence et unicité

Théoréme 10. Soit fi, > : [0,1] x R? — R sont des fonctions continues.On suppose que :

(Hs) : Il existe des constantes (m;,i = 1,2), tel que pour tout t € [0,1] et (x1,y1), (x2,y2) € R?

Ifi(t,x2,y2) — it xi,y)| < mi(lx2—x1|+[y2—wl) ,
If2(t,x2,y2) — fa (t,x,y1)] < ma(jx2— x|+ |y2 —w1]) -

(Hy) : Les fonctions ¢; et ¢, sont continue sur [0, T] et :

lp1(t)] < My,

()] < M.
(Hlo)Z

e={e1 + e},

w = {w1+wy},

i =max{ew} <1,
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ol les constantes ¢1, €3, w1, wp sont définies par :

Zml 2|)\1’
— 2M;,
DT T pirD)  T(Bi+D)
o my 42| A | + MiT(B1 + 1) miI'(B1+1)
2 I2—m) (g +B1+1)T(2—ap)’
21y 2|As|
— 2M, ,
“1 l"(oc2+,32+1)+1"([32+1)+ 2
o — my +2|Az| + MpI' (B2 + 1) mal'(Ba+1)
2 T(2—ay) T+ B2+ D2 —az)

Alors le systeme d’équation différentielle fractionnaire (3,1) admet une seule solution sur [o,1].
Preuve. Dans le but d’établir 'existence et 1'unicité de la solution du probleme (3,1), on a eu recours
au principe de contraction de Banach.

Pour (x1,x2) € X et pour tout t € [0,1], on a:

’CD]JCz(t) — ©1x1(t)] < r(“f-{—[ﬁ) /01(1 — S)“H—ﬁl—l ’fl (s, xZ(s),C Dw+ﬁ—1x2(s)>

—f (s, x1(s),f D* Py, (s)) ‘ ds

’/\1‘ ' 17 xo(s) — x1(s)lds

+W1)/O<t_s>ﬁ Yxa(s) — x1(s)|d
1

+ r’(/\ﬁlj) | =9 xa(s) = (s)lds

+2 [ lgr(s)lxa(s) 1 ()l

En utilisant les hypotheses (Hg) et (Hg), on obtient :

| D122 — Drx1][, < <F(“1 i”’; = n r(zllfi\ 5 + 2M1> |22 — x1] »
D’otlr :
[ @122 — P11l <[ — 21y, (3.5)
tel que :
2my 2|A|

+2M; .

T Twm+pi+1) T(Bi+1)
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D’autre part, on a :
t
DAL xy (1) =€ D”‘ﬁﬁl’lcblaq(t)‘ < / ‘f1 <s, x2(s),° D"“*ﬁl’lxz(s))
0

- fi (s, x1(s),° D‘”ﬁ’lxl(s)> ‘ds

n mm_\) [ =5y xals) — x5 s

Ir(B+1) 1 ! w1+ Br—
+F(2—a) [r(a1+51)/o(1_s) o

X ‘fl (s, x2(s),° D"‘ﬁﬁl’lxz(s))
— fi (s, x1(s),° D‘”ﬁ’lxl(s)) ‘ds

r'(%l) [ =9 aals) — x5) s

+ [ oGl - x|

+

En appliquant les hypotheses (Hg) et (Hg), on trouve :

D1y, DAy e lu -l

[e0]

tel que :

2M |+ MiT(B1+1) m[(B1+1)
I’(Z—le) I’(oc1+,81—|—1)1’(2—1x1) )

Alors, par (3.5) et (3.6 ), on obtient :

& =m+

[ @132 — Prx1 ]|y < (14 &2) 22 — x|y -
Auvude (Hy),ona:
[ @122 — Prxa |y S ez —xiflp < pllxz —xly -

De la méme maniere, Pour (y1,y2) € ) et pour tout t € [0,1], on a:

[P2y2 = Poyally S w 2 —mlly < pllya—wlly -
Ainsi, pour (x1,x2), (y1,42) € X x Y et pour tout t € [0,1], on a:

[P (x2,y2) =@ (x1, Y1)l vy = [[(Prx2, Pay2) — (Prx1, Poya) || vy
= [[(P1x2 — P1x1), (Pay2 — Poy1) [l xxy

[@1x2 — Prx1][  + | P2y2 — Doy |y

pllxz = xallp +plly2 — vally

w2 = x1flx + llyv2 = wally)

pll(x2 = x1), (v2 = y1) vy

pll(x2,y2) = (1) acy -

VAN VAN VAR VAN

(3.6)
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Donc @ est une contraction et d’apres le théoreme de Banach ® admet un seul point fixe qui est une
solution du systéme (3,1).
O

Exemple 6.

Soit le systéeme fractionnaire suivant :
1
‘D3 <6D% + 10) x(t) = fi (t,x(t),CD%x(t)) , teo0,1]

°Df <CD§ + 116> x(t) = fo (t,x(t),CD%x(t)), te0,1]

L cos(t) + sin(t) 1 (3.7)

x(0) = 0 Wx(s)ds, x(1) = 10’

y0) = [ 20 ysyas, y(1)= 5

Ou
fi (b x(t) Dix(r)) = a _Ztgx(t) + CD15x(t) (t— %)2,
f (t,x(t),f D%x(t)> _u —2t5)y(t) + CDZy(t) (t— é)?
Ona:
i (120 D) = i (£ Diy(0) | < D ety —y(0)] + 5 - )2 Dl Dly(e)
< 55 1x(0) = (1) + 55| Dix(t) = Dy (o)
< 55 (IK(t) = y(0) + ['Dix(t) — Diy(r)]) .

£2 (850 D2x() = fa (£ y(0 DEy(D) | < o= x(B) = y(B)] + (- 2)?

Donc (Hs) est satisfaite avec m; = 21—0 et my = %.
Aussion a:

cos(t) + sin(t) ‘ <2

V2t + 625 25
cos(t) < i
17 43¢t | — 20
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Donc (Hy) est satisfaite avec M; = & et My = 5.

Pour (Hyg) on obtient :
g1 ~ 0.47.
&) ™~ 0.40.
w1 ~ 0.48.
Wy >~ 0.465.

Par conséquent :
e =¢€1+¢e ~0.87,

w = w1 + wy ~ 0.945,
p =max{ew} ~ 0945 < 1.

Ainsi toutes les hypotheses du théoréme [10[sont satisfaites, par conséquent le probleme (3.7) possede
une unique solution.

IIT Existence

Résultat de I'existence via le théoréme du point fixe de Schaefer

Théoréme 11. Soit f1, f> : [0,1] x R? — R sont des fonctions continues. On suppose que (Ho) et I’hypothese
suivante est satisfaite :
(Hy1) : I existe des constantes positives i, To tels que :

At x,y)| <,
fa(t, %, y)| < .

Alors le systeme fractionnaire (3,1) admet au moins une solution sur [o, 1].

Preuve. Principalement, on va utiliser le théoréme du point fixe de Schaefer (théoreme E]) pour
montrer I'existence d"une solution pour le systeme, et pour cela on passera par 4 étapes :

Etape 1:

On montre que P est continue.
Soit (X, Yn),en une suite de fonctions de X x ) tel que : (x,,y4) — (x,y) dans X x Y. Alors pour
toutt € [0,1], ona:

2 ! a1 +p1— C DHrrt+p1—
1 () (1) = 1) D] < gy [ A=) A (5,009 DY )
- h (s,x(S),C D“1+51—1x(5)) ‘ds + 1"|(/\[311|) /Ot(t — )P x,(s) — x(s)| ds

1

Ml / (1= 5P () — x(s)|ds + 2My | Freals) = x(s) s

)
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Comme f; est une fonction continue, alors :
|®1 (x) — P1(x)||, — 0 quand n — oo. (3.8)

De la méme maniere, on trouve :

cputhld (x,) € D"‘lJWBl_l@l(x)HOQ — 0 quand n — oo. (3.9)
De (3.8) et (3.9), on trouve :

|1 (x) — P1(x)|| y — 0 quand n — oo. (3.10)
Avec le méme argument précédent, on peut écrire :

| D2 () — <I>2(y)||y — 0 quand n — oo. (3.11)
finalement,

1D (xn, yn) — P (%, 1) | vy = [[(P1x0, P2yn) — (P1X, Poy) || vy
= [[(P1xn — P1x), (Po2yn — P2y) [l vy
= [[P1xn — P1x|| y + [|P2yn — P2yl -

D’apres (3.10) et (3.11) on déduit que :
[P (%1, yn) =D (%, y) |l yy — 0 quand n — oco.

D’ott @ est continue sur X x ).

Etape 2:

On montre que ¢ transforme un ensemble borné en un ensemble borné dans X’ x V.
Soit I’ensemble :

By ={(x,y) € (X x V) : [(x,y)lxxy <1}
Pour tout (x,y) € By ett € [0,T], ona:

(0] < oty =9 (5000 D () s (ol [P (ol
* 1"|(/\ﬁ11|) /01(1_s)f“‘lbc(s)yds+z/01 1(3)]|x(s)|ds + 6.

En appliquant les hypotheses (Hy) et (Hy1), on obtient :

v ! wtpi—tge o AL [T g AL T e
H<I>1x(t)||oo§w/0 (1—5)u+h 1ds+r(ﬁl)/0(t s)P 1ds+r(ﬁ1)/0 (1—s)P11ds

1
+2;7M1/ 1ds + 6.
0
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Ce qui donne

2T1 + 217‘A1|
(e1+pB1+1) T(B1+1)

[P1x(t)]le < 7 +2yMy + 61 = L. (3.12)

D’autre par,

DY TP x(1)| < /Ot ‘fl (s,x(s),c D“lﬂgl*lx(s)) ‘ ds + F(1|A—1‘0c1) /Ot(t —s) 7" |x(s)|ds

n I'(p1+1) { 1 /01(1 —s)atht ‘fl <s,x(5),c D“ﬁﬁl*lx(s)) ‘ ds

F(Z—le) F(le +51)
A1 /1 1 ! }
1—35)P1x(s ds+/ s)|[x(s)|ds + 6y .
T Jo (1—s)"" x(s)| ; [@1(s)[|x(s)| 1
De (Hy) et (Hj1), on trouve :
_ t M| t _ r(gr1+1)
c 0(1+ﬁ1 1 o < / 77| 1 / _ o1
II°D DP1x(t) || < T ; 1ds+7r(1 — ) Jo (t—5s) ds+7r(2—(x1)
T ! - nlAl 1 - !
X | — 1—g)ath 1ds+7/ 1—38)P1ds + nM / 1ds + 64| .
[F(a1+ﬁ1) p 179 [B) Jo 179 Ty !
Ce qui donne
_ I(1+1)m 25| M| +T(B1 +1)[01 + nMy]
DA x (1) ||oo < = Ly. (3.
H 1x( )H — Tl + F(z _ al)r(a] +,B] + 1) 1—-(2 _ le) 2 (3 13)

D’apres (3.12) et (3.13) on déduit que :
[P1x(8)|x <L,

avec L = L1 + L.
De la méme maniére, on trouve :

[y (t)lly <Ly +Ly:=L".
Finalement, pour tout (x,y) € By ett € [0,T],ona:

[@(x, y)lxxy = |P1(x), Pa(y) | xxy = [P1(x) |2 + | P2(y)[ly S L+ L <oo.

Alors @ est uniformément borné.
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Etape 3:

On montre que ® transforme un ensemble borné en un ensemble équicontinue dans X x ).
Soit (x,y) € By, Pour tout t1,t, € [0,1],; <y, ona:

|P1x (t2) — Prx <t1)| Sr(l’éll“‘ﬁl) /01‘1 [(tz _ S)a1+,3171 — (- S)a1+,5171} ’fl (S,X(S),C Dtxl-i-ﬁl—lx(s)) ‘ ds
e g I A (s x0 D) fas
+F|(A[311‘) /Otl [(tl —s)P T — (- s)ﬁl_l] |x(s)|ds + 1"|():811‘) /tltz (b — )PV |x(s)|ds
1
+ [91 + Tl + B1) /0 (1—s)ath-1 ‘fl (s,x(s),c D"‘lﬂsl_lx(s)) ’ ds
+ F‘(Aﬁlj) /01(1 — )P x(s)|ds + /01 |§01(s)|\x(s)\ds} (tz1 — t*lgl) .

En appliquant les hypotheses (Hg) et (Hy1), on obtient :

t
|P1x (t) — D1x (1) <Tl) /1 [(tz B S)a1+ﬁ1—1 S (h— s)“ﬁﬁl*l] Js
0

Hoo —r(a1+ﬁ1
L5 f2 a1+B1—1

- th —s)"t TP g
Tl + 1) /t (f2 =) ’

yinst /tl IRV PR | 1A /tz EAVCES!
+F([31) ; [(tl s) (tp —s) }ds—l—rwl) . (tr —s) ds

5! ! a1+p1—1

+91+F(IX1—|—131)/0(1_S) ds
+ 1l /1(1—5)511ds—|—17M1/1 1ds (t 1—tﬁ1) .

[(B1) Jo 0 2

Par calcule simple :

T A
I@ur (1) = @03 (1) gy (577 = 6P+ s [~ 4202 )]

(061+,31+1 F(ﬁ1+1)
T 77|)\1‘ ] B1 B1
0 M - —t .
+[1+r(a1+51+1)+r(51+1)+’7 ! (2 1)
D’apres lemme[2) on a:
(le + ‘31)’(1 [ T 417|)\1| :|
Dyx (fp) — Pyx (¢ <= TPV E (th— 1)+ |6+ + + M| ( —1)Pr.
H 1 (2) 1 (1)“00—1—‘(a1+‘81+1>(2 1) 1 F(Oé1+ﬁ1+1) F(‘B1+1> ;7 1 (2 1)

Alors pour t; — t, on va avoir :

[P1x (f2) — DP1x (t1) ]|, — O (3.14)
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D’autre par,

1)
1

’cDuch,Bflq)lx (fz) _c Dochﬁflq)lx (tl) ‘ S‘/t

fi (s,x(s). D1 1x(s) ) | ds

s [ [t = (=9 Ixolas

|)‘1’ B2 —aq r(ﬁl + 1) —aq —q
+r(1—0é1)/t1 (tz—S) ‘X(S)‘dS—FW (t; —t% )

+

A1

T

' B1—1 1
/o (1—5) \x(s)]der/O !(pl(s)\|x(s)|ds+91] )
De (Hy) et (Hj1), on trouve :

[ DY HPI=1Dyx (1) = DY 1D x (1) [0 <T /tz 1ds + MMl /tl [(n —s) " —(k —s)*“l] ds
- t F(l — 1x1) 0

NS N
rirnd RCEURLES {rwl VB

1 M|
X 1—g)atPi-1gg 4 17’1/ 1—s)Pr1gs
Jya-o r( o

1
1—1X1 . 1—0(1
+17M1/O 1ds+91] (B —f).

Alors
[c DM P11 x (1) —C DM P x (1) |loo <Ti(t2 — t1) + F(ZMll ) [ti‘“l — BTN 2ty — tl)lf“l}
- X1
I'(B1+1) [ T 1A ]
+ + + My +8
F2-m) [T+ +1) T(p+1) 77

1—ua 1—ua
x (B —07).

D’apres lemme[2) on a:

HCDD‘1+’3171(D1X (tz) —CDaﬁLﬁlflq)lx (tl) ||oo < Tl(tz — tl)

gl T(B1+1) ( 7
I'(

+ F(Z—al) F(Z—le) 061+[31—|—1)

+ 1Mz + 91)] (b —t)' ™.
Alors pour t; — t5, on va avoir :

1D+ P11 @yx (t2) ¢ D Dy (1) [l — 0. (3.15)
Par (3.14) et (3.15), on obtient :

|P1x (t2) — P1x (t1)||y = 0 quand t — fo. (3.16)



III. Existence 57

De la méme maniére, on trouve :

| D2y (t2) — <I>2y(t1)||y — 0 quand t; — f. (3.17)
Finalement

[(D(x,y)(t2) — P(x,y) (1) || 1y = [[(P1x (t2) , P2y (t2)) — (P1x (t1), Doy (£1)) || vy
= [|P1x (t2) — P1x (1), Pay (t2) — Poy (1)l wy
= [[@1x (t2) — Prx (t1) || x + ([ P2y (t2) — Doy (t1) ]y -

De (3.16) et (3.17), si {1 — t on trouve :

(@ (x, y)(t2) = @(x,y)(01) | ey = O

Alors ®(By)) est équicontinue.
D’apreés les étapes : 1-2-3 et le théoréme d’Ascoli Arzela, On conclue que ® est completement conti-
nue.
Etape 4:
On montre que I'ensemble () défini par :

Q={(x,y) € X xV,(x,y) = p®(x,y),p €]0,1[}

est borné.
Soit (x,y) € O, pour tout t € [0,1], on a:

x(t) = p P1x(t)

— I—M /Ot(t _ S)tx1+,31*1f1 (S,X(S),C Daﬁrﬁlflx(s)) ds

M /Ot(t —5)Pr-1x(s)ds +p/01 @1(s)x(s)ds

I'(B1)
1
+Pt51 [91 — M/O (1— S)“1+131*1f1 (S,X(S),C Daﬁﬁl*lx(s)) Js
i r?/;l) /01(1 — ) x(s)ds - /01 €01(s)x(s)d5] :

et

cDac1+/3171x(t) =0 chler/Slflq)lx(t)
t t
=p/0 h (s,x(s),f D“1+ﬁl—1x(s)) ds — r(fﬁlal)/o (t—s)""x(s)ds

T(B1+ 1)t 1 1 o e
PR a9 (o) D)
A 17 _ [ s)x(s)ds

s [T e [ o) ()d]
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Ce qui implique par ( 3.12 ) et ( 3.13 ) que:

€l < L1 et

CD‘XH_‘Bl_le S L2~

[ee]

Donc :
Jellx <Li+Loi=L. (3.18)
De la méme maniére, on a :
lylly < Li+ Ly := L. (3.19)
Par (3.17) et (3.18), on obtient :
I ey = Ixllx +lylly <L+LT<eo.

D’ou, () est un ensemble borné.
Graces aux étapes 1, 2, 3, et 4, et d’apres le théoreme du point fixe de Sheafer, on déduit que ® admet
un point fixe qui est solution du systeme fractionnaire ( 3.1 ). i

Exemple 7.

Soit le systéeme fractionnaire suivant :
‘D (D3 +2) x(t) = fi (Lx(), Dix(r)), te[01]
‘D (“D¥ +3) x(t) = fo (Lx(), DIx(r)), te[01]

x(0) = /Olsin(t)x(s)ds, x(1) = 4, (3.20)

Ou
A (t,x(t)," D%x(t)> 1 ; t n cos(x(t))zttii_nchéx(t))/
£ (by(0Dly(n) = £+ 2sin(y(t) ;iC;SCD;y(t))‘
Ona:
A (h 0 Dix)| < S5 4 A S5 2 S,

f2 (by() Diy(n))| < £+ 2ft3 <14+2<3.

Donc (Hyq) est satisfaite avec 7 = 1 et 1, = 3.
Aussion a:

|sin(f)| < 1.
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1
< -
-2

cos(t) '
2

Donc (Hy) est satisfaite avec My =1 et My = %
Ainsi toutes les hypotheses du théoreme [11| sont satisfaites, par conséquent le systéme (3.20) possede
au moins une solution x dans l'espace & .



Annexe

Proposition 2. Soit f € C([a,b]), pour «, B des nombres complexes tels que Re(a) > 0 et Re(p) > 0,

l'intégrale fractionnaire de Riemann -Liouville posséde la propriété de semi-groupe suivante :

(if) =u"Pr =1,
et pour Re(a) > 1ona
d _
whf=1h 'f.

Preuve. Pour la relation (3.21) on a :

B (1) 0 = gy [ 9 (187) (9)as

_ r(la) /ax(x )t (r(lﬁ) /as(s - t)ﬂlf(t)dt> ds
= IW /ax /:(x — ) (s — )P Lf(t)dtds
_ F(oc)ll"(ﬁ) /uxf(t) [/tx(x —5) (s — t)!“ds] dt,

on pose s =t + (x — t)T dans I'expression entre crochet de (3.23), on obtient :
ds = (x — t)dr,
s=t=t+(x—tHrt=t=1=0,
s=x=t+(x—-Hrt=x=1=1

alors

X _\a—1l7. -1 — ! _ _ a—1 o _ \p-1 o
/ (x — s)% (s — £)P~1ds / (x= (b4 (=D Nt + (x = T = F M — pydr
Jt 0

1
= [ = =0r =) (x =
0
1
— (x — f)rHB / (1— 1) 1eh14r,
0
Moyennant la définition de la fonction Béta, on déduit que

B(B,a) = /01(1 — 1) Pl = m,

60

(3.21)

(3.22)

(3-23)
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En retournant a la formule (3.23), on obtient alors

I (Iﬁf)( /f [ £ A 1r((“)£(§; dt
M/ﬂ(x L f (1)
= (17f) ().

Pour la relation (3.22) on a :

0 ) = 1 (i [T,

puisque f(t) et (x — t)*~! sont continues donc 'application  + — (x —t)*~1 f(t) est continue, alors :

RN @ = (o [t ).

D’apres 1'équation fondamentale de la fonction Gamma d’Euler (1.2 )onaT'(a) = (a —1)['(a —1) et
comme Re(a) > 1, alors

cic (laf) (x) = (a — 1)11“(06 —1) /ax ddx(x —s)" (Bt

T (e 1)11“<a =) [ =D = ey
1

=ty J, G
= (171f) (),

d’oul le résultat. O
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